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Gruppeniibung

Aufgabe G17
Fiir das Beispiel des miinzwerfenden Frosches auf den beiden Seerosenblittern {e} und {w} (also Q = {e,w}) mit
Startposition auf {e} war die Ubergangsmatrix gegeben durch

(72
q 1—gq
a) Wiederhole kurz, wie die stationére Verteilung lautet und wie man sie erhalt.
b) Zeige dass gilt
IPo(X, =) = 7llyy =P'(e,e) —m(e) = n(w) —P'(e,w)=(1-p—q)'(1-mn(0)) —

exponentiell in t

Aufgabe G18
Sei P die Ubergangsmatrix einer Markovkette auf €2, sowie y und v zwei beliebige Verteilungen auf Q. Beweise

[|uP —vP|lzy < lu—vll7v.

Aufgabe G19

n n
Gegeben seien Verteilungen u; und v; auf Q;, fiir i € {1,...,n}. AuRerdem seien u := [ [ u; und v := [ [ v; definiert auf
i=1 i=1

n
[ 1. Zeige dass gilt

i=1

n
= vllry < Dl = villry.
i=1

Aufgabe G20 (Galton-Watson-Prozess)
a) Seien T,X;,X,,... unabhingige, Ny-wertige Zufallsvariablen und X, X5, ... identisch verteilt. Zeige, dass die Erzeu-
T

gendenfunktion von S = ) X, gegeben ist durch

n=1

Ys(2) = Pr(x, (2))-

o0

Seien jetzt py, p1,Pa, .- € [0,1] mit Y, pp =1 und (X, ;) ien, €ine unabhéngige Familie von Zufallsvariablen
k=0

mit P(X,,; = k) = py fiir alle i, k,n € N,. Setze Z, = 1 und

Zn—1
Zy=) X, firneN.
i=1




Der sogenannte Galton-Watson-Prozess Z, kann interpretiert werden als die Anzahl von Individuen in der n-ten Genera-
tion einer sich zuféllig entwickelnden Population. Das i-te Individuum aus der n-ten Generation hat X, ; Nachkommen
(in der (n+1)-ten Generation). Sei

Y=Y i
k=0

die Erzeugendenfunktion der Nachkommenverteilung (pj)ken, 1’ deren Ableitung und 1) z, die Erzeugendenfunktion
von Z,,.

b) Zeige dass ¢, = fiir jedes n €N, wobei ), ;= o), ; flirn=2,3,... und ¢ :=1).

Die Wahrscheinlichkeit g, := P(Z,, = 0), dass Z zur Zeit n schon ausgestorben ist, ist offenbar wachsend in n. Bezeichne
mit q :=lim,_, q,, die Aussterbewahrscheinlichkeit.

c) Zeige F:={re[0,1]:yY(r)=r}={q,1}.

Hausiibung

Aufgabe H9 (5 Punkte)
Sei P die Ubergangsmatrix einer Markovkette mit stationirer Verteilung 7. Zeige dass fiir jedes t > 0 gilt!:

d(t+1) <d(t).

Aufgabe H10 (5 Punkte)
Betrachte die einfache Irrfahrt (X, )y, auf Z und definiere

Y, = I?SE;XXS.
Wie lautet die Verteilung von Y,,?
Aufgabe H11 (5 Punkte)
Gegeben seien zwei WahrscheinlichkeitsmaRe u;, u, auf Z. Wir schreiben p;, = u,, falls . f(i) - u,(0) < D0 £ (i) - py(i)

€. €.
fiir jede monoton wachsende, beschrénkte Funktion f : Z — Z. Fiir die Verteilungsfunktic;n%en F,, F, von ;;lzbzw. U gilt
offenbar u; < u, genau dann, wenn F;(x) = F,(x) fiir alle x € Z.
Zeige, dass auflerdem genau dann u; =X u, gilt, wenn es eine Kopplung ¢ von u; und u, gibt, mit (L) = 1, fiir
L:={x=(x1,x) €Z?: x; < x,}.

Aufgabe H12 (Galton-Watson-Prozess) (5 Punkte)
Betrachte noch einmal Aufgabe G20. Zeige

00
kpk>1

g<lelimy'(z)>1<
211 =

1 die Definition von d(t) erfolgt in der Vorlesung vom 07.05. bzw. ist nachzulesen in Abschnitt 4.4. von ’Levin, Peres, Wilmer’




