Einfiihrung in die Algebra , TUD WS 6

1  Ganzzahlige Arithmetik

1.1 Natiirliche Zahlen

Die Arithmetik griindet auf das Prinzip des “Weiterzéhlens® und erscheint eng mit der Zeit-
vorstellung verbunden. Die Reihe N der natiirlichen Zahlen 0,1,2,3, ... nehmen wir als gege-
ben. Die relevante Struktur ist das ausgezeichnete Element 0 und die “Nachfolgeroperation”
n +— n + 1. Sie wird charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften

e 0 ist kein Nachfolger, d.h. 0 #£ n + 1 fiir alle n

e Ausn+1=m+1folgt n=m

e Induktionsprinzip: Ist A(z) ein Aussage so, dass A(0) gilt (Verankerung) und A(n+1)
stets aus A(n) folgt (Induktionsschritt), so gilt A(n) fir alle n

Hinzu kommt das (beweisbare) Prinzip der rekursiven Definition. Dieses erlaubt z.B. das
n-fache nd eines Vektors @ durch folgende Angaben zu definieren

0@ =0, (n+1)d=nd+a
Weitere Beispiele sind die Definitionen
m+0=m, m+(n+1)=(m+n)+1 (Addition)
m-0=0, m-(n+1)=m-n+m (Multiplikation)
m £ 0, m <n+ 1 genau dann, wenn m < n oder m =n (Anordnung)
00=1, (n+1)!'=nl-(n+1) (Fakulit)

Dass dann die Thnen wohlbekannten Gesetze der Arithmetik gelten, kann man (meist durch
Induktion) beweisen.

1.2 Ganze Zahlen

Die Zahl a — b ist dadurch charakterisiert, dass (a — b) + b = a. Innerhalb der natiirlichen
Zahlen existiert sie genau dann, wenn b < a. Will man diese Einschrinkung aufheben (und
dafiir gibt es viele praktische Griinde), so kommt man zu den ganzen Zahlen: diese haben
eine eindeutige Darstellung der Form

nmitn € N bzw. —n mit n € Nyn # 0

Wir rechnen mit Zahlen aus N wie vorher und setzen

n—m fallsm <n (

—(m—n) fallsn<m —n) + (=m) = —(n+m)

(o) = (=m) +n = §

(=n)-m =m-—(n) = —(nm), (=n)-(=m)=nm
—n <m, —n < —m genau dann, wenn m < n
Wir kénnen nun die Umkehrung und die Subtraktion fiir beliebige ganze Zahlen definieren
—(—n)=mn, a—b=a+ (-b)
Wieder ergibt sich die Aufgabe, alle Gesetze der Arithmetik nachzuweisen.
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1.3 Rekursive Definition

Wir haben die Ordung [order], Addition und Multiplikation auf N “rekursiv” definiert, ohne
genau zu sagen, was wir damit meinen, oder zu beweisen, dass das auch funktioniert. Das
wollen wir nachholen.

Prinzip 1.1 (Rekursion) Seien g und h Funktionen auf N in m bzw. m+2 Variablen. Dann
gibt es eine Funktion f auf N in m + 1 Variablen derart, dass fiir alle natirlichen Zahlen
T1,...Tp,y qult

f(z1,...,2m,0) = g(x1,...,Tm)
flz1, . xm,o(y)) = bz, xmy, f(x1, .., Tm, y))
Der Werteverlauf dieser Funktion ist eindeutig bestimmdt.

Definition 1.2 Wir sagen, [ sei die rekursiv definierte Funktion zu dem durch g und h
gegebenen Rekursionsschema bzw. Rekursionsvorschrift [recursion scheme].

Zum Beispiel definieren wir f(y) = y! durch das Schema g =1, h(y,2z) = (y+1) -z

o0=1, (n+D!=nl-(n+1)

1.4 Ordnungsinduktion

Prinzip 1.3 (Minimalbedingung [minimal condition]) Sei C'(z:N) eine Formel so, dass
Jdz :N. C(z). Dann gibt es ein minimales m in N mit C(m) - d.h. es gilt C'(m) und Yy :
N.y <m= -C(y).

Beweis. Sei die Formel B(x) gegeben als
Jy:N. (y<zAC(y) = Fu:Nu<zACu) AVz:N. z < u = =C(2)

Wir benutzen das Induktionsprinzip um Vz:N. B(x) zu beweisen. Gilt Jy:N. (y < 0AC(y))
so ist 0 selbst das gesuchte minimale Element; andernfalls ist nichts zu zeigen. Sei nun B(n)
vorausgesetzt. Gilt Jy : N. (y < n A C(y)), so haben wir wegen B(n) auch das gesuchte
minimale Element. Andernfalls gilt entweder C'(on) und on ist das minimale Element; oder
—C(on) und damit =3y :N. (y < on A C(y)) und es ist wieder nichts zu zeigen. Damit ist
Va:N. B(x) bewiesen. Gibt es nun ein n mit C'(n), so gilt auch Jy:N. (y <nAC(y)) (wéhle

=n) und es folgt die Existenz eines minimalen m(< n) mit C(m). O Es folgt sofort das
folgende (indem man C(x) := = A(z) setzt)

Prinzip 1.4 (des kleinsten Verbrechers). Hat man die Annahme, dass m minimal ist mit
—A(m), zum Widerspruch gefiihrt, so hat man Ya:N. A(z) bewiesen.

Satz 1.5 Jede natiirliche Zahl n > 1 ist ein Produkt von unzerlegbaren [irreducible] Zah-
len.

Beweis. Sei n der kleinste Verbrecher, insbesondere selbst zerlegbar. Also n = a - b mit

1 < a,b < n. Da a kein Verbrecher ist, ist es ein Produkt a = p; - ... - px von unzerlegbaren
Zahlen und b = ¢ - ... ¢ ebenfalls. Alsoist n =py-... pr-q1-...-q auch ein Produkt von
unzerlegbaren Zahlen. Widerspruch [contradiction] U

Fiir Leute, die das Direkte lieben, kénnen wir unser Prinzip auch so formulieren
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Prinzip 1.6 (Ordungsinduktion). Sei A(x : N) eine Formel. Es sei die folgende Aussage
nachgeprift:

Ve:N. (Vy:N.y <z = A(y)) = A(z)
Dann gilt: Vo :N. A(x)

Vy:N. y < n = A(y) heisst Induktionsvoraussetzung oder Induktionsannahme [inductive
hypothesis] fiir n. Im Induktionschritt [inductive step] haben wir von allen m < n auf
n zu schliessen (was ggf. leichter ist, als allein von n — 1 auf n schliessen zu miissen). Der
Induktionsanfang [basis of induction] ist formal mit darin enthalten: fiir n = 0 gibt es
halt kein m < n. Oft ist es besser, das auch als gesonderten Fall zu behandeln.

1.5 Teilbarkeit
In Z definieren wir
x|y :=32:Z. xz =y lies x teilt [divides]y.
Lemma 1.7
al0, Ola = a=0, |a| =1[b] = alb = |a| <|b], a|]l = |a| = 1.
alb Able = ale, albAbla=|a| =1b|, alb= (ac)|(bc), alb A alc= a|(b+ c)

Algorithmus 1.8 (Division mit Rest [division with remainder]). In Z gibt es zu allen a
und b # 0 eindeutig bestimmte Zahlen r = R(a,b) und ¢ = Q(a,b) mit

a=>bg+r, 0<r<]|bl.
Fiir a > b > 0 ergeben sich diese rekursiv mit jeweils geignetem m > 1

| a—mb falls0 <a—mb<b
f(a,0) _{ R(a—mb,b) falls a —mb>b

1 fallsa=10
Qa,b) = ¢ m falls a —mb < b
Q(a—mb,b) +1 fallsa—mb>b

Beweis. Die Existenz ergibt sich sofort aus der Formulierung des Algorithmus. Ist nun a =
bg+r = b¢ + 1" und z.B. ' > r, so folgt b(q — ¢') = " —r. Also ¢ — ¢ = 0, da sonst
|b| < | —r| < |b]. Und es folgt r = r'. O

t ist ein gemeinsamer Teiler von a und b, falls ¢t|a und ¢|b. Ein gemeinsamer Teiler d von
a und b ist ein grosster gemeinsamer Teiler oder GGT [greastest common divisor, GCD],
falls jeder andere gemeinsame Teiler ¢ von a, b auch Teiler von d ist. Es folgt, das es zu a, b
bis aufs Vorzeichen [sign] hochstens einen GGT d gibt, wir schreiben GGT'(a,b) = d mit
d > 0, falls es einen gibt, andernfalls GGT(a,b) = .

Lemma 1.9

GGT(a,b) = GGT(a — gb,b) = GGT(b,a) = GGT(|al,|b]), a|b < GGT(a,b) = |a|
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Beweis. Aus t|la A t|b folgt t|(¢b) und t|(a — ¢b). Dasselbe Argument mit —¢ erlaubt den
Riickschluss. ]

Algorithmus 1.10 (Euklid+Bezout). Zu je zwei ganzen Zahlen gibt es den GGT (a,b) und
ganze Zahlen x und y mit
GGT(a,b) = ax + by.
Den GGT und geeignete Zahlen x,y kann man so bestimmen. Gegeben a,b setze
d=a 12 =19y :=0d=bx:=0,y:=1
Bestimme
d =dq+r mit|r| <|d| oderr =0
solange r # 0 tu (d',d) :== (d,r), (2',x) = (x,2" — xq), (vV',y) := (y,¥ — yq)
falls r =0 halt ein : d=ax+ by =: GGT(a,b).
Beweis. Mit den Lemma und Induktion ist die Existenz eines GGT sofort klar. Da N wohl-

geordnet ist, muss der Algorithmus zum Halten kommen. Korrektheit des Algorithmus: Fiir
alle Iterationsschritte gilt:

d=ax+by, d=ax' +by und GGT(a,b) = GGT(d,d).
Némlich
a(z' —xq) + by —yq) = ax’ + by — (ax +by)g=d —dg=r
GGT(r,d) = GGT(d,d") = GGT(a,b).
Ist r =0, so folgt d|d’, also d = GGT(a,b). O
Korollar 1.11 a|(bc) NGGT(ab) =1 = alc

Beweis. 1 = ax + by, also al|(axc + bey) = c.

Ein Teiler d von a ist echt, falls |d| # 1 und |d| # |a|. Eine Zahl a mit |a| > 1 ist unzerlegbar,
falls sie keine echten Teiler besitzt. Eine Zahl p mit |p| > 1 ist eine Primzahl, falls

Vo :ZNy:Z. p|(x - y) = plx V ply.
Mit Induktion folgt

p prim /\p|Hai = Fi € I. pla;.

icl

Satz 1.12 In Z sind die unzerlegbaren Zahlen genau die Primzahlen.
Beweis. Sei p prim und p = a - b, so 0.B.d.A. p|a, also |p| < |a|. Andererseits |a|] < |p]|, also
la| = [p|. Mit der Kiirzungsregel folgt |b| = 1.

Sei umgekehrt p unzerlegbar und p|(ab). Ist p kein Teiler von a, so GGT(p,a) = 1, also
1+ ax + by und b = abx + bpy und es folgt plb. O
Satz 1.13 Jede ganze Zahl a mit |a| > 1 hat eine Zerlequng

a=pi-... ppin Primfaktoren pi,...,p,, n > 1.

Die p; sind bis auf Vorzeichen [sgn] und Reihenfolge [order] eindeutig bestimmt [uniquely
determined].

Beweis. Die Existenz haben wir schon gezeigt 1.5. Die Eindeutigkeit folgt ebenso mit Induk-
tion: Ist a = [, pi = HT’Zl g; so teilt p, eines der ¢; nach Umsortieren etwa g,,. Es folgt

|pn| = |gm| und durch Kiirzen [cancellation] [[/—) [pi] = H;n;ll lg;]. Mit Induktion folgt
n = m und der Rest der Behauptung. O
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1.6 Diophantische Gleichungen

Satz 1.14 (Diophant) Es gibt zu gegebenen a,b,c € 7 genau dann (mindestens) eine ganz-
zahlige Losung der Gleichung

ar +by =c wenn d:=GGT(a,b)|c.
Hat man eine Lisung xq, o, so ist die Losungsgesamtheit gegeben durch
r=x0+qb, y=yo—qa', q€7Z, wobeia=add, b="0d.

Beweis. Die Aquivalenz folgt leicht mit dem Satz von Bezout. Bemerke GGT(da’,V) = 1,
da fiir einen gemeinsamer Teiler ¢ von o',V gélte: td|a,b. Dass x,y der angegebenen Gestalt
Losung ist, ist klar. Sei umgekehrt eine Losung x, y gegeben. Durch Herauskiirzen von d folgt
xa + yb' = xod’ + yob', also a'(x — o) = V' (yo — y). Mit dem Korollar 1.11 folgt a'|(yo — y),
d.h. x — xg = ¢V fiir ein g € Z. Es folgt a’q/ = b'(y — yo) und durch Kiirzen y — yo = qad’.

2 Algebraische Strukturen

2.1 Monoide

Eine algebraische Struktur [algebraic structure] vom Typ (Signatur) [type (signature)]
der Monoide [monoid] kann angegeben werden durch [can be presented by] eine (Grund)-
Menge [base set] A (fiir Pedanten: U, wie “unterliegende Menge”), eine zweistellige Ope-
ration [binary operation] (x,y) — x -y auf A, und eine Konstante [constant] e in A.
Notfalls dekorieren wir auch die Operationen: -4 und e4. Es handelt sich um ein Monoid
(auch Halbgruppe mit Eins) [semigroup with unit], wenn die Axiome (G1-2) gelten:

(G1) firallez,y,zinGgiltx-(y-2)=(z-y) -2

(G2) firallexinGgilte-x=x=uz-¢

Die zweistellige Operation heisst auch die Multiplikation des Monoids und man schreibt
auch zy = z - y. Das Element e ist neutral und durch (G2) eindeutig bestimmt [uniquely
determined] - gilt e/ = e so e = ee’ = €’ - man muss es also nicht immer ausdriicklich
angeben. Beispiele. [examples]

e N bzgl. [with respect to] + und 0

e N_j bzgl. - und 1

o K™*™ mit der Matrizenmultiplikation [matrix multiplication]

e Fiir eine Menge [set] M das Monoid aller Selbstabbildungen [selfmaps]

MM ={f| f: M — M Abbildung}

mit der Hintereinanderausfiithrung [composition] o als Multiplikation und der identi-
schen Abbildung [identity map] id als neutralem Element.
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e Ist eine Menge (Alphabet) ¥ gegeben, so erhélt man das Wortmonoid [word monoid]
als die Menge >* aller endlichen Listen [finite lists]

A1yennyy, A €2

mit der leeren [empty] Liste € als neutralem Element und der Verkettung concatenation
als Multiplikation

(al,...,an)-(bl,...,bn):al,...,an,bl,...,bm

Man kann die Kommata weglassen [omit] - dann hat man Wérter. Oder Klammern
drummachen [put brackets] - dann hat man “Tupel”. v ist Prdfiz von w, wenn es u
gibt mit vu = w - und wu ist dann eindeutig bestimmt.

In jeder algebraischen Struktur A von Typ der Monoide definieren wir rekursiv zu gegebenen
b bzw. by,by,...in A
W=ey, V"I =0"40

0 m—+1 m
Hbi = ey, H bi= (|| bi) abmr
i=1 i=1 i—1
Wir schreiben auch anschaulicher [more intuitivelyl by - ... - by, statt [[;-, b;.

2.2 Terme

Der Begriff [concept] “Term” ist seit frither Schulzeit wohlbekannt. Fiir algebraische Struk-
turen vom Typ der Monoide, kann man Terme in den paarweise veschiedenen Variablen
[pairwise distinct variables] z7,...,T, so einfiithren

Jedes z; ist ein Term

e ist ein Term

Sind s und ¢ Terme, so auch (s - t)

e Das ist alles [that’s alll: nur was so entsteht ist ein Term

Wir haben also die Menge der Terme iiber z,...,x, als Teilmenge [subset] der Wortmo-
noids mit Alphabet {x1,...,z,, €, -, (,)} eingefithrt und vorausgesetzt, dass die “Symbole”
e, (,) unter den “Variablen” z; nicht vorkommen. Wir schreiben auch t(xy, ..., z,) um auf
die Auflistung der Variablen hinzuweisen.

Der Zweck der Terme (vom Typ der Monoide) ist, dass sie bei Vorgabe einer algebraischen
Struktur A vom Typ der Monoide und einer Liste aq,...,a, von Elementen von A auf
eindeutige Weise ausgewertet werden [evaluated] konnen

t(zy, ... xn) = tYay, ... a,) €A

so, dass
(1) zay,...,a,) = a;
(2) e*(ar,...,a,) =ex
(3) (s-t)a1,...,a,) = s ay,...,an) -atMay,. .., a,)

Wir nehmen das hier als Erfahrungstatsache, ein Beweis folgt spaeter.
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2.3 Allgemeines Assoziativgesetz

Wir kénnen nun das allgemeine Assoziativgesetz [general associative law] fiir Monoide
formulieren und beweisen

Die Auswertung [value] eins Terms in einem Monoid dndert sich nicht,
wenn man die Klammern umstellt [rearrange]

Anders ausgedriickt: Beschreibt die Liste y1, .. ., ¥, das Vorkommen [occurence] der Varia-
blen im Term ¢ = t(z1,...,x,) (mit jeder Wiederholung) [repetitionl], so erhélt man den
linkgeklammerten [left bracketed] Term zu t als
A(t) = H Yi
i=1

und fiir jedes Monoid A und a4, ..., a, in A gilt

tay,. .. ,Ay) = )\(t)A(al, Ce Q) = Hb" wobei b; = a; falls y; = z;

i=1

Insbesondere gilt in jedem Monoid

n n; m n i—1
HHbU :gck mitm:;ni und b;; = ¢y, WOk:j—l—;nl

=1 j=1

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Ordnungs-Induktion [order induction] iiber
die Wortlénge [word length]. Der Einfachheit halber schreiben wir ¢(t) =
= tMay,...,a,). Ist t = z; oder t = e, so ists klar. Wir haben nun ¢(s - t) = ¢(A(s - t)) zu
zeigen unter der Annahme, dass ¢(u) = ¢(A(u)) fiir alle Terme u von Wortlange kleiner als
der von (s - t).

Ist t eine Variable, so t = v, und A(S - Yp) = A(S) * Ym, also @(s - ym) = @(5) -4 &(Ym) =
BONS)) 4 6H)m = BOS) - M) = 6As - o).

Ist ¢t = e eine Variable, so A(s-e) = A(s), also ¢(s-¢e) = ¢(s) -a p(e) = p(A(s)) a4 =
P(A(s)) = d(A(s - €)).

Andernfalls gilt A\(t) = A(u) « ym und A(s - ) = A(A(S) - AM(w)) - ypm. Es folgt (s - t)
6(5) 4 80) = (5 4 6D =6N6)) 4 9O 3) = KA (O(MW)) -4 Hluin)) =
(BONS)) 4 SMN)) 4 Blm) = BN ) = GONA(S) - Aw) 2 6(ym) = SAA(s)
Aw)) - ym) = ¢(A(s - 1)) O

Seien s(x1,...,2,) und t(zy, ..., x,) Terme vom Monoid-Typ. Wir sagen, dass die Gleichung
s & t fiir Monoide gilt, falls sie in allen Monoiden genauso ausgewertet werden, d.h.

Ym
A

/-\
>3

£ S

N
=3
1S

3

Il

o 3

sMay, ... an) =t*ay,. .., a,) fiir alle Monoide A und ay,. .., a, in A

Ein Term ist in Monoid-Normalform [monoid normal form], wenn er linksgeklammertes (ggf.
[possibly] leeres) Produkt von Variablen ist.

Korollar 2.1 Zu jedem Term t vom Monoid-Typ gibt es einen Term t' in Monoid-Normalform
so, dass t =t fiir Monoide gilt.

t' ist sogar eindeutig bestimmt (*Ubung).
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2.4 Kommutative Monoide

Ein Monoid heifit kommutativ, wenn
(G4) fur alle z,y in G gilt zy = yx .

Ein Beispiel ist das System aller Teilmengen bzw. endlichen Multi- Teilmengen [bags] einer
Menge M mit der Vereinigungsbildung [formation of unions] als Multiplikation und der
leeren Menge als neutralen Element. Multimengen kann man auffassen als Listen, bei denen
es auf die Reihenfolge [order] nicht ankommt, wohl aber auf Wiederholung [repetition]
(z.B. wenn sich Leute in eine Liste fiir Kaffeeverbrauch eintragen). Alternativ kann man eine
Multi-Teilmenge von M als Abbildung « : M — N ansehen, wobei a(z) angibt, wie oft x
drin ist; Multiplikation und Neutralelement sind dann gegeben durch

(a-B)(x) = a(x) + B(x), e(x) =0

In einem kommutativen Monoid gilt das allgemeine Kommutativ-Assoziativ-Gesetz [general
commutative-associative law]

In einem kommutativen Monoid hingt die Auswertung eines Terms nur von der
Héaufigkeit [frequency], nicht von der Reihenfolge des Auftretens [occurence]
der Variablen ab

Anders ausgedriickt: zu jedem Term ¢(xq, ..., x,) sei

die zugehorige kommutative Monoid-Normalform. wobei k; die Haufigkeit des Auftretens von
x; in t ist. Dann gilt fiir alle a4, ..., a, in einem kommutativen Monoid A

n

tYay, ... a,) = pt)ay,. .. a,) = Hafi

=1

insbesondere

n n
k; li ki+l; n__ . .n in
a/Ha;—Hai’ o(a-b)"=a"-b

n
=1 i=1 i=1

Die erste dieser beiden Gleichungen beweist man leicht durch Induktion itber n. Dann folgt
das allgemeine Gesetz durch Induktion tiber den Termaufbau (Ubung!). [J.

Fiir eine endliche Indexmenge [set of indices] [ und a; (i € I) in einem kommutativen
Monoid konnen wir also definieren

Hai = Haf(k) wobei f:{1,...,n} — I bijektiv

iel k=1

und das héngt nicht [does not depend] von f ab.
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2.5  Gruppen

Eine algebraische Struktur G vom Typ der Gruppen kann angegeben werden durch eine
(Grund)Menge G, eine zweistellige Operation (z,y) — x -y = zy auf G, eine einstellige
Operation x + 27! auf G und eine Konstante ¢ in G. Es handelt sich um eine Gruppe
[group], wenn gilt

(G1) furalle z,y,zin G gilt  z(yz) = (2y)z
(G2) fur alle z in G gilt er =x = xe
(G3) fiir alle z in G gilt rrl=e=x"1x

Man nennt dann - die Multiplikation der Gruppe, ~! die Inversion und e das neutrale Element.

Zum Begriff der Gruppe gehoren also vier Daten: Die Grundmenge und die drei Ope-
rationen. Wir notieren das, wenn nétig, als (G;-,7!,e) - wobei wir natiirlich auch andere
geeignete Zeichen [symbols] benutzen diirfen, etwa (A, +,—,0), d.h. Grundmenge A, ‘Mul-
tiplikation’ (oder besser Addition) (z,y) — x + y, Inversion x — —z und neutrales Element
0. Wennn klar ist, welche Operationen wir meinen, sprechen wir einfach von der Gruppe G
bzw. A.

Neutrales Element und Inversion einer Gruppe sind schon eindeutig durch Grundmenge
und Multiplikation bzw. Addition bestimmt (s. Lemma), man muss also in Beispielen nur
letztere angeben. Dies rechtfertigt auch die folgende alternative Definition: Eine Gruppe kann
angegeben werden durch eine (Grund)Menge G und eine zweistellige Operation (z,y) — xy
auf G derart, dass (G1) und

(G2+3) es gibt ein Element e von G mit
(a) fir alle z in G gilt ex = x = ze
(b) fiir alle x in G gibt es ein y in G mit zy = e = yx

Dass die Angabe aller drei Operationen die sinvollere Sicht ist, wird beim Begriff der Unter-
gruppe klar werden.

Beispiele:
e Die ganzen Zahlen [integers] bilden eine Gruppe (Z;+, —,0) bzgl. der iiblichen Ad-
dition

e Die Vektoren des Raumes [space] bilden eine Gruppe (V;+, —, 6) bzgl. der Addition
von Vektoren

e Die rationalen Zahlen [rational numbers] # 0 bilden eine Gruppe (Qo;-, ', 1) bzgl.
der {iblichen Multiplikation

e Die reellen Zahlen [real numbers] > 0 bilden eine Gruppe (Rwg;-,~',1) bzgl. der
iiblichen Multiplikation

e Die invertierbaren [invertible] Matrizen in K™*" bilden die (allgemeine lineare)
Gruppe GL(n, K) bzgl. der Matrizenmultiplikation

e Die bijektiven Abbildungen [bijective maps] einer Menge M in sich bilden bzgl. der
Komposition o, der Inversion !, und dem neutralen Element id,; eine Gruppe Sy, die
symmetrische Gruppe [symmetric group] auf M.
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e Endliche Gruppen kénnen wir durch eine Tafel [table] fiir die Multiplikation angeben,
z.B.

(1) ab=a <> b=e¢ <& ba=a
2 b=a'! <> ab=e <> ba=c¢
(3) (a7') ' =a (4) (ab)™" = b7la™

Beweis. (1). Aus ab = a folgt durch Multiplikation mit a~! von links, dass a~1(ab) = a™'a.
Nun ist aber nach (G1-3) a~!(ab) = (aa™')b = eb = b und a~'a = e, also b = e. Ebenso geht
der Schluss von ba = a auf b = e durch Multiplikation mit a~! von rechts. Die Umkehrungen
sind trivial.

(2). Gilt ab = e so folgt durch Multiplikation mit a™! von links, dass a=*(ab) = ae.
Nun ist aber wie eben a™!(ab) = b und a~'e = a™!, also b = a~'. Ebenso geht der Schluss
von ba = e auf b = a~! durch Multiplikation mit a~! von rechts. Die Umkehrungen sind
trivial.

(3) folgt sofort aus (2) mit b = a~!. In (4) hat man wegen (2) nur (b~'a=1)(ab) = e zu
zeigen. Das geht so: (b~'a™1)(ab) = (b~ (a"ta))b = (b~'e)b = b~1b = e. (4) heisst auch die
Socke-Schuh-Regel. [1 Die Verallgemeinerung folgt nun leicht durch Induktion

(ay-...-ap) P =at.. . -a’

Wir definieren fir a in G
a"=(a")"' firneN
Ist G eine Gruppe, so gilt (Ubung!)
z w z+w’ (az)w zZw

a®-a¥ =a =a fiir alle z,w € Z

Wenn wir iiber Terme reden wollen, ist die Notation ¢~ unhandlich. Wir verstehen sie einfach
als traditionelle Schreibweise fiir ¢t. Also kommt bei der Termerzeugung die folgende Regel
hinzu

e Ist t ein Term vom Typ der Gruppe, so auch «t

Ein Gruppenterm ist in Gruppen-Normalform, falls er folgende Gestalt hat
Hyf mit z; € Z und y; # y;41 fiir alle i < m
i=1

und man zeigt, dass es zu jedem ¢ ein ¢ in Normalform (in denselben Variablen) gibt so,
dass t und ¢’ in jeder Gruppe gleich ausgewertet werden. Ubung]!
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2.6 Kommutative Gruppen

Die Gruppe G ist abelsch [abelian] oder kommutativ commutative , falls
(G4) fiir alle z,y in G gilt zy = yx

Beispiele: Abelsche Gruppen sind Z, Q, R jeweils mit Addition, Subtraktion und Null bzw.
Q\ {0} und R\ {0}. jeweils mit Multiplikation, Inversion und Eins.

Man benutzt meist die additive Schreibweise und bezeichnet Operationen als Addition, Um-
kehrung bzw. Inversion und Nullelement bzw. neutrales Element. Statt a + (—b) schreiben
wir auch a — b. Statt [ [, a; haben wir ). a;, statt a® haben wir za und es gilt fiir z,w € Z

O0a=0, (—1)a = —a, (z+w)a = za+ wa, z(wa) = (zw)a, z(a+b) = za+ zb

Indem man mithilfe der Kommutatividat die Vielfachen derselben Variablen zusammenfasst,
erhélt man nun aus der Gruppen-Normalform eines Term ¢(zq,...x,) eine kommutative

Gruppen-Normalform
n

Zzixi 2 €L, x; #x; fiir i # j

=1

die in jeder kommutativen Gruppe genauso wie t ausgewertet wird. Es folgt

In einer kommutativen Gruppe gelten alle Gleichungen von 7Z

Indem man die eine Seite der Gleichung von der anderen abzieht, erhédlt man némlich eine
dquivalente Gleichung der Form ), zz; = 0. Ist z.B. z;,, # 0, so setze x;, = 1 und z; = 0 fiir
1 # ip um eine Auswertung mit Wert # 0 zu erhalten. Alos gilt die Gleichung genau dann
in Z, wenn alle z; = 0 sind. Dann gilt sie aber in jeder kommutativen Gruppe.

2.7 Ringe

Eine algebraische Struktur R von Typ der Ringe besteht aus einer additiv geschriebenen
Struktur von Typ der Gruppen une einer multiplikativ geschriebenen Struktur vom Typ der
Monoide (meist mit 1 anstelle von e) auf derselben Grundmenge. Es handelt sich um einen
Ring [ring], wenn (R, +,—,0) eine abelsche Gruppe ist (auch als (R1-4) notiert), (R,-, 1)
ein Monoid (R5-6), und wenn die Distributivgesetze [distributive laws] gelten

(R7) fir alle z,y,z in Rgilt x(y+2) =zy+az
(R8) fur alle z,y,zin R gilt (y+ 2)z =yx + z2x

R ist kommutativ, wenn
(R9) fiir alle z,y in R gilt Ty = yx

Einen endlichen Ring konnen wir durch zwei Tafeln, fiir + und - je eine, angeben. Bei
unendlichen Ringen konnen wir uns das zumindest denken. Beispiele kommutativer Ringe
sind Z, Q und R mit den iiblichen Operationen. Beispiele nichtkommutativer Ringe sind die
Matrizenrinmge K"*" (dabei kann K irgendein Ring sein). In jedem Ring gelten

Opr =0r =10g, (—1g)r=—r, (21g)=2r =r(zlg) fir z € Z
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und das allgemeine Distributivgesetz

n

H(Z a;;) = Z H @if (i)

i=1 jeJ; feAi=1

wobel

A:{f\f:{1,...,n}—>UJi, fi) € Ji}

die Menge der Auswahlfunktionen [choice functions] ist. Der Beweis beruht auf der Erfah-
rung, dass man systematisch ‘ausmultiplizieren’” kann. Man kann auch die anderen iiblichen
Gesetze der Buchstabenrechnung leicht aus (R1-9) herleiten. Sogar (wie wir spéter zeigen
werden )

‘In einem kommutativen Ring gelten alle Gleichungen von Z ‘

Unserer Notation fiir die Operationen entsprechen die folgenden Erzeugungsregeln fiir Terme
vom Typ der Ringe

e Variable, 0 und 1 sind Terme
e Sind s,t Terme, so auch (s+t), —s, (s-1)

Zur Klammerersparnis benutzen wir auf der Mittteilungebene die bekannte Konvention
‘Punkt vor Strich” und ungeklammerte Smmen bzw. Produkte verstehen wir als linksgeklam-
mert. Im Prinzip denken wir die Terme aber nach wie vor komplett geklammert. Andernfalls
miissten wir etwas mehr Sorgfalt aufwenden, um die eindeutige Lesbarkeit und damit die
Funktionalitit der Auswertung zu beweisen.

2.8 Integrititsbereiche

Ein Integrititsbereich [integral domain] ist ein kommutativer Ring ohne Nullteiler [divisors
of zero], d.h. aus ab = 0 folgt stets, dass a = 0 oder b = 0. Gleichbedeutend [eqivalent]
ist die Ktirzungsregel [cancellation law]

e Aus ar =ay und a # 0 folgt z =y
Bespiele Z,Q, R, C.

2.9 Korper

Definition. Ein Schiefkérper [skew field] oder Divisonsring [divsion ring] kann angegeben
werden als ein Ring K mit 1 # 0 derart, dass

Ve.x #0=dy. xy =1

d.h. die x # 0 bilden eine Gruppe unter der Multiplikation. Also ist y durch x eindeutig
bestimmt (vgl. Lemma 2.2) und wir schreiben y = =1, In einem Schiefkérper K gilt ab =
0= a=0Vb=0 und somit die Kiirzungsregel

c#F0Nac=bc=a=1b



2.10 Moduln 13

Zu a # 0 und b, ¢ hat man eine eindeutige Losung der Gleichung
ar +b=c nimlich z =a '(c—b)
Aus b # 0 folgt némilch a = al = a(bb™!) = (ab)b™' = 0b~! = 0.

Eine in vieler Hinsicht angemessenere Sicht ist, die Inversion x — z~! als partielle. nur fiir
x # 0 definierte, Operation zu verstehen.

Ist die Maltiplikation kommutativ, so spricht man von einem Korper [field]. Beispiele von
Korpern sind Q, R, C, Q(v/2) = {a +bv2|a,b € Q}. Jeder Korper ist ein Integrizitsbereich.

2.10 Moduln
Sei K ein Ring . Eine algebraische Struktur V (auch V') vom Typ der K-Moduln ist eine

additiv geschriebene Struktur vom Typ der Gruppen mit zusétzlich zu jedem r € K einer
einstelligen Operation ry notiert als z — rz. Es handelt sich um einen K-Modul [module],
wenn (V,+, —,0) kommutative Gruppe ist (V1-4) und
(V5) fiir alle 7 in K und ¢, in V' gilt r(v+ @) = rv + rw
(V6) firalledin V gilt 19 =¢
(V7) firalle r,sin K und ¢'in V gilt (r + )0 =17 + st
(V5) fiir alle 7, s in K und ¢ in V gilt r(sv) = (rs)v.

Ist dabei K ein Korper, so sprechen wir von einem K- Vektorraum. Der Ring K ist integraler
Bestandteil des Begriffs, seine Elemente heissen Skalare. Beispiele

1. Die Vektoren des Raumes bzw. einer Ebenen bilden einen R-Vektorraum
2. Jeder abelsche Gruppe ist ein Z-Modul mit (rekursiv definiert)
0a=0. (n+1l)a=na+a, (—n)a= —(na)

3. Ist I eine Menge und K ein Ring, so bilden die Abbildungen f : I — K einen K-Modul
bzgl. des komponentenweisen Rechnens

(f+9)(@) = f(@)) +9(), (rf)(@)) =r(f(i)) alleiel
Insbesondere ist R = R' ein R-Modul.

4. R™ wird zum R™*"-Modul mit der Multiplikation “Matrix mal Spalte”.
Es folgt das allgemeine Assoziativ-Kommutativgesetz fiir die Addition, und die Distributiv-
gesetze (Beweis als Ubung)
T(Zvi) = ZT% [Zri]v = va
i=1 i=1 i=1 i=1
00=r0=0, (—r)0 = —(r0).

Alternativ kann man die Multiplikation mit Skalaren als Abbildung (r,v) — rv verstehen.
Das erfordert dann den Begriff der “mehrsortigen algebraischen Struktur” multi-sorted.

Obige Auffassung passt jedoch fiir unsere Zwecke besser. Fiir Terme haben wir die Erzeu-
gungsregeln
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e Jede Variable x; und 0 sind ein Term

e Sind s,t Terme, so auch (s +t), —t, rt (alle r € K)

Werden mehrere Skalare verkiipft, so benutzen wir die Klammern [,], z.B. [2 + 3 - 4]z;.
Mit den genannten Gesetzen erhélt man sofort zu jedem Term t(z1,...,x,) eine K-Modul-
Normalform

=1

die in jedem K-Modul genaus wie t ausgewertet wird (in diesem Kontext mitgeteilt durch
t ~ NF(t)). Man spricht auch von einer Linearkombination [linear combination] der
Z1,...,%,. Ubung!

2.11 Algebren

Sei K ein. Eine algebraische Struktur A von Typ der K-Algebra besteht aus einer algebrai-
schen Struktur vom Typ des K-Moduls und einer von Tp des Rings mit derselben additiven
Struktur. Es handelt sich um eine K-Algebra algebra , wenn es sich hierbei um einen K-
Modul und einen Ring handelt und gilt

(A) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb) firallea,be A, re K
A is kommutativ, wenn es als Ring kommutativ ist. Beispiel
1. Die Matrix-Algebren K™*" sind nicht kommutativ fiir n > 1.
2. Jeder Ring ist eine Z-Algebra.
3. Der Polynomring K[z,...,x,] ist eine kommutative K-Algebra.

4. C ist eine R-Algebra.

2.12  Algebraische Strukturen

Das gemeinsame Prinzip bei diesen algebraischen Strukturen scheint zu sein, dass sie aus
einer Menge mit einem System von fundamentalen Operationen bestehen. Man denke dabei
an formales Objekte oder Operationssymbole f mit fester Stelligkeit [arity] (abhingig von
der betrachteten Strukturklasse, Typ oder Signatur), die dann in der jeweiligen Struktur A
(aus dieser Klasse) als n-stellige Operation f4 implementiert sind, d.h. als Abbildung f4,
die jedem n-Tupel (ay, ..., a,) von Elementen aus A einen Wert f(aq,...,a,) in A zuordnet.
Eine Ausnahme gibts hier nur bei den Kérpern, wo 07! nicht definiert ist.

GgF'. kann eine Teilmenge der Operationssymbole selbst wieder eine algebraische Struktur
tragen, wie bei den Moduln. Bei Moduln macht es aber auch Sinn, zwei Mengen, d.h. zwei
Sorten von Elementen, Vektoren und Skalaren, zu sehen. Wollte man die Matrizen beliebigen
Formats iiber einem Ring als algebraische Struktur (Ringoid) auffassen so hitte man zu jedem
Format n xm ein ‘Sorte’ und konnte nur Matrizen gleicher Sorte addieren, ‘passender’ Sorten
multiplizieren. Entsprechend bilden die bijektiven Abbildungen f : M — N, mit M, N in
einem gegebenen System von Mengen, ein Gruppoid.
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3 Grundlegende algebraische Begriffe

3.1 Unterstrukturen

Eine Unterstruktur [substructure] B einer algebraischen Struktur A wird bestimmt durch
eine Teilmenge B von A, die unter den Operationen von A abgeschlossen ist, d.h.

e abeB=a-beB;ecB fiir Monoidtyp
eabcB=a-beB,ecB;acB=a'leB fiir Gruppentyp
eabeB=a+b,a-beB;0,1e¢B;aeB=—-a€eB fiir Ringtyp
eabeB=a+beB;0€B;ac B=rac B (rekK) fiir K-Modultyp

eabeB=a+ba-beB;0,1€B;ace B= —a,ra€ B(rekK)
fiir K-Algebratyp

Das Gemeisame lésst sich so fassen: B ist Unterstruktur von A, wenn B C A und
fA(by,...,b,) € B fiir jede fundamentale Operation f und alle by,...,b, € B

sofern f4(by,...,by,) erklirt ist. Insbesondre ¢ € B fiir jede fundamentale Konstante. B ist
dann auf natiirliche Weise eine algebraische Struktur desselben Typs - mit der Einschrankung
der Operationen von A.

Prinzip 3.1 Sei « eine Ausssage der Form Nxy ... Vz,. f(x1,...,2,), wobei B keine weite-
ren Quantoren enthdlt. Gilt o in A, so auch in jeder Unterstruktur B.

Korollar 3.2 Unterstrukturen von (kommutativen) Monoiden, (kommutativen) Gruppen,
(kommutativen) Ringen, K-Moduln bzw. K -Algebren sind wieder solche.

Man spricht dann auch von Untermoniden, Untergruppen Umterringen, K-Untermolduln
bzw. K-Unteralgebren. K ist ein Unterkérper von L, wenn’s ein Unterring ist und

r~! e L fiir alle r # 0 in K.

Dann ist K auch ein Korper. Beispiele:

e N ist additiv wie multiplikativ Untermonoid von Z

Z ist Unterring von Q

Q ist Unterkorper von R und R von C

Vektorielle Ebenen und Geraden im vektoriellen Raum sind R-Untervektorraume

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Variablen mit
Koeffizienten aus K bildet einen K-Untervektorraum von K".

Ist A Unterstruktur von B und B von C, so ist A Unterstruktur von C.

Sind alle B; (i € I) Unterstrukturen von A, so ist auch [),.; B; Unterstruktur von A.
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e Jede Untergruppe ist Untermonoid

e Jeder Unterring ist additiv Untergruppe und multiplikativ Untermonoid
e Jeder K-Untermodul ist Untergruppe

e Jede K-Unteralgebra ist K-Untermodul und Unterring

e Jeder Unterring eines Korpers ist ein Intergritdtsbereich

e [st K Unterkoper von L, so ist L eine K-Algebra mit K-Unteralgebra K
e Q(v2) = {a+bV2|a,bec Q} ist Q-Unteralgebra von R.

e Die invertierbaren Elemente a eines Monoids M (d.h. es gibt 2,y € M mit ax = e =
ya) bilden ein Untermonoid M *, das eine Gruppe ist, die Finheitengruppe [group of
units] von M. Ist M = K™ " so ist das die allgemeine lineare Gruppe [general
linear group] GL(n, K) - und der Beweis geht im allgemeien Fall wie da. Ein Ring R
ist Schiefkorper ganau dann, wenn [if and only if] R* = R\ {0}.

e S'={z€C||z| =1} ist Untergruppe von C*.
e {z € C|z"=1} ist Untergruppe von S*

e {feSy| f(N)=N}und {f € Sy | f(x) = x fir alle z € N} sind Untergruppen
der symmetrischen Gruppe Sy, fiir jedes N C M.

Lemma 3.3 In einer endlichen Gruppe G gibt es zu jedem g € G einm € N mit g~ = g™.
Insbesondere ist jede nichtleere, unter Multiplikation abgeschlossene Teilmenge eine Unter-

gruppe.

Beweis. Die Elemente ¢* kénnen nicht alle voneinander verschieden sein. Also gibt es k < [
mit g* = ¢'. Es folgt e = (gk)flgl =gk O

3.2 Erzeugnis

Fiir eine algebraische Struktur A und Teilmenge E von A bestehe das Erzeugnis [span]
Spann E von E aus den t4(ay, ..., a,) mit ai, ..., a, in E und beliebigen Termen t(x1, ..., x,).
Hat man fiir A eine Normalform etabliert, so braucht man nur ¢ in Normalform.

Lemma 3.4 Spann FE ist eine Unterstruktur von A. Fiir Unterstukturen B von A gilt Spann E C
B genau dann, wenn E C B.

Man sagt auch, Spann E sei die kleinste E enthaltende Unterstruktur von A. Beweis: Spann E
ist Unterstruktur. Z.B. abgeschlossen unter Multiplikation: hat man ¢; € Spann E, d.h. ¢; =
tMag, . .., aip,) mit passenden t;(x;, ..., T,,) und a;; € E, so bringe man die Variablen in
die Reihenfolge x11, ..., Z1p,, T21, . - ., Top, und wéhle t = (t1-t2) und ¢1-4co0 = t(aqy, ..., asn,)
zu erhalten.

Sei andererseits B Unterstruktur mit £ C B. Induktion iiber den Termaufbau liefert
t4(a1,...,a,) € B fiir @ € E. Z.B. fiir t = (t; - t) hat man als Induktionannahme
tA(ay,...,ay) also auch t4(ay, ..., a,) = tHay,...,a,) -ati(as,...,a,) in B. O Es folgt
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e F C SpannE

e F C F = Spann E C Spann. F

e SpannSpann E = Spann E

17

Klasse Struktur Erzeugendenmenge

Monoid (N, +,0) {1}

Monoid (N.g, -, 1) {p | p prim}

Gruppe (Z,+,0,-) {1}

Gruppe (Q,+,0,—) {# | n > 27, p prim}

Gruppe (Qs0,+,1,71) {p | p prim}

Gruppe | (Quo,-,1,71) {-1}u{p|p prim}

Gruppe GL(n, K) {S | S n x n-Elementarmatrix }
Gruppe SL(n, K) {S | S n x n-Scherungsmatrix}
Gruppe Sn, {7 | 7 Vertauschung i <> j}
Gruppe D, {p,c}, p n-zdhlige Drehung, o Spiegelung
Ring (Z,+,0,—,-,1) 0

Ring (Q,+,0,—,-,1) | {; |pprim }

Korper (Q,+,0,—,-,1,71) |0

K-Modul | K" {e1,...,en}

R-Modul |C {1,i}

R-Algebra | R[zy,. .., x,] {z1,...,2,}

R-Algebra | C {i}

Korollar 3.5 Fir ein kommutatives Monoid M gilt

Korollar 3.6 Fiir einen K-Modul V' gilt

Korollar 3.7 Fir eine kommutative K-Algebra A gilt fir E = {uvy, ...

k
Spann E = { Z Ty nkHvZ-“

Spann E/ = {ﬁ v

i=1

i=1

n; € N} falls E ={vy,...

, Un}

Spann E = {eri | € K} falls E = {vy,...,0,}

SpannE:{Zrivi IneN, v, € E, r, € K}

i=1

N1, Nk 3

,Un }

k
ank) €N y g

kGN, (nl,...

.....
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3.3 Isomorphismen

Der Begriff der algebraischen und sonstigen mathematischen Strukturen ergibt sich zwangs-
laufig, wenn man Mathematik nicht nur als Rechnung oder Herleitung von Aussagen verste-
hen will, sondern auch Objekte denken will, auf die sich diese Rechnungen und Aussagen
beziehen. Zudem erhélt man die Moglichkeit, aus schon bekannten Objekten neue zu kon-
struieren. Man hat dann aber zu akzeptieren, dass es z.B. ‘den” Korper Q der rationalen
Zahlen nur ‘bis auf Isomorphie’ gibt, d.h dass die gedachte Realisierung (z.B. als Quotienten
ganzer Zahlen oder als periodische Dezimalzahlen) nicht mit erfasst ist. Will man das doch,
so hat man den Strukturbegriff entsprechend zu erweitern, aber auch dann hat mans letzlich
nur bis auf Isomorphie. Man sollte dies aber eher als Vorteil sehen, da die Aufmerksamkeit
auf die jeweils relevanten Fragen gerichtet wird. Jedenfalls wollen wir uns das Denken in
Strukturen nicht vermiesen lassen. Dass die Umsetzung fiir den Schulunterricht eine diffizile
Aufgabe ist, steht auf einem anderen Blatt.

Ein Isomorphimsus zwischen zwei algebraischen Strukturen A und B desselben Typs wird
angeben durch eine bijektive Abbildung ¢ : A — B derart, dass fiir jede fundamentale
Operation f gilt:

fir alle ai,...,an,a € A. fYar,...,a,) =a < fP(¢ay, ..., ¢a,) = ¢a

Man sagt auch ¢ ist ein Isomorphismus von A auf B bzw. ¢ : A — B ist ein [somorphismus.
Dass ¢ ein Isomorphismus des Rings R auf S ist, bedeutet demnach

dla+rb) = ¢a+g ¢b, p0r = 0g, ¢ —pa = —goa, ¢p(a-rb) = ¢a-s ¢b, Pl = 1,

Bei R-Moduln bzw. -Algebren hat man insbesondere bzgl. der skalaren Multiplikation in A
bzw. B die Bedingungen ¢(ra) = r¢a fir jeden Skalar r» € R, d.h. eine lineare Abbildung.
Beispiel. Der Witz des Rechnens mit Blockmatrizen ist z.B. der natiirliche Isomorphismus
von R, auf (R,,); wobei n = mk

aip ... Qip Ay Ay im41,jm+1 -+ Cim41,jm+m

ap1 ... Qnn Akl Akk Gim+m,jm+1 - -+ Aim4+m jm+m

Lemma 3.8 Ist ¢ Isomorphismus von A auf B so ist die Umkehrabbildung ¢~ ein Isomor-
phismus von B auf A. Ist zudem 1 Isomorphismus von B auf C, so ist die Hintereiander-
ausfihrung v o ¢ Isomorphismus von A auf C.

Beweis als Ubung. Gibt es einen Isomorphismus von A auf B, so heissen A und B (zueinan-
der) isomorph und man schreibt A = B. Nach dem Lemma gilt

A2 A A=ZB=B~A A=ZB=(C=A=B
Prinzip 3.9 Sind A und B isomorph, so gelten fiir A und B dieselben Aussagen.

Ein Isomorphismus ¢ von A auf A heisst ein Automorphismus von A. Beispiele.
Q(V2) ={a+bv2]a,b€QF CR, ¢:Q(V2) = Q(V2), ¢(a+bV2)=a+b(-V2)
$p:C—C, o¢a+bi)=a+b(—i)
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D.h. man kann v/2 und —+/2 nicht unterscheiden, wen man in Q(+/2) sitzt. Ebenso mit i und
—i in C. In ersten Fall kann man sich noch retten, wenn man die Ordnung < als weiteren
Strukturbestandteil hinzunimmt. Bei C hilft nicht einmal Didaktik: auch wenn man glaubt,
es gebe ‘die’ reellen Zahlen, die komplexen hat man nur bis auf diesen Automorphismus. Die
Geometrie hilft auch nicht weiter, da ‘die Ebene’ keine inherente Orientierung hat. Es bleibt
also nur im Bourbaki-Stil zu sagen: Sei i ein ausgezeichnetes Element von C mit 2 = —1.
Ein Ungliick ist das nicht.

3.4  Automorphismengruppen.

Hat man auf A und B zusétzlich (oder nur) eine binére Relation notiert z.B. als <4 und <p
so muss man von einem Isomorphismus ¢ : A — B fiir diese (neben der Bijektiviat und den
Bedingungen fiir die Operationen) verlangen

a<sb & ¢la) <p o(b)
Ist A = B so spricht man von Automorphismen.

Korollar 3.10 Die Automorphismen einer Struktur A bilden eine Untergruppe Aut(A) der
Gruppe S aller Permutationen von A.

Eine Menge A mit binérer Relation < heisst auch ein gerichteter Graph, die Elemente Ecken.
Die Kanten sind die Paare (a,b) mit a < b. Der Graph ist ungerichtet, falls a < b < b < a.
In diesem Fall kann man die Kanten als Mengen {a, b} auffassen.

3.5 Homomorphismen

Ein Homomorphismus ¢ : A — B einer algebraischen Struktur A in eine Struktur B gleichen
Typs wird angegeben durch eine Abbildung ¢ : A — B, die mit den Operationen vertdglich
[comparible] ist

o(fA(a1, ... an)) = fP(das, ..., da,)  fiir jede fundamentale Operation f
und alle aq,...,a, € A

sofern f4(ay, ..., a,) erklirt ist. Insbesondre ¢cy = cp fiir jede fundamentale Konstante c.
¢ ist Endomorphismus von A, falls A = B (als Strukturen). Im Falle der R-Moduln spricht
man auch von (R)linearen Abbildungen.

Beispiele. Alle Isomorphismen.
(R, +,0,—) = (Cxo,-,1,7"), arse” =cosz +isinx
Die Abbildung det von GL(n, K) in die Gruppe K 4.

Lemma 3.11 Sind ¢ : A — B und ¢ : B — C' Homomorphismen, so auch ¥ o ¢ : A —
C. Ein Homomorphismus ¢ : A — B ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen
Homomorphismus ¢ : B — A gibt mit 1 o ¢ =idy und ¢ o =idg, d.h. wenn ¢ bijektiv ist
und ¢~ : B — A auch Homomorphismus ist.
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Beweis. Hintereinanderausfiithrung als Ubung. Ist ¢~! Homomorphismus, so folgt aus ¢a =
fB(gay, ..., ¢a,), dass a = ¢ 1pa = ¢~ fB(¢ay,. .., ¢a,) =

= fA¢ Y¢ay, ..., 0" pa,) = fAai,...,a,). O Gibt es einen surjektiven Homomorphismus
von A auf B, so sagt man.B sei homomorphes Bild von A. Im allgemeinen ist Bildp = {¢a |
a € A} eine Unterstruktur von B.

Prinzip 3.12 Alle Aussagen, die als logische Zeichen nur A,V,3,V benutzen, tibertragen
sich von A auf jedes homomorphe Bild von A.

Setzt man voraus, dass A und B schon zu einer der uns interessierenden Klassen gehoren,
kann man aus einem Teil der Vertriglichkeitsbedingungen die restlichen beweisen

Klasse C Vertriglichkeitsbedingung (1) (N)
Monoide d(a-b) = oa- b pe =e
Gruppen ¢(a-b) = oa- b

Ringe d(a+b) = pa+ ¢b, d(a-b) = pa- b Pl =1
Korper d(a+b) = opa+ ¢b, ¢(a-b)= ¢a- pb

R-Moduln | ¢(a+b) = ¢pa + ¢b, ¢(ra) =rea(r € R)

R-Algebren | ¢p(a + b) = ¢a + ¢b, ¢(ra) =roa(r € R), ¢(a-b) = ¢a-¢b| ol =1

Proposition 3.13 Sei C wie in der Tabelle und A € C.

BeC, ¢:A—B mit (V) + (N) dann ¢ : A — B Homomorphismus
Bel, ¢:A— B surjektiv  mit (V) dann ¢ : A — B Homomorphismus
BelC, ¢:A— B bijektiv mit (V') dann ¢ : A — B Isomorphismus

Ist ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphismus, so B € C. Ist ¢ : A — B eine surjektive
Abbildung, die (V') erfillt, so kann man die restlichen Operationen auf B auf genau eine
Weise so definieren, dass ¢ : A — B ein Homomorphismus wird oder B € C (und dann gilt
beides).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der Gruppen (Rest als Ubung) und erinnern uns, dass
in einer Gruppe das neutrale Element e eindeutig bestimmt ist durch e - e = e und das
Inverse z~! durch xz~! = e. Damit ist klar, dass (V') als Homomorphiebedingung ausreicht.
Ist ¢ bijektiv, so ergibt ¢~ 'da - ¢71gpb = a-b = ¢ 'd(a-b) = ¢~ (pa - ¢pb) die Bedingung
(V) fiir ¢! und wir kénnen das Lemma anwenden. Dass sich die Gruppeneigenschaft auf
homomorphe Bilder iibertrégt, liegt daran, dass sie durch Gleichungen definiert ist. Hat man
in B zunéchst nur eine Multiplikation, aber eine surjektive Abbildung ¢ von A auf B mit
(V), so erhiilt man mit ep := ¢ey und (¢pa)~! := ¢(a~!) neutrales Element und Inverse. [J

Lemma 3.14 Wird A von E erzeugt und sind ¢, : A — B Homomorphismen, so gilt

IE=YE = ¢=1

Beweis. U = {a € A | pa = a} ist eine Unterstruktur von A und U 2O FE, also U = A.
Namlich fiir a; € U

dfay, ... an) = fB(day, ..., ¢an) = fP(Yay, ... Yay) = ¥f (a1, ..., a,) O
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Korollar 3.15 Wird A von () erzeugt, so gibt es zu jedem B hdéchstens einen Homomor-
phimsus ¢ : A — B. Insbesondre gibt es zu jedem Ring R hochstens einen Homomorphismus
¢:7Z— R.

Ein injektiver Homomorphismus ¢ : A — B heisst auch eine Einbettung von A in B. Dann
ist Bild(¢) eine zu A isomorphe Unterstruktur von B.

3.6 Aquivalenzrerl:ationen

Eine bindire Relation ~ auf einer Menge M heisst eine Aquivalenzrelation, wenn fiir alle
x,y,z € M gilt

(El) x~zx Reflexivitat
(E2) r~yY=Sy~T Symmetrie
(E3) (x~yundy~z =>x~2 Transitivitét

Beispiele: 1. Zwei Briiche bedeuten die gleiche rationale Zahl

a C
ENE < ad = be.

2. Zwei rationale Cauchyfolgen bedeuten die gleiche reelle Zahl
(an)neN ~ (bn)nEN A (an - bn)neN ist NuufOIge

3. Zwei Quotienten reeller Polynome bedeuten die gleiche rationale Funktion

MN@ r)slx)=r(T T
T o P =r(@)a)

4. Zwei Pfeile im Anschauungsraum bedeuten den gleichen Vektor

(P,Q) ~ (P,Q) & PQ,Q,P ist Parallelogramm
< (P,Q) und (P, Q') haben dieselbe Lénge und Richtung

5. Zwei Tupel stimmen in gewissen Komponenten iiberein
(a; |iel)~y;(bjliel) & furalleje J a;=0b;
6. Zwei ganze Zahlen haben den gleichen Rest modulo n
a~,b & a=bmodn & nteilta—>
7. Zwei algebraische Strukturen sind isomorph
A~B & A=B

8. Fiir eine Abbildung ¢ : M — . der Kern [kernel] ~y

gy & o(x) = od(y)
9. Sind ~1, ..., ~, Aquivalenzrelationen auf M, so auch der Durchschnitt mit

a~b <& a~;bund ... undan~, b
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3.7 Klasseneinteilung
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren

a:=a[mod ~] = [a] = {x € M|z ~ a} die (Aquivalenz)Klasse von a nach/modulo ~ .
Lemma 3.16 acaunda~b oa=b < anb#0.

Beweis. a € @ nach (E1). Sei a ~ b. Aus z ~ a folgt dann mit (E3), dass = ~ b, also & C b.
Wegen (E2) haben wir auch b ~ ¢ und b C @ Also haben & und b dieselben Elemente,
weshalb @ = b. Dann natiirlich a N b # emptyset.

Gelte umgekehrt aNb # 0, d.h. es gibt 2 € aNb, Dann « ~ a und = ~ b, mit (E2) a ~ z
und mit (E3) a ~ 0. O

Eine Partition oder Klasseneinteilung von M ist ein System Il von Teilmengen von M derart,

dass
(P1) P#0 firalle Pell

(P2) Zu jedem x € M gibt es P € Il mit x € P
(P3) Fiir alle P,Q € 1 gilt P = Q oder PNQ =0

Lemma 3.17 Zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen auf einer Menge M besteht
eine bijektive Entsprechung vermdge

I.={alae M}, a~pb & esgibt Acll mita,be A.

Partitionen taugen insbesondre als bildliche Vorstellung von Aquivalenzrelationen. Beweis.
Dass zu eine Aquivalemnzrelation eine Partition gehort, folgt sofort aus den vorangehenden
Lemma. Ist die Partition gegeben, so gilt (E1) wegen (P2) und (E2) ist trivial. Hat man
a~nb~me soabe Aund b,c € Bmit A, B €11, also b€ AN B und A = B nach (P3),
also a ~p1 c.

Wir miissen aber auch noch zeigen, dass wir durch zweimaligen Seitenwechsel zum Aus-
gangspunkt zuriickkommen, d.h.

a~mn,b & a~b und I, =1I

Dazu: a ~_ b bedeutet a,b € ¢ fiir ein ¢, also a ~ ¢ ~ b und somit a ~ b. Andererseits gibt
es nach (P2) zu jedem a € M ein P € II mit a € P und nach (P1) zu jedem P € II ein

a € P. Es ist also zu zeigen
a'=P fallsae P

Nun
aM={re M| esgibt Qellmit r,a € Qy={x €M |z,a€ P} =P

weil hier stets @ = P nach (P3). OJ.

3.8 Reprasentanten

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ein Element a von M heisst Reprisentant der Klasse
A, wenn a € A. Also

a, b repriasentieren dieselbe Klasse, ndmlich a = l~), & an~b.

Eine Teilmenge S von M, die aus jeder Klasse genau einen Repréasentanten enthéilt, heisst
ein Reprdsentantensystem.
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Prinzip 3.18 Jede Aquivalenzrelation hat mindestens ein Reprisentantensystem

Hat man eine Aufzéhlung von M gegeben, so kann man als Reprédsentant jeweil das erste
Element eine Klasse nehmen. Im allgemeinen ist das Prinzip zum Auswahlaxiom gleichwertig.
Die Angabe eines konkreten Représentantensytems ist meist eine nichttriviale, im Prinzip
eine unlosbare Aufgabe. Fiir obige Beispiele hat man z.B. folgende Reprisentantensysteme

L 3 a, b teilerfremd, b > 0

2 (an)nen ag € Z, ¥n > 0. (a, — a,_1)10" € {0,...,9}, Vm.3n. (a,, — a,_1)10" #9
3 % p(x), q(x) teilerfremd, ¢(z) normiert

4 (0,Q) mit festem Punkt O

5 (a;|iel) a;j =0, fir alle j € J mit ausgezeichnetem 0; € A;

6 a acZ, 0<a<n

3.9 Kongruenzrelationen

Von Leibniz haben wir gelernt, dass wir, wenn wir in einer algebraischen Struktur A einen er-
weiterten Gleichheitsbegriff einfithren wollen, wir eine Aquivalenzrelation ~ benutzen sollen,
die mit der Struktur vertrdglich [compatible] ist

ap~biN...Na, ~b, :>f‘4(a1,...,an) NfA(bl,...,bn)
fiir jede fundamentale Operation f
und alle a1, b1,...,a,,b, € A

wobei wir voraussetzen, dass f4(ay, ..., a,) und f4(by,...,b,) beide erklirt sind. Dann heisst
~ auch eine Kongruenzrelation [congruence relation] der Struktur A. Die Aquivalenzklas-
sen von ~ heissen dann auch Kongruenzklassen.

Korollar 3.19 Ist ¢ : A — B ein Homomoprhismus, so ist die folgende Kern(relation) eine
Konrguenzrelation auf A
a~yb & aKerpb & ¢a = @b

Lemma 3.20 Eine Aquivalenzrelation auf einer algebraischen Struktur A ist schon dann
Kongruenzrelation , wenn jede fundamentale Operation die Vertriglichkeiysbedingung erfillt,

wobei jeweisl nur ein Argument variabel ist, d.h. fir jedes k <n und alle ay,...,a,,b, € A
ap ~ by = fA(CLh sy A1, QF, Akt 1,5 - - - 7%) ~ fA(ala o @1, by g, - 7%)
Beweis. Hat man a; ~ b; fiir alle i < n, so f4ay,as...,a,) ~ fA(b1,a2,as,...,a,) ~

fAby, basas, ... an) ~ ...~ fA(by,...,b,). Mit der Transitivitit folgt die Behauptung. OJ

Lemma 3.21 Ist 6 Konrguenzrelation auf A und U Unterstruktur von A so ist die Ein-
schrankung 0|U (d.h. x(8|U)y < x8y fir x,y € U) Kongruenzrelation auf U.

Beweis: klar, [J. Setzt man voraus, dass A Monoid, Gruppe, Ringe, R-Modul oder R-Algebra
ist, kann man aus einem Teil der Vertriglichkeitsbedingungen die restlichen beweisen

Klasse C Vertriglichkeitsbedingung (1)

Monoide, Gruppen |a~b= a-c~b-cundc-a~c-b

Ringe a~b= a+c~b+c, a~b=a-c~b-cundc-a~c-b
R-Moduln a~b= a+c~b+cundra~rb

R-Algebren a~b= a+c~b+cundra~rbunda-c~b-cundc-a~c-b
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Proposition 3.22 Sei C wie in der Tabelle und A € C. Dann ist eine Aquivalenzrelation
auf A genau dann Kongruenzrelation, wenn sie (V') erfillt.

Beweis als Ubung. [0 Spiter kénnen wir uns mit den Begriff der Faktorstruktur die mei-
ste Arbeit sparen, z. B. fiir Gruppen: Nach Lemma 3.20 haben wir Vetraglichkeit mit der
Multiplikation. Dann ist aber die Faktorstruktur bzgl. der Multiplikation geméss 3.12 und
3.13 eine Gruppe und die Projektion ein Homomorphismus. Also ist ~ nach Satz 77 eine
Gruppenkongruenz.

3.10 Beispiele von Kongruenzen

Lemma 3.23 Ist R ein kommutativer Ring und p ein festes Element von R, so wird eine
Kongruenz auf R definiert durch

a=b(modp) & pteilta—b < FTz€ R a—b=pz

Beweis als leichte Ubung. [ Das kennen wir fiir Z bzw. K[z].

Die Kongruenzen des Ringes 7Z sind auch Kongruenzen der Gruppe bzw. des Monoids
Z und Einschréankung erhalten wir Kongruenzen des Monoids N (bzgl. =,0). Auf N kénnen
wir aber allgemeinere Kongruenzen definieren

a~gpb & a=0bodera,b>Fkund p teilt a — b

Wegen Lemma 3.20 geniigt es zu zeigen: a ~p, b = a + ¢ ~j, b+ ¢ . Die Klasseneinteilung
ist wie in der Skizze.

Jede Kongruenz von (N, +,0) hat diese Form. Ist ~ gegeben, so sei k minimal so, dass es
b # k gibt mit k ~ b (also k ¢ b fiir alle b < k), und dann p minimal mit k£ ~ k£ + p. Dann
np + k ~ k mit Induktion: (n +1)p+k=p+np+k~p+k~k,alsoa~y, b= a~b.
Sei umgekehrt a ~ b und a # b. Dann k£ < aund a = k+r + ¢qp mit 0 < k < p und
a~pp k417 Ebenso b ~;, k+sund 0 < s < p. Es folgt k +r ~ k + 5. Sei z.B. s > 7.
Danm k+p+ (s—r)=k+r+p—s~k+s+p—s=k+p~kalsos—r=0 wegen der
Minimalitét p. Es folgt a ~y, b. O

Fasst man Befehle als Buchstaben eines Alphabets und Worter als Befehlsfolgen auf, so erhélt
man eine Kongruenz auf dem Wortmonoid, indem man (in einem gegebenen Zusammenhang)
fiir zwei Worter aq ...a, ~ by ...b,, setzt, wenn die Befehlsfolgen aq,...,a, und by,...,b,,
bei gleicher Ausgangslage stets zum gleichen Ergebnis fithren. Z.B. vier Stiihle 1,2, 3,4 und
vier Personen A, B, C, D und die Platzwechseloperationen s, d

d:1—2—3—4—1, s:13,2—24—14
Beim leeren Wort e passiert nichts. Dann gilt in {s, d}* z.B.

dddd ~ e, ss ~ e, ds = sddd, ds ¢ sd, dd % e
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3.11 Normalteiler, Ideale, Untermoduln beschreiben Kongruenzen

Eine Untergruppe N einer Gruppe G heisse ein Normalteiler [normal subgroup] von G, falls
gag~t € N fiir alle g € G und a € N. Eine Untergruppe I der additiven Gruppe eines Rings
R heisse ein Ideal von R, falls ra € I und ar € [ fiir aller € Rund a € I.

Satz 3.24 Fir Gruppen bzw. Ringe bzw. R-Moduln gibt es eine bijektive Entsprechung zwi-
schen Kongruenzrelationen ~ und Normalteilern N bzw. Idealen I bzw. Untermoduln U
gegeben durch

ab™t e N N={x|xz~e}
a~b < ¢ a—bel I'={x|z~0}
a—beU U={z|z~0}

Beweis. Wir zeigen, dass zu einem Normalteiler N eine Gruppenkongruenz ~ gehort. Refle-

xivitéit ist trivial. Symmetrie, da N under ~! abgeschlossen. Transitivitiit, das N unter Mul-

tiplikation abgeschlossen. Sei b ~ ¢. Dann ba(ca)™ = bc™! € N und ab((ac)™! = abc™'a™! in

N, da N normal. Also ab ~ ac und ba ~ ca. Rest als Ubung - insbeosndere dass man durch
zweimaligen Wechsel zuriickkommt. []

Entspricht der Normalteiler N der Kongruenz ~ auf der Gruppe G, so haben die Kongru-
enzklassen die Gestalt
a=aN =Na={an|n € N}

und heissen deshalb auch Nebenklassen (hier ist links und rechts noch dasselbe). In der Tat,
a~bse=a'ta~atbe athe N & bealN und genauso auf der anderen Seite. Fiir
den Untermodul bzw. Ideal U haben wir

a=U+a={u+aluelU}
Ist R ein kommutativer Ring und p € R, so ist
(p) ={rp|re R} =pR
das zur Kongruenz aus Lemma 77 gehorige Ideal und die Kongruenzklassen von der Form
a+(p)={a+rp|re R}

Das Beispiel (p) = pZ C Z motiviert die Bezeichnung als Restklassen.

Ist A Gruppe, Ring bzw. Modul, so entspricht die Kongruenz Ker(¢) dem Normalteiler, Ideal
bzw. Untermodul
Kern(¢) = {z € A | ¢(z) = e bzw. =0}

e ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(¢) = {e} bzw. = {0}.

3.12 Direktes Produkt endlich vieler Faktoren

In der Linearen Algebra kommt man zwangslaufig dazu, die Menge K™ der n-Tupel von
Elementen aus einem Korper K als Vektorraum zu verstehen. Und die Lineare Algebra ist
so halbeinfach, weil jeder endlichdimensionale K-Vektorraum isomorph zu einem K™ ist.
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Wir verallgemeinern im Rahmen der uns interessierenden algebraischen Strukturen. Sind
Ay, ..., A, Mengen, so ist

a1
Ay x ... x A, ={]l i ||l €A und ... und a, € A,}

an

die Menge der n-Tupel mit i-ter Komponente a; € A;, das direkte Produkt der (Familie von)
Mengen Ay, ..., A,. Man kann statt Spalten auch Zeilen denken oder schreiben, wichtig ist

nur
a1 by

n, b,

Sind die A; R-Moduln so ist das direkte Produkt [direct product] eine algebraische Struk-
tur mit

aq b1 aq + bl 01 aq —Qaq aq ray
an b, ay, + by, 0, G —an, an ray,

fiir die wir ungeniert auch A; x ... x A,, schreiben. Entsprechend fiir die anderen Typen von
Strukuren. Man sagt

Die Operationen auf dem direkten Produkt sind komponentenweise erkléirt‘

Gilt A; = A far a;e ¢, so schreiben wir A™ und sprechen von direkter Potenz. Wie man
leicht nachrechnet, ist das direkte Produkt von Monoiden/ Gruppen/ Ringen/ R-Moduln/
R-Algebren wieder ein solches und auch Kommutativitéit bleibt erhalten. Dagegen hapert es
bei Integritatsbereichen und (Schief)kérpern.

Zur Veranschaulichung von Produkten mit vielen oder gar unendlich vielen Faktoren A;
denke man sich die A; als Halme [stalks] auf dem Indexfeld und die Elemente von [, ; A;
als Schnitte [section] durch diese Halme: (a; | i € I) schneidet aus dem Halm A; gerade a;
heraus.

Prinzip 3.25 FEine Aussage, die in allen A; gilt, gilt auch in [[,.; A;, wenn sie folgende
Form hat

el

Vaq..... Vi,.s1 =t AN...Ns,=t, =s=t mit Termen s;,t;,s,t
Beispiele sind (G1-4), (R5-9), (M5-8), (A) und die Kiirzungsregeln [cancellation rules]
VeVyVz. 2z =yz=2x=y, VeVyVz.zz=zy=x=y

Fiir jedes direkte Produkt [],.; A; und J C I hat man einen Homomorphismus, Projektion

o [[4 = [[A (@liel) s (alicJ)

i€l icJ

;= Ty [ Ler Ai — A;j heisst auch kanonische Projektion.
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Lemma 3.26 Sind ¢; : M — M; Homomorphismen, so erhdlt man einen (eindeutig be-
stimmten) Homomorphismus

¢: M — [ M, mit ga=(¢alicl)

iel
Beweis als leichte Ubung. C.

4 Gruppen und Wirkungen

4.1 Definition

Die Symmetriegruppe G' des Quadrats ‘wirkt” auf der Menge M der Diagonalen: jede Sym-
metrie lasst entweder die Diagonalen fest oder vertauscht sie. Es konnen aber verschiedene
Symmetrien dieselbe Wirkung haben, d.h. man kann G nicht immer als Untergruppe von
Sy auffassen. Wir definieren daher: Eine Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einer
Menge M ordnet jedem Element g € G und « € M ein Element g(x) € M zu so, dass gilt

e(r) =z, (hg)(x)=nh(g(x)) furalleg,heG, ze M
Man darf auch gz = g(x) schreiben.

Satz 4.1 Die Wirkungen einer Gruppe G auf einer Menge M entsprechen bijektiv den Ho-
momorphismen ¢ : G — Sy vermaoge

¢(g)(x) =g(x) firgeG, zeM

Beweis. Sei eine Wirkung gegeben. Es ist zu zeigen, dass jedes ¢(g) : M — M bijektiv ist.
Nun gibt es aber in G das inverse Element g~! und wir haben ¢(¢7')(é(g)(z)) = g~ (g(x)) =
(97'9)(x) = e(z) = e und ¢(g)(d(g~")(x)) = g(g~'(x)) = (997")(x) = e(z) = . Das besagt
aber gerade, dass ¢(g~') die Umkehrabbildung von ¢(g) ist und somit beide bijektiv. Die
Homomorphiebedingung ¢(hg) = ¢(h) o ¢(g) ist gleichbedeutend zu (hg)(z) = h(g(x)) (fiir

alle z € M), da ¢(hg)(x) = (hg)(x) und h(g(z)) = ¢(h)(4(g)(x)) = (¢(h) o ¢(g))(x). Und
¢(e) = idy; bedeutet gerade, dass ¢(e)(x) = z fiir alle x. O

4.2 Beispiele

Sy wirkt kanonisch auf M als Gruppe von Abbildungen.

Wirkt G auf M, so auch jede Untergruppe U von G - mit g(z) wie vorher, aber nur
firge U.

Jede Untergruppe G von Aut(A) wirkt auf A, wobei A eine algebraische bzw. relationale
Struktur.

GK(n, k) wirkt auf K™ vermoge (A, ) — Ax.
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4 GRUPPEN UND WIRKUNGEN

Sei G eine Wirkung auf M und N eine Teilmenge von M so, dass
glx) e N firallege G, r € N

d.h. dass N invariant ist unter G. Definiere die Wirkung von G auf N durch die
Einschrdinkung auf N

(9,2) — g(z) firz € N,ge G

Z.B wirkt so die Symmetriegrupe des Quadrats auf der Eckenmenge des Quadrats.

Sei eine Wirkung von G auf M gegeben. Setze g(X) = {g(z) | x € X}. Sei X eine
Menge von Teilmengen X von M so, dass

{g(X) [ Xexpcx

Dann wird durch
(9, X)—g(X)fir X e X, ge G

eine Wirkung von G auf X definiert - die Symmetriegruppe des Quadrats wirkt auf
der Menge der Diagonalen. Zum Beweis betrachte zunéchst den Fall, dass X aus allen
Teilmengen von M besteht. Danach wende Einschrénkung an

Ist V ein K-Vektorraum und K* die Gruppe K \ {0} mit der Multiplikation, so wird
eine Wirkung gegeben durch

r(v)=rvfirre K*, veV.

Die Gruppe der Vektoren der (Anschauungs)Raumes wirkt auf der Punktmenge - man
spricht vom affinen Raum

Die Untergruppe der n x n-Permutationsmatrizen in GL(n, K) wirkt auf jeder Basis
(als Menge aufgefasst) eines n-dimensionalen K-Vektorraums

4.3 Bahnen

Sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M gegeben. Die Bahn oder Orbit eines
Elements a von M ist definiert als

G(a) ={g(a)|g e G} € M.

Hat man nur die eine Bahn M, so spricht man von transitiver Wirkung. Ein Reprdisentan-
tesystem fiir eine Wirkung ist eine Teilmenge von M, die genau ein Element aus jeder Bahn
enthélt.

Lemma 4.2 Die Bahnen der Wirkung einer Gruppe auf M sind die Klassen einer Aquiva-
lenzrelation auf M

r~y & esgibt g€ G mitglx) =y

Inbsondere gehort jedes Element von M zu genau einer Bahn - und das ist dann seine Bahn.
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Beweis. Zunéchst ist zu zeigen, dass ~ Aquivalenzrelation ist. Wegen e(r) = x haben wir
x ~x. Ist x ~ gy, also g(x) = y fiir ein g € G, so g~!(y) = x und somit y ~ z. Haben wir
x~y~z soy=g(r)und h(y) = z fiir passende g, h € G und (hg)(x) = h(g(z)) = h(y) =
z, woraus = ~ z. Die Klasse zum Element a« € M ist {y e M |a ~y} ={y € M | Jg €
G. g(a) = y} also gerade die Bahn G(a) von a. Ist a auch in der Bahn G(b) von b, so gilt
folgt b ~ a. Also fiir jedes z € G(a) auch b ~ a ~ x und somit G(a) C G(b). Andererseits
aber fiir jedes y € G(b) auch a ~ b ~ y und somit G(b) C G(a) und es folgt G(b) = G(a). O

Beispiele.
e Die Wirkung von D, auf der Eckenmenge des Quadrats ist transitiv.

e Macht man aus zwei regelméssigen Tetraedern eine Doppelpyramide, so hat man bei
der Wirkung der Symmetriegruppe auf der Eckenmenge 2 Bahnen: Die eine mit den
Ecken des ‘Grunddreiecks’, die andere mit den beiden ‘Spitzen’.

e Ist o eine Permutation von M, so wirkt die Gruppe Z der ganzen Zahlen (mit Addition)
auf M vermoge
(z,2) — o*(z) fir z € Z,x € M

4.4 Zykelzerlegung

Sei eine Permutation o € S, gegeben. Dann hat man eine Wirkung von Z auf {1,...,n}
gegeben durch
za = o*(a)

o ist ein Zyklus der Lange [ > 0, wenn es genau 1 nichttriviale Bahn B gibt und |B| = I.
Anders ausgedriickt, wenn es b und [ gibt mit

B = {(b,o(b),d*b),...,c"(b)} mit | = |B| und o(z) = z fir v ¢ B
Dann kann man o in Zykelschreibweise (ausnahmseise von links nach rechts!) schreiben als
o= o) D) ... "7 ) = b = (ba(b) a*(b)...c" (b))
Die Identitat ist Zyklus der Lénge 0.

Proposition 4.3 Fiir o € S, liefern die Bahnen By, ..., B,, der Wirkung o — o* von Z
die Zykelzerlegung von o

o(z) falls z € B;

o=0,,0...001 mit dem Zykeln O-Z(x): { T sonst

Dabei kommt es auf die Reihenfolge nicht an. Triviale Bahnen, d.h. |B;| = 1, kénnen weg-
gelassen werden.
Beweis der Zerlegung ist trivial. Die Vertauschungsaussage folgt aus dem trivialen Lemma.

Lemma 4.4 Ist M = M, U M, und o; € Sy mit 0;(M;) = M; und o;|M; = idyy; fiir j # 1,
so gilt 01 009 = 050 07.

Beweis: (01 0 09)(x) = (02 0 01)(2) = o1(x) falls z € M, und = o9(z) falls z € My. O
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4.5 Symmetrische Gruppe

Fiir 0 € S, definieren wir das Vorzeichen oder Signum dorch

m
signo = H —1hit
i=1

wobei die [y,...,l, die Lidngen der Bahnen Bi,...,B,, unter der Wirkung ¢ — ¢* von
7Z sind. o heisst gerade, falls signo = 1, andernfalls ungerade. Eine Transposition ist eine
Permutation 7 mit

7 = (ij) wobei 7(i) =7 # 7(j) =1, 7(k) = k sonst
und ihre eigene inverse. Es gilt signt = —1.

Proposition 4.5 sign ist ein Homomorphismus von S, auf die Gruppe {1,—1}. Jede Per-
mutation ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Dabei ist die Anzahl dieser
Transpositionen modulo 2 eindeutig bestimmt, und zwar gerade genau dann, wenn signo = 1.

Der Kern von sign ist eine Untergruppe von S,,, die alternierende Gruppe A, der geraden
Permutationen. Die Gruppe {1, —1} kann als Untergruppe von K* aufgefasst werden, wobei
K ein beliebiger Koérper mit 1 4+ 1 # 0 ist. Zum Beweis folgendes Lemma:

Lemma 4.6 Seien G und H Gruppen, G erzeugt von E , wobei b=' € E fiir alle b € E.
FEine Abbildung ¢ : G — H ist genau dann ein Homomorphismus, wenn ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b)
fiir allea € G und b € E.

Beweis: Jedes b € G lasst sich als b = [[i = 1"b; mit b; € E schreiben. Durch Induktion
iiber k folgkt 1ﬁir alle a € G: ¢(a - Hi%l b)) = o((a-T12 bi) - br) = oa-T15) bi) - o(by) =
¢(a) - o(I1;=; bi) - 6(bw) = 9(a) - o(I[,—; bi). 0.

Beweis der Prop. Zyklen konnen wir wie folgt als Produkte von Transpositionen darstellen
(bobl ce bl) == (bObl) ©0...0 (bobg) o (bobl)

Also konnen wir nach der Zykelzerlegung jede Permutation als Produkt von Transpositionen
schreiben und nun das Lemma anwenden: Ist ¢ und eine Transposition 7 gegeben, so haben
wir zu zeigen

sign (7 o o) = sign (7) - sign (o) = —sign (o)

Sei also 0 = 0y, 0 ... 0 0y eine Zerlegung in Zykeln mit den Bahnen By, ... B, mit |B;| > 1
und 7 Transposition mit Bahn B = {a,b}/ Nur die folgenden 4 Fille konnen auftreten, In
jedem wird das Sihnim von o umgekehrt: durch Hinzufiigen einer disjunkten Transpositioo,
Zerlegung eines Zyjkus in zwei oder Vereining von zwei in einen, schliessloch durch Hin-
zugiigen eines Elemets in einem Zyklus.

Fall 1: BN B; = 0 fur alle i. Zerlegung Too0 =7 o00,,0...00;

Fall 2: B C B;. i ist eindeutig bestimmt. Sei o; = (by...b;) und a = by, b = by, h < k. Die
Zerlgung von 7 o ¢ erhalt man durch Ersetzen von o; durch

TOO; = sign (bh-“bk:—l) ] (bg...bh_lbk...bl)
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Fall 3: |[BN B;| = 1 fir genau ein i. Sei a = b, € B;. Wir ersetzen o; durch
TOO0; = (bo...bh_lbbh...bl)

Fall4: |BNB;| = 1 = | BNB;| fiir eindeutig bestimmte i < j, 0.B.d.AS. a = by, 0; = (¢, ... ¢p),
b = ¢;. Wir ersetzen o; o 0; durch

TOO'jOO'Z‘:(bo...bh_lck...CT...Ck_lbh...bl) ]
Die Gruppe S,, wird in GL(n, K) eingebettet durch

o — P, wobei P, = (p;;) mit p;; = { (1) iillllztz o)

d.h. in AP, ist die j-te Spalte von A durch die o(j)-te ersetzt worden. Die Homomorphie-
bedingung P,., = P, - P, ist netterweise erfiillt, weil in AP, P, erst die k = 7(j)-te Spalte
durch die o(k) = o(7(j))-te und dann die j-te Spalte durch die k = 7(j)-Spalte ersetzt
wurde, insgesamt also die j-te Spalte durch die o(7(j))-te ersetzt wurde - was gerade AP,,
entspricht. Das Bild von S,, unter dieser Einbettung ist dann die Gruppe der Permutations-
matrizen. Den elementaren Vertauschungsmatrizen P. = [Si <> Sj| entsprechen dabei die
Transpositionen 7. Die Gruppe der Permutationsmatrizen wirkt treu auf der Menge der Ba-
sisvektoren und ist zu .5, isomorph. Es folgt, dass jede Permutationsmatrix P, ein Produkt
von Vertauschungsmatrizen ist und somit sign(o) := det P, = £1 falls 1 + 1 # 0.

4.6 Reguldre Wirkung

Satz 4.7 Jede Untergruppe U einer Gruppe G wirkt auf der Menge G vermdge der Links-
multiplikation
(g,z) —»gxzx gelU z€qG

Die zugehdérige Aduivalenzrelation ist gegeben durch
a~pb & b-at €U mit Klassen U(a) = Ua := {ua | u € U}
U wird bijektiv auf Ua abgebildet durch u — ua.

Man spricht von einer regulire Wirkung von U auf GG, im Falle U = G: der. Beispiel: affiner
Raum

Beweis. Die Wirkungsgsetze ergeben sich sofort aus Assoziativitdat und Neutralitdt. Nuna ~ b
genau dann, wenn b = wa fiir ein u € U, d.h. ba™! = w. Die Surjektivitit der Abbildung von
U auf Ua ist trivial, die Injektividt folgt aus der Kiirzungsregel: aus ua = va folgt u = v. [

Die Klassen Ua heissen auch Rechtsnebenklassen von U. Die Elementanzahl |G| einer Gruppe
heisst auch Ordung, die Anzahl [G : U] der Rechtsnebenklassen einer Untergrupppe U der
Index |G : U].

Korollar 4.8 Lagrange. Fiir jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G gilt:

Gl = U] G- U]
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Ganz analog kann man eine Aquivalenzrelation ay ~ b < a~' - b € U und die zugehérige
Zerlegung in Linksnebenklassen a - U definieren (dem entspricht eine Rechtswirkung von U
auf G). Thre Anzahl ist dann auch [G : U].

Bei kommutativen Gruppen gibt es zu jedem Teiler der Ordnung von G auch minde-
stens eine Untergruppe dieser Ordnung. In nicht-kommutativen gibt es immer noch zu jeder
Primzahlpotenz p* so, dass p* nicht jedoch p**! die Gruppenordnung |G| teilt, eine p-Sylow-
Untergruppe dieser Ordnung.

Korollar 4.9 Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus und |¢p(G)| = 2, so sind Kern(¢) und
seine Nebenklasse G\ Kern(¢) gleich gross.

Beispiel. In jeder Symmetriegruppe, die eine Drehspiegelung enthélt, gibt es genausoviel
Drehungen wie Drehspiegelungen - benutze det. A,, hat halbsoviel Elemente wie S,,.

Die Ordnung eines Elements ist die Ordnung der von ihm erzeugten Untergruppe.

Korollar 4.10 Die Ordnung eines Elements a teilt die Gruppenordnung und ist das kleinste
n>0mita" =1.

4.7 Bahnformel

Die Standuntergruppe oder Stabilisator eines Elements a von M besteht aus den g € G, die

a festlassen
Go={9€Glgla) =a} CG.

Satz 4.11 Bahnformel. |G| = |G,|-|G(a)|.
Beweis. Sei a € M fest. Definiere fiir den Moment
O(b) ={g € G|g(a) =0} fiir be G(a).

Die Mengen ®(b) sind offenbar alle voneinander verschieden und jedes g € G gehort zu genau
einem ®(b). Und ®(e) = G,. Es ist also zu zeigen, dass |®(b)| = |G| fiir alle b € G(a). Wir
zeigen genauer

hf—)goh, hGGa

ist fiir festes go € ®(b) Bijektion von G, auf ®(b). Injektivitdt: aus goh = gok folgt h =
95 goh = gy gok = k. Surjektivitit: Sei g € ®(b). Dann gy 'g(a) = gy (b) = a, also h =
959 € G, und g = goh. O
Beispiele: Fiir das Quadrat gilt |G(a)] = 4, |G, = 2, also |Dy| = 8. Fiir das Tetraeder
|G(a)| =4, |G.] = 6 also |G| = 24. Fiir die Doppelpyramide z.B. mit a eine Spitze: |G(a)| =
2, |G,| = |S5] =6, also |G| = 12.

Will man die Bahnformel fiir die bestimmung gréflerer Gruppen benuzten, so hilft oft fol-
gender Trick,
|Ga| = |Gap| - |Ga(b)] wobei Gop = Gy NGy

d.h. man wendet die Bahnformel erstmal auf die Wirkung von G, aufM an. Den Trick kann
man auch iterieren

|Ga,b| = ’Ga,b,c’ . Ga,b(c) wobel Ga,b,c = Ga N Gb N GC
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Fiir den Graphen mit Eckenmenge V' = {1,...,10} und Kantenmenge F =
({ii45) |i=1,. .. 5YU{ii+1)|i=1,234}U{{15},{68},{810},{107}, {79}, {96}}
hat man
Gh25 = {id, (37)(410)(89)}
|G12| = |Gi25] - 2, |G1| = |Gi2| - 3, |G| = |G4| - 10 = 120

4.8 Treue

Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge M heisse treu , wenn
zu allen Paaren g # h € G ein x € M existiert mit g(z) # h(x).

Anders ausgedriickt: der Homomorphismus ¢ : G — Sy mit ¢(g)(x) = g(x) ist injektiv.
Beispiele: Ist G eine Untergruppe der Gruppe Sy, aller Permutationen von M, so ist ihre
natiirliche Wirkung auf M treu. Die Symmetriegruppe des Quadrats wirkt nicht treu auf der
Menge der Diagonalen. Bei der Wirkung des Korpers auf dem Vektorraum wird die Treue
zum Exzess getrieben: r = 1 wenn nur rv = v fiir ein einziges v # 0. Nur der Null ist alles
wurscht.

Lemma 4.12 Die Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge M ist genau dann treu, wenn
nur dann g(x) = x fir alle x € M gilt, wenn g = e neutrales Element von G:

o(g) =idy = g=e.
Dann ist G auf natiirliche Weise isomorph zu einer Untergruppe der Gruppe Syy.

Beweis. Es geht darum, dass der Homomorphismus ¢ : G — sp; Kern {e} hat. Im Fall der
Treue besteht die zu G isomorph zu seinem Bild in Sy, UJ

Korollar 4.13 Cayley Die requlire Wirkung einer Untergruppe auf einer Gruppe ist treu.

Beweis. Die Treue folgt, indem man z = e einsetzt: aus ¢ = ge = g(e) = h(e) = he = h
folgt g = h. O Es folgt (mit U = (), dass man jede Gruppe in eine symmetrische Gruppe
einbetten kann.

Beispiele: Die Gruppe G der Symmetrien des Tetraeders wirkt treu auf der Menge M =
{1,2,3,4} der Ecken (weil die ein Koordinatensystem liefern), also ist sie wegen |G| = 24 =
|S4| zu Sy isomorph.

Tiiftleraufgabe: Finde moglichst kleines n so, dass die Drehgruppe des Dodekaeders zu einer
Untergruppe von .S,, isomorph ist, und gib diese Untergruppe an.

4.9 Cayley-Graphen

Sei GG eine Gruppe mit ausgezeichneter Teilmenge A. Der zugehorige Cayley-Graph hat die
Eckenmenge G' und die mit a beschriftete Kante von x nach y falls za = y. Anders ausge-
driickt: es handelt sich um die Menge G mit den 2-stelligen Relationen

Lo ={(z,y) | ga = h}
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Da a, sofern vorhanden, durch z,y eindeutig bestimmt ist, konnen wir

a:Ty = U I'w = A definieren durch a(z,y) =a & za=y
acA

und somit aus I', und « die I', zuriickgewinnen.

Lemma 4.14 Die Gruppe G wirkt durch Linksmultiplikation als Untergruppe der Automor-
phismengruppe jedes threr Cayley-Graphen. D.h. wir haben einen injektiven Homomorphis-
mus

¢:G— Aut(G,Ty(a € A)), mit ¢(g9)(x) = gx

Beweis. Dass G auf G treu wirkt, wurde schon gezeigt. Dass ¢(g) ein Automorphimsus ist,
heisst
(z,y) €Te & za=y & gra=gy < (gz,9y) €T,

Gilt a?, so ist ', symmetrisch, und man kann zwei gegegenliufige gerichtete Kanten durch
eine ungerichtete ersetzen, d.h. I', = {{z,y} | za = y}.

Dem Weg xq, z1, 2, . . ., im ungerichteten Graph G' mit Kantenmenge
{{z,y} | (x,y) € T4} entspricht das Wort

w=aj"...a, mit r,a =ux; a; € A

Setzen wir o = e, so wird diese Entsprechung eindeutig,

Korollar 4.15 G wird von A erzeugt genau dann, wenn der ungerichtete Graph zusam-
menhdngend ist. Die Relationen der Form w = e entsprechen dann genau den Wegen von e
nach e.

4.10 Innere Automorphismen und Konjugation

Ein Isomorphismus ¢ : A — A heisst ein Automorphismus.

Lemma 4.16 Sei G eine Gruppe und g € G fest. Dann erhdlt man einen (inneren) Auto-
morphismus von G durch
T gya*g’1

Beweis. Die inverse Abbildung ist y — ¢~ 'yg. Die Homomorphiebedingung folgt so: gzrg~'gyg~
greyg' = gryg~'. O

Lemma 4.17 Jede Gruppe G wirkt auf der Menge G bzw. auf der Menge der Untergruppen
von G durch Konjugation

1

(9.2) = gxg™', U gUg " ={gug " |ucU}

Beweis. ere™! = ze = e und (hg)x(hg)™' = h(grg ')h™' und gUg ! ist Untergruppe als

Bild der Untergruppe U unter dem Homomorphismus z + gzrg—1. U
Zwei Elemente x,y bzw. Untergruppen U,V von G heissen zueinander konjugiert, wenn es
g € G gibt, mit y = grg~! bzw. gUg™' = V, d.h. wenn sie in derselben Bahn liegen.
Konjugiertheit ist somit eine Aquivalenzrelation auf G bzw. der Menge der Untergruppen
von G - ihre Klassen heissen Konjugiertenklassen. Konjugierte Elemente bzw. Untergruppen
sind ‘abstrakt’ nicht unterscheidbar - insbesondere sind konjugierte Untergruppen zueinander
isomorph.

1
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Lemma 4.18 Bei der Wirkung einer Gruppe G sind Standgruppen zu Elementen derselben
Bahn zueinander konjugiert.

Beweis. Sei b = g(a). Dann gilt fiir alle h € G, dass (ghg™')(b) = g(h(g~*(b))) = g(h(a))
gla) = b, also gG(a)g™t C Gy Da a = g 1(b) folgt ebenso g7 'Gpg C G, also Gy
997 ' Grgg™" C gGag~" und somit Gy = gGag~".

N

Beispiele:
e In einer kommutativen Gruppe ist nix konjugiert.

e In D, sind jeweils die beiden Spiegelungen an den Diagonalen und die an den Mittel-
senkrecchten zueinander konjugiert - verége der 90°- und 270°-Drehung. Die 90°- und
270°-Drehung sind vermoge jeder Spiegelung konjugiert

e Bei der Drehgruppe des Tetraeders sind alle 120°- und 240°-Grad Drehungen konju-
giert, und alle 180°-Drehungen.

4.11 Normalteiler
Fiir Teilmengen A, B einer Gruppe ist das Komplexprodukt definiert als
AB=A-B={a-bla€ A, be B}

AV ={a"ae A}, cA={c}A, Ac= A{c}

Es gilt
eA= A= Ae, A(BO)=(AB)C, (AB)'=B14""1

ec A, AA=Aund A~!' = A genau dann, wenn A Untergruppe

Lemma 4.19 Fiir eine Untergruppe U (= F) einer Gruppe G (= E) sind die folgenden
Aussagen dquivalent

(1) a-U=U-a fir alle a € G

(2) a-u-atelU fir allea € G, we U
(3) gUgt=U fiir alle g € G

(4)

gugt € U und g-'ug € U fiir alle g € E,u € F

Ein solches U ist nur zu sich selbst konjugiert und heisst ein Normalteiler von G.

Beweis. Gilt (1), so gibt es zu jedem v € U einv € U mit a-u-a' =v-a-a ! =

v € U. Gilt (2), so aUa™! C U fiir alle a, insbesondere a = g und a = ¢g~'. Also auch
U C ggtU(g7) g7t C gUg™* und somit U = gUg™!. Gilt (3) so mit g = a~! auch
aU = aa 'Ua = Ua. (4) folgt sofort aus (3). Gelte (4). Wir zeigen aua™! € U fiir alle
uw € U und a € F oder a=! € E. Namlich v = [[u; mit u; € F oder uj_l € F und daher
auja~t € U, also aua™" = [[;(auja™"') € U. Fiir solche a; und a = [[;_, a; folgt nun mit
Induktion aua™' = a; ...a,ua,...a;’ € U. Also (2) O

Beispiele:
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e Jede Untergruppe vom Index 2 ist Normalteiler, z.B. die Untergruppe der Drehsymme-
trien einer Symmetriegruppe oder die alternierende Gruppe A,, in der symmetrischen
Gruppe 5,

e Der Kern eines Homomorphismus ist Normalteiler

4.12 Bestimmung von Konjugiertenklassen

Satz 4.20 Fir o,7 € S,, sind dquivalent
e 0 und T sind in S, zueinander konjugiert
e 0 und 7 haben die gleiche Zyklenstruktur

e Die Wirkung von 7 ergibt sich aus der Wirkung von o durch Umbenennung der Ele-
mente von M = {1,...,n}

M zerfallt in disjunkte Zyklen bzgl, ¢ und o ist durch seine Einschriankungen auf diese
eindeutig bestimmt. Gilt 7 = ~v~! 0 0 0 7, so erhéilt man aus B einen Zyklus von 7:

v (B) =

{v'(z),y toogoyoy H(z)=7(y(z)),y ocogoyoy!

oooyoy H(z) =7(v(2)),.. }
Hat man umgekehrt eine 1-1-Entsprechung zwischen den Zyklen B; von ¢ und C; von 7, so
definiere man eine Bijektion v; : B; — C}, indem man x € B; und y € C; beliebig auswéhlt

und dann setzt
Yi(o'(x)) = 7 (y)

Es folgt 7|C; = ;' 0 0| B; 0 ; und somit 7 = y~! 0 ¢ 07, wenn man ~ als Vereinigung der
v; wihlt (d.h. y(z) = v;(z) wobei i eindeutig bestimmt mit = € B;.

Weniger formal geht’s so: Eine Permutation ¢ von M kann man auch so verstehen, dass
mit den Nummern 1,...,n nummerierte Dinge ihre Plédtze tauschen sollen: Das Ding mit
Nummer 7 soll den Platz des Dinges mit Nr. (i) einnehmen. Die Konjugation mit y~! kann
man dann als Umnummerierung verstehen

Das Ding mit der neuen Nummer ¢ hat die alte Nummer (1)

Dann gibt 7 = 77! 0 0 0y an, wie man fiir ein und dieselbe Permutation von Dingen die
Beschreibung vom alten Nummernsystem ins neue umrechnet. 0
Aus der Klassifikation orthogonaler Matrizen folgen

Korollar 4.21 A, B € 0O(2) sind genau dann konjugiert, wenn A = £B oder det A =
det B = —1

Korollar 4.22 A, B € O(3,R) sind genau dann konjugiert, wenn det A = det B und Spur(A) =
Spur(B), d.h. wenn es sich um Dreh(spiegel)ungen mit demselben nicht orientierten Winkel

handelt.

Korollar 4.23 Sei G Untergruppe der Symmetriegruppe eines Polyeders. Notwendig dafiir,
dass die Dreh(spiegel)ungen ¢ und 1 in G konjugiert sind, ist
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e det(¢) = det(v), d.h. ist ¢ Drehung so auch ¥ und umgekehrt
e beide haben denselben nicht orientierten Winkel
e die Achse von ¢ kann durch einen Symmetrie aus G in die von 1 tberfihrt werden

Das ist hinreichend, falls zu G eine Spiegelung an einer die Achse von ¢ (oder 1)) enthalten-
den Ebene gehort.

4.13 Klassengleichung

Korollar 4.24 FEine Untergruppe ist Normalteiler genau dann, wenn sie Vereinigung von
Konjugiertenklassen ist

Das Zentrum Z(G) einer Gruppe ist definiert als
Z(G) ={z € G| xg = gz fiir alle g € G}

Lemma 4.25 Das Zentrum ist ein Normalteiler und es gilt v € Z(G) genau dann, wenn
{z} Konjugiertenklasse ist. In einer abelschen Gruppe sind alle Konjugiertenklassen einele-
mentiq.

Beweis. Sind x,y € Z(G) so gry = zgy = xyg und gz~ ! = (xg™ )7 = (¢7'z)™t = 27 1y.

Rest klar. [J Die folgende Aussage ist ganz simpel, verdient ihren schénen Namen aber wegen
enormer Niitzlichkeit, Der Beweis folgt sofort aus der Bahnformel.

Satz 4.26 Klassengleichung. Jede Gruppe ist disjunkte Vereinigunng thres Zentrums und der
nichttrivialen Konjugiertenklassen K;, Ist G endlich, so ist jedes K; ein echter Teiler von
|G|.

|G| =|ZG) + |K1|+ ... + |K,|, |G| =mn|K;] mit1<n; <|G|

Korollar 4.27 Sei |G| = p* mit p prim. Dann ist p ein Teiler von |Z(G)|. Ist k < 2, so ist
G abelsch.

Beweis. Nach der Klassengleichung teilt p die |K;| also auch |Z(G)|. Sei nun & = 2 und

Z(G) # G angenommen, Wihle g € Z(G) und h ¢ Z(G). Dann hat Spann{g, h} Ordnung
> p, also = p? nach Lagrange und ist somit = G. Wegen gh = gh ist G abelsch (vgl. U2H2).
O

4.14 Dodekaeder und Konjugierte in der Drehgruppe

Lemma 4.28 Konjugation in SO(2) bedeutet Gleichheit. In einer Untergruppe G von SO(3)
sind ¢ und x genau dann konjugiert, wenn es zu einer/jeder gerichteten Achse a von ¢ ein
W € G gibt so, dass b = (a) eine Achse von x ist und die orientierten Drehwinkel von ¢
bzgl. a und von x bzgl. b tibereinstimmen.

Beweis, SO(2) = {z € C | |z| = 1} also abelsch und damit alles klar. Nun sei G C SO(3)
Sei Y = ¥ o ¢ o1t Dann Spur(x) = Spur(¢) d.h. es stimmen die unorietierten Drehwinkel
iiberein. Sei nun a gerichtete Achse fiir ¢ und b = ¢(a), Dann

X(0) = Yov ™"y (a) = Yé(a) = ¥(a) = b
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also bestimmt b eine Achse. Weil ¢/ Lédngen und Orientierung erhélt gilt

det(b,y,¥(y)) = det(a, z, ¢p(x)) fur alle y = ()

d.h. es stimmen auch die orientierten Drehwinkel iiberein. Ist umgekehrt ¢ € G wie verlangt
gegeben, so folgt ¥ = ¥@p~! da, wie gerade gezeigt, 1) mit y in gerichteter Achse und
orientiertem Winkel iibereinstimmt. [J

Beispiel: In der Drehgruppe des Tetraeders entsprechen dei Konjugiertenklassen gerade den
Drehwinkeln 0°, 120°, 180°, 240°. Dass die 120° und die 240°-Drehung an derselben Achse
nicht zueinander konjugiert sind, liegt daran, dass man die Achse nicht durch eine Drehung
der Tetraeders umorientieren kann.

Das Dodekader hat 12 Fldchen, 20 Ecken und 30 Kanten. Die Bahnformel bei Wirkung auf
den Flédchen ergibt fiir die Drehgruppe G die Ordnung |G| = 5 - 12 = 60. Die Konjugierten-
klassen und ihre Ordnugen ergeben sich so

e 1:id

20: +£120°-Drehung um Achse durch gegeniiberliegende Ecken

12 £72°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Flichen

12 +144°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Flichen

15: 180°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten

Satz 4.29 Die Drehgruppe des Dodekaeders besitzt keinen echten Normalteiler und ist zur
alternierden Gruppe As isomorph.

Beweis. Angeommen N ist echter Normalteiler, Dann |N| echter Teiler von 60 und N Verei-
nigung von Konjugiertenklassen inklusive id, also |[N| > 13. Damit |N| € {15,20,30}. Diese
Zahlen lassen sich aber nicht in der geforderten Weise als Summen schreiben. Also hat G
keinen echten Normalteiler,

G wirkt nichttrivial auf der Menge der 5 eingeschriebenen Wiirfel des Dodekaeders, also
hat man einen Homomorphismus ¢ : G — S5. Da Kern(¢) Normalteiler ist, folgt Kern(¢) =
{id} und damit die Injektivitdt von ¢. Wir haben den Homomorphismus sign : S; — Cs.
also 1 = signo ¢ : G — Cy. Kern(v)) ist Normalteiler, also trivial. Da ¢ aus Anzahlgriinden
nicht injektiv ist, folgt Kern(¢) = G, also ¢(G) C Kern(sign) = As. Da G| = 60 = | A3 ist
¢ : G — As Isomorphismus. [

4.15 Burnside-Lemma

Auf wieviele “wesentlich verschiedene” Weisen lésst sich ein Dodekaeder mit 2 Farben féarben
- mit einfarbigen Flachen?

Wenn wir die Fliachen eines fixierten Dodekaeders mit 1,...,12 und die Farben mit 0, 1
nummerieren, kann man eine solche Farbung als Abbildung ¢ : {1,...,6} — {0, 1} verstehen,
hat als eine 2'2-elementige Menge M solcher Fiarbungen. Zwei Farbungen v, ¢ sind dquivalent
unter der Wirkung der Drehgruppe G des Dodekaeders, genau dann, wenn

e es g € (G gibt so, dass ¥(gi) = ¢(i) fiir allei =1,...,6
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Das bedeutet: ¢ liegt auf der Bahn von ¢ unter der Wirkung von G auf M gegeben durch

(90) (i) = ¢(g™"i) i=1,....6

Die Frage ist also nach der Anzahl der Bahnen unter einer Wirkung einer Gruppe G auf
einer Menge M. Dazu sei die Fizpunktmenge von g € G definiert als

Fix(g) ={z € M | gz = x}

Satz 4.30 Burnside-Lemma. Die Anzahl der Bahnen der Wirkung einer Gruppe G auf einer
Menge M ist die “mittlere Anzahl der Fizpunkte”

Z |Fix(g)

gEG

Nun ist eine Farbung ¢ in Fix(¢) genau dann, wenn die Bahnen auf der Menge der Flidchen
unter der Wirkung von Spann({g} einfarbig sind. Jede Bahn kann unabhingig von den
anderen gefirbt werden. Also |Fix|(g) = 2™ wobei m, die Anzahl dieser Bahnen. Diese
Anzahlen stimmen auf den Konjuiertenklassen iiberein. Fiir das Dodekaeder ergibt das

24
Z IFix(g) 1-2% 4202 +12- 2" +12- 2" + 15 2°) = —(44 4 60 4 256) = 960
1G] = 60
Beweis:

g€ G, & gr=1 < x € Fix(g)
> 1G = (g, 2) | gz =2} = [Fix(9)|
zeM geG

Das nennt man auch das Prinzip der doppelten Abzdhlung. Hat man nur eine Bahn, also
G(z1) = M fiir ein xy, so G, = G, fir alle x € M (Lemma ??) und mit der Bahnformel
folgt die Behauptung

zeM

Im allgemeinen Fall sei M = X; W...wW X, die Zerlegung in Bahnen. Nun wirkt G auch auf
X; mit den Fixpunktmengen X; N Fix(g) und nach dem schon Gezeigten gilt

Z|X NFix(g)| = |G|

geG

Offenbar
Fix(g) = X1 NFix(¢g) W ... w X, N Fix(g)

und es folgt

Y IFix(9)l =D > IXiNFix(g)| = m - |G|

geG i=1 geG
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4.16 Rechte Wirkung

Was wir bisher beschrieben haben ist Linkswirkung - im Einklang mit der vorherrschenden
Schreibweise fiir Abbildungen. Eine Rechtswirkung von G auf M wird gegeben durch

(z,9) = 29 (x € M, g € G) mit 2° =z, 29" = (29)"

und von richtigen Gruppentheoretikern bevorzugt - die sind dann meistens Engldnder und
schreiben eh’ von links nach rechts. Eine Rechtswirkung kann man als Linkwirkung der
entgegengesetzten Gruppe G auffassen mit a - b = ba - und diese ist via g — ¢! zu G
isomorph. Insofern darf man hier Lechts und Rinks (mit der gebotenen Vorsicht) velwechsern.
Insbesondere erhélt man dieselben Bahnen.

Beispiele:

e GL(n, K) wirkt auf K™*" durch (A4, 95) — AS
e GL(n, K) wirkt auf K"*" durch (A, S) — S~tAS
e GL(n, K) wirkt auf K™*" durch (A4, S) — S*AS - zu gegebener Involution auf K

e Die Gruppe der n x n-Permutationsmatrizen wirkt auf K™*"™ durch Spaltenvertau-
schung.

e Man kann eine Permutation auf M = {1,...,n} auch als Umsortierung einer Reihe
aus n verschiedenen Zeichen verstehen: z.B. abc ~» cab steht fiir den Zyklus (123) -
der Inhalt von Platz 1 geht nach Platz 2 usw. Nur sollte man dann als Zeichen besser
keine Zahlen benutzen. Das ist eine Rechtswirkung von .S,

4.17 Wirkungen der allgemeinen linearen Gruppen

Aus der LA wissen wir

Satz 4.31 Fir Matrizen A, B € K™*" sind dquivalent
o A, B haben gleiche Bahn unter der Wiirkung (U, A) — UA von GL(m, K)

e A und B beschreiben dieselbe lineare Abbildung nach Koordinatentransformation im
Bildraum
B="¢"= Ty ¢p*=UA

zu einer/jeder Basis o bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V bzw. W gibt
es eine Basis § von W so, dass B = %¢® die Matriz von ¢ bzgl. o und & ist, wobei ¢ die
durch A = P¢® bzgl. o und B definierte lineare Abbildung ist

o die Spalten von A bzw. B bezeichnen nach Koordinatentransformation dasselbe System
von Vektoren
A= (a8,...,2%), B=(a . .. 2P

rn rrn
zu einer/jeder Basis o eines m-dimensionalen K-Vektorraums V' gibt es eine Basis [ von

V' so, dass die Spalten von A, als Koordinatenspalten bzgl. o betrachet, dieselbe Liste von
Vektoren ergeben wie die Spalten von B als Koordinatenspalten bzgl. 5
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e Die Zeilen von A erzeugen denselben Untervektorraum von K™ wie die Zeilen von B.
e Die Gleichungssysteme Ax = 0 und Bx = 0 haben denselben Losungsraum

FEin Reprdsentantensystem ist gegeben durch die ausgerdumte obere Stufenform (Hermite
Normalform)

Satz 4.32 Fiir Matrizen A, B € K™*" sind dquivalent
e A, B haben gleiche Bahn unter der Rechtswirkung (A, S) +— AS von GL(n, K)

e A und B bezeichnen nach Koordinatentransformation tm Urbildraum dieselbe lineare
Abbildung

B="¢"="P¢* T, =AS

zu einer/jeder Basis o bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V bzw. W gibt
es eine Basis v von V so, dass B = P¢Y die Matriz von ¢ bzgl. v und § ist, wobei ¢ die
durch A = P¢® bzgl. o und B definierte lineare Abbildung ist

e die Spalten von A und B beschreiben denselben erzeugten Untervektorraum
n n
A= (af,...;2%), B=(}...,u2) = ZKa:j = ZKxj
j=1 J=1
zu einer/jeder Basis o eines m-dimensionalen K -Vektorraums V' erzeugen die Vektoren mit
Koordinatenspalten in A denselben Untervektorraum wie die mit Koordinatenspalten in B

e Die Spalten von A erzeugen denselben Untervektorraum von K™ wie die Spalten von B

Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die ausgerdumte untere Stufenform

Satz 4.33 Fiir Matrizen A, B € K™" sind dquivalent
e A, B haben gleiche Bahn unter der Rechtswirkung (A,S) — S™1AS von GL(n, K)
e A und B sind Matrizen desselben Endomorphimus
B=¢" = T, 0", T5=5"AS

zu einer/jeder Basis v eines n-dimensionalen K-Vektorraums gibt es eine Basis 3, so dass
B = ¢° die Matriz von ¢ bzgl. 8 ist, wobei ¢ die durch A bzgl. o definierte lineare Abbildung
15t

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper (z.B. C) ist ein Reprisentantensystem gegeben durch
die Jordansche Normalform (wenn man eine bestimmte Reihenfolge der EW einhdlt). Fir R
durch die reelle Jordansche Normalform.

Satz 4.34 Fir hermitesche Matrizen A, B € C™*" sind dquivalent

e A B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S*AS der Gruppe
GL(n,C)
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o A und B sind Grammatrizen derselben Form
B=®" = 4T &> Ty = S*AS

zu einer/jeder Basis a eines n-dimensionalen C-Vektorraums gibt es eine Basis (3, so dass
B = &8 die Matriz von ® bzgl. B ist, wobei ® die durch A bzgl. a definierte Sesquilinearform
15t

e A und B haben die gleiche Anzahl positiver EW und ebenfalls die gleiche Anzahl ne-
gativer EW (und damit denselben Rang)

E, O O
Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die 0O —-E, O
O O O

Entsprechend fiir R (Sylvester).

4.18 Wirkungen der unitdren und orthogonalen Gruppen
Die unitéren Matrizen in C**™ bilden die unitdre Gruppe U(n). Aus LA wissen wir

Satz 4.35 Fiir normale Matrizen A, B € C™*" sind dquivalent
e A, B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S*AS der Gruppe U(n)

o A und B sind Grammatrizen derselben Sequilinearform bzgl. ON-Basen:
B=®" = sT"®* T3 = S'AS «a, ON,S € U(n)

zu einer/jeder ON-Basis o eines n-dimensionalen unitiren Vektorraums gibt es eine ON-
Basis 3, so dass B = ®° die Matriz von ® bzgl. § ist, wobei ® die durch A bzgl. a definierte
Sesquilinearform ist

o A und B beschreiben denselben Endomorphismus bzgl. ON-Basen
B=¢’= Tad*oTs =S"tAS «,8 ON,S € U(n)

zu einer/jeder ON-Basis o eines n-dimensionalen unitiren Vektorraums gibt es eine ON-
Basis 3, so dass B = ¢ die Matriz von ¢ bzgl. B ist, wobei ¢ die durch A bzgl. o definierte
lineare Abbildung ist

e A und B haben dasselbe System von komplezen Eigenwerten (Spektrum)

FEin Reprasentantensytem bilden die Diagonalmatrizen (wenn man eine bestimmte Reihen-
folge der EW einhdlt).

Korollar 4.36 Fiir normale Matrizen A, B € R™"™ sind dquivalent
e A, B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S*AS der Gruppe O(n)
e A und B sind Grammatrizen derselben Bilinearform bzgl. ON-Basen
B =& = ;T! &> Ty = S'AS «,3 ON,S € O(n)

zu einer/jeder ON-Basis « eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums gibt es eine ON-
Basis 3, so dass B = ®° die Matriz von ® bzgl. 3 ist, wobei ® die durch A bzqgl.  definierte
Bilinearform ist



4.19 Beidseitige Wirkung 43

e A und B beschreiben denselben Endomorphismus bzgl. ON-Basen
B=¢" = gT,¢"T3=5"AS «a, ON,S € O(n)
zu einer/jeder ON-Basis « eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums gibt es
eine ON-Basis 3, so dass B = ¢° die Matriz von ¢ bzgl. B ist, wobei ¢ die durch A
bzgl. o definierte lineare Abbildung ist

o A und B haben dasselbe System von komplexen Eigenwerten (Spektrum)

FEin Reprdsentantensystem ist gegeben durch die reellen Normalformen (wenn man eine be-
stimmte Reihenfolge der EW einhdlt).

4.19 Beidseitige Wirkung

In vielen Beispielen haben wir eine eine (Links)Wirkung einer Gruppe G; und gleichzeitig
eine Rechtswirkung einer Gruppe G, auf derselben Menge M so, dass

g(x)" = g(z")  fiir alle g € G,, h € G,

Die Links- und Rechtswirkung kann man via g = e bzw. h = e aus folgender Abbildung, der
beidseitigen Wirkung, zuriickerhalten

G x M x G, — M mit (g,7,h) — g(x)" = g(")
Beispiel. Eine beidseitige Wirkung von GL(m, K) und GL(n, K) auf K™*" ist gegeben durch
(U,A,S)—UAS Ue€GL(m,K), Ae K™, S e GL(n, K)
Eine beidseitige Wirkung ist offenbar dasselbe wie eine Wirkung der Gruppe G; x G vermoge
(9, h)(x) = g(z")
Aus LA wissen wir
Satz 4.37 Fir Matrizen A, B € K™*" sind dquivalent

e A, B haben gleiche Bahn unter der beidseitigen Wirkung (U, A, S) — UAS von GL(m, K)
und GL(n, K)

o A und B beschreiben nach Koordinatentransformationen im Bild- und Urbildraum die-
selbe lineare Abbildung

B="¢"= sT3°¢* T, =UAS

zu einer/jeder Basis o bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V bzw. W gibt
es Basen v von V und § von W so, dass B = °¢"7 die Matriz von ¢ bzgl. v und § ist, wobei
¢ die durch A = B¢ bzgl. o und B definierte lineare Abbildung ist
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e A und B beschreiben nach Koordinatentransformation denselben erzeugten Untervek-

torraum

A= (g, a8, B=(....p)) = Y Ko;=Y Ku,
j=1 j=1

zu einer/jeder Basis o eines m-dimensionalen K -Vektorraums V' gibt es Basis 8 von V' so,
dass die Vektoren mit den Spalten von A als Koordinatenspalten bzgl. o denselben Untervek-
torraum von V erzeugen wie die, welche die Spalten von B als Koordinatenspalten bzgl. 8
haben

Rang(A) =Rang(B)

Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die <E O)

O O

Satz 4.38 Fiir Matrizen A, B € C"™*" sind dquivalent

A, B haben gleiche Bahn unter der beidseitigen Wirkung (U, A, S) — UAS der unitiren
Gruppen U(m) und U(n)

zu einer/jeder ON-Basis o bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen unitdren Vektor-
raums V. bzw. W gibt es ON-Basen v von V und § von W so, dass B = °¢7 die
Matriz von ¢ bzgl. v und § ist, wobei ¢ die durch A = P¢* bzgl. o und B definierte
lineare Abbildung ist

zu einer/jeder ON-Basis o bzw. [ eines n- bzw. m-dimensionalen unitiren Vektor-
raums V bzw. W gibt es ON-Basen vy von V und § von W so, dass B = °®) die
Matriz von ® bzgl. v und § ist, wobei ® die durch A = P®* bzgl. o und B definierte
Sesquilinearform ist

A und B haben dieselben Singuldrwerte

Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die reellen Diagonalmatrizen mit Diagonalein-
tragen o1 > 09...> o > 0, k = min{m,n}. Alles analog fiir R.
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5 Faktorisierung.

5.1 Motivation

Die Umgangssprache bezeichnet haufig Dinge als gleich, wenn sie in gewissen, jeweils relevan-
ten, Merkmalen iibereinstimmen. Damit allein kann man aber keine ernsthafte mathemati-
sche Begriffsbildung treiben, sondern man muss, in gegebenem Zusammenhang, ‘Gleichheit’
als eine Relation definieren, etwa auf der Grundlage gegebener Relationen und Operationen.
Der Zusammenhang ist dabei wesentlich: Etwa beim Rechnen mit rationalen Zahlen ist 1
gleich %, jedoch wird man 1 Teller und % Teller nicht unbedingt als gleich ansehen.

Nach Leibniz bedeutet Gleichheit zweier Objekte in einem gegebenen Zusammenhang,
dass man das eine durch das andere ersetzen kann, ohne dass sich an den relevanten Aussagen
und Beziehungen etwas éndert. Die Axiome der Aquivalenzrelationen ergeben sich zwingend
daraus: Schreibt man s ~ ¢, falls s gleich ¢ ist, und geht man davon aus, dass jedes Ding
sich selbst gleich sei (s ~ s), so kann man aus s ~ ¢ auf ¢t ~ s schliessen (ersetze in ¢t ~ ¢
das zweite ¢ durch s) und man kann von s ~ ¢ und t ~ u auf s ~ w schliessen, indem man
in t ~ u das t durch s ersetzt.

Diese Axiome reichen aus, solange man keine Struktur beriicksichtigt. Die Verwendung
des Gleichheitszeichens ‘=’ signalisert, dass in dem gegebenen Zusammenhang klar ist, was
mit Gleichheit gemeint ist. Kommt Struktur hinzu. so braucht man Vertréaglichkeit, d.h.
Kongruenzrlationen. Mit dieser Verallgemeinerten Gleichheit kann man ganz locker umgehen,
wenn man noch nicht durch zu viel Mathematik verunsichert worden ist. Wir wollen jetzt
sehen, dass sich der lockere Umgang mathematisch prézisieren und rechtfertigen lésst.

5.2 Erginzung

Satz 5.1 Seien M, N, K algebraische Strukturen dessselben Typs. Sei m ein surjektiver Ho-
momorphismus von M auf K und v ein Homomorphimsus von M in N. Genau dann gibt
es einen Homomorphismsus x von K in N mit

h=xom wenn (x) T r~gy = x gy firalexz,ye M

Der Homomorphismus x ist dabei eindeutig bestimmt x(y) = ¥ (x) falls y = n(x).

u_t.n X injektiv < (xx) x ~py < T~y y firale v,y € M
LW/ X : K — N surjektiv < ¢ : M — N surjektiv

X
K

Beweis. Zunéchst betrchten wir nur den Spezialfall der Mengen (ohne Operationen). Sei
X gegeben und a ~, b. Dann 7(a) = 7(b), also ¥(a) = x(7w(a)) = x(w(b)) = ¥ (b) und somit
a ~y b. Sei umgekehrt (*) erfiillt. Setze

X={(y,2)lye K, z€ Nund 3z € M : w(x) =y und ¢(z) = z}.

x ist in der Tat eine Abbildung: Ist y € K gegeben, so gibt es wegen der Surjektivitdt von
mein x € M mit 7(z) = y und man hat (y,z) € x fiir z = ¢(x). Hat man (y,z) € x
und (y,2’) € x, so gibt es nach Definition z,2’ € M mit 7(z) = y, ¥(z) = 2, 7(2') = v,
m(z') = 2. Bs folgt n(x) = 7(2') (da ‘=" eine Aquivalenzrelation ist), also 2 ~, 2’ und nach
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Voraussetzung (*) = ~, 2’. Das besagt aber z = ¢(z) = ¢(2') = 2.
Beweis des Zusatzes. Sei x injektiv und a ~y b, d.h x(7(a)) = ¥(a) = ¥(b) = x(7(b). Mit der
Injektivitat folgt m(a) = 7(b), also a ~ b. Gelte umgekehrt (**) und sei x(c) = x(d). Nach
Definition von y gibt es a,b € M mit ¢ = 7(a), d = 7(b) und ¥(a) = x(c) = x(d) = ¥(d).
Das bedeutet a ~y, b, also nach (**) a ~, b und damit ¢ = 7(a) = 7(b) = d.

Kommt algebraische Struktur hinzu, ist nur festzustellen, dass eine Abbildung xy : K — N
mit ¥ = x o m automatisch ein Homomorphimsus ist:

Mit b; = wa; hat man yb; = va;

XfE(by, ... b)) = xS (ray, ..., ma,) = x7fM(as, ..., a,)
=ofM(ay,...,an) = fNay, ..., Ya,) = N (xbi, ..., xb,) O

5.3 Abstraktion

Proposition 5.2 Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gibt es eine Menge K
und eine surjektive Abbildung m von M auf K so, dass

r~y < n(r)=mn(y) firallex,ye M.

Wir sagen dann, dass K eine Faktormenge (auch Quotientenmenge) von M nach (oder
modulo) ~ ist mit kanonischer Projektion n. Kurz: m : M — K ist Abstraktion nach ~. Durch
einen solchen Ubergang kommen wir z.B. von den (konkreten) Briichen/Cauchyfolgen zu den
(abstrakten) rationalen/reellen Zahlen, von den Pfeilen im Anschauungsraum zu den Vek-
toren.

Beweis. Am besten versteht man das als eine mengentheoretisches Prinyip, das keines Be-
weises bedarf. Wer sich einen abstrusen, aber sehr beliebten Beweis basteln will, gehe so
vor: Wir definieren eine Abbildung 7 von M in die Menge aller Teilmengen von M durch
m(z) = . Wenn wir die Surjektivitét erzwingen wollen, brauchen wir nur noch zu definieren

K={n(z)|lre M} ={Z|lz e M} = M/ ~.

Das so definierte M/ ~ ist “die” Faktormenge von M nach (modulo) ~. Ihre Elemente sind
die Klassen modulo ~. [J Man kann sich K auch auf andere Weise verschaffen, etwa durch
Représentanten. Ist M gar keine Menge (wie in Beisp. 7), so verbietet es sich von selbst,
von ‘der Menge der Aquivalenzklassen’ zu reden. Ist z.B. M das System aller endlichen
Mengen und X ~ Y genau denn, wenn es eine bijektive Abbildung von X auf Y gibt, so
kommt man bei solchem Vorgehen schwupp zur Russellschen Antinomie, weil eben nicht
einmal die Gesamtheit der einelementigen Mengen eine Menge ist, weshalb Herr Frege sein
grofles Werk zur Begriindung der Mathematik einstampfen lassen musste. Trotzdem kann
man durch Abstraktion den Begriff ‘Isomorphietyp’ bilden und, etwa im Falle der endlichen
abelschen Gruppen, die Menge der Isomorphietypen explizit bestimmen. Wir empfehlen
daher folgenden Umgang mit ‘der Faktormenge’ M/ ~

e Man arbeite bevorzugt in M mit der ‘erweiterten Gleichheitsbeziehung’ ~

e Man bezeichne die Elemente von M/ ~ |, wenns denn sein muss, mit @ = m(a) = [d]
und rechne mit ~
a=m(a) = b=mn(b) San~b
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5.4  Faktorstruktur

Satz 5.3 Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer algebraischen Struktur A ist genau dann Kon-
gruenzrelation, wenn man fir eine/jede Abstraktion m : A — B auf B so eine algebraische
Struktur einfithren kann, dass m : A — B ein Homomorphismus wird. Die Struktur auf B
1st dann eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Wohldefiniertheit des repréasentantenweisen Rechnens in B ist gerade die Ve-
traglichkeit von ~. Wenn 7 Homomorphismus werden soll, gibt es fiir die Struktur B keine
andere Wahl. [

Wir sagen dann auch 7 : A — B sei eine Faktorisierung [factorization] der Struktur
A und B Faktor- oder Quotienten-Struktur mit kanonischer Projektion m. Es gilt

r~y e m(r) =m(y)

Nach dem Ergidnzungssatz sind B und 7 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Das heisst:
Hat man 7’ : M — K’ surjektiv mit z ~ y < 7'(z) = 7'(y) , so gibt es einen eindeutig
bestimmten Isomorphismus w : K — K’ mit 7/ = w o 7. Namlich man definiert wohl

w(r(z)) = 7'(x).

Kongruenzrelationen sind insofern legitime Gleichheitbegriffe, als wir in B wie in A rechnen,
nur eben noch gleicher. Die Homomorphiebedingung besagt

fB(ray,. .. ,may) = 7f(as,...a,)

d.h. wenn man a; als Representant von 7a; bezeichnet, so gilt

In der Faktorstruktur rechnet man repriasentantenweise
und unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten

Schreibt man a = ma so liest’s sich etwa fiir Gruppen so

Ist ¢ : M — N ein Homomorphimus, so ist ¢ : M — Bild(¢) trivialerweise eine Faktor-
struktur von M nach der Kongruenzrelation x ~ y < ¢(z) = ¢(y), dem Kern Kern(¢) von

o.

’ Eine algebraische Struktur A kann man nach einer Kongruenzrelation ~ faktorisieren‘

Das folgt daraus, dass man die Grundmenge nach der Aquivalenzrelation faktorisieren kann.
Wie man das macht, ist Privatsache und man darf die Aussage dazu verweigern. Wegen der
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie konnen wir von “der” Faktorstruktur sprechen und sie mit
A/ ~ bezeichnen.

Sei U der der Konzgruenz ~ des Modulas M entsprechende Untermodul. Man kann dann
M/ ~= M/U auch aus dieser Sicht verstehen. Das Rechnen mit Kongrueznzklassen geht
dann so

U+a)+(U+b)=U+(a+b), —(U+a)=U+(—a)=U—a, U+0=U
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Entsrechend fiir ein Ideal [ in einem Ring hat man R/I und
a+l+b+1=a+b+1, —(a+1)=—a+1,0+1=1 (a+1I) - (b+I_ab+ I

wobei a+ 1 =1+ a = {a+ x|z € I}. Die Faktorstruktur A/ ~ schrieben wir dann auch
als A/I bzw. A/U.

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G so gilt gN = Ng = 7(g) (da 7(h) = ¢(g) < n(g~'h) =
e < g'h € N & h € gN), dh. linke und rechte Nebenklassen stimmen {iberein. Die
Faktorgruppe wird dann auch als G/N notiert und man kann so rechnen

gNhN = ghN, (gN) ' =g 'N, eN =N

Man kann G/N auch direkt so einfiihren, ohne iiber Kongruenzen nachzudenken. Dann
verpasst man zwar das allgemeine Prinzip, hat aber einen Kalkiil, der insbesondere bei
endlichen Gruppen durchaus von Nutzen ist. Bei Moduln gehts analog, bei Ringen gibts
aber ein Problem mit dem Produkt von Nebenklassen.

Nach 1.11 bleiben in der Faktorstruktur alle Gesetze erhalten, die nur mit A,V,V,d
formuliert sind.

Faktorstrukturen von (kommutativen) Monoiden, Gruppen,
Ringen, R-Moduln, R-Algebren sind wieder welche

Den Faktorring nach em Ideal (p) = {rp | 7 € R} und die kanonische Projektion wollen
wir so notieren

R/(p) = R/Rp, a+ a[modp]

Im Falle R = Z ist auch Z, populér aber missverstdndlich. Mit p = 12 sehen wir, dass das
Stundenzéahlen funktioniert.

Bemerkung 5.4 In einem Kérper K gilt: Ist 0 # n € N minimal mit nlx = O, so ist n
eine Primzahl.

So ein n brauchts nicht zu geben, z.B. wenn K Unterkoérper von C . Sei nun n = ¢gm mit
¢,m < nund nl = 0. Dann (¢1)(m1) = nl = 0 also g1 = 0 oder m1 = 0 was der Minimalit&t
widerspricht.

Beispiel 5.5 Z/nZ ist ein Korper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Fiir 0 < m < n ist n kein Teiler von m, also m ¢, 0. Ist also Z/nZ Koérper, so n
prim nach der vorangehenden Bemerkung. Sei umgekehrt n = p prim und 7(a) # 7(0), d.h.
p und a teilerfremd. Nach Bezout gibt es ganze Zahlen z,y mit ax 4+ py = 1, also ax ~,, 1
und 7(a)m(x) = m(ax) = w(1). Somit ist Z/pZ Korper.

Lemma 5.6 Ist M ein R-Modul, so erhdlt man eine Kongruenzrelation des Ringes R
r~s <& VYreM rrz=sz
und M wird auf natirliche Weise zum R/ ~-Modul mit ra = ra,

Beweis als Ubung. O
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6 Erzeugen von Kongruenzrelationen

6.1 Motivation

Faktorisieren unter Beriicksichtigung einer Struktur ist eine grundlegende Kulturtechnik. Sie
besteht darin, die aus gegebenen Gleichsetzungen folgenden Gleichsetzungen auszufiihren,
nach der so erhaltenen Aquivalenzrelation zu abstrahieren und das Abstraktum wieder als
Struktur zu verstehen.

Beispiel 1. Wir wollen Stunden zéhlen. Dazu kénnten wir alle Stunden seit dem Urknall
durchnummerieren und dann weiterzéhlen. Besser bewéahrt hat sich jedoch die Methode
nach 12 bzw. 24 Stunden wieder von vorn anzufangen, d.h. wir erzwingen

1220

Dann miissen wir auch die Konsequenzen akzeptieren, ndmlich dass 13 = 1 usw. Und wir
miissen klédren, ob nicht etwa die ganze Zeitrechnung zusammenbricht, weil etwa 1 = 0 folgte.

Die Probleme mit 99 + 01 = 00 sind ja bekannt.

Beispiel 2. Wir betrachten Gruppen, die von Elementen d und s erzeugt werden, fiir die
wir nur die folgende Informatuion haben: d* = e = 52, sd = d~'s. Welchen Gruppen sind
moglich? Gibt es unter diesen eine ‘allgemeinste’; d.h. eine im Prinzip eindeutig bestimmte,
in der nur das gilt, was aus den Voraussetzungen logisch folgt.

Beispiel 3. Wir sollen mit numerischen (z.B. physikalischen) Grossen rechnen, fiir die wir aber
keine Zahlenwerte gegeben haben. Die Aufgabe besteht darin, aus gegebenen Beziehungen
zwischen diesen Grossen rein logisch weitere herzuleiten oder die Unmoglichkeit einer Her-
leitung einzusehen. Wir fiithren dazu fiir jede dieser Grossen einen Buchstaben ein (genauer:
eine neue Konstante, die eine feste aber beliebige Zahl bezeichnet) und rechnen mit diesen
Buchstaben nach den Gesetzen der Arithmetik etwa

(ab)(cd) = ((ab)e)d

(d.h. wir treiben Buchstabenrechnung) und nach weiteren speziellen (physikalischen) Geset-
zen oder Definitionen etwa
|
K=mb

Beispiel 4. Wie Beispiel 3 aber es gibt noch Buchstaben (Unbekannte) wie x,y, . . ., bei denen
wir uns nicht schon wohlbestimmte Zahlen denken, sondern bei denen wir die moéglichen
(Kombinationen von) Werte(n) in Abhéngigkeit von den vorgegebenen Werten der Konstan-
ten ermitteln wollen z.B. axz + by = c.

Beispiel 5. Wir betrachten Polyome ag+a;x+. .. a,2™ mir Koeffizienten im Korper K. Dann
sind die a; Konstanten im Sinne von Beispiel 3. Der Buchstabe = kann aber einmal eine
Variable bedeuten (insbesondere falls K C C), d.h. wir benutzen das Polynom, um tiber die
Polyomfunktion z — Y, a2’ (x € k) zu reden. Andererseits kann es aber auch sein, dass
wir die Polynome nur als ‘formale Ausdriicke’ sehen wollen (insbesondere wenn K endlich
ist) und mit diesen im Sinne der Buchstabenrechnung operieren. Es bleibt aber der Apsekt
erhalten, dass wir fiir x Werte aus K einsetzen wollen und kénnen. In diesem Falle schreibt
man oft X anstelle von x und spricht von einer Unbestimmten’.c
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Es ist noch ein Wort diber das wichtigste Hiilfsmittel der Algebra, die Buchstabenrechnung,
zu sagen. Die Anwendung dieses Hiilfsmittels ist so allgemein, dass man bisweilen das Wort
Buchstabenrechnung synonym mit Algebra gebraucht. Die Regeln, wie mit solchen Buchsta-
benausdriicken gerechnet wird, setzen wir als bekannt voraus. Gleichungen zwischen Buchsta-
benausdriicken konnen zweierlei Art sein; entweder es sind sogenannte Identititen, d.h. die
zwei einander gleich gesetzten Ausdriicke konnen durch Anwendung der Rechenregeln so um-
geformt werden, dass beide Ausdriicke genau tibereinstimmen. Man erhdlt dann aus solchen
Buchstabengleichungen richtige Zahlengleichungen, wenn die Buchstaben durch irgend wel-
che, sei es reelle, sei es complexe Zahlen ersetzt werden, vorausgesetzt, dass dabei nicht die
Forderung der Division durch Null auftritt. Die Buchstaben in solchen Gleichungen werden
oft auch als Variable bezeichnet, weil man sich vorstellen kann, ohne je zu einem Wider-
spruch zu gelangen, dass fiir die Buchstaben nach und nach andere und andere Zahlenwerthe
gesetzt werden.

Fine andere Art von Gleichungen zwischen Buchstabenausdriicken haben nicht diesen
Charakter der Identitit. Sie enthalten vielmehr eine Forderung, die an solche Zahlen ge-
stellt wird, die man, ohne die Gleichungen unwahr zu machen, fir die Buchstaben einsetzen
darf. Die Algebra hat die Aufgabe, Zahlenwerthe zu ermitteln, die einer solchen Forderung
gentigen, die Gleichung zu losen. In diesen Gleichungen werden die Buchstaben auch als
‘Unbekannte’ bezeichnet. Es kommen sehr hdufig in ein und derselben Gleichung Buchstaben
von zwei Arten vor, solche, fir die beliebige Zahlenwerthe gesetzt werden sollen, und andere,
deren Zahlenwerth erst ermittelt werden soll. H.-Weber, Lehrbuch der Algebra I-111, 1894

6.2 Erzeugen von Aquivalenzralationen

Hat man Aquivalenzrelationen ~ und ~ auf M mit
rry = rx~y firalez,ye M

so ist =~ feiner als ~ und ~ gréber als ~. Gleicbbedeutend: Zu den Faktormengen mit
kanonischen Projektionen gibt es Ergédnzung x : M/ ~— M/ ~/

Fasst man Aquivalenzrelationen auf M als Teilmengen von M x M auf, so handelt es sich
gerade um die abgeschlossenen Mengen unter dm folgenden Regelsystem

(a,b) (a,b), (b, c)
(a,a) (b,a) (a,c)

In diesem Sinne kann man von der von einer Menge R C M? von Paaren erzeugten Aqui-
valenzrelation ~ auf M sprechen. Schreibt man R = {(v;,w;) | i € I}, so kann man ~ aber

(a,b,c € M)

auch die durch die Vorgaben (traditionell: Relationen) v; = w; (i € I) erzwungene Aquiva-
lenzrelation nennen. Nach dem Abschluss-Prinzip ist das die feinste Aquivalenzrelation ~
mit '
v, =w; = v, ~w; furalleiel

Man bekommt sie, indem man zu den Ausgangspaaren ihre symmetrischen dazunimmt und
dann unter Transitivitit abschliesst - die Paare (a,a) kann kann man vorher oder nachher
dazunehmen. Also

e a~b<s a=boder es gibt ag,...,a, mit a = ag,a, =0b

o ! !
und fiir alle ¢ gilt a; = a;.1 bzw. a;11 = q;
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6.3 Erzeugen von Kongruenzrelationen

Um Kongruenzrelationen auf einer algebraischen Struktur A analog zu Aquivalenzrelatio-
nen als abgeschlossene Mengen bzgl. eines Regelsystems zu verstehen, haben wir auch die
Vertréglichkeitsbedingungen als Regeln aufzufassen

(al,bl), ceey (an,bn)
(Fay, ..., an), fAby, ..., by))

Insbesondere ist dabei auch f4(by,...,b,) definiert. Nach dem Abschluss-Prinzip folgt

(f €9Q, a;,b; € Aundf“(ay,...,a,) definiert)

Prinzip 6.1 Zu jeder algebraischen Struktur A und Gleichsetzungen v; = wy, (1 € 1), gibt es
eine feinste Kongruenzrelation ~, die diese Gleichsetzungen implementiert, d.h. mit v; ~ w;
firieI.

Wir sagen auch, ~ sei die durch die Gleichsetzungen v; = w;, (i € I) erzwungene bzw.
erzeugte Kongruenz(relation). Nach den Ergénzungssatz erhalten wir

Korollar 6.2 Sei ~ sei die durch die Gleichsetzungen v; = w;, (i € I) erzwungene Kon-
gruenzrelation auf A. Fir einen Homomorphismus v : A — B gilt Yv; = Yw; fir alle i € 1
genau dann, wenn es einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus x : A/ ~— B mit
Y =xom, wobei w: A— A/ ~ die kanonische Projektion ist.

Wir geben das Regelsystem zu den Vorgaben v; = w; nochmal komplett in intuitiverer

Form an
!

v; = w; a~b a~Db b~c
v; ~ W an~a b~a an~c
alel,...,aann

Pl an) ~ FAGy .. b0) (f €9, a;,b; € Aund f4(ay,...,a,) definiert)

Zur Beschreibung des Erzeugungsprozesses aus einer Menge p von Paaren kann man sich
auch rekursiv eine Folge p; von Relationen definieren und p als Vereinigung von diesen

e appa < apbodera=>
® appq b falls einer der folgenden Fille eintritt

—bpra

— apgcpgb fiir ein ¢

—a= f(ay,...,a,), b= f(b1,...,b,) mit ay px by und ... und a, p b,
e apb & esgibt kmit apgd

Mit Induktion folgt

aprb = ap b firk <l
Will man nun z.B. eine Vertriglichkeitsbedingung nachpriifen, so betrachtet man a; pb; d.h.
a; pr, b; mit einem k; fiir i = 1,... n. Setzt man k = max{ky, ..., k,} so gilt a; px, b; fiir alle 4,
also nach Definition f(ay, ..., a,) prs1 f(b1, ..., b,) und damit auch f(aq,...,a,)p f(b1,...,bn).
Ist andererseits 6 eine p vergrobernde Kongruenzrelation, so folgt induktiv

aprb = abb, alsoapb = abb O
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Fiir Gruppen, Ringe, Moduln und Algebren kommt man mit einen speziellen Typ Gleich-
setzungen aus
wiée bzw. wié()
Durch Multiplikation von rechts mit b bzw. b~! sieht man n#mlich, dass fiir jede Kongruenz-
relation ~ gilt
a-blt~e & an~b

Korollar 6.3 Sei A Gruppe, Modul, Ring oder Algebra und seien die a;,b; (i € I) in A. Sei
~ die feinste Kongruensrelation mit a; ~ b; fir alle i € I. und N der kleinste Normalteiler
mit aibi_1 € N bzw Untermodul/ Ideal mit a; — b; € N. Dann entsprechen sich ~ und N,
d.h. asimb < ab™' € N und N = {a | a ~ e bzw.0}.

6.4 Termersetzung

Das Erzeugen einer Kongruenzrelation auf einer algebraischen Struktur A wird wesentlich
komfortabler durch Hinzunahme der folgenden Regel

alel,...,amme

tA(CLh PN ,am) ~ tA(b17 .. ,bm)

Termersetzung

Die Zuléssigkeit dieser Regel folgt sofort iiber den Aufbau des Terms ¢: Sie ist klar fiir ¢ = x;
und fiir t = f(ty,...,t,) haben wir nach Induktionsannahme t:(ay, ..., amn) ~ t2(by, ..., by)
also t4(ay, ..., am) = fAE a1, ... am), ...t ay, ..., an))

~ fAEN b, b)), et (B, b)) ~ A (b, .., by ). O Man kann die Regel etwas locke-
rer auch so formulieren

a ~ b, falls man a und b so durch Terme beschreiben kann,
dass die Beschreibung von b aus der von a entsteht, indem man
einige der Vorkommen von a; durch b; ersetzt sofern a; ~ b;

6.5 Durchsetzen von Gesetzen

Eine wohlbekannte Anwendung ist der Umgang mit Gesetzen im Rahmen der Buchstaben-
rechnung. Die Gesetze haben dabei die Form von Gleichheits-Gesetzen

Vaq..... Va,. s(xy,...,x,) =t(x1,...,2,) kurz ¥x. s(x) = t(x))

mit Termen s und ¢. Ein solches Gesetz ist erfiillt bzw. gilt in der algebraischen Struktur B
genau dann, wenn

o sB(by,...,b,) =tB(by,...,b,) fiir jede Wahl der by, ...,b, in B

Wir betrachten nun eine Sammlung solcher Gesetze Vx. s;(x) = ti(x), (¢ € I) und eine
algebraische Struktur A, in der sie noch nicht durchgéngig erfiillt sind. Um die Gesetze
fiir A durchzusetzen, faktorisieren wir A nach der Kongruenzrelation ~, die von folgenden
Gleichsetzungen gemeinsam erzwungen wird

! . .
sMaq,...,an) =tMar,...,a,) mitic€lunday,...,a, € A

: : ! :
Wir nennen ~ auch die von den Gesetzen Vx. s;(x) = t;(x), i € I erzwungene Kongruenz.
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Prinzip 6.4 Ist ~p die von den GesetzenI' erzwungene Kongruenz auf A, so gelten in A /~r

alle Gesetze aus I'. Jede in A dabei vorzunehmende Gleichsetzung v = w ergibt sich zwingend
(nach den Regeln der Logik) aus den Gesetzen I' und der Struktur von A.

Korollar 6.5 Ist ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphimus, so gibt es genau dann einen
(eindeutig bestimmten) Homomorphismus x : A/~pr — B mit 1) = x om, wenn die Gesetze
I in B gelten.

Beweis: Prinzip 3.12 und Homomorphie-Ergédnzungssatz. [

7 Freiheit, Gleichheit und Présentierung

7.1 Buchstabenrechnung

Seien Operationssymbole bestimmten Typs gegeben und sei I' eine Sammlung von Gleichheits-
Gesetzen. Die Buchstabenrechnung iiber dem Alphabet E nach den Gesetzen I ist das Rech-
nen in der Termstuktur 7'(E) modulo der von I' erzwungenen Kongruenzrelation ~r. D.h.
Webers ‘bekannte Regeln’ sind einerseits die vorausgesetzten Gleichheits-Gesetze I" und an-
derersseits die Erzeugungsregeln fiir die Kongruenzrelation ~r (in ihrer stérksten Form)

ot ~T t

® tNFSfaHSSNFt

o s~pwfalls s ~p t ~r w

® {(S1,...,8n) ~r t(t,...,t,) fir Term t(xq,...,z,) falls s ~p t1,..., 8, ~r by

o w~rp w falls Vay,... Vo, s(xy,...,x,) = t(xy,...,x,) ein Gesetz in [ ist, w einen
Teilterm s(tq,. .., t,) hat und w’ aus w entsteht, indem ein oder mehrere Vorkommen
dieses Teilterm durch t(tq,...,t,,) ersetzt werden.

Das Ergebnis ist die freie Struktur F(E) = T'(E)/ ~ in der durch die Gleichungen I' defi-
nierten Klasse von Strukturen.

7.2  Termstrukturen und Auswertung

Prinzip 7.1 Zu jeder Menge E gibt es eine Struktur T(E) = (T(E),*,e) vom Typ der
Monoide, die von E erzeugt wird und so, dass gilt

o Fir jede Struktur M wvon Typ der Monoide und Abbildung v : E — M gibt es einen
eindeutig bestimmten Auswertungs=Homomorphismus 5 : T(E) — M mit 7| E =~

Intern ist T(E) durch die folgenden Peano-Aziome charakterisiiert
(P0) T(E) wird von E erzeugt (Induktionsprinzip ).
(P1) x # e, x # sxt firalex € E und s,t € I(E)

(P2) e £sxt, sxt=5xt' = s=5 undt ="t fir alle s,t, st € T(F)
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T(E) ist bis auf (auf E identischen) Isomorphimus eindeutig bestimmit.

T(F) kann man sich wie in Kap.2 als eine Menge von Zeichenfolgen denken, wobei die Zeichen
die Elemente von E, -, e, (und ) sind. Dann ist s x ¢ = (s - t). Die Klammern werden wegen
der Infixnotation benétigt.

Entsprechendes hat man fiir andere Typen von algebraischen Stukturen. Z.B. beim Typ
der Gruppen e # s-that man eine weitere einstellige Operation ~! und in den Peanoaxiomen
zusétzlich

r#£ T e#tT sxtAut, sTl=tl=s5=t

Ist R ein Ring und betrachtet man Stukturen vom Typ der R-Moduln, so kann man jedes
r € R als Symbol fiir eine einstellige Operation auffassen und hat, wenn man e durch 0, *
durch + und ~! durch — ersetzt in den Peanoaxiomen zusétzlich

r(t) £z, r(t) e r(t) Fs+u, r(t)# —s, r(t)=r(s) =>t=s

Das Grundbeispiel sind jedoch die natiirlichen Zahlen als Termstruktur iiber £ = () mit einer
Konstanten 0 und einer einstelligen Nachfolger-Operation s, Die Etnprechenden Axiome in
Kap.1.1 stammen von Peano.

7.3 Freies Monoid

Prinzip 7.2 Fir ein Monoid M mit ausgezeichneter Teilmenge E sind dquivalent

(i) M entsteht aus den Monoidtermen tber der (Variablen- bzw. Erzeuger-)Menge E, in-
dem man modulo der Monoidgesetze rechnet, d.h. die Termstruktur T(E) nach der
Kongruenzrelation ~ faktorisiert, die sich ergibt, wenn man neben den Kongruenzre-
geln auch noch die folgenden Regeln hat

s(tu) ~ (st)u, et ~t, te ~t fir alle Terme s,t,u

(ii) Fortsetzungs- oder universelle Eigenschaft: M wird von E erzeugt und zu jedem Monoid A
und jeder Abbildung v : E — A gibt es einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus
F:M— Amit7|E =~

Gilt eine der beiden Bedingungen, so heisst M ein von E frei erzeugtes Monoid. Die Ein-
deutigkeit von 7 folgt aus Lemma 3.14, da M von E erzeugt wird.

Korollar 7.3 Zu jeder Menge E gibt es ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes von E
frei erzeugtes Monoid.

Lemma 7.4 Hat M’ die universelle Figenschaft bzgl. E' und ist ¢ : E — E’ eine bijektive
Abbildung, so hat auch M bzgl. E die universelle Figenaschaft genau dann, wenn es einen
(eindeutig bestimmten) Isomorphismus ¢ : M — M’ gibt mit ¢|FE = €.

Beweis des Lemmas. Sei ¢ : M’ — M der Homomorphismus mit ¢|E’ = e~!. Hat auch M
bzgl. E die universelle Eigenachaft, so gibt es ¢ : M — M’ mit ¢|M = €. Dann (¢ o ¢)|E =
idg, also Yo¢ = idy; nach Lemma 3.14. Entsprechend ¢ot) = id|M’. Also ist ¢ Isomorphismus.
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Ist ¢ gegeben und v : E — A, sosei § : B/ — A definiert als v o e~ L. Dann_ gibt

es 6 : M’ — A mit 6|E' = ¢ und wir haben die universelle Eigenschaft mit ¥ = 0 o ¢
nachgewiesen. []

Beweis des Prinzips und Korollars. Erfahrungsgeméfl kann man mit Termen modulo in
Form von Gleichungen gegebener Gesetze rechnen. Damit folgt die Existenz eines Monoids
wie in (i).

Sei nun (i) vorausgesetzt und 7 die kanonische Projektion auf M = T'(E)/ ~. Kénnte man
x ~ y fiir z # y in F herleiten, so hitte man einen Beweis, dass jedes Monoid einelementig ist,
wozu es reichlich Gegenbeispiele gibt. Also ist 7| F injektiv und wir diirfen £ als Teilmenge
von M auffassen mit 7(z) = =z fiir * € E. Sei nun ein Monoid A und eine Abbildung
~v: E — A gegeben. Die Termauswertung

O(t(@r,... wa)) = 2 (y(21), ., (7))

ist ein Homomorphismus ¢ : T(E) — A mit ¢|E = 7. Weil N ein Monoid ist, werden neben
den Kongruenzregeln auch die zusétzlichen Regeln fiir ~ respektiert und es folgt

s~t = ¢(s) =¢(t) furalle s,t € T(E)

Dann gibt es nach dem Ergénzungssatz einen Homomorphismus 7 : M — A mit ¥ o 7w = ¢,
also insbesondere ¥(x) = 7(7(x)) = ¢(x) = () fir x € E.

Sei nun (ii) vorausgesetzt. Wir wissen schon, dass wir M’ O FE nach (i) konstruieren
konnen und haben gerade bewiesen, dass dann fiir M’ auch (ii) gilt. Nach dem Lemma gibt
es zu ¢ = idg einen Isomorphismus w : M — M’ mit w|E = ¢, d.h. M is ebenfalls eine
Faktorstruktur T'(F)/ ~. O

Die obigen Aussagen beweist man ebenso fiir jede Klasse algebraischer Strukturen, die durch
Gleichungen definiert ist und nicht nur aus einelementigen besteht. In einigen Féllen, wie
hier bei den Monoiden, kann man die Struktur der freien Strukturen explizit bestimmen.

Satz 7.5 Fliir ein Monoid M mit ausgezeichneter Teilmenge E sind dquivalent
o M wird von E frei erzeugt,

e Die Elemente von M haben eindeutige Darstellung a = (... ((¢192)93) - - - Gn—1)gn mit
g; € E; insbesondere n = 0 fiir des neutrale Element e

e [s gibt einen Isomorphismus ¢ von M auf das Wortmonoid E* mit ¢|E = idg

Beweis. Sei F' ein von E frei erzeugtes Monoid, M wie in (2) und ¢ : F — M der Homo-
morphismus mit ¢|E = id|E - nach Voraussetzung bezeichnen verschiedene g; aus E auch
verschiedene Elemente von M. ¢ ist surjektiv, weil M von E erzeugt wird. Weil F' ein von F
erzeugtes Monid ist, kann man jedes Element von F'in der Forma = (... ((¢192)93) - - - 9n—1)9n
mit g; € E darstellen. Also ¢(a) = (... ((9192)93) - - - gn—1)gn wobei das Produkt in M aus-
gerechnet wird. Die Eindeutigkeit der Darstellung besagt also, dass ¢ injektiv ist. Also ist ¢
ein Isomorphismus und auch M von E frei erzeugt. Dies beweist 2 = 1.

E* ist offensichtlich ein Monoid mit eindeutiger Darstellung, also 3 = 2. Wegen 2 = 1
ist alos E* frei von E erzeugt. Mit dem Lemma folgt 1 < 3. [J Hacker rechnen fuer E* die
Fortsetzungseigenschaft (ii) nach und denken, das wér’s.
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Eine Methode mit deutliche golerem Anwendungsbereich ist die Mathode der Normalformen,
die im néchsten Kapitel prézise erlautert wird. Dei Idee ist es, ein Représentantensystem /N
(Normalformen) fiir ~, d.h. den Kern der kanonsichen Projektion 7w von der Termalgebra
T(FE) auf die freie Struktur F'(F) anzugeben. Die Existenz bzw. Eindeutigkeit der Darstellung
bedeutet dass es mindestene bzw. hochstens 1 Reprisentanten in N aus jeder Klasse gibt.

Der Nachweis erfolgt, indem man auf N ein von E erzeugtes Monoid (N, *, ¢’) definiert
und zwar so, dass

skt~s-t. € ~e

Dann ist némlich 7|N : N — F(F) surjektiv und ein Homomorphismus. Weil NV ein Monoid
ist, gibt es einen Homomorphismus 7 : F(F) — N mit 7J|F = idg. Dann ist ¢ o 7 ein
Endomorphismus von F(E) der auf £ die Identitét ist, also die Identitiat auf F'(E). Es folgt,
dass 7| N injektiv ist und damit in der Tat N ein Reprisentatnetsystem fiir ~.

Im Falle der Monoide ist N z.B, die Menge der linksgeklammerten Terme. Wir schreiben
(91,---,9n) als Abtirzung fiir ((...(g1-92)...) gn). Mit Induktion iiber m folgt aus dem As-
soziativgesetz (g1, ..., gn) (h1, ..o hm) ~ (g1, 9n) - ((R1y oo hme1) - (hm)) ~ (91, -+, gn) -
(hla---ahm—l)) : (hm) ~ (gl,...,gn,hl,...,hm_l) : (hm) ~ (gl,...,gn,hl,...,hm) =
(g1,---y9n) * (R1,...,hy). Und mit ¢ = e aus dem Neutralitdtsgesetz: e * (g1,...,9n) =
(67917"'7gn) ~ (g17~~-;gn> ~ (glv"'7gnve> = (917"'7gn) * €.

7.4 Freies kommutatives Monoid

Prinzip 7.6 Fir ein kommutatives Monoid M (in additiver Schreibweise) mit ausgezeich-
neter Teilmenge E sind dquivalent

(i) M entsteht aus den Monoidtermen uber der (Variablen- bzw. Erzeuger-)Menge E, in-
dem man modulo der Gesetze der kommutativen Monoide rechnet, d.h. die Termstruk-
tur T(E) nach der Kongruenzrelation ~ faktorisiert, die sich ergibt, wenn man neben
den Kongruenzregeln auch noch die folgenden Regeln hat

s+(t+u)~(s+t)+u, 0+t~t, t+0~t. s+t~t+s furalle Terme s, t,u

(71) Fortsetzungs- oder universelle Eigenschaft: M wird von E erzeugt und zu jedem kommu-
tativen Monoid A und jeder Abbildung v : E — A gibt es einen (eindeutig bestimmten)
Homomorphismus 5 : M — A mit J|E = ~

Gilt eine der beiden Bedingungen, so heisst M ein von F frei erzeugtes kommutatives Monoid.
Die Eindeutigkeit von 7 folgt aus Lemma 3.14, da M von E erzeugt wird.

Korollar 7.7 Zu jeder Menge E gibt es ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes von E
frei erzeugtes kommutatives Monoid.

Beweis wortlich wie oben. O

Fiir Terme in +,0 definieren wir rekursiv
0t =0, (k+1)t=(kt)+t

Satz 7.8 Fiir ein kommutatives Monoid M mit Teilmenge E sind dquivalent
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M ist von E frei erzeugtes kommutatives Monoid

Die Elemente von M haben bis auf Reihenfolge eindeutige Darstellung
a=kig+...+kng, mitg, € E, k; € Nyg

Gibt man eine Anordnung < von E wvor, so haben die Elemente von M eindeutige
Darstellung a = kyg1 + ... + kngn, mit k; € Nog, g1 < g2... < gn

Es gibt einen Isomorphismus a — a von M auf das additive Monoid N) mit g(h) =

1 falls g=nh
0 g#hekF

firge F

Hierbei besteht N®) aus allen Abbildungen f : £ — N mit f(2) # 0 nur fiir endlich viele
x € E.Ist E=Noder F = {1,...,n}, so kann man f als Folge (f(0), f(1),...) bzw. n-Tupel
(f(1),..., f(n)) verstehen. Gerechnet wird, wie in LA, komponentenweise.

Korollar 7.9 Fiir ein kommutatives Monoid M mit n-elementiger Teilmenge
E=A{g1,...,9n} sind dquivalent

o M ist von E frei erzeugtes kommutatives Monoid
e Die Elemente von M haben eindeutige Darstellung a = kig1 + ... + kng, mit k; € N
e [s gibt einen Isomorphismus ¢ von M auf N* mit ¢g; = (0,...,1;,...,0)

Beweis. Die Existenz der Darstellung in einem kommuativen Monoid ist logo -man kann’s
durch Induktion beweisen. Die Eindeutigkeit bedeutet wieder Injektivitit wie oben.

N® ist kommutatives Monoid weil N eins ist und hat offenbar die Darstellung (k, | g €
E)=Fkigi+ ...+ kng, wobei gy < ... < g, und {g1,..., 9.} 2 {9 € £ | k; # 0} - und wenn
man da ‘=’ verlangt, wird die Darstellung eindeutig. [

Bei der Normalformenmethode kénnen wir statt in der Termalgebra auch im freien Mo-
noid arbeiten (weil wir das schon im Griff habem) und es geniigt sich (induktiv tiber n) zu
iberlegen, dass (k1g1 + ...+ kngn) + (g1 + ...+ logn) = k11 + ...+ kn1gn1+lhg +... +
ln-1Gn-1+kngn+1ngn = (k1+0)g1+. .. (kno1+1a—1)gn-1+ (kn+1,)g, wobei kg+1lg = (k+1)g
durch Induktion iiber | beweisen wird.

7.5 Freie abelsche Gruppen
Satz 7.10 Fliir eine abelsche Gruppe M mit Teilmenge E sind dquivalent

M ist von E frei erzeugte abelsche Gruppe

e Die Elemente von M haben bis auf Rethenfolge eindeutige Darstellung
a=rg1+- -+1r.9, mit g € E,0#r;, €7

Gibt man eine Anordnung < wvon E wvor, so haben die Elemente von M eindeutige
Darstellung a =r1g1+ ... +7rpgy mit 0F£r;, €EZ, g1 < Gg2... < gn

1 fallsg=nh
0 g#hekFk

Es gibt einen Isomorphismus a +— a von M auf die Gruppe Z\F) mit §(h) = {
firge FE



58 7 FREIHEIT, GLEICHHEIT UND PRASENTIERUNG

Hierbei besteht Z() aus allen Abbildungen f : £ — Z mit f(x) # 0 nur fiir endlich viele
x € E.Ist E=Noder E = {1,...,n}, so kann man f als Folge (f(0), f(1),...) bzw. n-Tupel
(f(1),..., f(n)) verstehen. Gerechnet wird, wie in LA, komponentenweise.

Korollar 7.11 Fiir eine abelsche Gruppe M mit n-elementiger Teilmenge
E=A{g1,...,9a} sind dquivalent

e M ist von E frei erzeugte abelsche Gruppe
e Die Elemente von M haben eindeutige Darstellung a = rig1 + ...+ rpgn, mit r; € Z
e s gibt einen Isomorphismus ¢ von M auf Z™ mit ¢g; = (0,...,1;,...,0)

Beweis. Nach dem Muster von oben. Kennt man aber auch aus LA. [J Normalformenmethode:
Fiir die Addition wie bei kommutativen Monoiden nur mit k;, [; € R. Hier ist kg+1lg = (k+1)g
durch die Modulgesetze garantiert. Das allgemeine Distributivgesetz beweise man als Ubung.

Ist S ein Ring, so ist der Gruppenhomomorphismus 2z — z1 auch ein Ringhomomorphismus,
also ist Z der von ) frei erzeugte (kommutative) Ring.

Freie Gruppen gibt’s natiirlich auch, aber fir die Charakterisierung muss man sich ein bis-
schen mehr anstrengen: man hat eine eindeutige (linksgeklammerte) Darstellung

gi' g, % €L, 9, €E, g # gina

Hier ist die Normalformenmethode der iibliche Weg.

7.6 Présentierung von Monoiden und Gruppen

Unter den Monoiden mit Erzeuger a so, dass die Relation a* = a**? fiir gegebene k,p € N,

gibt es ein allgemeinstes, d.h. eines, aus dem sich alle anderen als homomorphe Bilder erge-
ben. Némlich N/ ~, wobei ~ die feinste Kongruenzrelation mit a® ~ a**? ist vgl. Kap.3.10.
Fiir k£ = 0 erhalten wir N/~ = Z/(p).

Allgemeiner sei E eine Menge von Erzeugersymbolen. Ein Monoid M mit Erzeugersystem E
wird gegeben durch eine Abbildung v : E — M so, dass M von y(FE) erzeugt wird. v muss
nicht injektiv sein, trotzdem diirfen wir die Symbole aus E benutzen, um die entsprechenden
Elemente von M zu bezeichnen.

Sind w, v Monoid-Terme bzw. Worter in Symbolen aus E, so sagen wir, dass die Relation
|

w = v in M mit Erzeugerystem E erfillt is bzw. gilt, falls 7(w) = F(v), wobei 7 die
Fortsetzung von = zu einem Homomorphimus der Termstruktur bzw. des freien Monoids
iiber £ in das Monoid M ist.

Beispiel. £ = {d, s}, Die Relationen
d4£e, 82;6, sd = d*s

gelten im Monoid D4 der Symmetrien des Quadrats, wenn d eine 90°-Drehung und s eine
Spiegelung bezeichnet. Sie gelten auch in Z/(2), wenn d, s irgendein Erzeugersystem bezeich-
nen. Die Relation s?de gilt nicht in Z/(4), wenn d, s beide den Erzeuger 1 bezeichnen. Die

Relation d* = e und s° Ze nicht aber sd = s gelten in Z/(4) x Z/(2), wenn die Erzeuger
d, s die Elemente (1,0) und (0, 1) bezeichnen.
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Prinzip 7.12 Sei E eine Menge von Erzeugersymbolen und w;,v; (i € I) Elemente (Worter)
aus dem freien Monoid f(E) = E* iber E. Sei M eine Monoid mit durch E bezeichneter
Erezugermenge. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

e M entsteht aus F(FE) indem man modulo der Relatioen w; = v (1 € I) rechnet, d.h.
f(E) nach der feinsten Knngruenz ~ mit w; ~ v; fir alle it € I faktorisiert.

e Universelle Eigenschaft. Zu jedem Monoid A mit durch E bezeichneter Erzeugermeneg

derart, dass die Relationen wj = v; (i € I) gelten, gibt es eonen (eindeutig bettimm-
ten surjektiven) Homomorphismus ¢ : M — A so, dass fir alle a € E das durch a
bezeichnete Element von A gerade ¢(a) ist.

Ein solches M st bis auf Isomorphie, die die durch E bezeichneten Elemente festlisst, ein-
deutig bestimmt und heisst von E unter den Relationen w; = v; (i € I) frei erzeugt bzw.

durch die Prasentierung E, w; = v; (i € I) gegeben.

Beweis nach demselben Muster wie bei der freien Monoiden. Schlaukdpfe bemerken, dass man
den Spezialfall einer von der leeren Mange frei erzeugten algebraischen Struktu hatr, wobei
die betrachete Klasse die der Monoids mit den Konstanten a € E ist und den Relationen
w; dequ; als definierenden Gleichungen. [J

Beispiele: Das freie Monoid mit Erzeugern E und Relationen ab = ba (a,b € E) ist das freie
kommutative Monoid mit Erzeugermenge E. Beweis. Zeige Kommuativitit durch Induktion
iiber Wortlange,

Das Monoid D4 hat oben angebene Prisentierung. Beweis. Zeige dass zu jedem w € {d, s}*
k€ {0,1,2,3} und I € {0,1} gibt mit w ~ d¥s’. Also hat das durch die Prisentierung
gegebene Monoid M hochstens 8 Elemente. Andererseits erfiillt D, auf naheliegende Weise
die Relationen, also gibt es surjektiven Homomorphismus ¢ : M — D,. Da |D4| = 8, muss
¢ Isomorphismus sein.

Die Gruppe D,, der Symmetrien einesc regelméfligen n-Fcks ist gegeben durch die Préasen-
tierung

{d,s}, d" = e, s . e, sd L dls

Interne Charakterisierungen von durch Prisentierungen gegebenen Monoiden oder Gruppen
darf man im allgemeinen nicht erwarten: in der Regel gibt es kenien Algorithmus um fiir
Worter w, v die Giiltigkeit von w ~ v zu entscheiden (d.h. das Wortproblem zu 16sen). Nur
fiir kommutative Monoide ist ein solcher Algorithmus garaniert.

7.7 Aquivalenz von Prisentierungen.

Wir betrachten Prisentierungen in einer nichtttrivialen Klasse algebraischer Strukturen, die
durch Gleichungen definiert ist. Dann haben wir zu jeder Menge E eine bis aus Isomorphie
eindeutig bestimmte freie Struktur F(E). Eine Prasentierung iiber der Erzeugermenge E
wird dann durch eine Menge R C F(FE) x F(E) von Relationen gegeben. Die durch die
Présentierung gegebene Struktur A und der zugehorige kanonische Homomorphismus 7 sind
dann dquivalent durch folgende beiden Eigenschaften charakterisiert

e 7 ist surjektiv und der Kern von 7 ist die von R erzeugte Kongruenz von F(E)
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e zu jeder Struktur B in der Klasse und Abbiildung ¢ : E — B fiir die R im Kern von ¢
liegt (d.h. die ¢(v)(v € E) erfiillen die Relationen aus R) gibt es einen Homomorphis-

mus ¢ : A — B mit ¢7|E = ¢
A und 7 sind durch die Présentierung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt - d.h. hat man

auch A’, 7', so gibt es Isomorphismus w : A — A’ mit wr = «'.

Zwei Présentierungen F;, R; (i = 1,2) sind dquvalent, wenn die zugehorigen Strukturen A;
isomorph sind. Die folgende Bedingung ist dafiir notwendig und hinreichend. Dabei ist ~;
die von R; erzeugte Kongruenz von F(E;).
e Zu allen (4,7) € {(1,2),(2,1)} gibt es Abbildugen «; : E; — E; so, dass gilt (wobei
@; : F(E;) — F(E;) die homomorphe Fortsetzung von «;)
(1) av ~; qyw fir alle (v, w) € R;

(2) Zu jedem v € E; gibt es Term t(z4,...,2,) und wy,...,w, € E; so, dass v ~;
t(aiwla e 7aiwn)

(3) Fiir alle v € E; gilt v ~; aav
Mit den kanonischen Projektionen m; : F(E;) — A; liest es sich so
(1) mav = moyw fir alle (v,w) € R;
(2) mv € Spann(m;a;(E;)) fiir alle v € E;
(3) Fiir alle v € E; gilt mv = moqov

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar. Umgekehrt seien (1)-(3) vorausgesetzt und 7 : F(E;) —
A; surjektiv mit Kern ~;. Nach (1) gilt ~;C Kern(m;«;) , also gibt es nach dem Ergéznungs-
satz
Bi : Aj — Az mit /Bjﬂ'j = T;Q.
Nach (3) gilt fir v € F;
0 = WiaiOéj'U
also
7TjO{jU = ﬁjﬂ'jv = ﬂjwiaiajv = ﬁjﬂﬂrjajv

Da A; nach (2) von den 7jc;(v) mit v € E; erzeugt wird, folgt
BB =ids, O
Beispiel. Die Gruppenprésentierungen
(a) {d,s},d"=e=35* sd=d's

2 2
(0) {s1,s2},51 =55 =€ = (s251)"
sind dquivalent mit
d > S981, S+ 81, S1+> S, Sor>ds

Beweis. sys1, s erfiillen Relationen von (a), weil s1(sp51) = 87 5581 = (s951)7'sy, und
spannen (b) auf, weil sy = (s251)s;.

ds, s erfiillen Relationen von (b), weil (ds)? = dsds = dd~'ss = e und ((ds)s)" = d" = e,
und spannen (a) auf, weil d = (ds)s.

(3) gilt, weil d = (ds)s und s = s sowie sy = (S251)s; und s; = 1.
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7.8 Freie Gruppen

Lemma 7.13 Sei M ein Monoid und E C M. Zu jedem a € E gebe es a® € M mit
aa® = e = a®a. Sei M von E U E® erzeugt mit E° = {a® | a € E} Dann ist M eine
Gruppe und von E erzeugt. Weiterhin gilt: Fir jede Gruppe G und Monoidhomomorphismus
¢: M — G ist ¢: M — G ein Gruppenhomomorphismus mit ¢(a®) = ¢(a)™t fira € E.

Beweio. Nach Voraussetzung ist a® = a~! eindeutig bestimmtes Inverses zu a € E. Also

EUE® C M* und somit M* = M, da die Einheiten ein Untermonoid bilden. Monoidho-
momorphismen zwischen Gruppen sind schon Gruppenhomomorphismens [].

Wenn wir nur Monoide betrachten, kénnen wir statt der Terme in T'E) Worter im freien
Monoid E* benuzten.

Satz 7.14 Gegeben seien Erzeugersymbole a € E und a®. Fiir ein Monoid M sind die
folgenden Aussagen dquivalent dquivalent

(1) M ist von E frei erzeugte Gruppe und a® = a~! fiira € E, d,h. M wird von E erzeugt
und zu jeder Gruppe A und Abbildung v : E — A gibt es homomorphe Fortsetzung

y:M— A
(2) M hat Prisentierung mit Erzeugern a,a® (a € E) und Relationen aa® = e = a®a

(8) Jedes Element von M hat eine eindeutige Darstellung

En

omitn€N, aq; €E, g, =1 bzw. g, =0 und a; = a;41 = €, = €41

— A4f1
w=a'-...-a

Und es gibt zu jedem E ein solche Gruppe M, die freie Gruppe FG(E). Diese ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. 2 = 1. Sei A eine Gruppe und v : E — A. Setze v auf EUE® fort mit y(a®) = vy(a) ™.
Dann sind die Relationen von M fiir die v(a) und ~(a®) erfillt. Also gibt es Monoidhomo-

morphismus 5 : M — A mit j(a) = y(a) und F(a®) = 7(a®) = v(a)~*. Nach dem Lemma
ist M Gruppe und 7 Gruppenhomomorphismus.

2 = 3 zeigen wir weiter unten mit der Methode der Termersetzung. Es folgt insbesondere
e Es gibt ein Monoid M’ mit eindeutiger Darstellung wie in (3) gefordert.

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung diirfen wir E als Teilmenge von M’ auffassen, M’
ist Gruppe nach dem Lemma.

1 = 3 Sei M von E frei erzeugte Gruppe und M’ wie gerade beschrieben. Sei ¢ : M — M’
der Gruppenhomomorphismus mit ¢(a) = a € M’ fir a € E. Da M von E erzeugt ist,
hat man da Darstellung in der Form = = af' - ... a5 mit ¢ = £1) und, indem man

n
Teilworter a®a=¢

in beliebiger Reihenfolge wegstreicht, erhélt man eine Darstellung von x
mit a; = a;41 = &; = €;11. Da die entsprechende Darstellung von ¢(x) € M’ eindeutig ist,
ist ¢ injektiv und auch die Darstellung in M eindeutig.
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7.9 Fundierung

Sei P eine Menge und — eine Relation auf P. Lies * — y als x reduziert direkt zu y.
(P,—) heisst fundiert, terminierend, artinsch (auf informatisch auch noethersch) wenn es
keine unendlichen Folgen gibt mit

apg — a1 — Ay ...

Das Beweisprinzip vom minimalen Verbecher bzgl. (P, —) geht so: Sei A(x) eine Aussage
iiber Elemente z von P. Ein Verbecher ist ein Element = von P, fiir das A(z) nicht gilt. Er
ist minimal, wenn A(y) fir alle y € P gilt, zu denen = direkt reduziert, d.h. z — y. Das
Beweisprinzip besagt nun

o Gibt es keine minimalen Verbrecher, so gilt A(x) fir alle x € P.
Prinzip 7.15 Ist (P,—) fundiert, so gilt das Prinzip vom minimalen Verbecher.

Beweis. Angeommen, es gibt keine minimalen Verbecher, aber die Menge V' der Verbecher ist
nicht leer. Wihle eine Verbrecher vy, der ist nicht minimal, also kann man einen Vebrecher
v1 mit vg — v; wahlen. U.s.w.: ist der Verbrecher v,, shcon gewéhtl, so ist der nicht minimal,
also kann man einen Verbecher v, mit v, — v,y wéhlen. Ad infinitum, Widerspruch! [J
Hier wurde das Prinzip der bedingten Auswahl benutzt.

Eine Quasiordung ist eine reflexive und transitive Relation. Setze t <+ s < t — s oder s — .
Wir definieren

*

t—s & t=soderesgibtt=ty—>t, —...—>t,=s
tSs < t=woderesgibtt=ty > t1 ... t,=s

Offenbar handelt es sich um eine Quasiordnung bzw. Aquivalenzrelation, und zwar die klein-
ste — umfassende, die von — erzeugte.

a ist minimal oder Normalform in (P, —), falls a — b fiir kein b € P.

Lemma 7.16 Ist — terminierend, so gibt es zu jedem t mindestens eine Normalform u mit
tSu

Beweis. Sei t ein minimaler Verbecher. Dann ist ¢ selbst keine Normalform, also gibt es b
mit @ — b und b ist kein Verbrecher. Also gibt es Normalform u mit b = u und dann auch
a = u. Widerspruch. 0.

Wie kann man Termination erreichen? Eine Gewichtung ist eine Abbildung 7 in eine geord-
nete Menge (M, <) mit Minimalbedingung - d.h. jede nichtleere Teilmenge hat ein minimales
Element - (z.B. die natiirlichen Zahlen mit natiirlicher Ordnung) so, dass

s—t = 7(t) < 7(s) fiir alle s,t € P.

Lemma 7.17 Erlaubt (P,—) eine Gewichtung, so ist es terminierend

Beweis. Hitte man eine unendliche Folge a9 — a; — ..., so hitte {7(a,)|n € N} kein
minimales Element. [
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7.10 Konfluenz

Wir sagen, dass — lokal konfluent ist, wenn es zu t — t1, t — t5 stets s gibt mit t; — s und
tQ i> S.

Lemma 7.18 Newman, Diamanten. Ist — terminierend und lokal konfluent, so gibt es zu
jedem t eine eindeutig bestimmte Normalform t' mit t = t'.

Beweis durch Uberfithrung der minimalen Verbrecher. Sei ¢ ein solcher. Dann gibt es min-
destens zwei verschiedene Normalformen uq, us mit ¢ = uq und t = us. Nach Definition von
5 gibt es aber

t =t > up und t — ty - us.

Nach der Annahme der lokalen Konfluenz und dem vorangehenden Lemma gibt es aber ein
s und dann eine Nromalform wu so, dass

t11>s, ts = s und s — u.

Es folgt mit Transitivitét

t; > u und ty — wu.
Nun sind aber ¢; und ¢, keine Verbrecher (da ja t — t;), also folgt u = u; und u = uy. Also
uy = ug, ein Widerspruch. [J

Korollar 7.19 Ist — terminierend und lokal-konfluent auf P, so bilden die Normalformen
ein Reprisentantensytem der von — erzeugten Aquivalenzrelation < auf P,

Beweis. Sei u die eindeutig bestimmte Normalform mit ¢ — «. Durch Induktion iiber n in der
Def. von t & ¢, zeigen wir: t, % w. Also nach Induktionsannahme ¢,_; — u. Gilt ¢, — t,_1
so folgt die Behauptung sofort. Andernfalls ¢,_; — t,. Es gibt Normalfrom v mit ¢, — v,
also t,_1 — v und somit v = u aus der Eindeutigkeit. [

7.11 Gerichtete Termersetzung

In einem Wortmonoid A* sei eine Menge R von Paaren (r, ') gegeben, die Erszetzungsregeln
r —o r Das zugehorige Termersetzungssystem ist die folgende Relation — auf A*

e w—w fallsesr —¢ 1 in R gibt so,
dass r als Teilwort in W vorkommt und w’ aus w entsteht,
indem r durch r’ ersetzt wird.

Lemma 7.20 & ist die von R auf dem Monoid A* erzeugte Kongruenzrelation.
Beweis. Es gilt offensichtlich
w—w = wv— wvund vw — vw’

Es folgt
w < w = wv & w'v und vw < vw’

Durch Induktion iiber die Definition von < folgt

* / * / * /
w4 w = wo < wo und vw < vw
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7.12  Normalformen fiir Gruppen
Wir betrachten das Monoid mit Erzeugern a,a® (a € F) und Relationen

aa® =e, a®a=ce

Die Ersetzungsregeln im Wortmonoid (E'U E®)* (dabei ist e das leere Wort) sind so gegeben
aa® — e, aa — e

Gilt w = w' so ist w’ kiirzer als w, also ist — terminierend. Zum Nachweis der lokalen
Konfluenz hat man folgende Fille zu betrachten

— — — * —
w = wiaa “web"b w3, w — w' = wiwb"b "ws, w — w” = wiaa “waws

hier w' = wiwsws, W" = wWiwsws
a="b, w=waa ", w->wbw, w-wawsy
hier wb°wy = wia®wy, weil a = b
Die Aquivalenzrelation < ist nach Lemma ?? gerade die von aa® ~ e und a®a ~ ¢ (a €
E) erzeugte Kongruenzrelation, also (E U E®)*/ ~ das Monoid aus (2) des Satzes. Nach
Kor.?? bilden die Normalformen von — ein Reprisentantensystem fiir <. Diese sind dadurch
charakterisiert, dass sie kein Teilwort der Form aa® bzw. a®a mit a € E enthalten, also

der Anforderung in (3) geniigen. Damit ist der Satz iiber die Charakterisierung der freien
Gruppen bewiesen. []

Die durch Erzeugende ay,...,a, und Relationen r = e (r € R) gegebene Gruppe erhalten
wir (theoretisch), indem wir in der freien Gruppe F' = FG(ay, ..., a,) den von R erzeugten
Normalteiler N, ndmlich

n

Nt(R) = {Hgi_lraigi IneN, r, € R, g € G}

=1

bilden und dann die Faktorgruppe F/N mit Erzeugern g; = Na;. Der Homomorphie-
ergénzungssatz liefert uns die geforderte Ergénzungseigenschaft. Aber wie F'//N genau aus-
sieht, wissen wir nur ausnahmsweise. Etwa bei der unendlchen Diedergrueppe mit Erzeugern
d, s und Relatiionen s? = e, sd = d~'s. Das Termersetzungssystem

2 e, sd—dls
ist lokal knfluent und terminierend und liefert die eindeutige Darstellung d*s' mit z € Z,1 =

0, 1.

8 Freie Moduln

8.1 Rechtsmoduln

Will man bei der hierzulande iiblichen Notation von Abbildungen in der Form ¢(z) und
entsprechend der Beschreibung linearer Abbildunge durch Matrizen in der Form x +— Ax
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bleiben. so muss man entweder voraussetzen, dass man nur R-Moduln iiber kommutativen
Ringen betrachet oder zu Rechts- R- Moduln iibergehen - man schreibt die Skalare r rechts an
die Vektoren v, also vr, und verlangt

vl =wv, (v+w)r=ovr+wr, v(r+s)=ovr+wvs, v(rs)=(vr)s

Ein R-Rechtsmodul wird zum R°—Linksmodul, wenn man rv := vr setzt und im entgegen-
gesetzen Ring R°P so multipliziert: r x s = s - r. An der Theorie dndert sich also im Prinzip
nichts. Ist R kommutativ, so ist demnach links und rechts gehupft wie gesprungen. Freiden-
ker und Computer schreiben und lesen von links nach rechts, also Vektoren als Zeilen und
Abbildungen in der Form y = x A.

Achtung. Im Folgenden sind alle Moduln als Rechtsmoduln zu verstehen.

8.2 Basen

Eine Familie a;,7 € I von Elementen a; eines R-Moduls V heisse linear unabhdngig [1inear
independent] , wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I die Teilfamilie a;,7 € J die folgende
Bedingung erfiillt

fir alle r; € R gilt: Zajrj =0 =r;=0ftrallejeJ
jed

Eine linear unabhéngige Familie a;,7 € I ist Basis [basis] von V', wenn V' von der Menge
{a; | i € I} erzeugt wird.

8.3 Modulare Philosophie der Freiheit

Sei R ein fester Ring. Wie wir freie R-Moduln auf zwei dquivalente Weisen zu definieren
haben und das es sowas gibt, sollte jetzt klar sein. Falls nicht, dann nochmal dies:

Den freien R-Modul mit Erzeugern vy, ..., v, (bei festen R) kann (und sollte) man auch
so verstehen: man bildet die algebraische Struktur 7" aller Terme, die man aus den vy, ..., v,
mithilfer der Addition, Subtraktion, Konstante 0, und den Moltiplikationen mit Skalaren aus
R aufbauen kann, d.h

® vy,...,0, und 0 sind Terme
e Sind s,t Terme, so auch s + ¢, —t und tr fir r € R.

und rechnet dann modulo (~) der Gesetze der R-Moduln. Insbsodere findet man zu jedem
Term eine dquivalente Linearkombination ", v;r;. Diese Darstellung muss eindeutig sein,
weil sie es in dem konkreten Modell R™ ist: Genauer: Man hat Homomorphismus ¢ : T — R"
mit ¢(v;) = e; (durch Termauswertung), der Kern von ¢ ist gréber als ~, das R™ ein R-Modul
ist. Ist nun ), v;ry ~ > 0;8; 50, Y, d(vi)ri = >, d(v4)s;, also r; = s;.

Insbesondere gilt: Der R-Modul M ist von E frei erzeugt, falls M von E erzeugt wird
und zu jedem R-Modul N und Abbildung v : EF — N ein (dann eindeutig bestimmter)
Homomorphismus 7 : M — N existiert mit v|E = 7.
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8.4 Freier Modul
Satz 8.1 Fiir einen R-Modul M mit Teilmenge E sind dquivalent

o M ist von E frei erzeugter R-Modul

Die Elemente von M haben bis auf Reihenfolge eindeutige Darstellung
a = vy + - + v,r, mit verschiedenen v; € £, 0 #r; € R

Gibt man eine Anordnung < wvon E wvor, so haben die Elemente von M eindeutige
Darstellung a =vir1+ ...+ v, mit 0£r, € R, vy <vy... <v, in K

E ist, als Familie aufgefasst, eine Basis von M.

Es gibt einen Isomorphismus a +— & von M auf den R-Modul R¥®) mit g(h) =

1 fallsg=nh
0 g#hekE

firge FE

Hierbei besteht R®) aus allen Abbildungen f : £ — R mit f(z) # 0 nur fiir endlich viele
x € E.Ist E=Noder E = {1,...,n}, so kann man f als Folge (f(0), f(1),...) bzw. n-Tupel
(f(1),..., f(n)) verstehen. Gerechnet wird, wie in LA, komponentenweise.

Korollar 8.2 Fir einen R-Modul M mit n-elementiger Teilmenge
E =A{v,...,v,} sind dquivalent

(1) E ist, als Familie aufgefasst, eine Basis von M.

(2) Die Elemente von M haben eindeutige Darstellung a = viry + ...+ v,r, mit r; € R
(3) Es gibt einen Isomorphismus ¢ von M auf R™ mit ¢pv; = e; = (0,...,1;,...,0)

(4) M ist von E frei erzeugter R-Modul

Nochmal ein direkter Beweis. (1) < (3): Die Existenz der Darstellung bedeutet Surjek-
tivitdt der Abbildung, die Eindeutigkeit Injektivitéit. Die Linearitdt geht wie in LA. Bei
(1) & (2) bedeutet die Existenz der Darstellung, dass die v; erzuegen, die Eindeutigkeit die
Unabhéngigkeit der v;. Sei nun M mit 1)-(3) und v : £ — N gegeben. Dann ist

7(2 viTy) = Z v (vi)r;

wohldefinert und man rechnet leicht nach, dass es ein Homomorphismus ist. Gilt (4), und
setzt man y(v;) = e;, so hat man ¢ := 7. Andererzeits gib es, wei gerade gesehen ¢ : R" — M
mit ¥(e;) = v;. Also sind ¢ uns ¢ nvers zueinander. [1 Normalformenmethode: Fiir die
Addition wie bei kommutativen Monoiden nur mit k;,l; € R. Hier ist kg + lg = (k + l)g
durch die Modulgesetze garantiert. Das allgemeine Distributivgesetz beweise man als Ubung.
Dann ist klar, wie man die Multiplikation mit Skalaren erkldren muss.

Fiir Vektorrdume kennen wir aus der Linearen Algebra die komplette Strukturtheorie. Sie
ist dadurch gekennzeichnet, dass jeder Vektorraum frei erzeugt ist, dass alle Varianten des
Begriffs Basis dquivalent sind und dass Basen gleich grofl sind. R-Moduln iiber beliebigen
Ringen sind nicht mehr so langweilig,
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Ist R ein Integridtsbereich und M ein freier R-Modul, so gibt es einen Vektorraum V
uber dem Quotientenkérper () von R, so dass M Untergruppe von V ist, die Multiplikation
von Skalaren aus R in V' wie in M ausgefiihrt wird und V' von M erzeugt wird. Denkt man
M = R™ so wihle man V = Q". Es folgt, dass jede Basis von M eine Basis von V ist (weil
aus y 61'7;—2 = 0 nach Durchmultiplizieren mit s = [],s; folgt >_, eiss—:i =0, also sr; = 0
und r; = 0). Also sind alle Basen von M gleich grofl. Die Elemenetanzahl n heisst der Rang
des freien Moduls, Aber: weder minimale Erzeugendensysteme noch maximal unabhéngige
Mengen miissen Basen sein, auch wenn es eine Basis gibt. Z.B. ist in Z (mit Basis {1})
die Menge {2,3} minimal erzeugend und {2} maximal unabhéngig, aber keine eine Basis.

Dageben besitzt der Z-Modul Z/4Z x 7./27 tiberhaupt keine Basis.

8.5  Umformungen

Wir betrachten folgende Umformungen fiir Familien a;, 7 € I von Elementen eines R-Moduls
M:

e Simultane Addition von Vielfachen eines Erzeugers zu anderen:
Firiye I, ig ¢ J C I und r; € R setze b; ::{ Zz—i‘aioﬁ z;j
e Multiplikation eines Erzeugers mit einer Einheit:
Fiir ig € [ und r € R* setze b; := { ZZOT z ;;z
e Vertauschen: Fiir eine Permutation o von I setze b; := a,(;y, 1 € 1

e Weglassen von a; = 0

Lemma 8.3 Die Umformungen dndern nichts am Erzeugnis. Sie tiberfiihren Basen in Basen

Beweis nach Art des Gausses. Es ist klar, dass jedes b; im Erzeugnis der a; ist. Umgekehrt
gewinnt man die a; aus den b; zuriick: bei der ersten Umformung a; = b; — b;,r da b;, = a,,,
bei der zweiten a;, = b;,r~!. Sei nun a;,7 € I eine Basis und Y ;s; = 0. Bei der ersten
Umformung bedeutet das

0= Z a;s; + Z(%Si + a;,81i) = Z a;8; + a;,t mit t = s;, + Z SiT;
igJ ieJ iio icJ
also s; = 0 fiir ¢ # 7o und ¢ = 0, da die a; eine Basis bilden. Es folgt auch s;, = 0. Bei der

zweiten Umformung haben wir 0 = a;,s;,7 + ), 4ip QiSi, also s; = 0 und s;,r = 0 und somit

auch s;, = 0r~! = 0. Fiir die dritte Umformung ist’s klar, die vierte kann nicht vorkommen,

da 0 nie zu einer Basis gehort. [J

8.6 Koordinaten

Sei nun F' freier R-Modul mit Basis « : eq,...,e,. Dann konnen wir die Elemente von F
durch ihre Koordinatenspalten beschreiben

a

a=1: ] & a= E e;ay.

o )
1%

«
1
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Ist F' gar R™, so isst a seine eigene Koordinatenspalte. Im allgemeinen darf man in der jewei-
ligen Situtation so tun als ob - so sieht man manches leichter. Dann muss man aber wieder
auf koordinatenfreies Denken umschalten: Tupelei, d.h. Festklammern an einer einfiirallemal
giiltigen ‘Standardbasis’ ist ein uralter Hut, der alles wieder unnétig verkompliziert.

Hat man eine Familie von a; € F', j € I und formt die um, so bedeutet das, dass man
die Koordinatenspalten (a;)* ganz entsprechend umzuformen hat (durch komponentenweises
Rechnen). Man kann sich die Koordinatenspalten (a;) als Spalten einer Matrix A denken,
besonders dann wenn [ = 1,2, ...

(7 o (e}
ay; Qg Gij

(aj>1 a?] a a o
; ) Qg1  Qgg Gag

(aj)a = : = : , A= .
((%‘)2 agj a «@

«
Ap1 Qpo Qg

Die Matrix B der Koordinatenspalten (b;)* erhélt man dann durch Multiplikation mit der
entsprechenden Umformungsmatriz T :

B=AT.

Ist z.B. ig = 1, J = {2}, 0 = (12) so hat man als T jeweils

o = O
o O =
_ o O

1
0
0

O = 3
_ o O
S O 3
O = O
_ o O

Die entsprechenden Spaltenumformungen notieren wir auch mit

S52:= 52+ (Sl)r, S1:=(S1)r, S1< S2.

8.7 Koordinatentransformation

Oft ist es angesagt, von der alten Basis a : ey, ... e, eines freien R-Moduls F' zu einer neuen
Basis 8 : fi,..., f, iiberzugehen, z.B. durch Anwendung der elementaren Umformungen.
Dann koénnen wir die Transformationsmatrix S als n x n-Matrix wahlen und es gilt

’ Die Spalten von § sind die Koordinaten der neuen Basis  bgl. der alten « ‘

Welche Bezichung besteht nun zwischen den neuen Koordinaten a” und den alten Koordi-
naten a® eines ‘Vektors’ a € F'? Durch Einsetzen der Linearkombinationen der f; aus den
e; erhdlt man sofort

Bei obigen Beispielen haben wir fiir a = Y, fia?

a=ei(al +rad) +Ze,~af da fo=es+er, fi=e;,i#2
i#1
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a= elra’f + Zeiaf da fi =er, e, = fi,i #1
i#1

a = elag -+ 62(1113 + Z e,-af da f1 = €9, f2 = €1, € = f“Z 7& ]_72
i#1,2

Netterweise sind die Matrizen S invertierbar mit Inversen

1 —r 0 ... r1 0
0 0 ... 0 0
0 1 J 0 1

O = O
o O =
_ o O

1
0

- O = O

also konnen wir auch die neuen Koordinaten durch die alten ausdriicken

a’? = S 1ta”.

In den Beispielen entstehen also die neuen Koordinaten aus den alten durch die Zeilenum-
formungen

Z1:=71—-rZ2, Z1:=vr'Z1, Z1¢ Z2.

Allgemeiner haben wir folgende Entsprechung zwischen Basistransformation (d.h. Abénde-
rung der Basis), ausgedriickt durch die zugehorigen Spaltenumformungen nach 5.3 einerseits,
und Zeilenumformungen der Koordinatenspalten andererseits

Si = Si— (Sh)r entspricht Zh:=Zh+rZi
Si:= (Si)r entspricht Zi:=r"1Zi
Sh + Si entspricht Zi < Zh

Haben wir einen ganzen Haufen a;,j € I von Vektoren mit Koordinatenspaltenmatrix A
bzgl. a, so entsteht die neue Koordinatenspaltenmatrix A4’ (desselben Haufens!) durch Zei-
lenumformung

A =8"1A

Man kann die Einfiihrung von Koordinaten bzgl. o auch als Isomorphismus a — a® von R auf
R™ verstehen, und den Ubergang a” — a® von den neuen auf die alten Koordinaten als lineare
Abbildung a” + a — a® von R™ in sich. Dann gilt fiir die Einheitstupel e; — f; — (f;),
d.h. § ist die Matrix dieser linearen Abbildung.

8.8 Présentierung von Moduln

Der R-Modul M sei durch die Erzeugern eq, ..., e, und die Relationen a; L b; (i € I) (bzw.

gleichwertig w; = a; — b; = 0) gegeben, d.h. man rechnet mit R-Modul-Termen in den
e, ..., e, modulo der R-Modulgesetze (was die Operationstafeln von R einschliesst) und der
Gleichheiten w; = 0. Da die Modulgesetze erlauben, alles auf Linearkombinationen ). e;r;
zu reduzieren, konnen wir annehmen, dass auch die w; von dieser Form sind. Haben wir keine
Relationen gegeben, so rechnen wir nur modulo der R-Modulgesetze und erhalten gerade den
freien R-Modul mit Erzeugern eq,...,e,. Es folgt
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1 Jede Présentierung eines R-Moduls mit Erzeugermenge E = {ey,...,e,} ldsst sich
aquivalent umformen auf die Gestalt

n 11 T2 13

. . XM
E 61'7“1']‘,]:1,2,3,..., A: : GR
i=1

Tl Th2 Tp3...
2 Die Matrix A heisst auch die Prasentierungsmatriz
3 Man erhélt den zugehorigen Modul M als R"/U, U erzeugt von den Spalten von A

4 Fiir invertierbare S, T ist ST AT eine Prisentierung von M bzgl. der Basis f1,..., fu
deren Koordinatenspalten bzgl. ey, ... e, gerade die Spalten von § sind.

5 Ist n =1 und A = (dy), so ist M isomorph zu R/dR wobei dR = {dr | r € R}

6 Ist die Préasentierungsmatrix eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen dy, ..., d,, so
ist M isomorph zu
R/diR x ... x R/d,R

Zu 6: Sei U der von den eidy,...,e,d, erzeugte Untermodul von R" und 7 : R" — R"/U
und 7; : R — R/d;R die kanonischen Projektionen und

r r1[mod d;R]
Yp:R"—= R/diRx ... x R/d,Rmit¢ | : | = :
Tn rn[mod d,R]

Dann ist ¢ offensichtlich ein surjektiver Homomorphismus. Ausserdem

1 T1 d151
eKem(m)< | + | = Z e;d;s; = : &
Tn T dnSn
1
sSrediR,...,rped,Re | 1| € Kerny
Tn

Also hat man einen Isomorphismus x : R"/U — R/diR x ... x R/d, R nach dem Homomor-
phiesatz.

Wir werden zeigen, dass fiir euklidische Ringe R ein Présentierung immer in eine wie in 6.
umformem kann und somit das Wortproblem 16sen.

8.9 Tensorprodukt

Analog kann man Présentierungen mit beliebiger Erzeugendenzahl betrachten. Ein Beispiel
ist das Tensorprodukt A @ B zweier R-Moduln A, B. Schreiben wir sugestiver a ® b = (a, b)
fiir Paare, so ist das der R-Modul mit Présentation

E={a®blac Abe B}
(a—i—a')@b;a@b;a’@b, a®(b+b/)£a®b+a®b’, (ar)@bé(a(@b)réa@br)

d.h. man will mit ® bilinear rechnen.
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0 Fiir alle, die es genauer wissen wollen

Nocheinmal Termstrukturen (zunéchst am Beispiel der Monide), Gleichungsaxiome und freie
Strukturen sowie Deatils zum Erzeugen von Kongruenzen.

0.1 Terme

Fiir algebraische Strukturen vom Typ der Monoide, kann man Terme in den paarweise
veschiedenen Variablen [pairwise distinct variables]

e Jedes z; ist ein Term

e ¢ ist ein Term

e Sind s und ¢ Terme, so auch (s - t)

e Das ist alles [that’s all]: nur was so entsteht ist ein Term

Wir haben also die Menge der Terme iiber zi,...,x, als Teilmenge [subset] der Wortmo-
noids mit Alphabet {x1,...,z,, €, -, (,)} eingefithrt und vorausgesetzt, dass die “Symbole”
e, (,) unter den “Variablen” z; nicht vorkommen. Wir schreiben auch t(xy, ..., z,) um auf
die Auflistung der Variablen hinzuweisen. Die Terme bilden eine algebraische Struktur vom
Typ der Monoide mit Konstante e und Multiplikation (s,t) +— (s - t).

Dass ein Wort w ein Term ist, weist man dadurch nach, dass man einen Herleitungsbaum
[derivation tree] fiir w angibt. Ein solcher Herleitungsbaum ist insbesondere ein beschrif-
teter gerichteter Wurzel-Graf [rooted graphl, d.h. eine Menge V' von “Knoten’ [vertices]
', einer Menge P C V x V von “Pfeilen” [arrows] , einem ausgezeichneten Knoten, der
“Wurzel” [root] und einer Abbildung o, die jedem Knoten ein Wort zuordnet [attaches].
Was ein Herleitungsbaum fiir einen Term ist, ergibt sich nach folgenden Regeln

e Eine isolierte [isolated] mit x; bzw. e beschriftete [1abeled] Wurzel (ohne Pfeil) ist
ein Herleitungsbaum von Tiefe [depth] O fiir z; bzw. e und ihr einziges Blatt.

e Sind B, bzw. B; Herleitungsbaume fiir s bzw. ¢t von Tiefe mg bzw. m; und sind ihre
Knotenmengen disjunkt [disjoint] , so erhélt man einen Herleitungsbaum fiir (s - t)
von Tiefe max{ms.m;} + 1, indem man B, und B; vereinigt (inklusive Pfeilen und
Beschriftung), eine neue Wurzel w hinzufiigt, diese mit (s - ¢) beschriftet und Pfeile
(w, ws) und (w, w;) zu den (ehemaligen) Wurzeln von B bzw. B; hinzufiigt. Die Menge
der Blitter [leaves] ergibt sich als Vereinigung union der Blattmengen von B und

By.

0.2 Induktion

Will man etwas iiber Terme beweisen, so bedient man sich am besten des folgenden Prinzips
der Induktion tiber den Termaufbau [induction on term complexity], das als eine Prézisie-
rung von “Das ist alles” verstanden werden kann.

Prinzip 0.1 Sei A(t) eine Aussage [statement] tber Terme t und gelte

o A(x;) fir jede Variable x; sowie A(e) (Verankerung [basis] )
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o [Fir alle Worter s, t gilt: Wenn A(s) und A(t) gelten (Induktionsannahme [inductive
assumption/ hyothesis], so gilt auch A((s-t)) (Induktions-Schritt [inductive step] ).

Dann gilt A(t) fir alle Terme t.

Lemma 0.2 o Jeder Term ist von der Form x;, e oder (s -t) mit passenden [suitable]
Termen s,t

e [st der Term s Prifiz des Terms t oder umgekehrt [or conversely] , so s =t.

Beweis. Die erste Behauptung [claim] folgt trivial mit Induktion. Die zweite zeigen wir durch
Induktion iiber den Aufbau von s. Die Verankerung mit s = z; bzw. s = e ist offensichtlich
[obviously]. Sei nun s = (s1-s2) und die Behauptung fiir s; und s, angenommen [assumed] .
Ist [if is] s Préfix von t oder umgekehrt, so muss ¢ von der Form ¢ = (¢; - t5) sein und
daher s; Prifix von t; sein oder umgekehrt. Also s; = t;. Es folgt, dass sy Préifix von ¢, oder
umgekehrt. Also sy = t3 und damit s = ¢. [J

0.3 Termauswertung

Der Zweck der Terme (vom Typ der Monoide) ist, dass sie bei Vorgabe einer algebraischen
Struktur A vom Typ der Monoide und einer Liste aq, ..., a, von Elementen von Elementen
von A auf eindeutige Weise ausgewertet werden [evaluated] konnen

tHxy, ..., x,) =t ay, ... a,) €A

so, dass
(1) 22(ay,...,a,) = a;
(2) etay,...,a,) =eq
(3) (s-t)a1,...,a,) = s ay,...,an) -atMay,. .., a,)

Dass es hochstens eine [at most one] solche Abbildung ¢ geben kann, folgt leicht mit In-
duktion. Angenommen, v sei auch eine. Dann ¥ (x;) = a; = ¢(x;) und ¥(e) = es = ¢(e)
nach (1-2). Im Induktionsschritt sei ¢(s) = ¢(s) und ¥ (t) = ¢(t) angenommen. Es folgt mit
(3): ¥((s-1)) = 1(s) -av(t) = &(s) -2 ¢(t) = P(s - 1).

Um die Existenz einer solchen Abbildung zu beweisen, muss man sich mehr anstrengen.
Das folgende, leider auch in anderen Zusammenhéangen sehr beliebte “Argument” [reasoning]
tuts jedenfalls nicht. “Wir machen Ordnungs-Induktion [order induction] iiber die (Wort)
Lénge [length] der Terme. Induktionsverankerung: Bei Lange 1. haben wir einen Term der
Form z; bzw. e und den eindeutig bestimmten Wert a; bzw. e4. Induktionsschritt: Sei n > 1
und gelte die Behauptung fiir alle Terme von Lénge < n. Ein Term der Léange n > 1 ist
von der Form (s -t) und s,¢ habe Linge < n. Also sind die Werte von s und ¢ eindeutig
bestimmt, also auch der von (s - t).

Die Klammern kommen in diesem “Argument” nicht vor, das “Argument” miissste also
auch fiir ungeklammerte “Terme” gelten. Als Gegenbeispiel [counterexample] nehmen wir
T1 - To - x3 und versuchen, das in Z mit der Subtraktion auszuwerten fiir a; = 0,ay = ag = 1.
Wir erhalten die zwei Auswertungen (0—1)—1 = —2und 0—(1—1) = 0. Mit viel gutem Willen
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kann man allenfalls herauslesen, dass es, wie oben gezeigt, hochstens eine Abbildung mit (1-
3) gibt bzw. dass es eine fiir alle Terme definierte “mehrwertige Abbildung” [multivalued
map] (d.h. Relation p zwischen Termen und Elementen von A) gibt. Diese Relation ist durch
einen Erzeugungsprozess [generation process] induktiv definiert:

(4) T p Qi,
(5) epea
(6) Aus spa und tpb ergibt sich (s-t)pa-4b

Das Problem liegt bei der Wohldefiniertheit [well definedness] der gesuchten Abbildung.
Diese erfordert i.A. die Eindeutigkeit [uniqueness] der Herleitungen im Erzeugungsprozess.
Diese driickt sich hier so aus

Lemma 0.3 (Peano)
(P1) x; #e, x; # (s-t), e # (s-t) fir alle t und Terme s,t

(P2) (s-t)=(s-t)= s=45,t="1 fir alle Terme s,t, s,

Beweis. (P1) ist klar. (P2) folgt aus Lemma ?7. [0 Nun kénnen wir die Auswertung [evaluation]
problemlos durch (1-3) “rekursiv” defineren, d.h. wir kénnen induktiv beweisen, dass die in-
duktiv definierte Relation in der Tat eine wohldefinierte [well defined] Abbildung ist. Wir
zeigen durch Induktion iiber den Herleitungsprozess fiir s pa

aus spa und spa’ folgt a =d’

Entsteht s pa nach (4), so s = z; fiir ein i und a = a;. Wegen (P1) kann dann auch x; pa’
nur nach (4) entstanden sein und weil die z; paarweise verschieden sind, haben wir a’ = a;.

Entsteht s pa nach (5), so s = e und a = e4. Wegen (P1) kann dann auch e p a’ nur nach
(5) entstanden sein und wir haben a’ = e4.

Entstehe nun (s -t) pc nach (6). d.h. ¢ =a -4 b mit spa und ¢ pb und fiir letztere gelte
schon die Behauptung. Wegen (P1) kann auch (s - ) p¢ nur nach (6) entstanden sein, d.h.
(s-t)= (s -t)mit  =a" -4V, s pa und t' pt/. Wegen (P2) gilt s = ¢ und t = t'. Mit der
Induktionsannahme folgt a = o’ und b =1¥'. Also ¢ = ¢. O

Korollar 0.4 Fs gibt eine Abbildung T von der Menge der Terme in die Menge N so. dass
jeder Herleitungsbaum des Terms t Tiefe T(t) hat.

Beweis. 7(t(z1,...,2,)) = tN(0,...,0) wobei N mit (a,b) — max{a.b} und Konstante 0. (J

Wenn wir Strukturen vom Typ der Gruppen betrachten, kommt bei der Termerzeugung die
folgende Regel hinzu, entsprechend fiir die Herleitunsbdume und bei den Eindeutigkeitsaus-
sagen

e Ist ¢ ein Term vom Typ der Gruppe, so auch ¢t

e [st B, ein Herleitungsbaum fiir ¢, so erhélt man einen Herleitungsbaum fiir «¢, indem
man eine neue Wurzel w und Pfeil (w, w;) hinzufiigt und w mit ¢t beschriftet.

o (P1) w# x;, e,(s-t) und (P2) wu = ' = u = ' fur alle 4 und Terme s, ¢, u
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0.4 Termstrukturen

Bis jetzt sind wir, mit gutem Recht, mit Termen naiv umgegangen und haben meist ex-
emplarisch argumentiert. Wenn wir jedoch aus Termen reale mathematische Gegenstéinde
zusammenbasteln wollen, wie etwa die Polynomringe, ist ein wenig mehr Prézision angesagt.

Mit der Buchstabenrechung im Sinn, gehen wir aus von einem Alphabet E von Erzeugen-
densymbolen (wir benuzten als alias g, g; wie ‘Generator’, einige diirfen mit richtigem Namen
auch x,y, ... heissen und spéter die Rollen von Unbestimmten spielen) und bilden dazu die
Termstruktur T'(E) zu den vorgegebenen fundamentalen Operationssymbolen

e Jedes g aus E ist ein Term in T'(E)

e Sind ty,...,t, Terme in T'(F) und ist f ein n-stelliges fundamentales Operationssym-
bol, so ist auch f(ty,...,t,) ein Term in T(E)

e Nur was man so erhilt ist ein Term in T'(F)
e Terme sind nur dann gleich, wenn sie formal identisch sind.
e Terme kann man stets auf eindeutige und natiirliche Weise auswerten

Wir verschaffen uns also ‘symbolische’ mathematische Objekte, die zur Beschreibung ‘kon-
kreter’ mathematischer Objekte taugen sollen. Wer mit diesem ‘symbolischen’ Geschwitz
nichts anfangen kann, denke bei E einfach eine Menge. Und bei den Operationssymbolen
ebenfalls an eine Menge 2 zusammen mit einer Abbildung von §2 in N, die fiir jedes ‘Opera-
tionsssymbol’ f € ) die vorgesehene Stelligkeit angibt, das heisst dann Signatur oder Typ.
Die Konvention £ N Q = ) erweist sich als niitzlich.

Die Gesamtheit T'(E) der symbolischen Objekte wird zur algebraischen Struktur, passend
zu den gegebenen Operationssymbolen, wenn man (t1,...,t,) — f(t1,...,t,) als Operation
fTE) auf T(F) auffasst. Damit kann man die ersten drei Bedingungen priignant so formu-
lieren

T(E) wird vom Alphabet E erzeugt bzgl. der Operationen f7(%)

Um der vierten bzw. fiinften Bedingung eine prézise Bedeutung zu geben, haben wir drei
mogliche Wege:

Implementierung, interne Charakterisierung bzw. externe Charakterisierung.

Dem Umstand, dass Charakterisierung nur bis auf Isomorphie mdoglich ist, entspricht das
Vorhandensein verschiedenartiger Implementierungen.

e Implementierungen

— Wir fassen T'(F) als Teilmenge des Wortmonoids auf dem um die Operations-
symbole, Klammern und Komma erweiteterten Alphabet. Namlich als Erzeugnis
von E bzgl. der Operationen f7®) wobei fTF)(t,,...,t,) das Wort f(t1,...,t,)
ist. Auf Klammern und Kommas kann man auch verzichten, andererseits fiir aus-
gewéhlte 2- bzw. 1-stellige Operationen Infix- bzw. Exponentialschreibweise be-
nutzen

(t1,t2) = (t1 +t2), t— (t71)
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— Terme als gelabelte Bdume wie in Inf.
e Interne Charakterisierung

— T(F) ist erzeugt von F
~ fTBE)(ty, ... t,) ¢ E

— fTE (g, t,) = fT(Sl,...,Sﬁ) = =, n=m,t =581,...,tn = Sy
fiir alle fundamentalen Operationssymbole f, f und ¢;, s; € T'(F)

e Externe Charakterisierung: Zu jeder algebraischen Struktur A des betrachteten Typs
und Abbildung v : £ — A gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
J:T(E)— Amit |E = .

T(E)

LS

5

A

e T'(F) existiert und ist eindeutig bestimmt bis auf einen E elementweise festlassenden

[somorphismus
Denkt man Terme als konkrete Objekte, so deutet man durch die Schreibweise ¢(g1, . .., gm)
an, dass alle in ¢ vorkommenden Erzeuger g € F schon in der Liste ¢y, . .., g, enthalten sind.

Der Homomorphismus 7 heisst dann auch Termauswertung zur Einsetzung bzw. Belegung
gi— a; =7(g;) € A, g; € FE und wird so geschrieben

Ft =tYay, ..., am)
und die Homomorphiebedingung liest sich so
flty, .t ar,. .. am) = AN ar, ... am), ..t ar, ... am))
und gilt sogar fiir beliebige Terme s(z1,...x,) anstelle von f(xy,...,z,)
s(ty, .. tn)(ag, .. am) = st (a1, ... am), ..t (a1, ..., am))

wie man leicht exemplarisch oder durch Induktion iiber den Aufbau von s beweist. Das
Erzeugnis von v(F) in A kann man nun auch mit einer festen Einsetzung von Elementen
aus A in die Terme, ndmlich der Abbildung =, schreiben.

Korollar 0.5

Spann(v(E)) = {t"(vg1,- .., 79) | t € T(E)} = 5(T(E))

Ist ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphismus und wird A von G erzeugt, so wird B von

o(G) erzeugt.

Beweis. Das Bild 7(T'(E)) ist eine Unterstruktur von A und offensichtlich im Erzeugnis von
v(E) enthalten. Fiir die zweite Behauptung wihle man v : F — G surjektiv (z.B. F = G
und v =idg) und 73 = ¢ oy : £ — B. Dann gilt ¢ o5 =7, wegen der Eindeutigkeit und

B = ¢(A) = ¢(7(T(E))) = 71(T(E)) = Spann(y1(E)) = Spann(¢(G)) O

Um die Charakterisierungen von T'(E) zu beweisen, stellen wir fest
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e Es gibt eine Implementierung, die der internen Charakterisierung geniigt
o Erfilllt T(F) die interne Charakterisierung, so auch die externe
e Durch die externe Charakterisierung ist 7'(E) bis auf Isomorphie bestimmt

1 als Ubung. Zu 2: Der Graph von 7 sei die vom Graphen von 7 erzeugte Unterstruktur von
T(E)xA. Dass 7 dann eine wohldefinierte Abbildung ist, folgt aus der internen Charakterisie-
rung. Die Homomorphie-Eigenschaft ergibt sich aus der Unterstruktur-Eigenschaft. 7| E = v
ist klar und die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 3.16 Zu 3: Sei die externe Charakterisierung
fir T(F) und T"(E) erfiillt. Dann kamm man die identische Abbildung v = idg : £ — E
sowohl zu einem Homomorphismus ¢ : T(E) — T'(E) wie auch einem Homomorphismus
v T'(E) — T(E) fortsetzen. ¢ o ¢ : T(E) — T(FE) ist dann ein Homomorphismus
7 : T(E) — T(E) mit 5|E = ~. Die identische Abbildung idyg) ist aber auch so einer.
Wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit folgt v o ¢ = idpgy. Analog ¢ o) = idp(g). Also
sind ¢ und v Isomorphismen nach Lemma 3.13 [

0.5 Buchstabenrechnung

Wollen wir die Buchstabenrechung im Rahmen der ‘Strukturmathematik’ sehen, so bilden
wir durch Abstraktion die kanonische Projektion

72 T(E) = Fr(E) = T(E)j~r, ts 7t =tmod ~p] =17

auf die Faktorstrukur, die von F unter den Gesetzen I' frei erzeugte Struktur. Besteht ' aus
den Gesetzen fiir (kommutative) Monoide, R-Moduln, kommutative Ringe bzw. R-Algebren,
so sprechen wir auch von freiem (kommutativem) Monoid, freiem R-Modul, freiem kommu-
tativen Ring bzw. R-Algebra.

o F1(E) wird erzeugt von der Menge E = {j | g € E}
o Fr(E) erfiillt T

o Fortsetzungseigenschaft: Zu jeder I' erfiillenden algebraischen Struktur A (des gebene-
nen Typs) und Abbildung v : E — A gibt es einen eindeutig bestimmten Homomor-
phismus 7 : Fr(E) - Amit Yo =+, d.h. Vg € E. 55 = ¢

S (E

I

e Die freie algebraische Struktur ist durch £ und I' bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt: Erfullt F/.(E") die Gesetze I' und hat man eine Abbildung 7’ : E' — F{(E)
mit der Fortsetzungseigenschaft und eine Bijektion ¢ : E — FE’, so gibt es einen Iso-
morphismus

A

¢: Fr(E) = FL(E) mitgomr=7"oecdh. Vg€ E. ¢ng=r'cyg

e Haben wir so einen Isomorphismus, so ist auch F{.(E’) von F unter I' frei erzeugt.
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Beweis. Die erste Beh. gilt nach Kor. 77. Ist ¥x. s(x) = t(x) ein Gesetz in I', und sind
a; € F = Fr(F) so gibt es t; € T(E) mit nt; = a;. Nach der Definition von ~r gilt
S(tl, ce 7tn> ~Tr t(th PN ,tn)

s(ay,...,an) =7s(ty, ..., ty) = 7t(ty,... 1) =t (ay,..., an)

Da I' in A erfiillt ist, haben wir ¥s;(g1,...,9n) = s2(v91,---,79n) = (Y91, ..., YGn) =
Fti(g1,---,9n) d.h. der Kern von 7 ist feiner als die Kongruenz ~r. Daher gibt es 5 nach
dem Homomorphiergdnzungsatz, nach Lemma 3.16 ist es eindeutig bestimmt.

T(E) —"~ Fy(E)
AN

Die Fortsetzungseigenscgaft fiir Fy(F) garantiert einen Homomorphismus ¢ : Fp(E) —
FL(E') mit ¢ o = 7" o e. Umgekehrt garantiert die Fortsetzungseigenschaft fir F}.(E’)
einen Homomorphismus ¢ : F.(E') — Fr(E) mit ¢ o’ = 7 oe~!. Dann ist ¥ o ¢ ein
Homomorphismus x : Fr(E) — Fr(E) ein Homomorphismus mit x o 7 = 7. Die identische
Abbildung auf Fr(E) ist auch so einer, also ¢ 0 ¢ = idpr(FE). Ebenso ¢ o) = idpy ). Also
ist ¢ : Fr(FE) — FL(E') ein Isomorphismus. [J

¥
Fr(E)___ Fr(E')
5
Tﬂ- Tﬂ-/

Freie Strukturen gibt es auch, wenn die Gesetze die folgende allgemeinere Form haben

!

Vx. (s1(x) = t1(x)und ... und s,(x) = tn(x) = s(x) =t(x))

und der Beweis ist fast derselbe. Probleme treten dann auf, wenn es Alternativen gibt,
z.B bei nullteilerfreien Ringen. Hier ist das Axiom VaVy. (zy = 0 = o = Qodery =
0). Verlangt man zuséitzlich Kommutativitit und 6z = 0. so miisste der freie Ring mit
leerer Erzeugendenmenge homomorphes Bild von Z/67Z sein und Z/27 ebenso wie Z/3Z als
homomorphe Bilder haben. Also miisste es Z/67Z sein wo man mit 2-3 = 0 einen Widerspruch
zur Nullteilerfreiheit hat.

0.6 Normalformen

Wir haben nun Existenz und Eindeutigkeit der freien algebraischen Struktur Fr(E) durch
triviales algebraisches Geschwitz bewiesen, aber wissen sonst so gut wie nichts {iber sie.
Die Frage aber ist, welche Identitdten denn nun gelten und wie wir sie herleiten koénnen.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent (wir schreiben t[ay, ..., a,] statt t*(ay, ..., a,) wenn
klar ist, in welcher Struktur A ausgewertet wird)

[ ] 5[§17 e 7§n] = t[§17~ .. ;gn] iIl F[‘(E)

i S(Ql?"'agn) ~T t(glaagn)
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e Das Gleichheits-Gesetz V. ... Vz,. s(z1,...,2,) L t(zy,...,x,) folgt aus den Geset-
zen I’

’ Soviel Gleichheit wie nétig, soviel Freiheit wie moglich ‘

Beweis. 3 = 1 < 2 nach Definition. 1 = 3: Sind a; € A gegeben, so setze vg; = a;. Dann
slar, ..., an] =78[g1, - -, Gn) = At[G1, - - -, Gn) = tlag, ..., a,). O
Lemma 0.6 Fir eine Teilmenge Np(E) 2 E von T(E) sind dquivalent

Nr(FE) ist Reprisentantensystem von ~r

Jedes Element a von Fr(E) hat eine eindeutige Darstellung
a = t[glv s 7§m] mat t(.glv s agm) € NF(E)

Es gibt eine algebraische Struktur A und Abbildung v : E — A, sodass gilt

— A erfillt T’
— Jedes a in A hat eindeutige Darstellung
a=tvg1,...,Ygm| mit t(g1,...,gm) € Nr(E)

— Die Struktur von A ergibt sich aus T, d.h. wenn immer f4(ay, ..., a,) = t[y91,- -, YGm]
mit a; = t;[Yg1, ..., VGm] und t;,t € Np(E) liegt’s daran, dass t ~p f(t1,...,t)

Zu jedem Term s € T(E) gibt est € Np(E) mit s ~p t und man kann auf Np(E)
Operationen fN so definieren, dass

— man eine algebraische Struktur erhdlt, die U erfillt und von E erzeugt wird
- fN<t1, R 7tn> ~T f(th Ce ,tn) fUT tz S NF(E)

Man nennt dann Np(FE) auch ein System von Termen in Normalform modulo T'. Beweis.
1 & 2 = 3 ist trivial. 3 = 4: | Np(E) bildet Np(E) bijektiv auf A ab und man definiere f~
so, dass es ein Isomorphismus wird. Gilt (4), so ist 7| Np(E) surjektiv und ein Homomorphis-
mus. Ausserdem lésst sich die identische Abbildung v : E — N,(E) zu einem surjektiven
Homomorphismus 7 : Fr(E) — Np(F) fortsetzen. Dann ist 7 o5 ein Homomorphismus von
Fr(FE) in sich, der auf E Identiét ist, also insgesamt Identitét. Folglich ist 7| Np(E) auch
injektiv, also Isomorphismus und es gilt (2). O

Ein Algorithmus, der fiir jedes vorgelegte Paar von Termen (korrekt) entscheidet, ob s(g1, ..., gn) ~r
t(g1,---,gn) gilt, ist ein Entscheidungsverfahren fir die Gleichungstheorie von I' bzw. Losung

des Wortproblems fiir freie algebraische Strukturen Fr(FE). Sowas gibt’s, wenn wir die Exi-

stenz eines Systems von Normalformen beweisen und zu jedem Term ¢ die zugehdrige Nor-
malform ¢V berechnen koénnen

s~rt & sV =N

Das ist insbesondre dann der Fall, wenn wir Np(E) und die Operationen fV effektiv angeben
kénnen. Wir kénnen dann ¢V rekursiv berechnen

gV =gfirge B, f(ti,....to)" = NV, )

Netterweise geht das fiir die uns interessierenden Strukturen, z.B. durch konkrete Konstruk-
tion eines A wie im Lemma. Die Alternative besteht in einer genaueren Untersuchung der
Herleitungsregeln im Rahmen eines ‘Termersetzungssystems’.

Gibt es eine mindestens 2-elementige Struktur, die I" erfiillt, so folgt dass die Abbildung
g g€ F,(F) (9 € E) injektiv ist, wir uns also die lastige Schlange ersparen kénnen.



79

9 Polynomring und Quotientenkorper

9.1 Polynomring in einer Unbestimmten

Prinzip 9.1 Sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-Algebra und x € A.
Dann sind dquivalent

A ist von {x} frei erzeugte kommutative R-Algebra

Die Elemente von A haben eindeutige Darstellung
p=p(@) =ro2® + rizt +rox® + ... 4+ rpx™ mitr; € R, 1 £ 0

Die Elemente von A haben eindeutige Darstellung
p=p@)=ra" +r, 2"+ et +rea® mitr; € R, v, #£0

M = {z* | k € N} ist von x frei erzeugtes kommutatives (multiplikatives) Monoid und
A als R-Modul frei von M erzeugt

Die Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt

m+n
J — s )k
(%) E E s;x’) E E 1i5;5)x
=0 k=0 i+j=k

Wir nennen dann A auch Polynomring in der Unbestimmten x mit Koeffizienten in (iber)

R und schreiben A = R]x].

Korollar 9.2 Die Abbildung r — rz° ist ein injektiver Homomorphismus von R in R|z].
Ist B eine R-Algebra und b € B so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

¢ : R[x] — B mit ¢(z) =

Also kann man R als Unterring von R|x] auffassen. Man spricht bei ¢ auch vom Finsetzungs-
homomorphismus und schreibt

o(p(x Z b fiir p(a Z rix

Dass R[z] freie R-Algebra ist, heifit in der Hauptsache folgendes: Man bilde alle Ausdriicken,
die man aus  und den Elementen von R mit den Ringoperationen sinnvoll zusammensetzen
kann (Terme). Zwei Ausdriicke sind dquivalent (¢ ~ s), wenn die Gleichheit aus den Axiomen
der kommutativen R-Algebren, insbesondere den Operationstafeln von R, hergeleitet werden
kann. ~ ist eine Kongruenzrelation und die Faktorstruktur eine kommutative R-Algebra,
traditionell der Polynomring R[z] iiber R in der Unbestimmten = genannt - oft wird X statt
x benutzt. Insbesondere gibt es zu jedem Ausdruck einen dquivalenten in Normalform

Zaixi:anx"—i—...—i—alxl—l—ao mit a; € R

wobei Summanden 0x* nicht angegeben werden miissen. Summen und Produkte iiberfiihrt
man leicht wieder in Normalform

Zalx + be —Z (a; + b))’
=0
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n m n-+m
O ') - O bia?) =D (> aiby)a*
1=0 j=0 k=0 i+j=k

Insbesondere kann man in Polynome p(x) aus K[z] in jeder K-Algebra B auswerten, d.h. b
aus B in p(x) einsetzen um p(b) zu erhalten und es gilt

p(b) +q(b) = (p+q)(b), p(b) q(b) = (p-q)(b)

Dass die Konstruktion anch diesem Rezept zur Existenz des Einseztunghomomorphismus
dquivalent ist, folgt mit demselben Beweis wie fur Monoide. Also

Polynome iiber K sind K-Algebra-Terme modulo der von
den K-Algebra-Gesetzen erzwungenen Kongruenzrelation.

Schliefflich sind verschiedene Normalformen nicht dquivalent, d.h. wir haben den Koeffizien-

tenvergleich

Zaixi = Zbixi = ay=1by,...,a, =0,
i=0 i=0
und einen injektiven Homomorphismus von R in R[z], der a € R auf das konstante Polynom
a abbildet.

In Analysis und Numerik darf man unbedenklich Polynome als Polynomfunktionen z.B.
r — Y .a;z' (x € R) auffassen, wie wir bald sehen werden. Im Allgemeinen ist das nicht
erlaubt: {iber dem 2-elementigen Korper definiert das Polynom x + 22 die Nullfunktion, ist
aber offensichtlich nicht das Nullpolynom.

Um die internen Charaktierisierungen zu beweisen, kann man z.B. fiir die Folgen (aq, . .., a,,0. ..

Addition und Multiplikation wie bei den Summen definieren und dann zeigen, dass man eine
kommutative R-Algebra und Einbettung a — (a,0,...) (a € R) erhélt. Genauer ausgefiihrt
wird dies in Satz 77. Der entscheidende Punkt ist aber, dass die beiden Sichtweisen als
‘formale Ausdriicke’ der Gestalt ag + a1z + ... + a,2" bzw. als Folgen (ay,...,a,,0,...)
zusammenpassen. Jede fiir sich greift zu kurz.

9.2 Grad

Ist p(x) = a,2" +a, 12" ' +. ..+ a1z + a9 € R[z] mit a; € R und a,, # 0 so ist n = deg p(z)
der Grad von p(z), die a; Koeffizienten von p(x) und a,, der Leitkoeffizient. deg (0 := —oo.

Proposition 9.3 Ist R ein Intergrititsbereich, so auch R[z| und es gilt

deg(p(z)q(z)) = degp(x) + deg q(x).

Beweis. Angenommen, degp(z) = n > 0 und degq(z) = m > 0. Dann a,b,, # 0, also ist
p(2)q(x) = apbp ™™ + ... + aghy nicht das Nullpolynom.

9.3 Polynomdivision

Lemma 9.4 Sind p(z) und q(z) in R[z| Polynome der Grade n > m und ist der Leitkoefi-
zient von q(x) eine Finheit in R, so gibt es Polynome s(x) und r(x) von Grad n —m bzw.
hichstens m — 1 so, dass p(x) = s(x)q(z) + r(x).
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Beweis und Algorithmus. Zur Berechnung geht man wie bei der Division von Dezimalzahlen

vor: setze cp_p = = und ri(r) = p(r) — ch—mar" "q(z). Dann hat r; héchstens Grad

n—1und p(z) = ¢pmr™ ™q(z) + r1(x). Man setzt nun das Verfahren mit r1(z) anstelle
von p(x) fort und erhélt ri(z) = ¢,_pm_12" ™ q(x) + r2(x) mit ro(z) von Grad hochstens
n — 2. Schliesslich erhdlt man 7,_,,(x) = coq(z) + rp—m+1(x) mit 7(x) = 71 () von Grad
hochstens m — 1. Fasst man zusammen, so ergibt das p(z) = (¢h_mz™ ™ +. .. +co)q(z)+7(z).

9.4 Nullstellen

In folgenden sei A Integritétsbereich mit Unterring R. Ein Element o € A heisst eine Null-
stelle von p(z) € R[z], falls p(a) = 0 in A. Es ist a Nullstelle von p(x)q(z) genau dann, wenn
a Nullstelle von p(z) oder/und ¢(x) ist.

Korollar 9.5 Abspaltung. Ist p(z) € R[x] ein Polynom vom Grad n > 0 und o € A eine
Nullstelle in A, so gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Polynom s(x) € Alx] vom Grad n —1
so, dass p(z) = s(z)(x — ).

Beweis. Division mit Rest in Alz] ergibt p(z) = s(z)(z — «) + r(z) mit degr(z) < 1, also
r(z) =c€ Aund es folgt 0 = p(a) = c. O

x — « heisst der Linearfaktor zur Nullstelle a. Hat man p(z) = ¢(z)(z — a)* mit gla] # 0
(und das ist eindeutig bestimmt), so ist « eine k-fache Nullstelle von p(z).

Korollar 9.6 Sei R ein Integrititsbereich. Ein Polynom aus R[x] von Grad n > 0 hat
héchstens n verschiedene Nullstellen in A

Korollar 9.7 Ist R unendlicher Integrititsbereich, so ist ein Polynom schon eindeutig be-
stimmt durch die zugehdrige Polynomfunktion auf R

a— pla] € R fir a € R.

Lemma 9.8 Sind die a; € Z, so ist jede rationale Nullstelle von f(z) = a,x + ...+ ag von
der Form rs~1 mit ganzen r|ag und s|a,

Beweis. Sei f[a] = 0. O.B.d.A. a = rs™! mit r, s teilerfremd. Es folgt
0=s"fla] = anr™ + sa,_ 17" '+ + 5" tagr + s"ag
also r|(aps™) und s|(a,r™). Wegen wegen GGT(s",r) =GGT(s,r") =GGT(s,r) = 1 folgen

rlag und s|a,. O

9.5 Hornerschema

Lemma 9.9 Zu jedem Polynom p(x) vom Grad n und o € R gibt es ein Polynom h(x) so,
dass

p(x) = h(z)(x — a) + pla]
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Beweis. Die Idee hierbei ist, dass
p(x) = ( e ((anx + an—l)x + an_Q) o+ (ll)fL’ + ay

also kann man p[a] mit weniger Multiplikationen so ausrechnen

ay, (p_1 o ay
(0% Cp—1QX N e Co¥
Cn1 =Qp Cp9=Cp 1@ +ay,q1 ... cg=cra+a; pla]=coa+ag

Setze
h(z) = co 2™ ' 4.+ c1r + o
Zum Beweis betrachte man
q(z) = (... (apx + ap_1)x + ap_2) ...+ a; d.h. p(x) = q(z)z + ao.
Dann hat man bei der Berechnung von ¢[a] die Horner-Koeffizienten ¢,_1, ..., c; und es gilt

qla] = co. Und cpa + ag = p(«). Indem wir fiir ¢(x) die Behauptung schon als bewiesen
annehmen, folgt

p(z) = q(@)r +ap = (12”2 + ...+ a1)(x — @) + q[a])x + ag
= (cp12™ .o+ o) (T — @) — o + coa + qlalr + ag

und die letzten vier Summanden ergeben gerade pla].

9.6 Quotientenkorper

Der Korper @) heisst Quotientenkorper des Ringes R, falls R ein Unterring von () ist und
Q={ab'|a,be R, b+#0}
Dann ist R notwendigerweise Integriétsbereich. Beispiel: Q ist Quotientenkorper von Z.

Satz 9.10 Jeder Integrititsbereich R besitzt einen (bis auf Isomorphie tiber R eindeutig
bestimmten) Quotientenkiorper Q. Ist K ein Korper und ¢ : R — K eine Einbettung, so gibt
es eine eindeutig bestimmte Finbettung ¢ : QQ — K mit ¢|R = ¢.

Beweis. Wie bei der Konstruktion von Q aus Z definiere auf Q' = {(a,b)|a,b € R, b # 0}

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc
(a,b) + (¢, d) = (ad + be,bd),  (a,b) - (¢, d) = (ac, bd)

Das ergibt mit diesen Operationen vertrigliche Aquivalenzrelation.. Durch Faktorisieren 7 :
Q' — @'/ ~ erhilt man eine algebraische Struktur und sogar einen kommutativen Ring @
- (@,-,1) ist ein Monoid als homomorphes Bild von R x (R \ {0}), ansonsten muss man
rechnen. Das Inverse von 7(a,b) ist 7(b,a). Die Abbildung a — 7(a, 1) ist eine Einbettung
von R in @, und 7(a,b) = m(a,1)mw(1,b). Also kénnen wir R als Unterring von @ auffassen
und haben dann die gewiinschte Darstellung der Elemente von Q. Ist 7 : R — K gegeben,
so definiere
dlab™") = ¢(a)p(b)™

Das ist wohldefiniert, da aus ad = bc folgt dass ¢(a)p(d) = ¢(b)d(c), also ¢(a)p(b)™t =
¢(c)(d)~". O

Der Quotientenkorper des Polynomrings K |x] iiber einem Korper heisst auch Korper der
rationalen Funktionen iiber K und wird mit K (x) bezeichnet und seine Elemente werden
f(z)

geschrieben als @
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9.7 Polynomringe in mehreren Unbestimmten

Satz 9.11 Sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-Algebra und {xy, ..., x,}
n-elementige Teilmenge von A. Dann sind dquivalent

o A st von {x1,...,x,} frei erzeugte kommutative R-Algebra

e Die Elemente von A haben bis auf Reihenfolge der Summanden und Weglassen von
Summanden mit Koeffizient i, i, = 0 eindeutige Darstellung

p=p(x1,...,2,) = Zrkhm,knxlfl . .oafm nur endlich viele vy, g, # 0
o M ={ah .. . -af |k €N} istvon {x1,..., 2.} frei erzeugtes kommutatives Monoid

und A als R-Modul frei von M erzeugt

Die Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt

(xx) Z Tuft) - Z Syv) = Z Z TuSy)A

neM veM AEM pv=A
Wir nennen dann A auch Polynomring in den Unbestimmten x+, ..., x, mit Koeffizienten in
(iber) R und schreiben A = R[zy,...,x,]|. Seine Elemente sind Polynome. Die Elemente p

von M heissen auch primitive Monome, die r,u mit r, € R Monome. Beweis folgt aus Satz
7.0

Korollar 9.12 R[zy,...,2,) = Rlz1, ..., Tp1][T4)

Beweis. Durch Ausmultiplizieren in R[z1, ..., 2,_1][z,] kann man

) D i@ w2k = pla, )

als Summe von Monomen iiber z, ..., z, schreiben. Dabei geht ein primitives Monom p von
¢; liber in das primitive Monom pa?, von p. Ist A primitives Monom von ¢; und ¢ # j oder
i =7 und X\ # u, so folgt auf jeden Fall ua’ # A\x’. Also kann p nur dann das Nullpolynom
aus R[zy,...,x,] sein, wenn alle ¢; schon das Nullpolynom aus R[z1,...,x, 1] waren. Das
reicht aus fiir die Eindeutigkeit der Darstellung (x), d.h. die Isomorphie zu Rz, ..., z,]. O

Korollar 9.13 Ist R ein unendlicher Integrititsbereich, so ist ein Polynom p(xq,...,x,)
genau dann das Nullpolynom, wenn play, ..., a,] =0 fir alle aq,...,a, € R.
Beweis durch Induktion iiber n. Sei p nach () dargestellt. Seien ay,...,a,-1 € R gegeben.

0=plar,....an] = Y _gilar, ..., analal, = (O gilar, ... ana]a),)an)]

fiir alle a,, € R. Nach Kor. 6.6 ist also >_ ¢;[ay, ..., a, 1]z’ das Nullpolynom in R[z,], d.h.

fir alle ¢ ist ¢;[a1, ..., a,—1] = 0. Das gilt fiir alle a4, ...,a,-1 € R. Also ist nach Induktions-
annahme jedes ¢;(x1,...,2,—1) das Nullpolynom aus R[zy,...,2,_1]. Also ist p(xq,...,z,)
das Nullpolynom aus R[z1,...,x,]. O

Theorem 9.14 Sei R ein unendlicher Integrititsbereich. Fine R-Algebra-Gleichung gilt ge-
nau dann in allen kommutativen R-Algebren, wenn sie in R gilt.
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Beweis. Eine solche Gleichung ist von der Form Vx. s(x) = ¢(x) mit Polynomen s(x) und
t(x) iiber R. Sie gilt nach Lemma ?? genau dann in allen kommutativen R-Algebren, wenn
diese Polynome dasselbe Element der freien R-Algebra, d.h. der Polynomalgebra R[x] sind.
Gleichbedeutend: s(x) — t(x) ist das Nullpolynom. Das ist nach Kor.?? gleichbedeutend
damit, dass (s — t)[a] = 0, d.h. s[a] = t[a] fiir jede Wahl von a aus R. [

Korollar 9.15 Z[xy,...,x,)] ist der freie kommutative Ring in n Erzeugenden xy, ..., x,.
Eine Ring-Gleichung gilt genau dann in allen kommutativen Ringen, wenn sie in Z gilt.

Die Gleichungen det(AB) = det(A - det(B) und A - Ad(A) = det(A)E koénnen wir als Glei-
chungen zwischen den Koeffizienten der Matrizen auffassen. Wir haben sie insbeondere fiir
Koeffizientin in @Q, also auch in Z bewiesen. Sie gelten also iiber beliebigen kommutativen
Ringen.

9.8 Halbgruppenalgebra
Proposition 9.16 Die Endomorphismen eines R-Moduls gM bilden eine R Algebra

(0 +9)(x) = () + ¢ (x), (Po)(x) = ¢(Y(x)), (rd)(x) =r(d(z)) v €M
Beweis: Routineiibung.

Satz 9.17 Sei H ein Monoid und R ein kommutativer Ring. Auf dem freien R-Modul R[H]
mit Basis H gibt es eine eindeutig bestimmte Multiplikation so, dass R[H| zur R-Algebra wird
und die Multiplikation auf H mit der gegebenen tibereinstimmt und e € H als Einslement hat.
Die Algebra R[H] ldsst sich in in die Endomorphismenalgebra des Moduls R[H] einbetten.
Ist H kommutativ, so auch R[H].

Der Polynomring R[z1,...,x,] ist der Spezialfall, wo H das freie kommutative Monoid mit
Erzeugern x4, ..., x, ist.

Beweis. Fiir a = Y ;7,9 € R[H] (nur endliche viele ry # 0) sei ®(a) der Endomorphismus
des R-Moduls R[H| mit
S(a)(h) =) rylg-h)
geH

Die Abbildung ® von R[H] in die R-Algebra End(zR[H]) ist offenbar R-linear. Ist ®(a) =0
die Nullabbildung, so ®(a)(e) = 0 und daher r, = 0 fiir alle g in H, weil die g = g-e(g € H)
lauter verschiedene Elemente des Basis H sind. Also a = 0. D.h. ® hat Kern 0 und ist
injektiv.

Nach Definition von ® gilt ®(k)(h) = k-h fir alle k,h € H,da k=3 , rgg mit r, =1
fir ¢ = k und r, = 0, sonst. Es folgt (®(g) o ®(k))(h) = ®(g)(®(k)(h)) = ®(g)(k - h) =
g-(k-h)=1(g-k)-h=2®(g-k)(h) fir alle g, k, h € H und somit

O(g) o ®(k) =D(g- k) fir k,ge H

Da ®(e)(h) = h-e = h ist ®(e) = idgy). Die ®(a) (¢ € R[H]) bilden eine Unteralgebra A
von End(gR[M]) - es ist noch der Abschluss unter o nachzupriifen: ist b =), sik. so

®(a) o ®(b) = (D ra®(9) 0 (D sk®(k)) = Y rgsP(g) 0 D(k) = Y rysi®(g- k) € A

geh keH g,keH g,keH
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Somit definiere man auf R[H| die Multiplikation durch
a-b=c < P(a)o d(b) = P(c)

und erhélt so die gesuchte Algebra. Dass die Multiplikation durch die von H eindeutig
bestimmt ist, folgt sofort mit den Algebra-Gesetzen durch Ausmultiplizieren. Ist H kommu-
tativ, so folgt die Kommutativitdat von R[H| ganz einfach durch Ausmultiplizieren

O reg) - O _sik) = > rsilg-k) = Y sugg(k-g) = (D _sik)- (O _re9) O

geH keH g,keH g,keH keH geH

10 Euklidische Ringe

10.1 Einheiten

Ein Monoid ist eine Menge M mit einer assoziativen Multiplikation mit neutralem Element
e. Ein Element u eines Monoids M ist eine Einheit oder invertierbar, wenn es x € M gibt
mit xu = ur = 1.

Lemma 10.1 Die Einheiten eines Monoids M bilden eine Gruppe M*.

Beweis. Das Inverse z ist eindeutig bestimmt, ndmlich aus yu = uy = 1 folgt y = y1 = yux =

lz = x. Wir diirfen also schreiben x = v~! und es ist klar, dass ™' € M* und (v ')™! = u.

Ist v eine weitere Einheit, so uvv™'u™! = ulu™ = wu~! = 1 und ebenso v 'u~! = ww, also
uwv € M*. [

Die Einheitengruppe R* eines Ringes besteht aus den Einheiten des Monoids (R, -, 1). Man
sieht leicht (eine Einheit in Polynomring muss Grad 0 haben)

Zr=A{1,-1}, (Klz])* = K" fiir Kérper K

Fiir das direkte Produkt R; x Ry zweier Ringe mit komponentenweiser Addition und Mul-
tiplikation gilt offenbar

(Rl X RQ)* = RT X R;
Im Ring der n x n-Matrizen iiber einem kommutativen Ring R: definiert man die Determi-

nante nach der expliziten Formel aus LA. Die Formel (det A)adA = E gilt auch in R, weil
sie in Z gilt. falls det A € R* erhélt man A~! = det(A) 'adA und somit

(R™™)* ={A| det A € R} fiir kommutative R.

10.2 Teilbarkeit
In einem kommutativen Ring definieren wir
dla < dteilt @ < 3Ir € R.rd = a.
Durch die Teilbarkeit erhalten wir eine ‘Quasiordnung’ auf R
ala (reflexiv), alb und b|c = alc (transitiv)
mit den Vertréglichkeitseigenschaften
alb = aclbe, alb und alc = al(b+ c)

(Beweis als Ubung).
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10.3 Hauptideale

In einem kommuativen Ring R ist (a) = Ra = {ra | r €} ein Ideal, das von a erzeugte
Hauptideal. Es gilt
a|b < Ra2DRb

Ein Integritdatsbereich, in dem jedes Ideal ein Hautpideal ist, ist ein Hauptidealring.

10.4 Teilbarkeit und Assoziiertheit in Integriétsbereichen
Assoziiertheit in eime Integritatsbereich ist definiert durch
albund bla < Ir€ R :ra=b <:a=xb

namlich aus ra = b und sb = a folgt rsb = b also rs = 1 mit der Kiirzungsregel. Dass &~ eine
Aquivalenzrelation ist, folgt sofort daraus, dass die Einheiten eine Untergruppe bilden.

a~d ud bzt = (alb& d|V).
Es gilt in einem Integritétsbereich
e a ~ b bzgl. der zu (d) gehorigen Kongruenz < a = modd < d|(a—Db)
e alb & (b) C (a)
e a ~ b (assoziiert) & (a) = (b)

ceacR & (a)=(1)=R

10.5 Euklidische Ringe
Ein Integritdatsbereich R heisse ein euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung gibt
d: R\ {0} - N

Va,b € R\ {0} : d(ab) > d0(a)

Va,b € R\ {0} Jg,r € R: a=bqg+r und §(r) < 0(b) oder r =0 °
Will man §(0) definieren, so am besten als —oo. Beispiele:

Z mit 0(a) = |a|, K[z] mit §(f(x)) = deg f(z), K ein Korper.
Lemma 10.2 In einem euklidischen Ring gult
alb und 6(a) = 0(b) < a=b.

Beweis. Sei b = ac. Wir haben a = bg +r mit r = 0 oder r = a — bg = a = acq = a(1 — ¢q)
und 6(b) > 6(r) = d(a(l —cq)) > d(a), dar =a—0bqg = a—acq = a(l —cq). Gilt §(a) = (b),
so entféllt diese Moglichkeit und es gilt auch b | a, also a ~ b. 0 Manche Autoren lassen den
ersten Teil der Definition weg und kénnen dann das Lemma nicht beweisen.

Satz 10.3 Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei I # (0). Wihle 0 # a € I mit §(a) minimal. Dann (a) C I. Sei nun 0 # b € I.
Dann b = aq + r mit » = 0 oder §(r) < d(a). In zweiten Falle auch r = b — ag € I im
Widerpsruch zur Minimalitat von 6(a). Also » = 0 und somit b € (a). O Viele der folgenden
Ergebnisse gelten auch fiir Hauptidealringe, nur fehlen dann die Algorithmen.



10.6 Satz von Bezout 87

10.6 Satz von Bezout
Wir sagen, d sei ein grdsster gemeinsamer Teiler von a und b im Integritdtsbereich R, bzw.
d~ GGT(a,b) < dla,d|bund Ve : (cla und c|b) = c|d.

Die Schreibweise rechtfertigt sich dadurch, dass d, wenn’s iiberhaupt existiert, bis auf Asso-
ziiertheit eindeutig bestimmt ist. Es gilt

GGT(a,b) =~ GGT(b,a — ¢b)

weil jeder Teiler von a, b auch einer von a — ¢b ist und umgekehrt. Wir schreiben fir das von
a, b erzeugte Ideal

{ra+sb|r,se R} =(a,b)=(a)+ (b)

Satz 10.4 In einem euklidischen Ring existiert der GGT stets und hat eine additive Dar-
stellung

d~ GGT(a,b) & dla,db und Ir,s:d=ra+sb < (d) = (a)+ (b).

Beweis. Der erweiterte euklidische Algortihmus liefert d, r, s mit d|a, d|b, d = ra + sb. Dann
ist d ein GGT: aus c|a und c|b folgt c|ra und c|sb also ¢|(rs + sb). Ist umgekehrt d’ ein GGT
von a,b so d' =~ d wegen der Eindeutigkeit und somit (d') = (a) + (b). O

Algorithmus 10.5 (Euklid+Bezout). Sei R ein euklidischer Ring. Zu je zwei a,b in R gibt
es einen GGT (a,b) und x und y in R mit

GGT(a,b) = ax + by.
Den GGT und geeignete x,y kann man so bestimmen. Gegeben a,b setze
d=a2 =19y :=0,d:=0b2:=0,y:=1

Bestimme
d =dg+r mit 0 <dr < dd oder r =0

solange r # 0 tu (d',d) := (d,r), (2',2) = (z,2" — zq), (v, y) = .y — yq)
falls r =0 halt ein : d=ax+ by =: GGT(a,b).

Beweis. Da N wohlgeordnet ist, muss der Algorithmus zum Halten kommen. Korrektheit des
Algorithmus: Fiir alle Iterationsschritte gilt:

d = ax + by, d = az’ + by’ und GGT(a,b) = GGT(d,d).
Néamlich
a(z’ —2q) + b(y' —yq) = ax’ + by’ — (ax +by)g=d —dg=r
GGT(r,d) = GGT(d,d) = GGT(a,b).
Ist 7 =0, so folgt d|d’, also d = GGT(a,b). O
Korollar 10.6 a|(bc) N GGT(a,b) =1 = alc
Beweis. 1 = ax + by, also al|(axc + bey) = c.

Korollar 10.7 Ist GGT(a,b) =1, so ist b = blmod a] invertierbar in R/(a)
by =1moda falls1=ax+ by
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10.7  Summe, Schnitt und Produkte von Idealen
Sind die I, ..., I, Ideale von R, so sind
Li+...+L,={r+...4r,|r €L}

LnN...NI,

Ideale, das kleinste, das alle I; umfasst bzw. das grofite, das in allen [; enthalten ist.
]1'...']712{27}1'...'7‘]“1|m€N, Tkie.[z‘}
k=1

ebenfalls ein Ideal, das Produkt der I4,...,I,. Es gilt

L-...-I,CLNn...NI,

10.8 GGT und KGV

Lemma 10.8 Sei R ein euklidischer Ring. d ist grosster gemeinsamer Teiler der ky, ..., k,
genau dann, wenn d Teiler der k; ist und es

a; € R gibt mit d = a1ky + ...+ ayk,
Beweis und Algorithmus. Falls n = 2 nach Bezout. Fiir n > 2 rekursiv.
e Bestimme ¢; mit d,,_1 =GGT(ky,..., k1) = c1ki + ...+ co1kn_1
o d=GGT(d,_1, k). Bestimme b, a,, mit d = bd,,_1 + a,k,
e ay =bcy,...,ap_1 =bc_; O

v ist kleinstes gemeinsames Vielfaches (KGV) der ky, ..., k, falls k; | v fiir alle ¢ und falls
v | w fur alle w mit k; | w fiir i = 1,...n). Es folgt

o (GGT(ky,... kn)) = (k1) + ...+ (k)
o (KGV(k1,....kn)) = (k)N ...00 (k)

o (ki-oky)= (k). (ko)

10.9 Primelemente

Satz 10.9 Fliir ein Element 0 # a & R* eines euklidischen Rings sind dquivalent
e ¢ ist unzerlegbar oder irreduzibel, d.h. a = bc = b € R* oder c € R*
e (a) ist ein maximales Ideal, d.h. fir alle Ideale: a € I = (a) = I oder I = R.
e R/(a) ist Korper

e a ist prim, d.h. albc = alb oder a|c
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Beweis. (1) = (2): I = (b) und a = be, also [ = R falls b € R* bzw. (a) = I falls ¢ € R*.

(2) = (3): Sei b # 0in R/(a), also b & (a). Also (a) # (a,b) und daher 1 € R = (a,b), d.h.
es gibt 7, ¢ mit ar 4+ be = 1. Es folgt b-& = 1, d.h. b ist invertierbar. (3) = (4): Aus albe folgt
b-¢=bc=0alsob=0oder ¢ =0, dh.be (a) oder ¢ € (a).

(4) = (1): Ist a = be prim, so a|b oder a|c. Andererseits c|a und bla, also b € R* oder ¢ € R*
.0

Korollar 10.10 Fiir a,b in einem euklidischen Ring R ist bjmod a] genau dann in R/(a)
invertierbar, wenn GGT(a,b) ~ 1.

10.10  Zerlegung

Lasst sich jede Nichteinheit a # 0 eines Integritétsbereiches als Produkt

a=pP1-... Pn

von Primelementen schreiben und sind dabei die p; bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit
eindeutig bestimmt, so spricht man von einem faktoriellen Ring oder ZPE-Ring.

Satz 10.11 Jeder euklidische Ring ist faktoriell.

Beweis der Existenz durch Ordnungsinduktion iiber d(a): Ist a nicht schon selbst irreduzibel,
so a = be mit §(a) > (b),d(c), also nach Induktion b = [[;p; und ¢ = []; ¢; sowie a =
I[Lpi 11 ;¢j mit irreduziblen p; und g;.

Beweis der Eindeutigkeit durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren. Sei

Pl D R O

O.B.d.A. p1|q1, d.h. ¢1 = p; da beide prim. Es folgt

und mit Induktion n = m und nach Umnummerieren und p; ~ ¢;. U

Fiir ganze Zahlen ist das Faktorisieren algorithmisch aufwendig, so aufwendig, dass man schwer zu
faktorisierende Produkte zur Grundlage von Public-key-codes gemacht hat. Im Gegensatz dazu gibt
es ein recht einfaches Verfahren (GGT mit Testpolynomen) fiir Polynome iiber endlichen Kérpern
(Berlekamp, Algebraic coding theory), ein hinsichtlich der verwendeten Theorie anspruchsvolles
aber effektives fiir Polynome iiber @ (Lenstra? Lovasz, Math.Ann 261) vgl. Lenstra?: Algorithms
in number theory, Handbook of Theoretical Computer Science A.

Betrachet man die Primfaktorzerlegungen nur fiir endlich viele Elemente, so gibt es auch nur
endlich viele verschiedene Primelemente pq,...,p, die darin vorkommen. Dann kann man
schreiben

a=py oDy b=y
GGT(a, b) ~ pllnin{kl,ll} . ‘pmin{kmln}

n

KGV(a,b) =~ prlnax{kl’ll} o epraxtkadad oy KGV(a,b) < (a)N(b) = (m).

n

d~ GGT(a,b) = KGV(a,b) =ab/d
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11 Invariante Teiler

11.1 Elementarmatrizen

Wir betrachten Matrizen mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring R. Addition und
Multiplikation sind wie iiblich definiert. Die n x n-Matrizen bilden einen (nichtkommuati-
ven Ring R™™ mit Einheitengruppe bestehend aus den invertierbaren Matrizen (wobei die
Koffefizienten der Inversen A~! wieder in R sein miissen).

Hat die m x n Matrix A die Spalten ay, ..., a, und ist 7' = (¢;5)nxn , so hat die m x n-
Matrix A" = AT die Spalten

/ /
a1:t11a1+...+tn1an, ,an:tlnal—i—...—i—tman

d.h. wir konnen das ‘Rechtsranmultipizieren’ von T' so verstehen, dass aus den Spalten von
A die Spalten der neuen Matrix A" = AT als ‘Linearkombinationen’ gebildet werden. Insbe-
sondre haben wir fiir festes k bzw. k # [ und Einheiten r € R

Scherung o — { a,+ra; j==k P : 2 i é;] =k

_ .: j p— ) . Z] _— =
T =[Sk := Sk + rSl| a; J#k 0 sonst
Streckung / { ray j =k =] *

— Gk = a =9, ty=y 1 i=j#k reR
T [Sk’ . T'Sk] a/] J # k 0 sonst
Vertauschung ;o Zl y i ;{; foi — 1 ;'{Zij} ;{{:7;}}
T =[Sk« S]] A T v o

a; sonst 0 sonst
Matrizen T dieser Gestalt heissen FElementarmatrizen und Matrixumformungen A" = AT

elementare (Spalten) Umformungen.

Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen wieder elementar

[Sk = Sk +rSl]™' = [Sk:= Sk —rSI]
Sk :=rSk|™" = [Sk:=r 'Sk
[Sk « 81~ [Sk <+ SI]

Entsprechend bewirkt Multiplikation von links (A — SA) Zeilenumformungen von A, die wir
entsprechend notieren. Fiir die 3 Matrizen 7" wie oben heisst das (beachte den Rollentausch
von k und L im Falle der Scherung)

T=1[Zl:=Zl+rZkl, T=[Zk:rZk], T =[Sr < Z]]

11.2 Invariantenteilersatz

Theorem 11.1 Jede n x m-Matriz A mit Eintrigen aus einem euklidischen Ring R kann
durch elementare Spalten- und Zeilenumformungen tberfithrt werden in eine nxm-Diagonalmatriz,
insbesondere existieren invertierbare S in R™™ und T in R™ ™ mat

d 0 0

) 0 da O ) . .
STAT =D =] . . mit d;|d;v1 fir i < min{m,n}.
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Die dy,ds, ... bilden ein System invarianter Teiler der Matrix A. Spéter werden wir die
Eindeutigkeit bis auf Assozierte zeigen.

Beweis und Algorithmus dymamisch A ~» Apey =: A.

ein Indexpaar (i, j) heisse aktivin A, falls a;; # 0 und es in der Zeile oder Spalte
noch einen Eintrag # 0 gibt

Nun gehen wir mit Induktion bzw. Rekursion nach

min{d(a;;) | (4,) aktiv in A} falls nichtleer
—00 sonst

d(A) = {
vor, um A zunéchst in eine Diagonalmatrix zu iiberfiithren:
e Solange §(A) > 0 mache
— [Sk = Sk — ¢S] mit §(aix — qai;) < 0(as))
— [Zk :== Zk — qZj] mit §(ar; — qai;) < 0(ai;)
— sodass d(Aneu) < 0(A)
e Wenn §(A) = —oo mache A diagonal durch Vertauschungen

Eine 2 x 2-Matrix mit d = GGT'(a,b) = ra + sb tiberfithren wir so in Normalform mit den
Umformungen [S2 := S2 4 rS1], [Z1 := Z1+ sZ2], [S1 := S1 — 452], 72 := Z2 — 2 Z1],
S1 ¢ S2], §2 := (—1)52]

a 0 (@ ray | a d - 0 d
0 b 0 b 0 b —%bb
W(o d)w(d O)W(d o)

—%bO 0 —3 O%b

Die Umformung einer Diagonalmatrix D geht nun so

e Solange es i < j gibt mit d; teilt nicht d; wéhle erst ¢ mininal und dann zu diesem ¢

das 7 minimal und mache die passenden Umformungen fiir die Untermatrix ((él c(l)) :
J

Die gesuchten invertierbaren Matrizen S~! und T sind die Produkte der links bzw, rechts
fiir die Umformungen benutzten Elemenarmatrizen, links in der Reihenfolge von Irechts nach
links aufmultipliziert, rechts in der Reihenfolge von rechts nach links. [J

11.3 Determinanten

Fiir Matrizen A € R™™, R ein Integritdtsbereich, haben wir die Determinanten det(A)
zundchst im Quotientenkorper. Induktion iiber n und Entwickeln zeigen aber sofort, dass
det(A) € R.

Korollar 11.2 Sei R euklidisch. Fiir A € R™" sind dquivalent
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o A ist in R™™ invertierbar

o A ist Produkt in R™ "™ invertierbarer Elementarmatrizen, d.h. von Scherungen, Ver-
tauschungen und Streckungen um Einheiten.

o det(A) ist in R invertierbar.

Beweis. Aus dem Beweis des Satzes iiber die invarianten Teiler folgt, dass man die inver-
tierbaren Matrizen T und S~ als Produkte von Scherungen und Vertauschungen wiihlen
kann. Diese haben det = +1, also det D = +det A. Und eine Diagonalmatrix D ist genau
dann invertierbar, wenn ihre Diagonaleintriage invertierbar sind bzw. gleichbedeutend wenn
det(D) € R*. 1 = 2: Fiir invertierbares A hat man die Produktdarstellung D = SAT~! und
damit D und 4+det D invertierbar. 2 = 3 nach dem Determinanten-Produkt-Satz. 3 = 1:
det D invertierbar, also D und somit A invertierbar. O

11.4 Eindeutigkeit der invarianten Teiler

Die ergibt sich spéter viel durchsichtiger iiber die Strukturtheorie endliche erzeugter Moduln.
Wer’s lieber ohnen Abtsaktion aber dafiir knifflig mag, darf hier diesen Abschnitt lesen.
Sei im Folgenden R ein euklidischer Ring. B heisst dquivalent zu A in R™™", wenn es in
R™" invertierbare S,T gibt mit B = S~'AT. Das liefert offenbar eine Aquivalenzrelation
auf R"*™ und der Invariantenteilersatz besagt, dass die Diagonalmatrizen mit d;|d;;1 ein
Représentantensystem bilden. Sei I(A) das von den a;; (1,5 < n) erzeugte Ideal.

Lemma 11.3 Fir dquualente Matrizen gilt  det(A) ~ det(B) wund I(A) = I(B)

Beweis. Die erste Aussage folgt mit Produktsatz und dem Korollar. Wird nun z.B. das ¢-
fache der k-ten Spalte von der j-ten abgezogen, d.h. b, = a;, b;j = a;; — qa, und by = ay
sonst. Somit fiir die erzeugten Ideale (a;x, a;;) = (bik, b;j) und damit ist alles klar. O

Eine k& x k-Untermatrix B einer Matrix A enthélt gerade Eintridge aus ausgewéhlten je k
Zeilen und Spalten. det(B) heisst dann ein k- Minor von A. Sei I;(A) das von der Gesamtheit
der k-Minoren von A erzeugte Ideal von R.

Lemma 11.4 Sei A € R™™ und T,U invertierbar in R"*". Dann I;(A) = I(AT) =
I (UA).

Beweis der Eindeutigkeit der invarianten Teiler bis auf assoziierte. Der GGT d; - ... - dj der

k-Minoren von D ist durch A bis auf assoziierte eindeutig bestimmt als Erzeuger A, von
I(A). Somit

dy=A,, dy = A5 i k> 1
Ak
Beweis des Lemmas. Die Spalten von AT sind R-Linearkombinationen der Spalten von A:
die j-Spalte ist t1;a1 + ... + t,;a,. Sei nun B eine k-Untermatrix von AT. Jede Spalte von
B ist Linearkombination von Spalten der Matrix C', die man aus AT erhélt, wenn man nur
die ausgwéhlten k-Zeilen erlaubt, also

n n

det(B) = det(z T15Cj, - - .,ZT]W‘C]‘ = Z T1jy 0 oo Tk det(le, R 7Cjk>

Jj=1 J=1 VERREY]
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also in der Tat eine R-Linearkomination von k-Minoren von AT. Also
I(AT) C I(4)

Indem man dasselbe Argument aus AT und T~ anwendet, folgt I;(A) = I,(ATT™1) C
I (At), also I (A) = It(AT). Da sich Determinanten beim Transponieren nicht dndern, gilt
das auch fiir die [;(), und wir haben I}(UA) = I ((AU)") = I,(A'U") = I(A") = I,(A). O

11.5 Elementarteiler

Hat man die invarianten Teiler dy,...,d, der Matrix A iiber dem euklidischen Ring R be-
stimmt, so sei

e ki das maximale ¢ mit d; ¢ R*
e ko das minimale mit d; # 0

ny

di, =pi' ... D

eine Primfaktorzerlegung von dy,

d; assoziiert zu pi™ - ... p/"

e Sei ¢; minimal mit n;; > 0

Dann ergibt sich das System der Elementarteiler A als Liste bestehend aus k; — 1 Einsen
und min{n, m} — ky Nullen, sowie zu jedem p; der Liste aller p;-”j , die # 1 sind - also ggf.
mit Wiederholung. Damits schoner aussieht sortiert man diese Primpotenzen jeweils nach
wachsendem Exponenten.

Lemma 11.5 Die invarianten Teiler sind durch die Elementarteiler eindeutig bestimmt.

Beweis, Wir konnen annemhen, dass es keine invarianten Teiler 0 und 1 gibt, also k; = 1
und ko = min{n,m}. Es gibt dann ein j mit n;; # 0. Dividiere alles durch p™ und berufe
Dich auf Induktion. [.

12 Isomorphieséitze

12.1 Zerlegung

Korollar 12.1 Zerlegung eines Homomorphismus Sei ¢ ein Homomorphismsus von M nach
N. Dann gibt es eindeutig bestimmte Unterstruktur N' von N wund Isomorphismus w :
M/ ~y— N’ so, dass

Yp=cowom w:M— M/~ kanonische Projektion , e : N' — N Identitit.

7

M/~ M/~ —— N’
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Das folgt sofort aus 77. Man kann’s noch weiter treiben und y zerlegen in y = € o w, wobei
w Bijektion von M/ ~,, auf N’ =Bild(y) C N ist (ndmlich die hintere Einschrankung von x
auf N’ und ¢ die Inklusion von N’ in N, d.h. ¢(z) = z fiir x € N'.

Beispiel: 1 sei der Homomorphismus ©r = e?*" von der additiven Gruppe Q in die
multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen von Betrag 1. Die zugetrige Kongruenzrelation
ist gegeben durch r ~ s & r — s € Z. Die Faktorstruktur Q/Z is isomorph zur Untergruppe
der Einheitswurzeln [roots of unity] in C.

Eine Sequenz
AT AL TS Ay
von Gruppen bzw. Ringen bzw. Moduln und Homomorphismen heisst exakt [exact], wenn

B||d¢l = Kern(biﬂ fiir alle ¢

Eine exakte Sequenz
0-ASBSC—0

von Moduln heisst eine kurze ezakte Sequenz [short exact sequence]. Gleichbedeutend dazu
ist, dass ¢ injektiv und 7 kanonische Projektion der Faktorisierung von B nach A ist. Die
Zerlegung schreibt sich dann so

0 — Kern(¢) % M % Bild(¢) — 0

12.2  Erster Isomorphiesatz

Lemma 12.2 Sei A eine algebraische Struktur mit Unterstruktur U und Kongruenz 6. Dann
18
Ub={acG|3ucl, afu} = | Julf
uelU

eine Unterstruktur von G. Ist A Gruppe (Ring, Modul) und N der zu 0 gehérige Normalteiler
(Ideal, Untermodul) so gilt U§ = UN (U =U + N ).

Beweis: klar. L.
Satz 12.3 Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt U0/ (0|U0) = U/(6|U).

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A = U6 annehmen. Sei 7 : A —
A/6 die kanonische Projektion. Die Einschrankung 7|U auf U ist surjektiv: ist a € A, so afu
mit v € U, also m(a) = 7(u). Der Kern des Homomorphismus 7|U ist offensichtlich 6|U und
nach dem Homomorphiesatz haben wir die Behauptung. [

12.3  Vergroberung

Sind ~ und =~ zwei Kongruenzzrelationen auf A, so heisst ~ gréober [coarser] als ~ und =
feiner [finer] als ~, falls

ax~b =a~0b firallea,be A

Handelt es sich z.B. um die Kongruenzen zu Idealen I und J, so bedeutet das J C I, Nun
kann man den Ergédnzungssatz so formulieren



12.3  Vergréberung 95

Weiteres Abstrahieren/Abbilden bedeutet Vergrobern des Kerns

Satz 12.4 Homomorphie- und 2.lIsomorphiesatz. Sei ¢ ein Homomorphismus von M in K
und ~ eine Kongruenzrelation auf K. Dann erhdlt man eine Kongruenzrelation ~, die Ver-
groberung des Kerns ~y ist, durch die Definition

vy < o) = oy).

Ist ¢ : M — K surjektiv, so ergibt das eine bijektive Entsprechung zwischen den Kongruenz-
relationen auf K und den den Kern ~g vergrobernden Kongruenzrelationen auf M. Es gilt
dann

M/~ K/~

a € FE oder ™! € E. Nimlich Beweis. Wir betracten zuniichst wieder den Fall der Mengen.
x ~ z, da ¢(x) = ¢(x) nach (E1) fiir ~. Gilt x ~ y, so ¢(z) = ¢(y), also ¢(y) =~ ¢(x)
nach (E2) fiir =, also y ~ z. Gelten x ~ y und y ~ z, so ¢(z) = ¢(y) und ¢(y) =~ ¢(z),
also ¢(x) ~ ¢(z) nach (E3) fir ~ und somit x ~ z. Ist ¢ : M — K surjektiv und ~
Vergroberung von ~, so gibt es nach dem Ergénzungssatz eine Abbildung x von K auf
M/ ~ mit y o ¢ = 1, die kanonische Projektion. Mit &~ als Kern von y hat man die ~
entsprechende Aquivalenzrelation von K und nach dem Erginzungssatz die Bijektion von
K/ ~ auf M/ ~. Kommt algebraische Struktur hinzu, ist nur die Vetrdglichkeit von ~
nachzuweisen. Aus a; ~ b; folgt ¢a; ~ ¢b; also

ofM(ar, ... an) = f5(¢ar, ..., ¢ay) = fX(oby, ..., éb,) = o fM(b1,...,b,)
May, ... a,) ~ fM(by, ..., by) O

Korollar 12.5 Fir die Ringe bzw. Gruppen Z, Z/(n) und Z/(m) sind die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent

(1) Es gibt einen surjektiven Homomorphismus von Z/(n) auf Z/(m)
(2) Es gibt einen Homomorphimsus x : Z/(n) — Z(m) mit a[modm| = x(a[modn])
(8) Kongruenz modulo m ist gréber als Kongruenz modulo n:

VeVy. x =y (modn) = z =y (modm)

(4) m teilt n. d.h. es gibt ¢ € Z mit n = qm.

Beispiel: Wenn man die Uhr von 24er-Modus auf 12er-Modus umstellt, verliert man Infor-
mation, aber das Chaos hilt sich in Grenzen. Beweis. (3) < (2) = (1) sofort aus dem Satz.
(1) = (2) fiir Ringe folgt daraus, dass es nach Kor. 3.15 hochstens einen Homomorphimsus
von Z/(n) in Z/(m) gibt. Fiir Gruppen als Ubung. Ist n = ¢gm und n Teiler von x — y, so
auch m. Sei umgekehrt (3) angenommen. Es gilt n = 0(modn), also auch n = 0(modm), d.h.
m teilt n. [

Korollar 12.6 Die Kongruenzrelationen auf Z/(n) entsprechen den = (modn) vergrébern-
den Kongruenzrelationen von Z.
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13 Struktur direkter Produkte und Summen

13.1 Direkte Summen endlich vieler Faktoren

Sei [ endlich z.B. = {1,...,n}. Wir setzen nun voraus, dass die Signatur genau eine Kon-
stante e enthilt und dass dass gilt:

fle,...,e) =e fiir jede fundamentale Operation f
Dann hat man fiir jedes i € I eine Unterstruktur der direkten Produkts

ai

U={|: |ai:0}gHAi

Qn

Dann kann man 692‘6 1A= HiE 1 A; als “direkte Summe” der U; auffassen. Wir diskutieren
das fiir -Moduln. Hier hat man e = 0. Sei gV ein R-Modul mit Untermoduln U;, 7 € I.

> Ui ={)_u; | J CIendlich ,u; € Uj fiir alle j € J}

iel jed

ist der von der Vereinigung (J,.; U; der Untermoduln U; erzeugte Untermodul von gV, d.h.
der kleinste Untermodul, der alle U; umfasst, und heisst deren Summe . Ebenso ist der
Schnitt [intersection] ein Untermodul

(YU:i={veV|veUfiralleic I}

Satz 13.1 Fiir gegebene Untermoduln U; und U eines Moduls gV sind dquivalent:

o (1)U =3, Ui und fiir alle endlichen J C I folgt aus 3, ;u; = 0, u; € U; dass
uj =0 fiir alle j € J

e (2) Fiir jedes u aus U gibt es (bis auf die Reihenfolge) genau eine Darstellung u =
> iesus mit J C I endlich, u; € Uy, uj # 0 fiir alle j € J

o (3)U=>%c;Uiund U;N ), ;U; =0 fiir alle endlichen J C I undi & J

o (4) Falls I ={1,....m}: U =U+ ...+ Uy und (Uy + ... + Ug_1) N U = 0 fiir
1<k<m.

o (5) (ugli € I) = Y u; ist ein Isomorphismus von der direkten Summe @,c, U; auf U

Beweis. (1) = (2): Aus u = > u; = Y u} folgt 0 = ) v; mit v; = u; —u}, dabei braucht man
natiirlich nur iiber die v; # 0 zu summieren. Gébe es solche, so héitte man eine nichttriviale
Darstellung von 0 in Widerspruch zu (1). (2) = (3):z.B. i =1. Aus ug =0+ ug + ... + uy
folgt u; = 0.

(3) = (1): Sei 0 = > w; und z.B. uy, # 0. Dann —ug, = uy+. . .4+up—1 in UpN(Ur+. . .4+ Uy—1),
also uy = 0.

(3) = (4) ist trivial, (4) = (1) wie eben. (5) < (2) ist klar. O



13.2  Produkte beschrieben durch Kongruenzen: 2 Faktoren 97

13.2 Produkte beschrieben durch Kongruenzen: 2 Faktoren

Hier zunéxchst der Fall von nur 2 Faktoren, Sei A = A; x A,. Dann hat man die kanonischen
Projektionen

7T1($1,$2) = I, 7T2($17IE2) = X2

mit den Kern-Kongruenzen 6;

(21, 22)01(y1,y2) © 21 = Y1, (21,22)02(Y1,Y2) & T2 = Yo
Es gilt
01 N0y =idy

namlich
(21, 22) 61 (v1,92) und (z1,22) 02 (y1,92); = 1 =11 und @3 = Y

also (x1,22) = (y1,y2). Wir definieren nur fiir beliebige binére Relationen § und 7 auf einer
Menge M das Produkt
a(@oT1)b & esgibt cmit afcTh

Dann gilt hier
100 =Ax A

d.h. man erhélt die totale Relation auf A. In der Tat,
(21, 22) 01 (71,92) 02 (22, 92)
Satz 13.2 A= A, x Ay genau dann, wenn es Kongruenzen 01 und 65 auf A gibt mit
Ay =A)0;, 0,N0y=idy, 6,00, = A
Die eine Richtung haben wir gerade gezeigt. Fiir die Umkehrung sei
A; = A/6; mit kanonischer Projektion a — [a]6;

Wir definieren

e:A— Ay X ay mit e(c) = ([]bh, [c]b2)

Das ist ein Homomorphismus, weil aus zwei Homomorphismen komponentenweise zusam-
mengesetzt. Fiir den Kern gilt

cKer(e)d & ([c]0y, [c]62) = ([d]6y, [d]02) < cOidund cbyd < c=d

nach Vorausseztung. Also ist € injektiv. Um die Surjektivitéit zu zeigen, sei ein Element von
Ay x As gegeben. Das konnen wir als ([a]fy, [b]2) mit passenden a,b € A schreiben. Gesucht
ist also ¢ € A mit

e(e) = ([, [dba) = ([albh, [a]f2)

Das bedeutet
aficund cOyb

Ein solches c ist aber durch die Voraussetzung 6, o 5 = A? garantiert. [J
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Korollar 13.3 Fiir einen Ring R gilt R = Ry X Ry genau dann, wenn es Ideal Iy und I,
von R gibt mit
Ri=R/I;, [ Nlb=0, +,=R

Beweis. Ist R = Ry x Ry so wihle I} = {0} X Ry und I, = Ry x {0}. Oder beide Richtungen
mit dem Satz: I; sei das 6; entsprechende Ideal. Dann entspricht I; N5 der Kongruenz 6, N0,
Also 0; N6y, = idr < I, NI, = 0. Wir behaupten, dass auch 6, 00y = R*> < I, + I, = R.
In der einen Richtung haben wir ¢ € R mit 06, cf51, also ¢ € I; und 1 — ¢ € I5. In der
umgekehrten Richtung haben wir

1 = s1 + s9 fiir passende s; € I;

Gegeben a, b setze
c = asy + bsy

Dann
a=al =a(s; + s2) = as; + asy = (modly) bs; + asy = ¢
b="bl =0b(s; + s2) = bsy + bsy = (modls) bs; + asy = ¢

Noch einmal im Klartext
o Ist 1 = s; + s9 mit simultanen Kongruenzen

x = a(modly), x = b(modls)

13.3 Produkte beschrieben durch Kongruenzen

Die Aquivalenzrelationen 6y, ..., 6, auf einer Menge M bilden eine direkte Zerlegung, wenn

(x) Va.Vb. athbund ... und af,b = a=>b
(xx) Vk <n.¥Va¥bdc. abicund ... und afpc und cby b

Satz 13.4 Seien 04,...,0,, Konrguenzrelationen auf M mit Faktorstrukturen m; : M — M;.
Genau hat man eine direkte Zerlegung, wenn folgende Abbildung ein Isomorphismus ist

n
€3M—>HM2‘, ea = (ma,...,ma)

=1

Beweis. (x) ist dquivalent zur Injektivitat von €, da die Préamisse gerade ca = €b bedeutet.
(%) ist zur Surjektivitat von e gleichwertig ist. Ist namlich e surjektiv, so wihle ¢ mit

ec = (ma,..., Tk, Tpi1b, ..., Tb)
Umgekehrt zeigen wir durch Induktion iiber k:
Ya, € My... Na, € M. da € M. ma=a; A... \N7Ta = ag

Sind a; € M;,7=1,...k+1 gegeben, so wihle a € M zu aq, ..., a, nach Induktionsannahme
und und b € M mit 710 = agy1. Wihle nun ¢ nach (xx). Dann mc = q; fir i < k= 1. 0.
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Satz 13.5 A= Ay x ... x A, genau dann, wenn es Kongruenzen 0; auf A gibt mit
Ai=A)0;, 6,0...N0,=idy, (1N...NO) 00k =A* fiirk=1,....n—1
Der Isomorphismus ist gegeben durch
¢ ([c]b4, ..., [c]0n)

Die Bedingung besagt, dass die 6; eine drrekte Zerlegung bilden. Also kénen wir den vorange-
henden Satz anwenden. Direkter Beweis durch Induktion iiber k: ¢ — gx(c) = ([c]bh, . . ., [c]Ok)
ist surjektiver Homomorphismus A — A; X ... x A mit Kern 7, = 6; N ... N 6. Im Schritt
von k nach k + 1 ist nach der Voraussetzung des Satzes und dem Fall n = 2 die Abbildung
¢+ n(c) = ([¢|tk, [¢]0ks1) ein surjektiver Homomorphimsmus A — A/7, X Ay mit Kern
T N Oky1 = Try1. Nach dem Homomorphiesatz und der Induktionsannahme haben wir einen
Isomorphismus w : A/, — A x ... x Ap mit g,(c) = w([c]m). Mit dem Isomorphismus
(x,y) = w(z,y) = (w(x),y) von A./1 X A1 auf Ay x ... x Ap X Agyq (vgl. Lemma 77)
erhalten wir e441(c) = @([c]7x, [c]0k+1) und die Behauptung. OJ

Korollar 13.6 Fir einen Ring R gilt R = Ry X ... X R, genau dann, wenn es Ideale I; auf
R gibt mat
Insbesondere gilt
R=I+...+1I, mitIj=()I;
1#]

und man erhdlt (die eindeutig bestimmte) Lisung ¢ der simultanen Kongruenzen
x =by(modly). ...,z = b,(modl,)

durch
c=biaym| + ...+ bya,m,, falls 1 =am| + ...+ a,m,

Beweis. Fiir Ideale I, J, K eines Ringes mit / + K = R = J + K gilt auch (I nJ)+ K = R.
In der Tat, wegen [ + K = R gibt esa € [ und b € K mit a +b = 1 und fiir x € J
folgt v = 21 = x(a+b) =za+2zbe (INJ)+(KNJ)dazaecIngund ab e KNJ.
Also J C (INJ)+ (K NJ) und es gilt Gleichheit, weil D trivial ist (vgh. H7d). Nun
INJ)+K=(InJ)+(KnNnJ)+ K =J+ K = R nach Voraussetzung.

Mit Induktion folgt nun sofort aus den Voraussetzungen des Korollars: (I; N... N Ix) +
Ii+1 = R. Die Aussage iiber die I folgt sofort mit £k = n — 1 und Permutation der Indices.
Und z.B.

b1 = b11 = blalm'l + blagmg + ... = (mod[l) blalmll + bgagmé +...=c

damj eI, CI fir k# 1.0
Wir haben also die direkte Zerlegung von R als R-Modul

R=ILe&..®I,
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Dabei sind die I;, jedooch keine Unterringe, da sie 1 nicht enthalten. Aus der Isomorphie zu
1, R: folgt jedoch sofort, dass es in I/ ein Element e; gibt mit

e, €l;, rel;sr=er

l=e +...4e, €

i=e, ee;=0ftri#j, re;=¢nr firaller € R

Néamlich e; entspricht (rq,...,7,) mit 7, = 1 und r; = 0 fiir j # 7. Eine solche Familie heisst
auch eine System orthogonaler zentraler Idempotente und steht in 1-1-Entsprechug mit den
direkten Zerlegungen.

13.4 Chinesischer Restsatz

Satz 13.7 Chinesischer Restsatz. Sei R ein euklidischer Ring. Fir mq,...,m, € R und
m=myq-...-my, betrachet man die simultanen Kongruenzen

() x=b;(mod my),...,x=b,(mod m,)
und den Ring-Homomorphismus (soagr R-Algebra-Homomorphismus)
¢:R/(m) — R/(my) x ... x R/(m,) mit ajmod m] — (a[mod my],...,a[mod m,])
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
(1) ¢ ist bijektiv (und damit Isomorphismus)

(2) Zu allen by,..., b, € R gibt es Losung a € R von (*) eindeutig bis auf Kongruenz
modulo m

(8) Die my,...,my, sind paarweise teilerfremd

Zusatz: a = blalmﬂl +...+ bnanmﬂn lost (%) falls 1 = a1t A+ A

Beweis. Die angegebene Abbildung ist ein Homomorphimsus von R/(m) in R/(mq) X ... X
R/(m,,), weil es in jeder Komponente einer ist. Die Losbarkeit aller simultanen Kongruenzen
(%) bedeutet aber gerade die Surjektivitat dieser Abbildung, die Eindeutigkeit die Injektiviét.
Also sind (1) und (2) dquivalent. (1) < (3) nach Kor. ?77.

Der Zusatz folgt so

biaiﬂ =0= blaiﬂ (mod m1) firi>1
m; m;

m m m m m
a=bja— +bas—+ ...+ ba,— =by(a;— + ... + a,—) = by (mod my)
ma mo my my mp,

und ebenso fiir mo, ..., m,. L.
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13.5 Chinesischer Restsatz fiir ganze Zahlen

Lemma 13.8 Ist d grosster gemeinsamer Teiler der kq, ..., k, , so gibt es

a; €Z mit d=a1ky + ...+ anky,

Beweis und Algorithmus. Falls n = 2 nach Bezout (erweiterter euklidischer Algorithmus).
Fir n > 2 rekursiv.

e Bestimme ¢; mit d,,_1 =GGT(ky,..., k1) =c1ki+ ...+ co1kn_1

e d =GGT(dy, k,). Bestimme b, a,, mit d = bd,,_1 + a,k,

[ alzbcl,...,ak,lzbck,l ]
Satz 13.9 Chinesischer Restsatz [Chinese Remainder Theorem]. Fir mq,...,m, € 7Z und
m=my-... -my, sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) Z/(m) = Z/(m1) X ... x Z/(my) (mit a[modm] +— (a[modm,], ..., a[modm,]))

(2) Zu allen by, ..., b, € Z gibt es (bis auf Kongruenz modulo m eindeutig bestimmte)
ganzzahlige Lisung a der simultanen Kongruenzen

() z =b; (modmy),...,z = b, (modm,)

(3) Die my,...,my sind paarweise teilerfremd [pairwise prime]

a=bai;-+... + bnanmﬂn lost (%) falls 1 = A+ A

Beweis. Die angegebene Abbildung ist nach Kor.3.7 und Lemma 1.15 ein Homomorphimsus
von Z/(m) in Z/(my) X ... X Z/(m,) und nach Kor. 1.14 der einzige. Die Losbarkeit aller
simultanen Kongruenzen (x) bedeutet aber gerade die Surjektivitéit dieser Abbildung, die
Eindeutigkeit die Injektividt. Da Z/(m) und Z/(mq) X ... x Z/(m,) beide m-elementig sind,
ist hier Surjektivitdt und Injektivitédt gleichbedeutend, d.h. Existenz- und Eindeutigkeits-
Aussage von (2). Der Zusatz folgt so

m

bia,— =0= blaiﬁ (modm,) firi>1
m; my

m m m m m
a = blal— + blag— + ...+ blan— = b1<(11— + ...+ (ln—) = b1 (modml)
mq mo my mq My,

und ebenso fiir ma, ..., m,. Also folgt aus (3) die Losbarkeit simultaner Kongruenzen mit
dem Lemma angewandt auf k; = 7. Ist die Eindeutigkeit vorausgesetzt, so betrachte

z =0(modm,),...,x =0 (modm,)

Jedes Vielfache des KGV der my,...,m, ist eine Losung, insbesondre m. Wegen der Ein-
deutigkeit ist m das KVG, also sind die my, ..., m, paarweise teilerfremd. .
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13.6 Partialbruchzerlegung

Satz 13.10 Jedes Element 5 aus dem Quotientenkdrper eines euklidischen Rings kann als
g+ Summe von Partialbriichen z% geschrieben werden mit irreduziblen plg, o0h < dp und

5q < 5f.

Beweis. Sei g = p’fl - Pl mit primen p; und

lfi+1 Em

lei
qi:plfl-...-pifll “Dil e Dy
Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es

a A,
f=aq+ ...+ amgnm, i=%+---+7
g 1 m

1 m

Es bleibt also die Behauptung fiir Quotienten 1% zu zeigen. Das geht mit Induktion iiber k.
Dazu durch Division mit Rest ergibt

a

a=>bp+r, -
p

r b
=—+4+—— mitor<odop O
pF | phel

14 Endlich erzeugte Moduln iiber euklidischen Ringen

14.1 Untermoduln freier Moduln

Aus dem Invariantenteilersatz erhilt man

Korollar 14.1 Zu jedem R-Untermodul U eines freien R-Moduls F' von Rang n iiber dem
euklidischen Ring R gibt es eine Basis f1,..., fn von F, r <n und d; € R mit d;|d;11, 7 <n
so, dass di fi,...,d,f, Basis von U ist. Insbesondre ist U ein freier R-Modul von Rang .

Algorithmus. Ist eine Basis a: eq, ..., e, von F gegeben und ein Erzeugendensystem a; von
U, so sei A die Matrix, deren Spalten die Koordinaten der (a;)* sind. In B notieren wir
die Koordinaten (f;)* der jeweils giiltigen Basis fi,..., f,, d.h. am Anfang ist B die n x n-
Einheitsmatrix. Bei jeder Zeilenumformung von A fithren wir die entsprechende Spaltenum-
formung von B aus. Haben wir A in D iiberfiihrt, so hat die gesuchte Basis g : fi,..., f, als
Koordinaten (f;)* die Spalten von B. Wir wihlen r maximal, mit d, # 0.

Beweis. d; # 0 fiir alle ¢ < r. Dann wird U nach Lemma 7?7 auch von den Elementen erzeugt,
deren Koordinaten bzgl. £ die ersten r Spalten von D sind, d.h. von den d; f1, ..., d, f.. Diese
erzeugen U jedoch frei: Aus Y. rd;f; = 0 folgt r;d; = 0 (da die f; eine Basis von F' bilden)
und r; = 0 wegen der Nullteilerfreiheit. [J Ist U nicht schon als endlich erzeugt gegeben. muss
man beim Invariantenteilersatz nachbesseren und auch unendliche viele Spalten erlauben,
darf aber auch passende Vielfache einer Spalte simultan von unendlich vielen anderen Spalten
abziehen. Dann sind nach endlicher Zeit alle Spalten bis auch endlich viele zu Nullspalten
geworden. Und die Nullspalten darf man einfach weglassen.
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14.2 Struktursatz

Theorem 14.2 Jeder n-erzeugte R-Modul tiber einem euklidischen Ring R ist isomorph zu
einem direkten Produkt R/Rdy x ... X R/Rd, zyklischer Moduln.

Dabei heisst ein Modul zyklisch, wenn er von einem Element erzeugt wird, also homo-
morphes Bild von R ist.

Korollar 14.3 Jede n-erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu einem direkten Produkt
Z/(dy) X ... x Z/(d,) zyklischer Gruppen.

Korollar 14.4 Fiir einen euklidischen Ring R ist jeder zyklische R-Modul M von der Form

R/Rd d.h. prisentiert durch eq; de; 0 und d ist durch den Isomorphietyp von M bis aud
Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Eine zyklische abelsche Gruppe ist von der Form Z/(d).

d ist eindeutig dadurch bestimmt, dass dz = 0 fur alle x € M. [J

Korollar 14.5 Jeder endlich erzeugte Modul M tiber einem euklidischen Ring R ist endlich
prasentiert und isomorph zu einem direkten Produkt

M =R/ x ... x R/(p*), p; prim oder 0

primérer zyklischer Moduln. Hat man eine Prdisentierung gegeben, so erhdlt man diese Zer-
lequng auf dem Weg tiber die Diagonalisierung der Prdsentierungmatric und die zugehorige
direkte Zerlegung in zyklische Moduln R/(d;) mit den Diagonaleintrige d;, die Primfaktor-
zerlegung der d; und den chinesischen Reststatz angewendet auf die R/(d;). Faktoren R/(1)
sind trivial und konnen wegfallen. M st zyklisch genau dann, wenn die py, ..., ps paarweise
teilerfremd sind. In diesem Fall sind pf durch den Isomorphietyp von M bis auf Assoziiert-
heit eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir haben M = R"™/U mit einem Untermodul U. Als Prisentierungsmatix nehmen
wir zunédchst die Matrix, deren Spalten gerade die Elemente von U sind. Nach dem Satz
iiber invariante Teiler gibt es eine Basis von R"™ bzgl. deren die Présentierung durch eine
Diagonalmatrix gegeben wird. Die Eindeutigkeit im zyklischen Fall folgt aus der eindeutigen
Primfaktorzerkegung. [J

14.3 Modul zu einer linearen Abbildung

Ist V ein K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus. d.h. K-lineare Abbildung von V' in
sich, so wird V' durch Einsetzen von ¢ zum K[z]-Modul g4V

f(z)v = f(@)(v) = 19V + 110(V) + 19*(V) + ... + 1" (v) fiir f(z) = Z rixt

1=0

vgl.Ubung. Die Untermoduln sind gerade die ¢-invarianten K-Untervektorraume (d.h. ¢(u) €
U fir alle u € U).

Jeder K|[x]-Modul M ist von dieser Art: Er ist ein K-Vektorraum, da K[z] eine K-Algebra
ist und man definiert eine lineare Abbildung ¢ mit f(¢)(v) = f(z)v durch

o(v) :=xv € M.

Literatur: F.Lorenz, Lineare Algebra II: B.Hartley, T.O.Hawkes. Rings,Modules and Linear
Algebra; F.R.Gantmacher, The Theory of Matrices



104 14 ENDLICH ERZEUGTE MODULN UBER EUKLIDISCHEN RINGEN

14.4  Annullator
Ist M ein R-Modul, so ist (wie man leicht sieht)
I =AnngM ={re R|Yve M : rv =0}
ein Ideal von R, der Annullator.
AnngM = {r € R|re; = ... =re, = 0} falls M erzeugt von ey, ..., e,.
M wird auf natiirliche Weise zum R/AnngM-Modul
TV = 1.

Da der Ring R euklidisch ist, ist der Annullator ein Hauptideal. Hat man einen K[z]-Modul,
so wird der Annullator erzeugt von einem Polynom m(z) kleinsten Grades so, dass m(¢) =0
die Nullabbildung ist: m(¢)(v) = 0 fiir alle v € V. Ist m(x) = 2" 4+ 12" + ... + 79
normiert auf Leitkoeffizient 1, so ist’s eindeutig bestimmt und heisst das Minimalpolynom
von ¢ bzw. dessen Matrix A.

14.5  Zyklische Moduln
Ein R-Modul M heisst zyklisch, wenn er von einem Element g erzeugt wird: M = Rg.

Proposition 14.6 Die zyklischen R-Moduln M = Rg sind gerade die Moduln mit Prisen-
tation '

g; mg =0
Dabei (m) = AnngM und M = R/(m). Insbesondre M frei genau dann, wenn m = 0.

Das ist klar, aber doch noch’n Beweis. Da R von 1 frei erzeugter R-Modul ist, gibt es eine R-
lineare Abbildung 7 von R auf M mit 7(1) = g. Dann ist Kernm = AnngpM = (m), da jedes
Ideal eine euklidischen Ringes Hauptideal ist. Nach dem Homomorphiesatz M = R/(m),

dem Modul mit Présentation g; mg 20.0
Satz 14.7 Ein K|x|-Modul g4V ist zyklisch mit Erzeugendem vy und Minimalpolynom m =

m(x) = Y. 7z’ vom Grad n genau dann, wenn der K-Vektorraum V Dimension n und

folgende Basis hat und ¢ bzgl. dieser die Frobenius-Matriz A zum Polynom m(z)
0O 0 0 ... 0 —n
1 0 0 ... 0 —n

) . 0 1 0 0 —r
’U07¢(’U0)7¢ (UO)7“‘7¢ (UO)v A= <. . .. . .

0 0 0 —7p_o
0 0 | —Tp-1

Und m(z) = (x — \)™ genau dann, wenn ¢ bzgl. folgender Basis als Matriz die transponierte
etnes Jordanblock Jy ,,

A0 0 .0
1 X 0 0
Vo, (¢ - )\’Ld)(’l)g), R <¢ - )‘id)n_l(v())a J)\,n = : B
0 1 A0
0 1 A
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Wall man den Jordanblock selbst haben, so muss man die Basis riickwdrts lesen.

Beweis. Ist R = KJz|, so m = m(x) von Grad n genau dann, wenn K[z|/(m(x)) ein n-
dimensionaler K-Vektorraum ist mit Basis 1,2, 22, ..., 2" ! modulo (m(x)). Das iibertrigt
sich dann mit dem Isomorphismus auf V' mit 1 + (m(z)) — vg. Dass A die Matrix von ¢ ist
ergibt sich aus

m(@)(v) = 0 also ¢"(v) = — (1o + 116(v) + ... + P_16"" (1)),

Die (x — A\)* erzeugen den K-Vektorraum K|[z]: man erhilt induktiv alle 2% im Erzeugnis,
da (z — A\)* = 2% + pp(2) mit einem Polynom pi(x) vom Grad < k. Folglich erzeugen die
(z — N, k < n, modulo m(z) = (z — A\)" den Vektorraum K|x]/(m(x)) und bilden eine
Basis (da wir schon dim = n wissen). Dass die Matrix so aussieht, siecht man an

2z —a)f =@ - NN +z - =z - N+ (- O

14.6 Normalformen

Theorem 14.8 Jeder Endomorphismus eines endlichdimesionalen K -Vektorraums kann bzgl.
einer geigeneten Basis beschrieben werden durch eine Matriz, die blockdiagonal zusammen-
gesetzt ist aus Frobeniusmatrizen zu Polynomen m;(x) € K[z|. Dabei kann man verlangen

o m;(z)|my1(x) fir alle i, Frobenius- oder rationale Normalform mit invarianten Teilern

e [st K algebraisch abgeschlossen, z.B. K = C, so kann man in der Weierstrass-Normalform
die Frobeniusmatrizen durch Jordanblocke ersetzen und erhdlt die Jordan-Normalform

Beweis. Folgt sofort aus den beiden Strukturséitzen und der Beschreibung der zyklischen
Moduln. 00 Auch der Rechenweg ist klar, wenn man einmal eine Prisentierung des K[z]-
Moduls hat.

14.7 Charakteristische Matrix

Theorem 14.9 Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis o : eq,. .., e, und sei ¢ eine K-lineare
Selbstabbildung von V' mit Matriz A bzgl. a. Bzgl. der Erzeuger e, ..., e, des K[z]-Moduls

die charakteristische Matrix A — 2 E von ¢ ist eine Prisentierungmatriz von ks V |

Beweis: Jeder K[z]-Modul mit durch e; bezeichneten Erzeugern, der die Relationen in A—xE
erfiillt, wird schon als K-Modul von disen erzeugt. Und man kennt den durch ¢ bestimmten
Klz]-Modul g4V, wenn man weiss, wie die Basisverktoren abgebildet werden. Diese Infor-
mation steckt aber gerade in der Matrix A und die Matrix A—x E schreibt’s um in Relationen
des K[z]-Moduls. 0. Wir stellen dazu zunéchst fest, dass die Erzeuger e; des Moduls g5V
die durch A — xF gegebenen Relationen erfiillen: das ist gerade die Zuordnung von A zu ¢:
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es gilt ¢(e;) = >, a;je;. Folglich gibt es eine surjektive K[z]-lineare Abbildung x vom freien
Klz]-Modul M mit Présentierungsmatrix A — 2FE auf g4V mit e; — e;. M wird von den
x(e;) als K[z]-Modul erzeugt. M ist auch ein K-Vektorraum. Der von den x(e;) erzeugte K-
Untervektorraum U von ist aber auch ein K[z]-Untermodul, da zx(e;) = >, a;;X(e;) wegen
der Prasentierung. Also U = M und somit dimg M < n. y ist aber auch K-linear. Da es
surjektiv ist und dimg V' = n, muss es auch ein Isomorphismus sein. [J

14.8 Mehr zur Zerlegung einer linearen Abbildung

Zusatz 1. Die Basis « des freien K[z]-Moduls und die Matrix A — zF kann man nach dem
Satz von den invarianten Teilern umformen in eine Basis f1, ..., f, und Diagonalmatrix mit
normierten Diagonaleintréigen 1,...,1,ds,...,d, € K|z|, d;a/1 fiir i > s, und erhélt so eine
direkte Zerlegung in zyklische Untermoduln mit Minimalpolynom d;

V=K@lf®... &K[z]f

wobei f; = Z bjikgﬁk(ei) in V falls f; = Z(Z bjika:k)ei im freien Modul.
ik k

(2

Zusatz 2. Der K-Vektorraum V hat Basis

fi, gb(fz), ce ,gbni_l(fi), 1= S,...,n, N; = degdl

Beziiglich dieser Basis hat ¢ eine Matrix A’, die blockdiagonal zusammengesetzt ist aus den
Frobeniusmatrizen oder Begleitmatrizen zu den Polynomen d;.

Zusatz 3.det(A —zE) =~ dy ... d,, n=dimgV =degdet(A—zFE)=>".degd,.

Zusatz 4. Man kann so umformen, dass d;|d;.; fiir ¢ < n. Dann sind die d; die bis auf =
eindeutig bestimmten invarianten Teiler von ¢, es ist d, das Minimalpolynom von ¢ und
man spricht von A’ als Frobenius- oder rationaler Normalform zu A.

Zusatz 5. (Cayley-Hamilton) Das KGV (dy, ..., d,) ist assoziiert zum Minimalpolynom m(zx)
von ¢ und teilt das charakeristische Polynom von ¢. Und per definitionem gilt m(¢) = 0.
Zusatz 6. Zerlegt man die d; in Potenzen d;; teilerfremder normierter irreduzibler Polynome,
di = d;1 - ... dip,, so erhédlt man eine direkte Zerlegung in primére zyklische Untermoduln
mit Minimalpolynom d;,

V=Kz|fa® - & Klz]fem, ®... 0 Kx]fr1 & & K[z fam,

WObei fih = (dz/dzh)fz = (dzl ((;5) o... di,h—1(§b> (¢] di’hﬂ(qﬁ) o...0 dzml(qs))(fz) n V
Zusatz 7. Der K-Vektorraum V hat Basis

fih7¢(fih)7"'7¢nih_1<fih)a Z.:Sw'wn? h = 1a'~-7mia nih:degdih'

Beziiglich dieser Basis hat ¢ eine Matrix A’, die blockdiagonal zusammengesetzt ist aus den
Frobeniusmatrizen zu den Polynomen d;h.

Zusatz 8. Die Elementarteiler d;;, von ¢ sind eindeutig bestimmt und man spricht von A’ als
Weierstrass-Normalform zu A.

Zusatz 9. Sind die d;;, Potenzen linearer Polynome d;, = (z — A\jp)™"* so hat der K-
Vektorraum V' die Jordanbasis

(¢ - )\ihid)nih_l(fih)v sy (¢ - )\Zth)(flh)a fih7 1= Sy, h = 17 cee, My
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Beziiglich dieser Basis hat ¢ eine Matrix A’ die blockdiagonal zusammengesetzt ist aus
n;p, X n;p, Jordanblocken Jy,, n.,

Zusatz 10. Die Zerlegung ist, wenn sie existiert, eindeutig bis auf die Reihenfolge der Blocke
und A’ heisst Jordansche Normalform zu A. Man kann eine Zerlegung stets erreichen, indem
man zum algebraischen Abschluss von K {ibergeht.

Beweis. Zusatz 1 und 2 sind klar. Zusatz 3 folgt sofort daraus, dass det(A — xF) nach
LA Leitkoeffizient (—1)" hat und daraus, dass die Determinante bei Umformungen bis auf
eine Einheit unverandert bleibt. Dazu muss man sich klar machen, dass das ebenso fiir
Determinanten iiber euklidischen Ringen gilt, z.B. weil die Umformung auf Dreicksform und
die LR=Zerlegung nach wie vor méglich sind (vgl. Ubung).

Die weitere Umformung in Zusatz 4 folgt aus dem Algorithmus zu den invarianten Teilern,
die Eindeutigkeit kommt noch. Dass dann d,, Minimalpolynom ist, ist klar. Zusatz 5 ergibt
sich daraus, dass die maximalen auftretenden Primpotenzen in den d; und damit das KGV
der d; eindeutig bestimmt sind. In der Diagonalmatrix aus Zusatz 4 ist das aber d,, und ein
Teiler des charakeristischen Polynoms. Die Zusétze 6-10 folgen sofort aus dem Struktursatz
und den noh zu beweisenden Eindeutigkeitsaussagen. [

14.9 Eindeutigkeit

Satz 14.10 Je zwei Basen eines freien R-Moduls iber einem euklidischen Ring haben gleiche
Elementanzahl - den Rang

Bem. Ist M ein R-Modul und I ein Ideal von R, so hat man einen Untermodul
IM ={ra|rel,aec M}.

Beweis des Satzes. Wir brauchen’s nur fiir endliche Basen von M. Sei p ein Primelement
von R, also K = R/(p) ein Kérper. Sei V.= M/(p)M. Ist a4,...,a, eine Basis, so haben
wir M = R"™ und somit V = K™ - wir rechnen mit n-Tupeln modulo (p). Somit ist V' ein
K-Vektorraum und n eindeutig bestimmt.

Derselbe Beweis geht allgemeiner fiir kommutative Ringe: man muss mit dem Zornschen
Lemma zeigen, dass es ein maximales Ideal I gibt. Dann R/I ein Kérper (vgl. Ubung). O

Theorem 14.11 In der Zerlequng eines endlich erzeugten Moduls tiber einem euklidischen
Ring in primdre zyklische Moduln sind diese bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass s eindeutig bestimmt ist. Dazu nehmen wir an, dass M
direktes Produkt nach Kor.5.19 ist

M = R/(p") x ... x R/(p}") x R®

mit primen p; und betrachten wir den Untermodul T = R/(p¥*) x ... x R/(p}") x 0°. T
besteht genau aus den Torsionselementen

T={aeM|3IreR:r+#0undra=0}.

Andererseits M /T = R®, also freier Modul vom Rang s. Da T' durch eine abstrakte Eigen-
schaft definiert ist, ist der Isomorphietyp von 7" unabhéngig von der konkreten Produktzer-
legung und somit s nach obigem Satz eindeutig bestimmt.
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Sei nun p ein Primelement und den Untermodul
Ny(M) = {x € M | pz = 0}

Nun ist N,(M) ein R/(p)-Vektorraum und dessen Dimension ist gerade die Anzahl der p-
priméren zyklischen Summanden, d.h. der p; = p.

Bilden wir den Faktormodul M/N,(M), so wird aus einem Summanden R/(p*) von
M ein Summand R/(p*~') von M/N,(M). Damit kénnen wir induktiv die Anzahl dieser
Summanden bestimmen. Explizit ist die Anzahl der Summanden R/(p*) gerade

dim M/N}1 (M) — dim M/N} (M)

d.h. gerade die, die nach £—1-maligem Faktorisieren eindimensionale Vektorrdume geworden
sind und dann beim néchsten Faktoriseren verschwinden. [J

Alternativ kénnen wir mit Untermoduln argumentieren. Natiirlich kénnen wir annehmen,
dass die p; entweder gleich oder nicht assoziiert sind. Zu gegebenem Primelelement p fassen
wir nun alle Faktoren mit p; = p zusammen. 0.B.d.A. sind das die py,...,p, und es gilt

T=PxWmit P=R/(p") x...x R/(P™), W =R/(p"") x ... x R/(p}") x R
Dann ist P charakterisiert als p- Primdrkomponente
P={a€c M|3k: p*a=0}.
Wie finden wir nun die k;? Dazu bemerken wir, dass
P=Rg ®...® Rg, mit p*ig; = 0,p" g, #0.

Der Untermodul P, = (p*)P = {p*a | a € P} wird also erzeugt von den p*g; und es gilt
pPr = Pry1 € Pg. Bilden wir nun den Faktormodul P;/Py.1 so ist p im Annullator, d.h.
Py /Pyyy ist auf natiirliche Weise ein R/(p)-Vektorraum und hat eine eindeutig bestimmte
Dimension n;: die Anzahl der ¢ mit k; > k. Die n; sind schon durch den abstrakten Modul
P, also auch durch M eindeutig bestimmt. Aus ihnen lassen sich A und die k; bestimmen:

h = ny. Schreiben wir die Exponenten kq, ..., k, von p in der Form
hlz...:h1<h2...:h2<...
N N o
Vv Vv
mi m2
sogilt ny=...=np >Npp1=...=Np, > ..., My =Npy — Npy, Mo = Npy — Npgy e - - -
N ~~ g N ~~
mi m2

Am besten denkt man sich hier wieder die ‘Jordanketten’
9 = pgi = p*gi — ... = pFilg = 0.

Korollar 14.12 Die invarianten Teiler (Elementarteiler) einer Matriz dber einem euklidi-
schen Ring sind eindeutig bis auf Assoziiertheit (und Reihenfolge).

Beweis. Wie erhalten wir die Eindeutigkeit der d;? Wir fassen die Matrix als Préasentierungs-
matrix eines Moduls M. Die Anzahl der d; = 0 ist die der freien Summanden = R, also
s = n —r. Sind die d;~/ 1 in Primpotenzen zerlegt, so treten wegen d;|d, zu jedem p die
hochsten Potenzen in d, auf, die zweithochsten in d,_; usw. Da die Vielfachheit der auf-
tretenden Primpotenzen nach dem Vorangehenden eindeutig bestimmt ist, sind auch die d;
eindeutig bestimmt. [J Das System dieser Primpotenzen heisst auch System von Elementar-
teilern von A. Man kann natiirlich auch umgekehrt aus der Eindeutigkeit der invarianten
Teiler auf die der Elementarteiler schliessen und daraus auf die Eindeutigkeit der Zerlegung.
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14.10 Ahnliche Matrizen

Satz 14.13 Fliir zwei n x n-Matrizen A und A’ iiber einem Kéorper K sind dquivalent
e A und A’ sind shnlich, d.h. es gibt eine invertierbare Matriz S iber K mit A’ = S™1AS

e A—xFE und A —xE sind dquivalent, d.h. es gibt invertierbare Matrizen P und Q) iiber
Klz] mit A" —aFE = P(A—2E)Q

Die K-Moduln g4 K" und ganK™ sind isomorph

A und A’ haben ‘dieselben’ invarianten Teiler

A und A’ haben ‘dieselben’ Elementarteiler

A und A’ haben dieselben Determinantenteiler

Beweis. 1 = 2: ST A —2E)S=5S"1AS —zE=A —2E. 2= 3: A—2FE und (A — zE)Q
erzeugen denselben Untermodul U von Klx]". Bzgl. der Basis P~ von Klz]" haben die
Spalten von (A — 2z F)Q die Koordinaten P(A —xE)(Q. Also prasentieren sowohl A —zE wie
auch A" — zE einen zu K" /U isomorphen Modul. Nun benutze, dass die charakteristische
Matrix eine Prasentierungsmatix ist.

3 = 1: Der Zusammenhang zwischen dem Modulisomorphismus o : g4 K" — g4 K" und
der Matrix S ist o(v) = Swv. Ist o gegeben, so ist es auch bijektiv und K-linear und man
kann ein solches S finden. Wegen der K[x]-Linearitét gilt insbesondere fiir alle v ASv =
Aov = zovo(zv) = SA'v. Ist S gegeben und w : g K" — ga K" mit wo = S~ w, so fiir
alle v

fa@ww) =Y nA%ww) => r(STAS)S o = ST ARy =

k k k
=S ndf = w(f(x)v).
k

Dass (3) aus (4) bzw (5) folgt, ist folgt aus der Existenz der Zerlegungen (Zusatz 1 und 6),
die Umkehrung aus der Eindeutigkeit. Der k-te Determinantenteiler von A ist dabei defi-
niert als der normierte GGT aller k x k-Unterdeterminanten von A — zE. Dieser dndert sich
bei Unformungen nicht. Aus der Diagonalgestalt liest man aber ab, dass der k-te Determi-
nantenteiler das Produkt der ersten k& invarianten Teiler ist. Folglich bestimmen sich diese
wechselseitig. [

Beispiel
2 100 0
Sei V' ein Q-Vektorraum mit Ba- 0 200 O
sis eq, ..., e; und ¢ der Endomor- 0 020 O
phimus mit Matrix 1 101 —4
-1 0 0 1 =2

Die charakteristische Matrix wird diagonalisiert nach dem Satz iiber die invarianten Teiler
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E|A—-zE

14 ENDLICH ERZEUGTE MODULN UBER EUKLIDISCHEN RINGEN

> (fry fs) | A
10000 2—2 1 0 0 0
010001 0 2—2 0 0 0
001001 O 0 22—z 0 0
000101 1 1 0 1—2 —4
000011/ -1 0 0 R R
S1:=851—(2—1x)52
1000 0 | 0 1 0 0 0
010001 —2-2?2—2 0 0 0
00100 | 0 0 22—z 0 0
000101 -1+ 1 0 1—2 —4
00001 | —1 0 0 1 —2—x
72:=72—(2—x)Z1, Z4 = Z4 — Z1, S1 <+ S2
1 0000 (1 0 0 0 0
2—2 1000 0 —(2-2)2 0 0 0
0 01001 O 0 2—2 0 0
1 00101 0 —1+x 0 1—2 —4
0 00011 0 1 0 1 —2—x
S2:= 952+ 54, S5:= —(S5+ (2 + x)54)
1 0000 (1 0 0 0 0
2—2 1000 ] 0 —(2-2)2 0 0 0
0 01001 O 0 2—2 0 0
1 00101 0 0 0 1—-z 2°4x+2
0 00011 O 0 0 1 0
Z4:=74—-(1—2)Z5
1 000 0 |1 0 0 0 0
2—2 100 0 || 0 —2-2?% 0 0 0
0 010 0 | O 0 2—2 0 0
1 001 1—xz | 0 0 0 0 z22+z+2
0 000 1 | O 0 0 1 0
S4 > 82, Z5 > 72, Zb «» Z4, S4:= —54|
1 0 00071 10 0 0 0
2—x 0 010 01 0 0 0
0 0 1001 00 2—2 0 0
1 1-z 0011 00 0 (2—2x)? 0
0 1 0001 00 0 P+ +2

dlzdgzl, d3:2—$, d4:(2—l‘)2, d5:$2+l’—|—2

Charakteristisches Polynom

Minimalpolynom
Eigenwerte 2 ( geom.
_1 4 VT
2 =72

(x =232 +2+2)
(x —2)%*(2* + 2 +2)

Vielf. 2, alg. Vielf. 3)

Daraus erhélt man die Zerlegung von V' in zyklische Untermoduln: die Erzeuger sind jeweils

die Bilder fi,..

., f5 in V' der neuen Basisvektoren fi, ..

., f5 des freien Moduls Q[z]°. Die
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wo 0 sind, kann man vergessen, hier fl und fQ weil da an entsprechender Stelle der neuen
Présentierungsmatrix A’ eine 1 steht (lies 1f; = 0). Wir priifen mal nach, dass wirklich

fi=0

fl:el+(2—x)62+e4:el+262—¢(62)+e4:61+262—(61+262+e4)—|—e4:0

Bleiben (dass sich die so einfach ergeben, ist ein dummer Zufall, im allgemeinen muss man
hier wieder die Matrix A anwenden)

fs = €3, JE4 = €2, f5 = €4
mit den Relationen
2—2)fs=0, (2—2)2fs =0, (2> +2+2)f5 =0
Daraus kann man die Struktur von V' als Q[z]-Modul ablesen und passende Basen wihlen

Vo= Q@l/2-2) x Q]/(2-2)* x Q]/(@*+z+2)

1 1,z 1,z
V = Qs @ Qufi @ Q[z]f5
fs f4,$f4 f5,$f5
€3 €2, (b(€2) €4, ¢(e4>
0 0 1 0 0
0 1 2 0 0
1 01,10 0f,]60
0 0 1 1 1
0 0 0 0 1

Die zugehorige Matrix von ¢ ist dann

20 0 0 O
00 —4 0 0
A=101 4 0 0
00 0 0 =2
00 0 1 -1

Da die zugehorigen Polynome Potenzen irreduzibler sind, ist A” schon Weierstrass-Normalform.
Den Erzeuger eines zyklischen Untermodulns kann man auch mit einem modulo des zugetri-
gen Mimimalpolynoms invertierbaren Polynom multiplizieren und hat dann immer noch
einen Erzeuger.

Die Frobenius-Normalform erhélt man, indem man soweit wie méglich nach dem chinesischen
Restsatz zusammenfasst. Hier geht das mit (2 — z)? und 2% + = + 1. Die beiden Erzeuger f4
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und f5 addiert man gerade zusammen zu einem Erzeuger f; + f5 der direkten Summe

V = Q]/(2-2) X Qlz]/((2 — 2)*(2* + = +2)
1 1,2, 2% 23
V =  Qllfs @ Q[z](fi + f5)
fs fot Foa(fat fo), 2 (fa+ f5), 23(fa+ f5)
es s + eq, Plea + €4), 9 (e + e4), 0> (ea + €4)
0 0 1 4 12
0 1 2 4 8
1 101,11 0 1,1 O
0 1 2 1 13
0 0 1 —1 -1

mit Matrix in Frobenius-Normalform

2000 O
0000 =8
A"=101 0 0 4
0010 2
0001 3

da (2—2)*(2* + 2 +2) =a2' — 32 — 22 — 4w + 8.
Natiirlich gibt es auch andere Erzeuger von Q[x](f 2+ I 5): alle

b(x) fi+ a(z) f
wobei b(z) invertierbar mod (2 — x)?,  a(x) invertierbar mod x* + x -+ 2

Will man die Jordan-Normalform, so muss man im Prinzip alles iiber C angucken. Die
Zerlegung in zyklische Untermoduln geht zunéchst genauso, nur geht’s jetzt noch weiter, da
man zerlegen kann

P +2+2=(r—N)(z—\) mit /\:_714—?2', X:;—gi
C> = Clz]/(2—2) times Clz]/(2—1x)® times Clz]/(x —\) times Clz]/(x — N
1 x—21 IRP) —2i3A
C = Chfs o Clalfs ®  Chlfn @  Clhlfs
fa (& =2)fi, fa (=X fs (=N fs
es (¢ — 2id)(ez), €2 (¢ — Xid)ey (¢ — Nid)ey
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 ol.]0 0 0
0 1] 10 =L o7 S
0 0 0 1 1
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Jordanmatrix von ¢

2 00 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

000 F+¥% 0

000 0 =

Es ist namlich z — A= 2iSAmod x— A und 2 — A = —2i3)\ mod x — \ da

—1 1 —

= )\ )
T RS Ts

Eigenvektoren

fs, (x — 2) f4 zum EW?2
1 V7

f51 zum EW — + —1

2 2
< -1 7
f52 zum EW 5 = \/7_1

Letztere hiatte man auch auf die aus LA bekannte Art bekommen. Dass man bei mehrfachem
EV nicht ohne weiteres die richtige, d.h. zu Jordanbasis ausbaubare Basis des Eigenraums
findet, sehen Sie in der Ubung. Darum der Aufwand.

15 Irreduzibilitdt von Polynomen

15.1 Irreduzibilidt ganzzahliger Polynome

Sei R ein Integritétsbereich, etwa Z.

Lemma 15.1 Seiw : R[z] — R'[y] Homomorphismus, R, R’ Integrititsbereiche, f =Y a;x" €
R[z] mit m(x) € R* und wf =Y 7(a;)y" irreduzibel in R'[y] und deg f = degw(f). Dann ist
[ irreduzibel in R|x].

Solche Homomorphismen entstehen z.B. aus Homomorphismen R — R’ mit z — y. Beispiel:
25 — 2% + 1 ist irreduzibel in Z/(2)[z] (weil da x + 1 und 2? 4+ z + 1 die einzigen irreduziblen
von deg < 2 sind, aber keine Teiler unseres Polyoms), also in Z[z| irreduzibel.

Beweis. Aus f = gh in R[z| folgte also 7 f = mgmh in R'[y] und damit deg mg = degw f oder
degmh = degwf, also deg g = deg f oder degh = deg f. [

Satz 15.2 (Eisenstein) Zu f =Y a;z" in R[z] gebe es primes p € R mit
p 1, plas fiir alle i < n, 5 fag

Dann ist f irreduzibel in R[z].

Beweis. Angenommen f = gh mit g = Y, _ biz; und h = > 7 j¢a’. Dann ag = byco,
also 0.B.d.A. p|by und p 1 ¢g. Da a,, = b,c, folgt p 1 b,.. Sei m minimal mit p t b,,. Dann

P | am = bpco + by—1c1 + ... und plby,_ici, ... also plb,co ein Widerspruch. O
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Bejspiel 15.3 Das Kreisteilungspolynom &=t = 2P~! + ...+ a + 1 ist irreduzibel, falls p
prim.

Beweis mit dem Homomorphismus z — y + 1 von R[z] in R]y|, Eisenstein und

R O Can i R iy

15.2  Polynomring eines faktoriellen Rings

Satz 15.4 (Gauss) Ist R faktorieller Ring, so auch R[z]

Der Beweis braucht Vorbereitung. Sei Quotientenkdrper @ von R. Ein Polynom f = > a;2" €
Rz] ist primitiv, falls GGT(ay,...,a,) = 1. Gleichbedeutend: es gibt kein Primelement p
von R so, dass p|f in R[z]. Ist rf € R[z] fiir ein r € Q*, so ist r € R. Sei nimlich r = ab™!
mit a,b € R und GGT(a,b) = 1. Fiir jedes 7 gilt ab~'a; € R, also blaa; in R und somit b|a;.
Da f primitiv ist, ist b eine Einheit d.h. b~! € R (wegen Eindeutigkeit des Inversen) und
r=ab"! € R.

Zu f =Y ab;'a' € Q[x] gibt es ein r € Q* so, dass rf € R[z] primitiv ist, namlich
r=ba"' mit a = GGT (ag,...,a,) und b= KGV (by,...,b,).

Lemma 15.5 Ist p prim in R so auch in R[x]. Sind f,g € R[x] primitiv, dann auch fg.

Beweis. Der kanonische Homomorphismus 7 : R — R/(p) = R/Rp bestimmt einen surjekti-
ven Homomorphismus

¢ : Rlz] = (R/Bp)[z] mit ¢(Y_ ar’) =) m(a;)a’
mit
Kerng = {Z a;x" | Vi. ma; = 0} = Rlx]p.

Also ist nach dem Homomorphiesatz
R[z]/R[z]p = (R/Rp)|z]

ein Integrititsbereich. Das bedeutet aber, dass p prim in R[x]. Sei nun angenommen, dass
p|fg fiir ein Primelement p von R. Wie oben gezeigt, ist p prim in R[z], also p|f oder p|g,
Widerspruch. [J

Lemma 15.6 Fir alle g,h € Q[z] gilt
gh € Rlz] = 3r € Q*.rg € R[z] und r~'h € R[]

Beweis. O.B.d.A. ist gh = f primitiv in R[z]. Wie oben bemerkt gibt es r, s € Q* so, dass
rg und sh in R[z| primitiv sind. Dann rsf = rgsh € R[z] und daher rs € R. Nach dem

Lemma ist rsf primitiv und somit ist rs Einheit, d.h. es gibt ein t € R mit rst = 1. Es folgt
r~'h =tsh € R[z]. O

Korollar 15.7 g, f € R[z|, g primitiv und g|f in Q[z] = g|f in R[z].
| unzerlegbar in R[zx| < f prim in R[z]
< f € R prim oder f ¢ R unzerlegbar in Q[z| und primitiv in R|x].
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Beweis. Ist f = gh in Q[z] so gibt es nach dem Lemma r € Q* mit rg und r~'h in R[x]. Da
g primitiv ist, ist 7 € R und somit h = rr~'h € R[z].

Ist f € R unzerlegbar in R[x], so f primitiv. Wére f zerlegbar in ([x], so auch mit einem
primitiven g, also g|f in R[z], Widerspruch. Sei schliesslich f primitiv und unzerlegbar, also
prim in Q[z] und f|gh in R[z]. Dann f|g oder f|h in @[x] und somit auch in R[z]. OJ
Beweis des Satzes. Wir zeigen: Jedes f in R|x], das weder Einheit noch 0 ist, hat bis auf
Assoziiertheit eindeutige Darstellung

f= Hpi H g; mit p; prim in R, g; primitiv in R[z] und unzerlegbar in Q[z]

Sei f ¢ R. Da Q|z] faktoriell ist, haben wir f = [[h; mit unzerlegbaren h; in @Q[z] und
somit f = r[]g; mit g; assoziert zu h; in Q[z] und primitiv in R[z]. Da nach dem ersten
Lemma auch [] g; primitiv ist, ist 7 € R und entweder Einheit (dann schlage man es zu g;)
oder hat eine Zerlegung r = [[ p;. Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass alle p; und g;
prim in R[z] sind. O

Korollar 15.8 Sind f,p € R[x], p prim und S O R ein Integrititsbereich mit einem o € S
so, dass fla] = pla] = 0. Dann p|f in R[x].

Beweis. Sei L Quotientenkorper von S, 0.B.d.A. Q C L. Sei d =GGT(f,p) in L[z], degd > 1
da (z — a)|d. Der euklidische Algorithmus liefert sogar eine d € Q[z]. Da p prim, sind p und
d assoziiert in Q[z], also p|f in Q[z] und somit in R[z].

15.3 Faktorisierung iiber Q

Ein simples, nicht effektives Verfahren zur Faktorisierung von Polynomen in Q[x] stammt
von Kronecker. Man kann genausogut das ganzzahlige Polynom zerlegen, dass man durch
Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner der Koeffizienten erhélt. Nach Kor. 77, ist ein
nicht konstantes Polynom f(z) aus Z[z], das in Q[z] reduzibel ist auch in Z[z] reduzibel.
Man wéahle nun Stiitzstellen «y ..., q,, € Z mit m > %deg f. Hat f einen Teiler, so auch
einen Teiler g von Grad < m und g ist durch die g(«a;) eindeutig bestimmt (hat man noch so
ein Polynom h mit h(a;) = g(a;) so hat g—h Grad < m aber mehr als m viele Nullstellen, ist
also nach Horner das Nullpolynom). Aber g(o;)|f(c;) (weil Einsetzen ein Homomorphismus
ist), d.h. es gibt nur endlich viele mogliche g(«;). Aus diesen gewinnt man Teiler-Kandidaten
g vom Grad k£ < m z.B. durch Interpolation. Man muss dann nur solange f durch Kandidaten
g mit Rest dividieren, bis es mal aufgeht und dann mit f/g weitermachen.

k

o) =3 gt [ =2

o
i=0 GAi

16 Korper und Erweiterungen

16.1 Primkorper

Die Charakteristik n = charR eines Ringes R ist die kleinste natiirliche Zahl > 0 mit n-1z =
Og, falls es das gibt, sonst ist sie 0.
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Bemerkung 16.1 Die Charakteristik von R ist n genau dann, wenn der von () erzeugte
Unterring zu Z/(n) isomorph ist. Fir einen Integrititsbereich ist n stets 0 oder prim. Der
kleinste Unterkorper (Primkorper) eines Korpers K ist

e =7/(p) falls charK = p prim
o = Q falls charK = 0.

Beweis. Z ist freier von () erzeugter Ring und hat nur die Z/(n) als homomorphe Bilder.
Also bildet S = {z1 | z € Z} einen zu Z/(n) isomorphen Unterring von R. Ist R ein
Integritédstbereich, so ist n prim und S ein Unterkorper. Ist n = 0, so bilden die {z1(w1)™1 |
z,w € Z,w # 0} einen zu Q isomorphen Unterkoérper.[]

16.2 Einfache Korpererweiterung

Ist K ein Unterring von L und beides Korper, so ist K ein Unterkérper von L (ist a € K
und b € L mit ab = 1 schon b € K) und es ist L ein K-Vektorraum. Dessen Dimension ist
der Grad [L : K] der Korpererweiterung.

Sind K € M; C L Unterkorper, so auch K C M = ﬂiel M; C L. Insbesondere gibt es
also zu a € L einen kleinsten Unterkérper M mit

ae M, KCMC L, wir schreiben M = K(«)
und sagen, K(«) ist einfache Erweiterung von K.
Satz 16.2 Fir einfache Kiorpererweiterungen K(a) gibt es zwei Fille

o K(a) = K(z), dem Kérper der rationalen Funktionen, mit o — x. Dann heisst «
transzendent iber K

o [is gibt ein 0 # f(z) € K(x) mit fla] = 0 in K(«), dann heisst a algebraisch dber
K und es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom m(x) € K[x] minimalen
Grades mit m[a] = 0 in K(a), das Minimalpolynom von « dber K und es gilt

- K(a) = K[z]/(m(x)) mit a — &
—n=K(a): K] =degm(z) und K(«) hat Basis 1,a,...a" ! diber K
— m(x) ist irreduzibel in K [x]

— m(z)|f(x) in Klx] fir alle f(z) € K[z] mit fla] =0
Beweis. Sei fla] # 0 fur alle f(z) # 0. Definiere
¢: Kzl = K(a), ¢(r(z)) = rla]

Das ist gerade der Auswertungshomomorphismus an der Stelle @ und, nach Vorraussetzung
ist Kerng = 0, also ¢ injektiv. Nach Satz iiber Quotientenkdrper haben wir die Fortsetzung

~—

¢: K(z) = K(a), E(M—I) =r[a] - s[a] ™!

s(x

~—
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und es ist das Bild ¢(K (x)) ein Unterksrper von K (a). Da ¢(z) = a, ist das Bild schon ganz
K(a). K(a) wird zum K[z]-Modul unter der Wirkung

r(z)v =r[a] v

und {f(z) € K[x] | fla] = 0} ist ein Ideal I. Gibt es darin ein f # 0, so ist m(z) ein Erzeuger
dieses Ideals: I = (m(z)) und fiir die Ringe bzw. K[z]-Moduln gilt

Klz]/(m(x)) 2 K(a) mit Z+— z[a] 1=«

Die Basis 1,z,...2"! geht also iiber in 1,q,...,a"" . Da K(a) ein Korper ist, ist m(x)
nach Satz 5.15 irreduzibel. [J

Das Rechnen in einer einfachen algebraischen Erweiterung K (a) mit Minimalpolynom m(x) =
ap+ a1+ ...+ 2" geht so

e Die Elemente von K(«) haben eindeutige Darstellung
B = g[oz] =by+ba+...+ bn_la"A

e Addition koeffizientenweise

e Multiplikation: Ausmultiplizieren und dann Vereinfachen mit

n 1

o = —ag— a0 — ... — ap_"
e Inversion: bestimme 1 = h(x)g(z) + r(z)m(x) nach Bezout,
dann 1 = h[a]glal], also hla] = g[a]™!
Bespiele: Q(e) und Q(r) sind transzendent, Q(v/2) und Q(4) sind algebraisch von Grad 2.
Korollar 16.3 Haben o, € L dasselbe Minimalpolynom tiber K C L, so K(«a) = K(f)
Es kann K (a) = K(3) gelten, muss aber nicht. Z.B. 2*—2 irreduzibel iiber Q nach Eisenstein,

Q(V2) = Q(iV2) aber Q(V2) # Q(iv/2).

16.3 Gradsatz
Satz 16.4 Sind K C M C L Unterkorper so
[L:K|]=[L:M]-[M:K]
Beweis. Sei A Basis von M iiber K, B Basis von L {iber M. Dann hat L {iber K die Basis
A-B=(a-flaeApeB)als Liste
Zu v in L hat man

v = Zmﬁ mit 75 € M, rg= Zsaga mit 7.5 € K
BeB acA

v = ngﬁ = Z(Z Sap)f = Z Sapafl

BeEB acA a€A,pEB
also erzeugt A - B den K-Vektorraum L. Zum Beweis der Unabhéngigkeit betrachte

0= Z Sap0f3 = Zrﬁﬁ mit 75 = Zsaga eEM
a€A,BEB acA

Dann r3 = 0, da B Basis von L iiber M und dann s,3 = 0, da A Basis von M iiber K. [
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16.4 Algebraische Erweiterungen

Eine Iteration einfacher Erweiterungen heisst endlich und wird so geschrieben
K(ay)(ag) ... (o) = K(aq, ..., apm)
Eine Erweiterung L O K heisst algebraisch iiber K, falls alle o € L algebraisch iiber K sind.
Satz 16.5 Fliir eine Korpererweiterung L O K sind dquivalent
o [L:K]<o
e [ DO K endliche algebraische Erweiterung

o Esgibtmunday,...,an € L so, dass K(ay, ..., ax)(ags1) algebraisch iber K(ayq, . . ., o)
firk=0,1,... m—1

Beweis: 1 = 2: L = K(f1,...,0,) mit Basis y,...,0, von L iiber K. 2 = 3: L =
K(a,...,a,) nach Voraussetzung und die «; sogar algebraisch iiber K. 3 = 1: Gradsatz
m — 1-mal anwenden. [J Mit dem Gradsatz folgt sofort

Korollar 16.6 Sind L O M und M O K algebraisch, so auch L O K.

16.5  Zerfallungskorper

Satz 16.7 Zu jedem Korper K und Polynom f(x) gibt es bis auf Isomorphie genau einen
Korper L = K(ay,...,ay), in dem f(x) = [[_,(x — a;), den Zerfallungskérper von f(z)
tiber K.

Beweis durch Induktion iiber den Grad. Existenz: Wihle irreduziblen Faktor g(x) von f(x)
und M = Klz]/(g9(x)), a1 = Z, dh M = K(ay). Wir haben nun f(z) = (z — a1)h(x) in
M z] und nach Induktion einen Zerfallungskorper L von M zu h(z), d.h L = M(as, ..., ay)
Jh(x) = (r—ag)-...-(x—ay,) Damit ist L auch Zerfallungskorper von f(x) iiber K. Zum Be-
weis der Eindeutigkeit, miissen wir die Behauptung etwas verschérfen: Ist ¢ : K — K ein Iso-
morphismus mit Fortsetzung ¢ : K[z| — Ki[z], x — 2, und sind L bzw. L; Zerfiallungskorper
von f(z) iiber K bzw, fi(z) = ¢(f) iiber Kj, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L4
mit |K = ¢. Sei wieder g(x) wie oben. Wihle aus den a; € L so, dass nach Umnumme-
rieren glag] = 0. Sei g1(z) = ¢(¢) und nummeriere die Linearfaktoren x — f; von f; so,
dass g1[f1] = 0. Dann M = K(ay) = M; = K;(f1) mit einem Isomorphismus x, der ¢
fortsetzt. Da L Zerféllungskorper von h(z) und Ly von hy(z) = x(h), gibt es nach Induktion
Fortsetztung v : L — L; von y. U

16.6 Mehrfache Nullstellen

Die Ableitung eines Polynoms ist definiert als
(Z a;x’) = Z iazt !
i>1

Es folgt
(f+9)=1f+d, (fo))=Ffg+df
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Lemma 16.8 Sei R Integrititsbereich, f € R[x]. Ist & € R k-fache Nullstelle von f, so «
I-fache Nullstelle von f" mit | > k — 1. Fir charR fk gilt | =k — 1

Beweis. Nach Kor.6.5 kénnen wir Nullstellen abspalten f = (z — «)*g mit g[a] # 0, also
ff=k(z—a) g+ (z — )y = (x — ) 'h mit h=Fkg+ (z —a)g

Ist k-1+#0, so hla] = kgla] #0 0

Ein Polynom in K{z| heisst separabel, wenn es in jeder Erweiterung von K nur Nullstellen
von Vielfachheit 1 hat.

Lemma 16.9 Ist GGT(f, f') = 1 in K|x] so ist f separabel. Ein irreduzibles Polynom in
Klz], K C C, ist stets separabel.

Beweis. Hat f mehrfache Nullstelle o, so haben f und f’ gemeinsame Nullstelle o also
d = GGT(f, f') in K(«) mit deg > 0. Also auch in K[z] - euklidischer Algorithmus. Wegen
deg f' < deg f folgt d = 1. Widerspruch. .

16.7 Primitive Elemente

Satz 16.10 Jede endliche algebraische Erweiterung L O K mit L C C ist einfach: L = K ()
mit einem primitiven FElement .

Beweis. Es geniigt zu zeigen: fiir alle a, § € C gibt es v € C mit K(«, 5) = K(7). Sei f(x)
das Minimalpolynom von « und g(z) das von /3. In C haben wir nach dem Fundamentalsatz
eine Zerlegung

fle)=(@—ai) ... (z—am), g@)=@—=PF) ... (2—PF,) mita=qa, =4
Da K unendlich ist, kann man ¢ € K so wéhlen, dass

a; —

B —B;

¢ #

also a+cf#a;+cf; firl<i<n2<j<m.

Setze
vy=a+ch, hz)=[f(y—cx)
Also K(v) € K(«, 8) und

h(B;)) =0 ~v—cBj=a; fireini & j=1

Also ist [ einzige gemeinsame komplexe Nullstelle von g(z) und h(x) € K(v)[x], also z— 3 =
GGT(g(x), h(z)) in C[z]. Es folgt z— € K(7)[z] da man den GGT ja mit Euklid in K (v)[z]
berechnen kann. Somit g € K(v), also auch o € K(7y). O

16.8 Endliche Untergruppen

Lemma 16.11 Jede endliche Untergruppe G der multiplikativen Gruppe eines Korpers K
ist zyklisch.
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Beweis. Nach dem Strukturstatz fiir abelsche Gruppen
G=Z/(m) X ...xZ/(m,), n=|Gl=my-...-m,

Angenommen, G ist nicht zyklisch, dann r > 1 und wegen des Chinesischen Restsatzes gibt
es GGT(m;,m;) % 1. Also m = KGV(mq,...,m,) <n, a™ =1 fiir alle a € G. Also hitte
das Polynom z" — 1 mehr als m Nullstellen in K, Widerspruch zu Kor.6.6. [

d= GGT(n,m) = GGT(z" —1,2m—1) = 2?91

Lemma 16.12 und  GGT(p" —1,pm — 1) = -1

12" -1 inK[z] & pt—1|p"—-1 <& mn

16.9 FEinheitswurzeln

Korollar 16.13 Fine endliche Untergruppe G von C* besteht gerade aus den n—ten Ein-
heitswurzeln

G:C’n:{e%’% k=0,....n—1}={aeCl|a"=1}, |G]=n
und dies sind genau die n verschiedenen Nullstellen von x™ — 1
at—1= H (x —a)
OéEC’rL

Con C C, (und damit Untergruppe) genau dann, wenn m | n. Ist C,, erzeugt von ¢, so ist ¢¥
genau dann Erzeuger von C, wenn GGT(k,n) =1,

Beweis, C,, CC, < 2™ —1]2" —1 < m | n nach Lemma 7?7. Die letzte Behauptung
beweist man fiir die isomorphe Gruppe Z/nZ: a ist Erzeuger genau dann, wenn es k € Z gibt
mit ka = 1, also genau dann, wenn a Einheit. Und das sind die @ mit GGT(a,n) = 1. Ist e
eine Einheit, so ist a = ke eine Einheit genau dann, wenn k Einheit ist, also GGT(k,n) = 1.
0 Es geht natiirlich auch mit dem Sétzchen von Lagrange: ist U Untergruppe der endlichen
Gruppe G so, |U| Teiler von |G].

Es folgt: Fiir a € C ist gleichbedeutend:
e o€ (), und a ¢ C,, fiir alle echten Teiler m von n
e « erzeugt die Gruppe C),
e « ist primitive n-te Einheitswurzel

Ihre Anzahl ist ¢(n) = |Z/(n)*|, die Anzahl der Erzeuger der (zu C,, isomorphen) Gruppe
Z/(n), d.h. der inverierbaren Elemente des Ringes Z/(n). Sind oy, . . ., ag(n) die verschiedenen
primitiven Einheitswurzeln, so ist

P, (z) = (x —aq1) - ... (& — aym) das n-te Kreisteilungspolynom

Hq)d:l‘n—l

dn

Es folgt

Mit Induktion und Divisionsalgortihmus folgt
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e &, € Z[x] mit Leitkoeffizient 1
Lemma 16.14 &, (x) ist Minimalpolynom der primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Beweis. In Z[z] gibt es eindeutig bestimmte Zerlegung ®,, = [], fi(z) in irreduzible. Sei a
primitive Einheitswurzel «, also ®,(a) = 0, Dann gibt es ein f(z) = fi(z) mit f(a) = 0,
und es folgt mit Kor.11.8 dass f(z) | 2™ —1 in Z|x], also f(x) mit Leitkoeffizient 1 und somit
das Minimalpolynom von a.

Sei nun 5 = a4, ¢ fn, eine weitere primitive Einheitswurzel mit Minimalpolynom g(x).
Wir behaupten, dass f(8) = 0. Betrachte das Polynom g¢(z?) € Z[z]. Die Polynome f(z)
und g(z7) haben die gemeinsame Nullstelle «, also nach Kor. 11.8 f(z) | g(z?) in Z[z] und
somit auch in Z/(q)[x]. Hier gilt (a+b)? = a?+ b? und somit g(z?) = g(x)? mod q, Also f(x)
Teiler von ¢(z)? in (Z/qZ)x und f(z) wie g(z) beide Teiler von 2™ — 1. Man bilde nun den
Zerfallungskorper von 2" — 1 tiber Z/(q). Dann hat f(z) eine Nullstelle und die ist auch eine
von g(z). Da GGT(z" — 1,nz"') = 1 in Z/(q)[x], hat aber 2™ — 1 modulo ¢ nur einfache
Nullstellen und es kann f(z) - g(z) kein Teiler von 2" — 1 in Z/(q)[z] sein. Dann kann es
das auch in Z[z] nicht sein. Inspektion des Divisionsalgorithmus zeigt, dass es dann auch in
C|x] kein Teiler ist. Da aber f(z) und ebenso g(z) Teiler von 2™ — 1 ist, miissen f(z) und
g(x) (wegen der eindeutigen Zerlegung in Linearfaktoren) eine gemeinsame Nullstelle in C
haben. Wieder mit Kor.11.8 folgt g(x) | f(z) in Z[z] und so f[f] = 0.

Die primitiven Einheitswurzeln sind aber gerade von der Form o* mit GGT(k,n) = 1,
d.h. wir erhalten sie, indem wir den Ubergang a + af iterieren. Es folgt f[f] 0 fir
alle primitiven n-ten Einheitswurzeln und damit ®,(z) | f(z) und somit ®,(z) = f(x)
Minimalpolynom. []

16.10 Radikale

K(a) O K ist eine radikale Erweiterung, wenn « Nullstelle eine reinen Gleichung 2™ —a = 0
mit a € K ist. Quadratische Polynome 16st man durch quadratische Ergénzung, falls 2 # 0

p P’
o +patqg=0 & a:—iiﬁ mitﬁ2zz—q

Ein Polynom y3 + ay? + by + ¢ geht, falls 2,3 # 0, durch die Substitution z = y + %a iiber in
2° + pr + q € K[z]

Die Losungen sind

o) = é(ﬁ +7), as= %(50}2 +w), ag= %(/BW + yw?)

wobei
w# 1w =1, fy=-=3p, B +7°=-27q
3 27 3 2 3 2
B’ = —7q—|— 55) mit €7 = —3A = 12p° 4 81¢

Zum Beweis sei 22 + pz + ¢ = (r — a1) (2 — au)(z — a3) und benutze w? + w + 1 = 0. Setze

B =0 +aw+aswy = (w—1ag+ (W —1Dasz, 7= +aw’+asw = (w?—1)ay+(w—1)as
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Man erhélt die a; aus § und v wie angegeben. Koeffizientenvergleich liefert
ataytaz =0, p=ajas+ajaz+asaz = —(a5+aaz+a3), ¢ = —ajazas = asaz+ asas

Es bleibt nachzurechnen, dass g und ~ obige Bedingungen erfiillen. [J Polynome von Grad 4
kann man sich beim Italiener durch Radikale auflésen lassen, aber z.B. bei 2° —5x+1 € Q|x]
geht’s nicht mehr. Die Charakterisierung der auflésbaren Erweiterungen und die Bestimmung
der Zwischenkorper K C M C L zu gegebenem K C L ist Gegenstand der Galoistheorie.
Ein zentrale Rolle spielen dabei die Gruppen und Unterkdrper

Aut(M) ={¢ | ¢ : L — L Automorphismus mit ¢|M = idy}
Fix(U)={a € L | ¢(a) = a fiir alle p € U} mit U C Aut(L)

16.11 Zirkel und Lineal

Satz 16.15 Seien it € K C L C C und L O K endliche Erweiterung. Fasst man die
Elemente von C als Punkte der Ebene auf, so sind dquivalent

o die Punkte aus L sind mit Zirkel und Lineal aus welchen in K konstruierbar
o fsgibt K =Ly C Ly C...CL,=0Lmit[Lgyi: L] =2
o [L:K|=2" fireinr.

Beweis. 1 < 2 als Ubung: Schneiden von Geraden und Kreisen ist 16sen linearer, quadrati-
scher bzw. biquadratischer Gleichungen. 2 = 3 mit Gradsatz. 3 = 2 mit Galoistheorie. [.
Mit dem Gradsatz und [Q(i) : Q] = 2 folgt

Korollar 16.16 «q,...,«a, € C konstruierbar < Qaq,...,ap) : Q] =27 fir ein r.
Satz 16.17 (Gauss) Das regelmdssige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn
n=2"-pi-...-ps mit verschiedenen Fermat’schen Primzahlen p; = 2% + 1

Die Fermat’schen Primzahlen < 10%%°% sind 2,3, 5,17, 257, 65537. Beweis. Das regelmiéssige
n-Fck kann man sich gerade als die Gruppe C,, denken. Da nach dem Chinesichen Restsatz
Com = Cp, x Cy, (konstruktiv) fiir teilerfremde n, m, geniigt es n = p” zu betrachten. In Falle
n = p erhélt man aus einer Wurzel o # 1 alle anderen als Potenzen (da C, nach Lagrange
keine echte Untergruppe hat) und mit Beisp,11.3 gilt [Q(«) : Q] = p — 1. Konstruierbarkeit
ist demnach gleichbedeutend mit p — 1 = 2F fiir ein k. (Dann sogar k = 2'). Wire ein p"-Eck
mit r > 1 konstruierbar, so auch das p?>-Eck. Sei a € C)2 \ C,. Nach dem Lemma ?7? ist a
Nullstelle eines irreduziblen Polynoms von Grad p und es gilt [Q(«) : Q] = p. Widerspruch.
O

Korollar 16.18 Die folgenden Konstruktionen gehen nicht mit Zirkel und Lineal
e Quadratur des Kreises

o Winkeldreiteilung

o Verdoppelung des Wiirfelvolumens (Deli’sches Problem)

Beweis. 7 ist transzendent iiber Q - das ist nicht trivial. Der 120°-Winkel ldsst sich nicht
dreiteilen, sonst konnte man das 9-Eck konstruieren. Das Delische Problem verlangt eine
Losung von x® — 2 = 0, also eine Erweiterung mit 3 | [L : Q].
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16.12 Endliche Korper
Satz 16.19 Sei L ein endlicher Korper. Dann

e L hat p™ Elemente, p die Charakteristik von L, also prim, n = [L : Z/(p)].
o L* ist zyklisch und a?" = a fiir alle a € L
o a— a ist ein Automorphismus

Ulk)={a€eK | a?" = a} ={0}U{a € K| a?" ! = 1} ist ein Unterkorper

Die Unterkorper von L sind gerade die U(m) mit m|n und haben p™ Elemente

Die erste Behauptung ist klar, weil L ein Z/pZ-Vektorraum ist. (ab)? = a® - O ist klar. Nach
Binomi (a 4 b)? = a? + b? da p prim und somit Teiler der Binomialkoeffizienten. Also haben
wir einen Endomorphismus a +— a? und die Hintereinanderausfithrungen a — a?* und die
Unterkorper U(k). L* ist nach ?? zyklisch von Ordnung p™ — 1, also gilt a?" 1 = 1 fiir alle
a # 0. Ist m ein Teiler von n, so nach 77 p™ — 1| p" — 1 und somit U(m)* eine Untergruppe
von L* mit p™ — 1 Elementen. Ist M Unterkérper von L, so |M| = p™ fiir ein m und M*
Untergruppe von L*, also p™ — 1 | p" — 1 also nach 7?7 m|n. Da M C U(m) )nach (2)
angewendet fiir M) folgt M = U(m). O

Satz 16.20 Zu jedem p" gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper GF(p™) mit p"
Elementen.

Beweis. Schon wére es, einfach ein irreduzibles Polynom von Grad in Z/(p)[z] hinzuschreiben.
Das ist aber nicht so einfach, also machen wir’s wischiwaschi mit dem Zerfdllungskorper
des Polynoms zP" — x. Dieses hat nidmlich Ableitung p"a?"~! — 1 = —1 # 0, also keine
mehrfachen Nullstellen. Damit haben wir im Zerfallungskoérper L den Unterkorper U(n) hier
mit p" Elementen. Und U(n) = L, da alle Nullstellen des Polynoms drin liegen. OJ

17 Direkte Produkte und Summen mit beliebig vielen Faktoren

17.1 Direkte Produkte mit unendlich vielen Faktoren

Die Ergebnisse zu direkten Produkten iibertragen sich auch auf den Fall einer unendlichen
Indexmege I anstelle von {1,...,n}. Das direkte Produkt ist dann

[[a=1r:1-{JA, Viel ft)e A}

Iel i€l

die Menge aller Auswahlfunktionen [choice functions] oder, etwas intuitiver, die Menge
aller 7-Tupel
(a;|iel) mita; € A; furalleiel

Dass das Produkt nichtleerer Mengen nicht leer ist, wird durch das Auswahlaxiom [axiom
of choice] garantiert. Sind die A; algebraische Strukturen gleichen Typs, so wird auch
das direkte Produkt zu einer solchen durch komponentenweise Definition der Operationen.
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Stimmen die A; alle iiberein, A; = A, so schreibt man das direkte Produkt als direkte Potenz
[direct power]

Al ={f|f:I— A}

Ein Funktionenraum [function space] ist ein Untervektorraum eines Vektorraums K!, K
ein Korper (und somit ein K-Vektorraum), meist R oder C.

17.2 Direkte Produkte: universelle Eigenschaft

Das direkte Produkt A = [[,.; A; mit den kanonischen Projektionen 7m; — A; ist durch
folgende Eigenchaft charakterisiert:

e Sind die ¢; : V' — A; Homomorphismen, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus ¢ : B — B mit m; 0 ¢ = ¢; fiir alle v €

Man hat ¢(x) = (¢i(x) | ¢ € I).

Hier sind alle Strukturen des gebenen Tys erlaubt. Die Charakterisierung ist aber auch dann
korrekt, wenn man sich nur auf eine unter Produkten abgeschlossene Klasse bezieht.

17.3 Direkte Summen mit unendlich vielen Siummanden

Wir setzen nun voraus, dass die Signatur genau eine Konstante e enthilt und dass dass gilt:
fle,...;e) =€ fir jede fundamentale Operation f

Dann hat man eine Unterstruktur der direkten Produkts
ZAi ={(a;|iel)|{iel]a;#e)}ist endlich } C HAi
i€l el

die aus den I-Tupeln besteht, die nur an endlich vielen Stellen von e verschieden sind. Das
ist dann die direkte Summe [direct sum]. Sind alle A; gleich, A; = A, so schreibt man A,
Die Ergebnisse fiir endliches ¢ wurden schon so formuliert und bewiesen, dass auch jetzt alles
passt.

17.4 Basen von Moduln

Eine Familie a;,7 € I von Elementen a; eines R-Moduls V' heisse linear unabhdingig [1inear
independent] , wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I die Teilfamilie a;,7 € J die folgende
Bedingung erfiillt

fir alle r; € R gilt: eraj =0 =r;=0firallejecJ
j€J
Eine linear unabhéngige Familie a;,¢ € I ist Basis [basis] von V, wenn V von der Menge

{a; | i € I} erzeugt wird.

Lemma 17.1 Flir einen R-Modul V' und Familie a;,» € I von Elementen von V' sind dqui-
valent

(1) a;,i € I ist Basis von V
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(2) Jedes Element v € V hat eindeutige Darstellung v ="y
r; € R, r; # 0 fiir nur endlich viele i

ier Tili,

(3) (ri|i€1)w— Y, ria; ist Isomorphismus von R auf V.

Beweis. Beachte dass die Summen wohldefiniert sind, da nur endlich viele Summanden # 0.
Die Existenz der Darstellung bedeutet Surjektivitit der Abbildung, die Eindeutigkeit Injek-
tivitdt. Die Linearitét geht wie in LA. Bei (1) < (2) bedeutet die Existenz der Darstellung,
dass {a; |€ I} Erzeugendenmenge ist; die Eindeutigkeit die Unabhéngigkeit von a;,i € I. OJ

Satz 17.2 Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis und ist somit isomorph zu einem Funk-
tionenraum.

Dieser Satz ist mehr ideologischer Art, da bei Funktionenrdumen iiber R und C die topolo-
gische Struktur, d.h. die Approximation von Funktionen, das eigentliche Interesse ist. Auch
gelingt es selten, eine Basis explizit anzugeben. Insofern geniigt folgender ‘Beweis’: Man
denke die Elemente von V' aufgezéhlt

0 = 00,V1,V2, -+« s Vi, Vit 1y« + - 5 V205 V2ot 15 - -+ 5 Vo2 Vi 15 -+ - - Vo2 oy V2o 15 - - -

was wieder wegen des Auswahlaxioms erlaubt ist (wenn man einmal iiber das erste ‘Un-
endlich’, w, hinausgezihlt hat, geht’s viel leichter weiter). Dann fange man an, die Basis
aufzubauen, indem man setzt a; = v;. Sind vy, v, unabhéngig, so a; = vy andernfalls kommt
v9 in den Miill. Allgemein: Sind die ag fiir alle 3 < a schon definiert, so ist a, das erste v,
bei dessen Hinzunahme zur Familie die Unabhéngigkeit erhalten bleibt

aq = vy, 7y minimal mit ag(f < a), v, unabhéngig

Warnung. Ist R kein Koérper, so werden die wenigsten R-Moduln eine Basis besitzen - z.B.
7.)27 x ZJAZ als Z- oder 7Z/4Z-Modul. Ist R nicht kommutativ, so kann ein und derselbe
R-Modul Basen unterschiedlicher Grofie besitzen. Sei dazu V' ein Vektorraum mit Bssis
ey, es,... und R = EndV. Der R-Modul R hat natiirlich die Bssis {1}. Er hat aber auch eine
2-elementige Basis { f1, fo} wie folgt

fi(ean) = €n, filean—1) =0, falean—1) = €n, fa(e2,) =0

Sie ist unabhéngig, weil aus hyf; + haofo = 0 folgt 0 = (hyfi + haf2)(ean) = (hif1)(e2,) =
hi(e,) und ebenso 0 = hy(e,). Sie ist erzeugend, weil sich jedes g € R als g = g1.f1 + gofo
schreiben ldsst mit g;(e,) = g(ea,) und ga(e,) = g(ean_1).

17.5 Direkte Summen: Universelle Eigenschaft

Die direkte Summe
A= @Ai ={(a; |1 €1)|a; € A;, nur endliche viele a; # 0}
ic

von R-Moduln, Gruppen oder Monoiden (in additiver Schreibweise) hat die kanonischen
Einbettungen
git A — A mit m(g(2)) =, mi(e(x)) =0 fiir j #4

Im kommotativen Falle ist sie durch folgende Eigenchaft charakterisiert:
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e Sind die ¢; : A; — B Homomorphismen, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus ¢ : A — B in einen R-Modul oder kommutatives Monoid mit ¢ o e = ¢;
flir allev € I

Man hat ¢((a; | i € I) = >_,.; a; was definiert ist, weil nur endliche viele a; # 0. Mit der
Kommutativitdt rechnet man sofort nach, dass es ein Homomorphimsus ist.

Achtung; Zum direkte Produkt zweier nichttrivialer Gruppen A;, A gibt es immer eine
Gruppe B so, dass kein ¢ existiert (vgl. H14).

17.6 Minimale Erzeugendenmengen

Eine Erzeugendenmenge E einer alegrbaischen Struktur heisst minimal, wenn keine echte
Teimenge von F erzeugdend ist. Nach der Charakterisierung als direkte Summen sind die
Basen von R-Moduln minimal erzeugend.

Satz 17.3 Hat eine Struktur A eine endliche Erzeugendenmenge, so auch minimale und die
sind sind alle endlich. Hat die Struktur A keine endliche Erzeugendenmenge, so sind alle
minimalen Erzeugendenmengen gleich grofs.

Beweis. Ist B eine Teilmenge von A so gilt
Spann B = U Spann X
xcB endlich

weil das eine Unterstruktur ist. Seien nun E und B Erzeugendenmengen. Dann gibt es zu
jedem a € E ein endliches B, C B so, dass a € Spann B, und es gilt

A = Spann B’ mit B' = U B,CB
aclk

Ist B minimal erzeugend, so folgt B = B’. Ist E endlich, so also auch B. Andernfalls B
hochstens die Kardinalidt |E x N| = |E|. O.

18 Struktur von Gruppen

18.1 Direktes Produkt von Gruppen

Lemma 18.1 Ist N ein Normalteiler und U eine Untergruppe von G, so ist N-U =U - N
die von N UU erzeugte Untergruppe von G. Sind N und M Normalteiler der Gruppe G, so
st NN M ein Normalteiler und

N-M={a-blae N,be M}
der kleinste Normalteiler O N U M von G.

Beweis. NU = U,cp Nu = UyepuN = UN. e = ee € NU, NUNU = NNUU = NU.
(NU)"L =UN"'=UN = NU, also NU Untergruppe. gNM g~ = gNg~tgMg—t = NM,
also N M Normalteiler und sicher der kleinste O N U M. [0 Aus der Entsprechung zwischen
Normalteilern und Kongruenzen und der Charakterisierung von direkten Produkten durch
Kongruenzen folgt
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Korollar 18.2 Hat die Gruppe G ist isomorph zu G1 X Gy genau dann, wenn es Normalteiler
N; gibt mit G; = G/N; und

N10N2:{€}7 Nl'NQZG
Der Isomorphismus auf G/Ny x G /Ny ist dann durch x — (zNy, xN3) gegeben

Andererseits haben wir in G = G; x G5 die Normalteiler
le{e}XGQZUQ, N2:G1X{6}:U1
und
G/ngGlgUz, G/NQnggUl

und es gilt
UlmU22{6}7 Ul'UQZG

Seien nun Uy, Uy Untergruppen von G und ¢ : Uy X Uy definiert durch ¢(uq,us) = ujus.
Dann gilt

e ¢ ist injektiv genau dann, wenn U; N Uy = {e}
e ¢ ist surjektiv genau dann, wenn U; - Uy = G
e ¢ ist ein Homomorphismus, wenn uyus = usuq fiir alle u; € U;.

Beweis. Ist wjuy = v1v9 SO Uflul = vzugl € U;NU,. Und das is genau dann = e, wenn u; = vy
und us = vy. Die Aussage zur Surjektivitit ist klar. Die Homomorphiebedingung und def.
des Produkts besagt dass ujviusvy = @((ugvy, ugve)) = d((ur, uz) - (v1,v2)) = ugusvivy fiir
alle u;, v;, insbesondere u; = e = vq, also dquivalent zu usve = vyuy fiir alle uy € Uy, vy € Us.
O

Lemma 18.3 Seien Uy, Uy Untergruppen von G. Dann sind dquivalent
o (uy,uz) — ugug ist ein Isomorphismus von Uy X Uy auf G.
o U1 NUy ={e}, G wird von Uy U U, erzeugt, ujus = usuy fir alle u; in U;

o UyNUy ={e}, Uy -Uy =G, Uy und Uy sind Normalteiler von G.

Man sagt: G ist inneres direktes Produkt siner Untergruppen U; und U,. Beweis. Die Vor-
bemerkung beweist, dass 2 aus 1 folgt. Umgekehrt hat man U,U; = G wenn G von U; U Us
erzeugt wird und ujus = usuy gilt. Also folgt 1, aber auch 3: U; ist normal, weil fiir g = uqus
gilt gU g7 ! = u1u2Ulu51u;1 = ulUlufl = U, und Us ist normal mit g = usuy; und demsel-
ben Argument. Setzen wir 3 voraus, so konnen wir mit G = G/U; x G /U, argumentieren
oder direkt: u1u2u1_1u2_1 € U1U2U1u2_1 =uwU; = U; und € U1U2U1_1U2_1 = U2u2_1 = U, also
nach Voraussetzung u1u2u1_1u2_1 = e und uwjuy = usuy. L.

Korollar 18.4 Enthilt eine Untergruppe G von O(R?) die Ursprungsspiegelung —id, so ist
sie direktes Produkt ihrer Dreh-Untergruppe Uy = G N SO(R?) und von U, = {id, —id} = Cy.
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Beweis. U; hat Index 2 und Nebenklasse Usid, also wird G von Uy UU; erzeugt. UyNU,; = {id}
wegen det. Und —id o ¢ = —¢ = ¢ o id fiir alle linearen ¢. [

Beispiel. Die Symmetriegruppe eines Koérpers mit einer Punktsymmetrie o (z.B. Dodekaeder)
ist inneres direktes Produkt der Untergruppe U; der Drehsymmetrien und Us = {id, o}. Legt
man namlich den Koordinatenursprung in den Punkt, an dem o spiegelt, so wird ¢ durch
die Matrix —F und die Drehungen durch die orthogonalen Matrizen A mit det(A) = 1
beschrieben. Die Symmetrien lassen sich also eindeutig in der Form AFE bzw. A(—F) mit
A € U darstellen. Und es gilt A(—F) = —A = (—E)A.

Lemma 18.5 Sind Uy, Uy Gruppen von G mit Erzeugendenmengen E., Fs und gilt ab = ba
fiir alle a € Ey, b € Ey so folgt uyus = usuq fiir allle u; € U;.

Beweis, Ist a; € U;, so a; = H’::l a;, mit a;, € E; oder a;k1 € E;. Auf jeden Fall a;,a;; = ajiai,
fiir i # 7 nach Regel (9). Also durch Induktion iiber n; + ng

@102 = Aa11 - .- A1p; 10170021022 - . - A2ny = Q11+ - - A1) —102101 70, Q22 - - . A2ny,

= Q21411 .- - 01p;—-101n,A22 . . . A2y = A21A22 . . . Q2150171 -+ . A1 —1A1p, = A207. [ Die Uz miissen
keineswegs kommutativ sein!

18.2 Semidirektes Produkt

Sei N Normalteiler von G und U eine Untergruppe so, dass G von N NU erzeugt wird und
NNU = {e}. Wir sagen, dass G ein semidirektes Produkt von N und U ist. Dann gilt:

e G = NU = UN und jedes Element von G hat eine eindeutige Darstellung g = nu mit
neN,uel.

e U ist ein Repréisentantensystem fiir die Nebenklassen von N

e ¢ :G/N - UnmiteNg=u & u € Ng, ist wohldefiniert und ein Isomorphimus von
G/N auf U

e moce =idg/ny wobei m: G — G/N kanonische Projektion.

Beispiele. 1. Jede Unterguppe G' von O(n), die eine Spiegelung o enthilt ist semidirektes
Produkt von G NSO(n) und {id,c}.

2. Die affine Gruppe AG(n, K) ist die Untergruppe von GL(n + 1, K) bestehend aus den
Matrizen

1 o 1 0 /1 o 1o/ 1 o .
(t A)Z(t E) (o A):<0 A) (A—lt E) t€ K", AeGln K)

und hat den Normalteiler NV der Translationen bestehend aus den Matrizen mit A = E und
die Untergruppe U bestehend aus den Matrizen mit ¢ = 0. Dabei ist N zu der additiven
Gruppe K™ isomorph und U zu GL(n, K). Ist G O N eine Untergruppe von AG(n, K), so ist
G semidirektes Produkt von N und GNU.

Lemma 18.6 Sind m: G — H und ¢ : H — G Homomorphismen mit wo e = idy, so ist G
semidirektes Produkt von N = Kernm und U = Bilde. Zudem ist m surjektiv und € injektiv.
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Beispiele: 2. Bei den Unterguppen von AG(n, k) haben wir

1 o 1 ot
7T(t A):A’ 5AZ(O A>

Koordinatenfrei sieht es so aus: Sei G eine Gruppe von affinen Abbildungen, die alle Trans-
lationen enthélt. Wihle Ursprung O und H als die Untergruppe der Abbildungen in G' mit
Fixpunkt O. Dann

7:G — H mit 7(¢) = ¢o =7 "0 ¢ wobei 7 die Translation mit 7O = ¢O; ¢ = idy

3. Sei G eine Untergruppe von GL(n, K). Definiere m(A) = det A, H = Bild7 und setze
voraus, dass

) a 0!
e: H— G mit ea = (0 E’n—l)

GL(n.K) ist semidirektes Produkt von SL(n, K') und einer zur K* isomorphen Gruppe.

Beweis. Ist h € H so h = weh also m surjektiv. Ist eh = e, so h = weh = e, also 7 injektiv.
Seig e NNU. Dann g = ¢h fiir ein h € H, und h = meh = g = ey da g € Kernw. Es folgt
g = ch = eg und somit N NU = {e}. Fiir alle g € G gilt 7g = weng. Es folgt emg ~y ¢,
also g € Newg. Somit NU = G. O

Um ein semidirektes Prododukt bis auf Isomorphie eindeutig zu bestimmen, braucht man
neben den Faktoren N und U weitere Information:

e U wirkt durch Konjugation auf N. Die Abbildung
Uy, our=uru ' (z € N)
ist ein Homomorphimsus von U in die Gruppe Aut(/N) der Automorphismen von N.

e Es handelt sich um ein inneres direktes Produkt von N und U genau dann, wenn
a, = idy fiir alle w € U, d.h. uzu™' =z firallew € U, z € N.

Satz 18.7 Sind die Gruppen N und U und ein Homomorphismus o : U — Aut(N) gegeben,
so wird das direkte Produkt N x U der Mengen zur Gruppe N X, U mit

(n,u) - (m,v) == (n-a,(m), u-v)

und diese ist semidirektes Produkt ihrer zu N bzw, U isomorphen Untergruppen N x {e}
und {e} x U. Ist G ein semidirektes Produkt von N und U mit c,x = uzu™", so ist G auf
natirliche Weise zu N X, U isomorph.

Beispiel. Sei U = Z/nZ, N = (Z/nZ)* und « definiert durch

() — (i (1)) .

Dann ist (Z/nZ)? X o Z/nZ eine nichtkommutative Gruppe der Ordnung n?. Sie ist isomorph
D, fir n = 2.
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Beweis. (n,u) - ((m,v) - (k,w)) = (n,u) - (m - a,(k), vw) = (n - ay(m - ak), www) =
(n - aym - ok, vow) = (N - aumagk, uwww) = ((n,u) - (v,m)) - (k,w). Neutralelement ist
(e,e) und

(n’u)_l = (O‘ufl(n_lx u_l)
Wegen a, = id ist N x {e} eine zu N ismorphe Untergruppe und Normalteiler, weil (n,u) -
(m,e)-(n,u)™!) = (k,uu"t = (k,e) fiir ein k € N. Die Untergruppe {e} x U ergibt sich wie
im direkten Produkt weil o e = e. Ist ein semidirektes Produkt GG gegeben, so definiere man

¢: N x, U — G durch ¢(n,u) = nu

Das ist bijektiv wegen Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung und ein Homomorphimus:
é((n,u)-(m,v)) = p(na,m, uwv) = ¢(numu™?t, uv) = numu " uv = numv = ¢(n,u)-d(m,v).

O

Seien U, V, N, M Gruppen und « : U — Aut(N) und S : V — Aut(M) Homomorphismen.
Dann sind die zugehorigen semidirekten Produkte N x, U und M xg V isomorph, wenn es
[somorphismen gibt mit

(%) 501 : U =V, ¢pa: N = M, B(éd1(u))(p2(x)) = ¢p2(a(u)(z)) fir alle w e U, x € N

d.h. ¢yt 0 B(¢1(u)) o py = a(u) fiir alle u € U. Das ist hireichend, weils der natiirliche Begriff
von Isomorphie ist - wenn man « : U — Aut(N) als 3-sortige Struktur auffasst.

Umgekehrt sei G = NU = MV inneres semidirektes Produkt und V = gUg~!. Definiert
man ¢1(u) — gug~! und ¢o(x) = grg™', so ist (*) erfiillt.

18.3 Sylowsétze

Satz 18.8 Sei G endliche Gruppe und q = p* eine Primzahlpotenz, die |G| teilt. Dann ist
die Anzahl der g-elementigen Untergruppen von G kongruent zu 1 modulo p

{U | U C G Untergruppe ,|U| = q}| = Imod p

Eine Untergruppe P von G maximaler p-Potenzordnung (p prim), d.h. mit |P| = p® Teiler
von |G| aber p®T! kein Teiler von |G/, heisst eine p-Sylow-Untergruppe von G.

Satz 18.9 Jede Untergruppe von p-Potenzordnung ist in einer p-Sylow-Untergruppe enthal-
ten.

Satz 18.10 Je zwei p-Sylow Untergruppen sind zueinander konjugiert.

Satz 18.11 Ist |G| = p®m mit p |/m, so ist die Anzahl der p-Sylow-Untergruppne von G
ein Teiler von m.

Lemma 18.12 Ist V' ein Representantensytem der Wirkung von G auf M, so gilt
(M| =) Gla)=) [G: Gl
acV acV

Ist e das einzige Element von G mit einem Fizpunkt (man sagt: die Wirkung ist fixpunktfrei ),
so gilt
G, ={e}, |G(a)| = |G| fir alle a € M, also |M|=1|V]-|G]|
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Das folgt sofort aus der Bahnformel und der Zerlegung der Menge M in disjunkte Bahnen.
Beweis des ersten Sylow-Satzes - nach Wielandt. Stehe Ag(q) fiir die Anzahl der ¢-
elementigen Untergruppen der Gruppe G wobei ¢ = p® ein Teiler von n = |G| und p prim.

Wir zeigen:
n n pn
0 =A -—mod —
© (1) = 4c0)- 2mod ©

(n> n pn
= —mod —
q q q

wie man z.B. dadurch herauskriegt, dass man in (0) fiir G die zyklische Gruppe C,, einsetzt
und bemerkt, dass hier Ag(q) = 1 ist. Nun folgt wegen der Transitivitéit von =

Nun gilt

Agla) -+ =

also n
Py | (Ac(q) — 1) - PR | Ac(q) =1 QED

Um (0) zu beweisen, werden diverse Wirkungen bemiiht, um einen Zusammenhang zwischen
(Z) und der Gruppe G herzustellen. Die néchstliegende besagt, dass (Z) die Anzahl der
g-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge G ist

(Z) = |X| wobei X =P_,(G)

Die Gruppe G wirkt auf X vermoge (g, X)—g- X =gX ={gz |z € X}
und diese Wirkung hat ein Reprédsentantensystem V' mit e € X fiir alle X € V

Zu X wahle man z € X und g=x 1 um e € gX zu bekommen.) Es folgt mit Bahnformel
g
und Lemma

(1) n— |Gl = Gxl- IGX). (2) (”) Y6 ey

q Xev
Dabei ist G x die Standgruppe von X € X unter der Wirkung auf X', d.h.

Gx={geG|gX =X}

Somit wirkt G'x auf der Menge X vermoge (g,z) — gz
und das fixpunktfrei. Also nach dem Lemma

|Gx(a)| =|Gx| fiiralleae X und |Gx| teilt | X|=g¢q
Da g = p® mit primem p, hat man wegen (1)

Gx|#q < %"teﬂt G(X)]

Rechnet man modulo £* so braucht man demnach in der Summe (2) nur die X € V mit
|Gx|=qdh [G:Gx] =7 zu beriicksichtigen: setze

Vo={XeV||Gx|=q}
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dann
n n n
(3) < )z Z[G:GX]:|V0|-—modp—
q Xevo q q
Schliesslich haben wir noch zu zeigen, dass

(4) Aclq) = Vol
Dazu behaupten wir ganz frech, dass X €V, < X Untergruppe und | X| = ¢

Um das zu beweisen, sei zunéchst U eine Untergruppe, |U| = ¢. Nach Wahl von V gibt es ein
g € G mit gU € V und insbesondere ¢ € gU. Also e = gu mit einem u € U, daher g = u™! €
U und schliesslich gU C U, da U Untergruppe. Es folgt U = gU € V. Weil U Untergruppe
ist, besteht seine Bahn unter der Wirkung von G gerade aus den Linksnebenklassen gU und
gU =U < g € U. Daher Gy = U und somit |Gy| = qund U € V.

Sei umgekehrt X € V,. Wir wissen e € X. Es folgt Gx = Gx - e C X. Anderserseits
|Gx| = ¢ = |X| und daher Gx = X. Nun ist aber Gx ecine (Stand)-Untergruppe, also X
ebenso. 0

Zum Beweis der beiden weiteren Sétze sei P eine p-Sylow-Untergruppe von G. Sowas gibts
nach dem ersten Satz. Wir zeigen

U Untergruppe , |U| = p* = es gibt g € G mit U C gPg ™"
Beweis. U wirkt auf X = {gP | g € G} vermoge (u, gP) +— ugP

Nun ist wegen der Maximalitét von |P| die Zahl p kein Teiler von [G : P] = |X|. Fir
jedes X € X ist die Bahnlinge |U(X)| = [U : Ux] ein Teiler der p-Potenz |U| und |X| ist
die Summe dieser Bahnldngen. Daher ist, Cauchy lédsst griissen, mindestens eine Bahn von
Linge 1, d.h sie hat das eine Element gP mit UgP = gP. Es folgt UgPg~! = gPg~' und
daraus U = Ue C gPg~ L. O

Beim vierten Satz betrachten wir die Wirkung von G durch Konjugation auf der Menge der
Untergruppen. Der Stabilisator N(H) = {g € G | gHg™' = H einer Untergruppe H heisst
dann auch der Normalisator von H und ist die grofite Untergruppe U von G so, dass H
Normalteiler von U ist. Ist H eine p-Sylow-Untergruppe, so besteht die Bahn von H gerade
aus allen p-Sylow-Untergruppen und nach der Bahnformel ist die Anzahl [G : N(H)]. Wegen
G:H)=[G:N(H)]-[N(H) : H] ist das ein Teiler von m = [G : H]. O

Nach Burnside ist bei Gruppen der Ordnung p¥¢' mit primen p, ¢ die p- oder die ¢g-Sylow-
Untergruppe normal. Die mit normaler p-Sylowgruppe N sind dann semidirektes Produkt
NU, wo U g-Sylowuntergruppe ist, und ihre Isomorphietypen entspechen bijektiv den Iso-
morphietypen von Homomorphismem « : U — Aut(N) wobei |[N| = p* und |U| = ¢'.

19 Freie Gruppen

19.1 Involutive Monoide

1 1, ,.-1

(M, 71 e) ist ein involutives Monoid, falls (M, -, e) ein Monoid ist und gilt (z-y)™' =y~ !z
und (717! = z fiir alle x € M. In G 13a wird das Erzeugnis Spann F, das kleinste F
umfassende Untermonoid wie folgt beschrieben

Spann E = {aj'...q;) mit k €N, aq;, € E, ¢ = £1}
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Anders gesagt, die Element von M mit einer Darstellung in der Form
(¥) af*...af mitkeN, g, € E, e ==+1

bilden gerade den Spann E. Sei dazy X die Menge aller Elemente von M mit einer Darstel-
lung (x). Klar ist X C Spann, E/ weil das Unterstruktur ist. Umgekehrt ist zu zeigen, dass
Untersturktuktur ist (X O E ist klar). D.h. dass Produkt und Inverse von Elementen mit
einer Darstellung wie in (%) wieder eine solche haben. Fiir die Inversen ist das nichttrivial,
sondern nur wegen der vorausgesetzen Gleichungen der Fall

—ek

(ai'...a*) ' =ay -

... al
Fiir das Produkt ist es trivial, aber die Formulierung ist das Problem: das zweite Element
miissen wir als () bf* ... 0" mit b; € E und 7; = £1 schreiben. Und dann ist es trivial.
Man darf aber auch exemplarisch argumentieren. Das neutrale Element ist gut versteckt: als
das leere Produkt (n = 0).

Wir wollen nun die freien involutiven Monoide charakterisieren. Ist eine (Erzeuger)Menge £
gegeben, so betrachten wir E~! = {a™! | @ € F} und nehmen an, dass E N E~! = () und
a +— a~* bijektiv, Wir betrachten der (freie) Wortmonoid W = (E U E~1)*. Seine Elemente
haben jetzt eine eindeutige Dsrstellung (*) (aber beachte, dass a~! ein neuer Buchstabe ist).
Wir definieren nun

—ck

— —€1
= ak

(a3'...a;*)® ..ag
In der Ubung G 13 b) wird gezeigt, dass (W,-,°,¢) ein involutives Monoid ist und dass
a~! = a® fiir a € E, Alles trivial bis auf (w®)® = w und (wv)™® = v=%w®. Ist w wie in (*)

gegeben, so nach Definition von ©
(w9)° = ((a*...a*)?)° = (a,"...a7")° =ai'...aff = w
Haben wir noch ein v, so konnen wir es wie in (x*) schreiben und erhalten
(wv)® = (ai*...afk b .. 0/ =0, ™. by a "t aTT = w

Wir diirfen also schreiben
1 o

w T I=w
Lemma 19.1 Das involutive Monoid W ist von E frei erzeugt. Ein Monoid M wird von
E C M frei erzeugt genau dann, wenn jedes Element von M eine eindeutige Darstellung (x)
hat.

Beweis. Zur Freiheit sieche G 13c: Zu zeigen ist, dass es zu jedem involutiven Monoid M und

Abbildung v : E — M eine eindeutig bestimmte homomorphe Fortsetzung 7 : W — M gibt.

Das lasst keine Wahl, als so zu definieren
ya ) =7)a)! firacE

Nun ist W freies Monoid iiber £ U E~!, also gibt es einen eindeutig bestimmten Monoidho-

momorphimus 7 : W — M, mit
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namlich
K

F(a .. ayt) = y(a)® .. y(ax)
Zu zeigen ist noch, dass 7 auch mit der Inversion vertédglich ist - dau brauchen wir die
Definition der Inversion in W und die Gesezte in M

€1 —€k

F((af - ai) ™) =™ (@), () =)y(an) Ly (an)™)

Die eindeutige Darstellung ist fur W klar. Also gilt sie fiir jedes von E frei erzeugte involutive
Monoid, weils zu W isomorph ist. [J

Lemma 19.2 Das Monoid M sei von E erzeugt. Zu jedem a € FE gebe es b € M mit
ab = e = ba. Dann ist M eine Gruppe.

Beweio. Jedes x € M kann man als a; ... a, mit a; € E schreiben. Nach Vorausseztung gibt
es b;a; = e = a;b;. Sei y = b, ...by. Dann yr — e = zy. [

19.2  Freie Gruppe
Sei ~ die feinste Kongruenz aif W so dass

aa b ~e~atafirallea e E

In W/ ~ haben wir nach Definition von ~ dass w(a™)7(a) = n(a"ta) = 7(e) = m(aa™' =

7(a)w(a™?t) fur alle @ € F und kénnen das Lemma anwenden, d.h. wir haben eine Gruppe.

Um zu zeigen dass 7 : E — W/ ~ freie Gruppe ist, haben wir zu jeder Gruppe G und
Abbildung v : E — G einen Homomorphismus 7 : W/ ~— G so anzugeben, dass 7 o m = 7.
Nun. G ist auch ein involutives Monoid, also haben wir nach G13c¢ einen Homomorphismus
(fiir involutive Monoide) ¢ : w — F mit ¢|E = 7. Da G eine Gruppe ist, giilt

$laa™") = ¢la)p(a)™" = e = d(a) '¢(a) = $(aa™’) a € E

Also ist der Kern(¢) eine Kongruenz, die alle a'a und aa™! mit e idenifiziert - fiir a € FE.
~ ist nach Definition die feinste solche Kongruenz. also in Kern(¢) enthalten. Daher gibt
es nach dem Homomorphie-Ergénzungssatz einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus
5 : W/ ~— G mit 7o = ¢. Der tuts. 0.

Damit haben wir die Existenz der freien Gruppe aber wir miissen noch herausfinden, was bei
~ wirklich passiert. Das Lemma héitten wir und sparen konnen, wenn wir ~ als die feinste
Kongruenz mit

wilce~ww™t weWw

definiert hitten. Dann wiissten wir aber noch weninger, Und auch auch die Monoide und
involutiven Monoide hétten wir uns sparen kénnen, wenn wir auf der Termalgeba T(FE) zu
den Operationen -,,~!, e die Kongruenz ~ als die feinste definiert hétten mit

t(su) ~ (ts)u, et ~t ~te.t 't ~e~tt ts,uc T(E)

Dan wiissten wir aber iiberhaupt nichts, ausser dass es die freie Gruppe iiber E gibt - und
dass das genauso fiir elle durch Gleichungen definierten Klassen algebraischer Strukturen
gilt.
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Satz 19.3 Fiir eine Gruppe F' und Teilmenge E von F' sind dquivalent

o Jedes Element von F hat eine eindeutige Darstellung

w=ai"...-a; mitneN, ;€ FE, g, =41 unde;+¢e;41 #0 fir allei <n

n

o Jedes Element von F' hat eine eindeutige Darstellung

w=>b"-...-b;" mitmeN, b; € E, z; € Z und bj # bj; fir alle j <m

o Ju jeder Gruppe G und Abbildung o : E — G gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus @ : F — G mit a|E = a.

Und es gibt zu jedem E ein solche Gruppe G, die freie Gruppe FG(E).

Beweis. Die Aquivalenz der beiden Darstellungen ergibt sich, indem man ein maximales
Teilwort v = a-...-a bzw. v = a~'-...-a~! durch a** ersetzt, k die Linge von v. Und

umgekehrt.

Die Existenz einer Gruppe mit eindeutiger Darstellung ist zu zeigen. Die Existenz kann durch
unterschiedliche Konstruktionen belegt werde. Eine ist die Homotopiegruppe aus H 17. Eine
andere als Untergruppe der Automorphismengruppe bestimmter Graphen kann man aus H
18 ableiten: Sei I' der gerichtete und mit Werten aus F gewichtete zusammenhémgende Graf,
bei dem fiir jeden Knoten v und a € E genau eine mit a gewichtete Kante hieningeht und
genau eine heraus. Kann man sich fiir |[E| = 2 hinmalen. Dann gibt es zu jedem a € E
einen eindeutig bestimmten Automorphismus «a, so, dass v und «,(v) durch eine Kante
mit Gewicht a verbunden sind. Sie G die von den «,(a € E) erzeugte Untergruppe der
Automorphismengruppe. Die eindeutige Darstellung ist dann offensichtlich. Hat amn die
Existenz der freiee Gruppe F ber E durch allgemeines Gelaber wie oben eingesehen, so
hat mn den Homomorphismus 7 : F' — G mit J(a)a,. Wie in G13 mithile von Socke
und Schuh gesehen, hat jedes Element eine Darstellung (x). Da die fiir das Bild unter ¥
eindeutig ist, muss sie auch in F' eindeutig sein (und 7 ein Isomorphismus). Wegen der durch
die Homomorphie-Fortsetzungeigenschaft gegebenen Eindeutigkeit bis auf Isomorphie haben
wir dann auch die behaupteten Aquivalenzen. O

Alternativ konnen wir die freie Gruppe aus formalem Zeugs zusammenbasteln. Wenn wir
schlau sind, machen wir die Konstruktion so, dass wir Fortsetzungseigenschaft und eindeutige
Darstellung zugleich bekommen und uns die Laber-Konstruktion sparen. Dazu konstruieren
wir die Gruppe aus dem freien involutiven Monoid W. In G 14 wird das schon vorbereitet.
Wir miissen allerdings die Kongruenz ~ besser in den Griff bekommen, wenn wir die Ein-
deutigkeit der Darstellung ablesen wollen. Genauer: wir miissen zeigen, dass die Worter der
im Satz erwéhnten Form ein Reprisentantentesystem bilden. Auch dazu gibt es wieder zwei
Methoden.

Dwer

Methode der Normalformen. Definiere N als die Menge aller Elemente von W, die kein Teilwort
aa”' oder a~'a enthalten. Klar: £ C M. e € N und w™! € N fiir w € N. Aber: Das
Produkt ist im Allgemeinen nicht wieder in N. Also definieren wir eine neues Produkt w % v
fiir w,v € N und zeigen, dass
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e (N,*,7! ¢) eine Gruppe ist und von E erzeugt
o o(wxv) = p(w) - P(v) fir jeden Homomorphismus ¢ : W — G, G Gruppe

Haben wir nun eine Abbildung v : £ — G gegeben und ist ¢ : W — G der fortsetzende
Homomorphismus involutiver Monoide, so ist die Einschrankung 7 auf N ein Homomorphis-
mus. Also ist N von FE frei erzeugt. Wahlen wir G = N und v = idg, so ist 7 surjektiv und
daher wegen der Eindeutigkeit der faktorstruktur Kern(¥) = Kern(m) =~. Da J(w) = w fiir
die Ezeuger w € E von N. gilt das auch fiir alle w € N. Also

w~v=w=uv firwvelN

und wir haben somit ein Représentantesytem fiir ~. Und es folgt w * v = wv falls wv € N.
Damit haben wir die eindeutige Darstellung wie gewiinscht.

Nun ist es aber echt dtzend, * mathematisch korrekt (d.h. rekursiv) zu definieren und
dann die Assoziativitat nachzuweisen. Bei so simplen Objekten wie den freien Gruppen gehts
auch bequemer mit der Methode der Termersetzung (vgl. G14b).

Der Cayley-Graph einer freien Gruppe (bzg. der frien Erzeuger) ist ein Baum. Umgekehrt
is jede Gruppe, die auf einem kreisfreien gerichteten Graphen fixpinktfrei wirk, frei erzeugt
von passdenen Erzeugern. Es folgt, dass Untergruppen von freien Gruppen frei sind (Bilsen,
Schreier).

19.3 Fundierung

Sei P eine Menge und — eine Relation auf P. Lies * — y als x reduziert direkt zu y.
(P, —) heisst fundiert, terminierend, artinsch (auf informatisch auch noethersch) wenn es
keine unendlichen Folgen gibt mit

ap — a1 —> Ay ...

Das Beweisprinzip vom minimalen Verbecher bzgl. (P, —) geht so: Sei A(x) eine Aussage
iiber Elemente x von P. Ein Verbecher ist ein Element « von P, fiir dad A(z) nicht gilt. Er
ist minimal, wenn A(y) fir alle y € P gilt, zu denen = direkt reduziert, d.h. z — y. Das
Beweisprinzip besagt nun

e Gibt es keine minimalen Verbrecher, so gilt A(x) fir alle x € P.
Prinzip 19.4 Ist (P, —) fundiert, so gilt das Prinzip vom minimalen Verbecher.

Beweis. Angeommen, es gibt keine minimalen Verbecher, aber die Menge V' der Verbecher ist
nicht leer. Wahle eine Verbrecher vy, der ist nicht minimal, also kann man einen Vebrecher
v1 mit vg — vy wihlen. U.s.w.: ist der Verbrecher v,, shcon gewéhtl, so ist der nicht minimal,
also kann man einen Verbecher v, mit v, — v, 1 wahlen. Ad infinitum, Widerspruch! [
Hier wurde das Prinzip der bedingten Auswahl benutzt.

Eine Quasiordung ist eine reflexive und transitive Relation. Setze t <+ s < t — s oder s — .
Wir definieren

tSs o t=soderesgibtt=ty —t;—>... >t,=s
tSs < t=woderesgibtt=ty < t1 ... t,=s
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Offenbar handelt es sich um eine Quasiordnung bzw. Aquivalenzrelation, und zwar die klein-
ste — umfassende, die von — erzeugte.

a ist minimal oder Normalform in (P, —), falls a — b fiir kein b € P.

Lemma 19.5 Ist — terminierend, so gibt es zu jedem t mindestens eine Normalform u mit
tSu

Beweis. Sei t ein minimaler Verbecher. Dann ist ¢ selbst keine Normalform, also gibt es b
mit a — b und B ist kein Verbrecher. Also gibt es Normalform u mit b — v und dann auch
a = u. Widerspruch. OJ.

Wir sagen, dass — lokal konfluent ist, wenn es zu t — t1, t — 5 stets s gibt mit t; — s und
tg i> S.

Lemma 19.6 Newmann, Diamanten Ist — terminierend und lokal konfluent, so gibt es zu
jedem t eine eindeutig bestimmte Normalform t' mit t = t'.

Beweis durch Uberfithrung der minimalen Verbrecher. Sei ¢ ein solcher. Dann gibt es min-
destens zwei verschiedene Normalformen uq, us mit ¢ = uyg und ¢ = usy. Nach Definition von
5 gibt es aber

t—=t; > wup und t =ty = us.

Nach der Annahme der lokalen Konfluenz und dem vorangehenden Lemma gibt es aber ein
s und dann eine Nromalform u so, dass
t1i>s, ts s und s = wu.
Es folgt mit Transitivitét
t; > u und ty = wu.
Nun sind aber ¢; und ¢, keine Verbrecher (da ja t — t;), also folgt u = u; und u = uy. Also

uy = us, ein Widerspruch. [J

Korollar 19.7 Ist — terminierend und lokal-konfluent auf P, so bilden die Normalformen
ein Reprisentantensytem der von — erzeugten Aquivalenzrelation < auf P,

Beweis. Sei u die eindeutig bestimmte Normalform mit ¢t = w. Durch Induktion iiber n in der
Def. von t & ¢, zeigen wir: t, = w. Also nach Induktionsannahme ¢,,_1 — u. Gilt ¢, — t,_1
so folgt die Behauptung sofort. Andernfalls ¢,_; — t,. Es gibt Normalfrom v mit ¢, — v,
also t,_1 — v und somit v = u aus der Eindeutigkeit. [

Wie kann man Termination erreichen? Eine Gewichtung ist eine Abbildung 7 in eine geord-
nete Menge (M, <) mit Minimalbedingung - d.h. jede nichtleere Teilmenge hat ein minimales
Element - (z.B. die natiirlichen Zahlen mit natiirlicher Ordnung) so, dass

s—t = 7(t) <7(s) fir alle s,t € P.

Lemma 19.8 Erlaubt (P,—) eine Gewichtung, so ist es terminierend

Beweis. Hitte man eine unendliche Folge a9 — a; — ..., so hitte {7(a,)|n € N} kein
minimales Element. []
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19.4  Gerichtete Termersetzung

In einem Wortmonoid A* sei eine Menge R von Paaren (r, ') gegeben, die Erszetzungsregeln
r —o r Das zugehorige Termersetzungssystem ist die folgende Relation — auf A*

e w—w' fallsesr —¢ 7" in R gibt so,
dass r als Teilwort in W vorkommt und w’ aus w entsteht,
indem r durch r’ ersetzt wird.

Lemma 19.9 & ist die kleinste Kongruenzrelation auf dem Monoid A*, die R umfasst.
Beweis. Es gilt offensichtlich
w—w = wv— wvund vw — vw'

Es folgt
w < w = wv & w'v und vw < vw’

Durch Induktion iiber die Definition von < folgt

* / * / * /
w4 w = wu < wound vw < vw

19.5 Normalformen fiir die freie Gruppe.

Gegeben sei die Erzeugermenge E. Wir wihlen fiir jedes a € A ein neues Symbol a™!
und betrachten nun das (involutive) Wortmonoid W iiber dem Alphabet F U E~! und die
Ersetzungsregeln (dabei ist e das leere Wort)

T — e, ala—e

Gilt w = w' so ist w’ kiirzer als w, also ist — terminierend. Zum Nachweis der lokalen
Konfluenz hat man folgende Fille zu betrachten

— — / — * /i —
w = wia‘a “web"b w3, w — w = wiwb"b Mws, w — w' = wiaa” “wows

. * *
hier w' = wiwows, W’ = wiwows
— * *
a=>b, w=waa b, w— wbwy, w— wiawsy
hier w;b°ws = wia®wy weil a = b

Die Kongruenz <+ is gerade die Kongruenz ~ aus Gl14. Es folgt, dass W/ <& freie Gruppe
iiber E ist und dass die Normalformen von — ein Reprédsentantensystem fiir die Kongruenz
& bilden. Die Normalformen sind dadurch charakterisiert, dass sie kein Teilwort der Forn
aa! bzw. a~la mit a € A enthalten, bilden also genau die Menge N. [(J Die Multiplikation
auf N kann man dann so erkléiren

wxv=u< wo > u€N
Und das ist dann doch etwas geschickter.

Lemma 19.10 Das Monoid M von E erzeugt, d.h. jedes Element von M hat die Form [, a,
mit a; in E. Gibt es zu jedem Element a von E ein a’ € M mit aa’ = e = aa, so ist M eine
Gruppe.
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/

Beweis. ay ... ap-a,-...-a)=e=a),-...-a}-a-... a, J

Die durch Erzeugende ay,...,a, und Relationen r = e (r € R) gegebene Gruppe erhal-
ten wird nun, indem wir in der freien Gruppe F' = FG(ay,...,a,) den von R erzeugten
Normalteiler N bilden und dann die Faktorgruppe F'/N mit Erzeugern g; = Na;. Der Ho-
momorphieergdnzungssatz liefert uns die geforderte Erginzungseigenschaft. [ Aber wie F'//N
genau aussieht, wissen wir nur ausnahmsweise.

Lemma 19.11 Sei G Gruppe und R C G, Dann ist
i=1

der kleinste Normalteiler O R, der von R erzeugte.

Beweis: klar.

Wenn man unbedingt will, kann man aus der eindeutigen Darstellung auf die homomorphe
Fortsetzung schliesen. Ist die Abbildung o : £ — G gegeben, so definiere man

a(w) = a(by)™ - ... - a(by,)™

Die Homomorphieeigenschaft ergibt sich aus dem nachstehenden Lemma angewendet auf die
Erzeugermenge £ U E~!: Sei w wie oben, a € E und ¢ = £1. Ist a # b,, so folgt mit der
Assoziativiat

a(w-a®) =alb)™ ... alby)™a(a)” =a(w) - a(a®)

Sei nun a = b,,. Dann

a(w-a®)=ab] ... b)) = a(b) b)) - alby,) T

= (b)) ... albn)™ala)® =a(w) - ala®)

Lemma 19.12 Seien G und H Gruppen, G erzeugt von E , wobei b=' € E fiir alle b € E.
Fine Abbildung ¢ : G — H ist genau dann ein Homomorphismus, wenn ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b)
fiir alle a € G und b € E.

Beweis: Jedes b € G lésst sich als b = [[_, b, mit b; € E schreiben. Durch Induktion
iiber k folgt fiir alle a € G: ¢(a - [[_y b)) = o((a - [152) bs) - be) = ola- [T bi) - (br) =
o(a) - ([T b:) - 6(be) = d(a) - H([Tiy bi)- O
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