Geometrie fiir Lehramt  TUD SS 2010

1 Aquivalenzrelationen”.

1

Dieses Kapitel soll nur an hoffentlich aus dem 1. Semester Bekanntes
erinnern.

Die Umgangssprache bezeichnet haufig Dinge als gleich, wenn sie in ge-
wissen, jeweils relevanten, Merkmalen iibereinstimmen. Damit allein kann
man aber keine ernsthafte mathematische Begriffsbildung treiben, sondern
man muss, in gegebenem Zusammenhang, ‘Gleichheit’ als eine Relation defi-
nieren, etwa auf der Grundlage gegebener Relationen und Operationen. Der
Zusammenhang ist dabei wesentlich: Etwa beim Rechnen mit rationalen Zah-
len ist 1 gleich 2, jedoch wird man 1 Teller und 3 Teller nicht unbedingt als
gleich ansehen.

Nach Leibniz bedeutet Gleichheit zweier Objekte in einem gegebenen Zu-
sammenhang, dass man das eine durch das andere ersetzen kann, ohne dass
sich an den relevanten Aussagen und Beziehungen etwas dndert. Die Axiome
der Aquivalenzrelationen ergeben sich zwingend daraus: Schreibt man s ~ t,
falls s gleich t ist, und geht man davon aus, dass jedes Ding sich selbst gleich
sei (s ~ s), so kann man aus s ~ t auf ¢ ~ s schliessen (ersetze in ¢t ~ t das
zweite t durch s) und man kann von s ~ ¢ und ¢ ~ w auf s ~ u schliessen,
indem man in ¢ ~ u das t durch s ersetzt.

Diese Axiome reichen aus, solange man keine Struktur beriicksichtigt. Die
Verwendung des Gleichheitszeichens ‘=" signalisiert, dass in dem gegebenen
Zusammenhang klar ist, was mit Gleichheit gemeint ist.

1.1  Definition und Beispiele.

Eine binére Relation ~ auf einer Menge M heisst eine Aquivalenzrelation,
wenn fiir alle z,y, 2 € M gilt

(E1) x~zx Reflexivitét
(E2) rT~YyY=Sy~T Symmetrie
(EF3) ax~yundy~z =>zx~2 Transitivitét

Beiuspiele: 1. Zwei Briiche bedeuten die gleiche rationale Zahl

a C
g’\'a & ad = be.

2. Zwei rationale Cauchyfolgen bedeuten die gleiche reelle Zahl
(an)nen ~ (bn)nen < (an — bp)nen ist Nullfolge

3. Zwei Quotienten reeller Polynome bedeuten die gleiche rationale Funktion

@N@ x)s(x) =r(x)(q(x
T s P = (@)

IMit #,* * bezeichnen wir Abschnitte, die nur verkiirzt, spiter bzw. garnicht behandelt
werden
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4. Zwei Pfeile im Anschauungsraum bedeuten den gleichen Vektor
(P,Q) ~ (P,Q) < (P,Q)und (P',Q) haben dieselbe Linge und Richtung .
5. Zwei I-Tupel stimmen auf J C [ iiberein
(a;|1€l)~y;(bi|iel) & firallejeJ a; =0
6. Zwei ganze Zahlen haben den gleichen Rest modulo n
ar~,b < a=b(modn) < nteilt a—>b
7. Zwei algebraische Strukturen sind isomorph
A~B & A=B
8. Fiir eine Abbildung ¢ : M — . der Kern ~
gy & (@) = oy).

9. Sind ~, . .., ~, Aquivalenzrelationen auf M, so auch der Durchschnitt mit

a~b < a~ybund ... unda~,b

10. Zwei Programme berechnen bei gleicher Einge die gleiche Ausgabe - oder
héngen sich beide auf bzw. stiirzen ab.

11. Zwei Befehlsworter w und w’ bewirken dieselben Zustandsdnderungen
des Automaten A

d(z,w) = d(z,w’") fiir alle Zustéinde z von A

1.2 Klasseneinteilung

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren
a:={x € M|z ~a}=almod ~] die (Aquivalenz)Klasse von @ nach/modulo ~ .
Lemma 1.1 a~b < a=Db.

Beweis. Sei a ~ b. Aus z ~ a folgt dann mit (E3), dass = ~ b, also @ C b.
Wegen (E2) haben wir auch b ~ a und b C @. Also haben @ und b dieselben
Elemente, weshalb @ = b. Gelte umgekehrt @ = b. Wegen (E1) haben wir
a~a,also a € a=>bund damit a ~ b per definitionem. OJ

Eine Partition oder Klasseneinteilung von M ist ein System II von Teilmen-
gen von M derart, dass

(P1) P#( firalle Pell
(P2) Zu jedem x € M gibt es P € Il mit x € P
(P3) Fiir alle P,Q €Il gilt P =Q oder PNQ =0
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Lemma 1.2 Zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen auf einer Men-
ge M besteht eine bijektive Entsprechung vermdge

M={a|lae M} sowie a~b <& esgibt Aell mita,be A

Beweis. (P1) und (P2) folgen sofort aus (E1): a € a. Ist ¢ € aNb, so ¢ ~ a,
und ¢ ~ b, also a ~ b mit (E2) und (E3) und daher nach Lemma 1.1 & = b.
Gilt a ~ b, so a,b € A="0. Gilt umgekehrt a,b € A=¢,s0oa~cund b~ ¢,
also a ~ b mit (E2) und (E3). Ist die Partition gegeben, so gilt (E1) wegen
(P2) und (E2) ist trivial. Hat man a ~ b ~ ¢, so a,b € A und b,c € B mit
A B ell,alsobe AN B und A = B nach (P3), also a ~ ¢. Und a = A
fiir a € A. 0. Partitionen taugen insbesondere als bildliche Vorstellung von

Aquivalenzrelationen.

1.3  Représentanten

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ein Element a von M heisst Reprisen-
tant der Klasse A, wenn a € A. Also

a, b reprasentieren dieselbe Klasse, ndmlich a = 5, & a~b.

Eine Teilmenge S von M, die aus jeder Klasse genau einen Repridsentanten
enthélt, heisst ein Reprdsentantensystem.

Prinzip 1.3 Reprisentation. Jede Aquivalenzrelation hat mindestens ein Re-
prasentantensystem

Aber meist tut man sich schwer, eines zu finden. Der Beweis ergibt sich
wieder aus dem Auswahlaxiom, fiir endliche Mengen durch Induktion. Fiir
obige Beispiele hat man z.B. folgende Représentantensysteme

a, b teilerfremd, b > 0
A )neN ap € Z, Yn > 0. (a, — a,_1)10" € {0,...,9},
Vm.3n. (a, — a,—1)10" # 9

SIS

DN
—

3 Z(—g p(x),q(x) teilerfremd, ¢(z) normiert

4 (0,Q) mit festem Punkt O

5 (a; i€l a; = 0, fiir alle j € J mit ausgezeichnetem 0; € A;
6 a ac€Z,0<a<n

1.4  Abstraktion

Prinzip 1.4 Abstraktion. Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge
M gibt es eine Menge K und eine surjektive Abbildung m von M auf K so,
dass

x~y S n(r)=mn(y) firallex,ye M.

Wir sagen dann, dass K eine Faktormenge (auch Quotientenmenge von M
nach (oder modulo) ~ ist mit kanonischer Projektion 7 = mod .. Kurz:
m: M — K ist Abstraktion nach ~. Durch einen solchen Ubergang kommen
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wir z.B. von den (konkreten) Briichen/Cauchyfolgen zu den (abstrakten)
rationalen/reellen Zahlen, von den Pfeilen im Anschauungsraum zu den Vek-
toren.

Man kann sich K auf vielfdltige Weise verschaffen. Dogmatiker behaupten,
man miisse die Menge der Aquivalenzklassen nehmen. Ist M gar keine Menge
(wie in Beisp. 7), so verbietet es sich das, weil die Gesamtheit der Aquiva-
lenzklassen dann noch weniger greifbar ist als M selbst. Trotzdem kann man
durch Abstraktion den Begriff ‘[somorphietyp’ bilden und, etwa im Falle der
endlichen abelschen Gruppen, die Menge der Isomorphietypen explizit be-
stimmen. Wir empfehlen daher folgenden Umgang mit ‘der Faktormenge’
M/ ~

e Man arbeite bevorzugt in M mit der ‘erweiterten Gleichheitsbeziehung’

~

e Man bezeichne die Elemente von M/ ~ | wenns denn sein muss, mit
a = 7(a) und rechne mit

a=m(a) = b=mn(b) Sa~b

1.5 Ergidnzung

Satz 1.5 Seiw eine surjektive Abbildung von M auf K und ) eine Abbildung
von M in N. Genau dann gibt es eine Abbildung x von K in N mit

Yp=yxom wenn (x¥) T r~gpy = x~yy firalex,ye M
Die Abbildung x ist dabei eindeutig bestimmt: x(y) = ¥(x) falls y = w(x).
X ist injektiv < (k%) T~y & x o~y y firalle z,y € M
X : K — N surjektiv < ¢ : M — N surjektiv.

Beweis. Sei x gegeben und a ~, b. Dann w(a) = 7(b), also ¢¥(a) =
x(m(a)) = x(m(b)) = 1(b) und somit a ~, b. Sei umgekehrt (*) erfillt. Setze

X={(y,2)|ly€e K, z€ Nund 3z € M : w(x) = y und ¢(x) = z}.

x ist in der Tat eine Abbildung: Ist y € K gegeben, so gibt es wegen der
Surjektivitdt von 7 ein x € M mit 7(x) = y und man hat (y,z) € x fir z =
Y(x). Hat man (y, z) € x und (y, 2’) € x, so gibt es nach Definition z, 2’ € M
mit 7(z) =y, Y(x) = 2, n(2') = y, ¥(a') = 2. Es folgt n(x) = n(z’) (da
‘=’ eine Aquivalenzrelation ist), also  ~, 2’ und nach Voraussetzung (*)
x ~y 2. Das besagt aber z = ¢(z) = ¢(2') = 2.

Beweis des Zusatzes. Sei x injektiv und a ~y b, d.h x(7(a)) = ¥(a) = ¢(b) =
x(m(b). Mit der Injektivitét folgt m(a) = m(b), also a ~, b. Gelte umgekehrt
(**) und sei x(¢) = x(d). Nach Definition von x gibt es a,b € M mit ¢ = 7(a),
d = n(b) und ¢ (a) = x(c) = x(d) = ¢¥(d). Das bedeutet a ~,; b, also nach
(**) a ~; b und damit ¢ = w(a) = w(b) = d. O

Korollar 1.6 Die Abstraktion einer Menge M nach einer gegebenen Aqui-
valenzrelation ~ ist eindeutig bestimmt: d.h. zu je zwei Abstraktionen m; :
M — K; (d.h. surjektiven Abbildungen mit m;a = m;b < a ~ b) gibt es eine
(eindeutig bestimmte) bijektive Abbildung x : K1 — Ky mit mg = x o 7.



2 Affine Geometrie und Vektorrechung

2.1 Affine Ebenen

Wie Euklid in den ‘Elementen’ (um - 300) und Hilbert in den ‘Grundlagen
der Geometrie’ (1899) begriinden wir die Geometrie axiomatisch, d.h. wir
betrachten im Falle der Ebenen eine Menge P von Punkten und eine Menge
G of Geraden sowie die Relation I der Inzidenz I zwischen Punkten und
Geraden. Wir schreiben P I g falls P mit g in Relation steht, d.h. mit g
inzidiert. Wir sagen dann auch, dass P ein Punkt auf/von g ist und g eine
Gerade durch P.

Dass wir die Elemente von P Punkte und die von G Geraden nennen,
reflektiert die anschauliche Bedeutung, die wir den Begriffen zuschreiben,
ist aber letztlich irrelevant - wir konnten, wie von Hilbert bemerkt, auch von
Bierseideln und Tischen reden. Auch Euklid hat seine “Definition” von Punk-
ten, als etwas “das keinen Teil hat” nie benutzt, sondern nur die die geome-
trischen Konstruktionen beschreibenden Axiome. Wir betrachten zunéchst
nur die Konstruktionen, die mit Lineal und Geodreieck ausgefiihrt werden
konnen.

Definition 2.1 Punkte auf derselben Geraden sind kollinear. Geraden sind
parallel (g || h) wenn sie identisch sind oder keinen Punkt gemeinsam haben.

Definition 2.2 Ist I eine Relation zwischen den Mengen P und G, d.h. I C
P x G so liegt eine als notierte (P, G, I) affine Ebene vor, falls die folgenden
Aziome erfillt sind.

Axiom 2.3 (E0) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 2 verschiedene Punk-
te

(E1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade: zu P # Q in
P gibt es genau ein g € G so, dass PIg und Q1 g.

(E2) Parallelenaxiom. Zu jeder Geraden g und Punkt P gibt es eindeutig be-
stimmte Parallele h || g durch P.

(E3) Es gibt 3 nicht kollineare Punkte: ein Dreieck

Bemerkung: (E0) kann man aus (E1-3) herleiten, aber das Paralellenaxiom
(E2) nicht aus (E0,1,3). Dies gilt sogar dann, wenn man noch weitere Axiome
hinzunimmt, die sich auf Anordnung und Kongruenz beziehen - dies wurde
nach mehr als 2000 Jahren vergeblicher Versuche (E2) zu beweisen zu Be-
ginn des 19. Jahrhunderts von Gauf}; Bolyai und Lobatschewski durch die
Konstruktion “nichteuklidischer Geometrien” gezeigt. Das war auch ein ent-
scheidender Schritt zur Klarung der Rolle der axiomatischen Methode in der
Mathematik und zur Entwicklung der Mathematischen Logik - dokumentiert
in Hilberts ‘Grundlagen der Geometrie’.

Beispiele alle mit P g < P € g.
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1. Das Grundbeispiel ist natiirlich die anschauliche Ebene mit der iibli-
chen Bedeutung der Begriffe.

2. Sei K ein Korper, P = K? die Menge der Punkte und die Geraden von
der Form {(z,ax +b) | z € K} oder {(c,y) |y € K} mit a,b,c € K.

3. P=1{1,2,3,4} und G die Menge der 2-elementigen Teilmengen von P

4. Ein Beispiel, in dem (E0,1,3) gelten aber nicht (E2) erhdlt man so:
Sei Fo = {0,1} der 2-elementige Koérper, P = F3\ {(0,0,0)} und die
Geraden von der Form U \ {(0,0,0)} wobei U 2-dimensionaler Unter-
vektorraum von 3.

Im Folgenden sei stets vorausgesetzt, dass es um eine affine Ebene geht.

Korollar 2.4 FEine Gerade g ist eindeutig durch die Menge {P | P I g} be-
stimmt. Fir Geraden g, h tritt genau einer der folgenden Fille ein

(i) g=h
(i) g # h und g || h, d.h. g und h haben keinen Punkt gemeinsam

(11i) g und h haben genau einen Punkt gemeinsam.

Beweis. Nach Axiom (E0) gibt es P # @ auf g. Nach Axiom (E1) ist ¢
durch diese schon eindeutig bestimmt. Sind g, A nicht parallel, so haben sie
mindestens einen Punkt gemeinsam. Aber nach (E1) auch hochstens einen,
da sonst g = h. Sei umgekehrt angenommen, dass g und h genau einen Punkt
gemeinsam haben. Dann g # h nach (E0) und ¢ |f h nach Definition. O

Wir konnen somit eine Gerade auch als die Menge ihrer Punkte auffassen,
P € g statt P I g schreiben und die Menge der gemeinsamen Punkte zweier
Geraden g, h als g N h notieren. Gibt es nur einen gemeinsamen Punkt P,
so diirfen wir, etwas missbrauchlich, P = g N h schreiben und nennen P
den Schnittpunkt von g und h. Die eindeutig bestimmte Gerade durch 2
verschiedene Punkte P, () notieren wir als PV Q.

Lemma 2.5 Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge G der
Geraden.

Die Aquivalenzklassen heissen Parallelscharen. Beweis. Nur die Transitivit
ist zu zeigen. Sei ¢ || h und h || k. Falls gk = 0 so g || k nach Definition.
Sei also P € g N k. Dann sind sowohl g wie auch k£ Parallelen zu A durch P
und somit g = k nach (E2), also auch ¢ || k. O.

Lemma 2.6 Parallelogrammergianzung. Zu jeden Dreieck P, ), R gibt es einen
eindeutig bestimmten vierten Punkt S so, dass PV Q || PV S und PV R ||
QVS.
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R S

P Q Beweis. Sei g = PV Q und h = PV R. Dann g |} h
weil sonst nach (E2) g = h, also P,Q, R kollinear. Nach dem Axiom (E2)
gibt es eindeutig bestimmtes ¢’ || ¢ durch R und A’ || h durch Q. Wegen
Transitivitit, ¢’ |f b/, also gibt es Schnittpunkt S = ¢’ N A'. Eindeutigkeit: ist
S gegeben, so sei ¢’ = RV S und ' = Q Vv S. Nach Voraussetzung, ¢’ || g und
R || h. Nach (E2), ¢’ und A’ eindeutig bestimmt und ¢' | »" da sonst g || h
wegen Transitividt. Also ist S = ¢’ N A’ eindeutig bestimmt. [

2.2 Unendliche affine Ebenen

Um uns spétere Beweise zu vereinfachen, verschérfen wir Axiom (EO)

Axiom 2.7 (E0’): Jede Gerade enthdilt unendlich viele Punkte.

Satz 2.8 (i) Zu jedem Punkt gibt es eine Gerade nicht durch diesen Punkt
(i) Durch jeden Punkt gehen unendlich viele Geraden.

(i1i) Jede Gerade hat unendlich viele Parallelen

(iv) Zu je endlich vielen Geraden gibt es einen Punkt, der auf keiner dieser
Geraden liegt.

Beweis als Ubung. [0 * Setzt man nur (E0-3) voraus und gibt es eine Gerade
mit genau n Punkten, n < oo so gilt: Jede Gerade enthélt genau n Punkte;
durch jeden Punkt gehen genau n+ 1 Geraden; jede Parallelschar besteht aus
genau n Geraden; es gibt genau n+1 Parallelscharen; P hat n? und G n(n+1)
Elemente. n heisst dann die Ordnung der affinen Ebene. Bis jetzt kennt man
nur Ebenen der Ordung p* mit einer Primzahl p, aber es war ein nicht so
einfach zu zeigen, dass es keine Ebene der Ordnung 10 gibt - C.W.H. Lam,
The search for a finite projective plane of order 10, Amer. Math. Monthly 98
(4) (1991), 305-318.

2.3 Pteile

Die Motivation fiir Vektoren kommt natiirlich aus der Physik z.B. Kraft- und
Geschwindigkeitsvektoren

Eine vektorielle Grosse wird angegeben durch Betrag/Lénge und
Richtung

Um eine bestimmte Lénge und Richtung anzugeben, weist man am einfach-
sten ein Objekt auf, dem diese zukommen. Zum Beispiel einen Pfeil, d.h. ein
Punktepaar PQ) = (P, Q) bestehend aus Anfangspunkt P und Endpunkt @
des Pfeils. Wir haben damit einen neuen Typ von geometrischen Objekten
und miissen nun prézisieren, was “Ubereinstimmung nach Linge und Rich-
tung”, kurz “Aquivalenz”, heissen soll.
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Definition 2.9 Zwei Pfeile PQ) und RS sind strikt dquivalent und wir schrei-
ben PQ =~ RS falls eine der folgenden Bedingungen gilt

(i) P=Rund Q =5
(i) P=Q und R=S

(11i) P,Q, R, S sind paarweise verschieden, keine 8 von ihnen sind kollinear
und es gilt PV Q || RV S und PV R || QV S (d.h sie bilden ein
Parallelogramm wie in der Skizze).

Korollar 2.10 PQ ~ RS < QP ~ SR PR~ QS < RP =~ SQ

Den Fall, dass die Pfeile auf derselben Geraden g liegen, fithren wir auf
den vorherigen zuriick durch die folgende Definition.

Definition 2.11 Die Pfeile PQ und RS sind dquivalent und wir schreiben
PQ ~ RS, falls PQ ~ RS oder falls P # @Q und R # S auf einer Geraden
g liegen und es UV gibt mit PQQ =~ UV =~ RS.

2.4  Vektoren

Wir wollen nun den Begriff “Vektor” dadurch einfiihren, dass wir sagen:

e Pfeile reprdsentieren genau dann denselben Vektor, wenn sie dquivalent
sind.

Wenn das nicht zu Widerspriichen fiihren soll, muss ~ eine “Aquivalenzre-
lation” sein. Um das zu garantieren benotigen wir das folgende Axiom - das
im Raum bewiesen werden kann.

Axiom 2.12 (E4) Desargues. Aus PQ ~ UV ~ RS, P # Q und PV Q #
RV S folgt PQ ~ RS.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass Axiom 2.12 gilt.

Satz 2.13 Die “Aquivalenz” ~ aus Definition 2.11 ist eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge P? der Pfeile.

Beweis. Nur die Transitivitiat ist ein Problem. Hier geniigt es aus PQ; =~
Pi1Qivq (1 = 1,2,3) auf PiQy ~ PyQ4 zu schlieflen. Gilt PS; = Q; fiir ein
I, so auch fiir alle anderen. Daher kann man P; # @Q; (i = 1,2,3,4) und
setzen g; = P; V Q;. Dann ¢; || g;11 und g; # ¢;4q fiir i = 1,2,3. Wegen der
Transitivitat der Parallelitidt (Satz 2.5) gilt g; || g; fiir alle 4, j. Hat man g; #
gixo fiir ein ¢ so folgt mit dem Axiom 2.12 von Desargues P,Q; ~ P;i2Q;io.
Also PQ); ~ P,Q4 wieder nach Desargues oder nach Definition von ~. Es
bleibt somit der Fall g = g3 und go = g4, Wegen Satz 2.8 gibt es X ¢ g1 U g.
Parallelogrammergénzung (Lemma 2.6) liefert Y mit XY =~ P;Q4 und wir
haben h = X VY # g; fiir i = 1,2,3,4. Wenden wir den schon behandelten
Fall auf P, P33, P,Q4, XY an, so folgt Po(Q)y ~ XY und PQy ~ XY
da G5 # h. Nun wieder mit Desargues P;(Q; ~ XY und dann P,Q, ~ P,Q,.
.
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Korollar 2.14 Liegen P # Q und R # S auf der Geraden g und gibt es UV
mit PQ ~ UV =~ RS, so gibt es zu jedem X & g einY mit PQ ~ XY =~ RS.

Der zweite Teil der Definition von ~ ist also von der Wahl des “Hilfspfeils”
UV unabhiingig und die Relation der Aquivalenz kann mittels Geodreieck
und Lineal iiberpriift werden. Beweis. Nach Lemma 2.6 gibt es Y mit PQ ~
XY, XY ~ PQ ~ RS und damit XY ~ RS sowie XY ~ RS, da X,Y ¢
RvS. O

Durch “Abstraktion” nach dieser Aquivalenzrelation erhalten wir nunmehr
den Begriff Vektor:

e Vektoren sind Grossen, die durch Pfeile représentiert werden
e Jeder Pfeil P(Q) reprisentiert genau einen Vektor P@
e PO = RS < PQ ~ RS < s gibt PQ ~ UV ~ RS
Lemma 2.15 (i) Gilt F@ = ]ﬁ, so P = R genau dann, wenn Q) = S
(i1) Gilt@:ﬁ und P#Q so R#S und PVQ | RV S

Beweis. Zu (i). Ist PQ ~ RS so folgt die Behauptung sofort aus der Defi-
nition. Sei also P # @, PQ ~ UV ~ RSund P = R,Q,S auf g #U V V.
Parallelogrammergénzung fiir P,U,V ergibt @, fiir R, U,V ergibt S, also
Q=S,da P=R.

Zu (ii). Wir haben PQ ~ UV =~ RS. und P=Q < U =V < R=6S.
Ist also P # @, so haben wir PV Q || UVV || RvVS and PV Q || RV S nach
der Transitivitdt (Lemma 2.5) der Parallelitat. O

2.5 Punkte und Vektoren

Entscheidend fiir das Zusammenspiel zwischen Punkten und Vektoren und
damit die Grundlage fiir das Rechnen mit Vektoren sind nun die folgenden
beiden Tatsachen

(A1) Zu jedem Punkt P und Vektor ¢/
gibt es genau einen Punkt ) mit

U= @ Wir schreiben

Q=i+P

(A2) Zu je zwei Punkten P, (@ gibt es

genau einen Vektor ¢ mit v = P
(gleichwertig: mit Q = v+ P)

Ist ndmlich v = E , so erhélt man () = v+ P, indem man A, B, P zum Par-
allelogramm ergénzt und () ist dadurch eindeutig bestimmt, unabhéngig von

S
der Wahl des repréasentierenden Pfeils: Ist zﬁ = A'B" und @' die Ergidnzung
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von A’, B’, P zum Parallelogramm, so PQQ ~ AB ~ A'B" ~ P(@)’, also
PQ ~ PQ und daher Q = @'. Wir haben somit eine wohldefinierte Ope-
ration +, die Vektoren mit Punkten zu Punkten verkniipft. In der zweiten
Aussage steckt die Tatsache, dass wir Vektoren durch Abstraktion aus der
Menge der Pfeile eingefiihrt haben.

2.6 Vektoraddition

Lemma 2.16 Zu Vektoren a, 5gibt es genau einen Vektor ¢ so, dass es
Punkte P,Q, R gibt mit

&':f@undg:@undﬁzﬁ

Beweis. Wahle einen Punkt P, Q = d+ P, R = b+ @ und ¢ :ﬁ Das
beweist die Existenz. Zur Eindeutigkeit ist zu zeigen: Gilt @ = P'Q)’ und
Ut g i

b=QR so PR = ﬁ Der Fall, dass P = @ oder Q = R und damit auch
P'= Q' bzw, Q' = R ist, ist trivial. Ebenso der Fall das P = P’. Seien also
P,Q, R paarweise verschieden und P # P’. Nach Lemma 2.15 gilt Q) # @',
R# R und PVP ||QVQ || RV R und es folgt PV P’ || RV R’ mit der
Transitivitat der Parallelitdt (Lemma 2.5),

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass P, ), R auf einer Geraden g liegen
also P',Q)', R’ auf einer Parallelen ¢’ zu g. Ist P’ &€ g so ¢ # g und somit
PR =~ P'R'. Liegt P’ auf g, so wiahlen wir nach (E2) ein P” ¢ g und erhalten,
indem wir das eben Bewiesene zweimal anwenden, PR ~ P"R" ~ P'R’, also

—
PL = PR.

Sei nun angenommen, dass P, (), R nicht kollinear sind - also auch P'Q’'R’
nicht kollinear. Sei zunéchst zusétzlich angenommen, dass P’ auf keiner der
Geraden PV @ und PV R noch auf der Parallelen zu ) V R durch P liegt.
Also PQ ~ P'Q" und damit nach Kor.2.10 auch PP’ ~ QQ’. Es gilt nun auch
R¢gQVvQ, dasonst PV P || QV R. Daher QR ~ Q'R also QQ' ~ RR'.

. —
Da PV P'# RV R’ (sonst wiren P, R, P’ kollinear), folgt ﬁ = P'R' nach
dem Axiom 2.12 von Desargues. Ist P’ beliebig, so wiahlen wir P” nach Satz
2.8 so, dass P” auf keiner der Geraden PV ), PV R und der Parallelen zu

@V R durch P liegt noch auf einer zu einer dieser Geraden Parallelen durch
P’. Dann kénnen wir wieder mit PR ~ P”"R" ~ P'R’ schliessen. [J

Damit diirfen wir definieren:

b+d:=¢c falls ¢+ P=0b+ (a+ P)

2.7 Gesetze der Addition
(A3) (W+7)+P =4+ (V+ P)
(V1) (W+7)+ud=w+ (V+1)

(V2) 14+ d =w+7
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(A3) und (V1) sind offensichtlich nach Definition der Addition, (V2) folgt

mut Parallelogrammergénzung. [
e Alle Pfeile PP repriisentieren denselben Vektor 0 und es gilt
(A4) 0+P=P, (V3) 7+0=70
e 7u jedem Vektor a gibt es genau einen Vektor b so, dass es Punkte P, ()
gibt mit @ = PO und b = QP.

Somit erhalten wir eine wohldefinierte Ope-
ration @ — —a mit

—a = Q? genau dann, wenn a = 1@
und es gilt

(V4) &+ (-0) =0

2.8 Ganzzahlige Vielfache von Vektoren

Durch Rekursion definieren wir fiir einen Vektor d die Vielfachen nd mit
n € N (Null ist die natiirlichste aller Zahlen)

0d=0, (n+1)d=nd+a

und dann auch fiir negative ganze Zahlen

Es gilt fiir alle r,s € Z

—

(V5) r(U+ W) =rd+ rd
(V6) 10=v, (V7) (r+s)0=rv+sv, (V8) r(st) = (rs)v

Das kann man leicht aus (V1-4) beweisen, fir r,s > 0 durch Induktion. za
mit z € Z und a € A kann man ganz analog fiir jede kommutative Gruppe
definieren und (V5-8) beweisen. Schreibt man multiplikativ a® statt za so
hat man gerade die bekannten Regeln fiir das Rechnen mit Exponenten.
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2.9 Teilung von Vektoren

Lemma 2.17 Gegeben sei eine desarguessche affine Ebene und n € Ny so,
dass kv # 0 fir alle Vektoren ¢ # 0 und alle 0 < k < n. Dann kénnen
wir jeden Vektor in n gleiche Teile teilen: Zu jedem Vektor @ und jedem
n € N, n # 0 gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor b mit

nb=a geschrieben b= —a

S|

Beweis durch Konstruktion. Sei J_T S—z>4 Wiéhle Cy = S, C4 nicht auf der
Geraden g durch SA. Sei ¢ = SCy und Cy auf der Geraden h = SV C}

so, dass S,y = kc. Sei B, = A und B, der Schnittpunkt von g mit der
Parallelen zu C,, V B,, durch C}. Wahle D; = B;und rekursiv

Di1=c+ D;.

Wir zeigen induktiv

BiBii1=CiDity = b

Fiir ¢ = 0 gilt das nach Definition. Im Schritt von ¢ — 1 nach ¢ haben wir
das Parallelogramm C;_1C; ~ D;D;,, nach Definition von D;,;. Also ist die
Gerade C;V D,y parallel zu g (ndmlich parallel C;_; V D; was wiederum nach
Induktionsannahme zu g parallel ist). Also haben\wir das Parallelogramm
B;C; ~ Bj;1Diy und ethalten B;iBijy = CiDyy1 = C;1D; = b. Somit
a=mnb.J

3 Vektorgruppe und Translationen

3.1 Gruppen und Untergruppen®

Eine Gruppe ist gegeben durch eine Menge G mit einer 2-stelligen Operation
(x,y) — z-y = zy (Multiplikation), einer Konstanten e ( Neutralelement) und
einer 1-stelligen Operation x — 2~ (Inversion) so, dass fiir alle z,y,2 € G
gilt

o z(yz) = (xy)z assoziativ
® T =T = €ex
e ux 'l =e=ua'x

Man schreibt auch (G, -, e,”!) oder einfach GG, wenn klar ist, welche Opera-
tionen gemeint sind. Die Gruppe ist kommutativ oder abelsch, falls gilt

o vy =y fir alle z,y € G

In diesem Falle notiert man die Operationen auch oft additiv: (G, +,0,—).
Eine Teilmenge U von G ist eine Untergruppe, falls gilt

o zyc U firallex,y e U
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e cclU
xleUfirallex e U

Dann wird U zu einer Gruppe mit den von G geerbten Operationen.
Beispiele.

1. Die (abelsche) Gruppe (Z, +, 0, —) der ganzen Zahlen mit der Addition.
Die geraden Zahlen bilden eine Untergruppe 27Z.

2. Die (abelsche) Gruppe (R, -, 1,7! ) mit der Multiplikation. Untergrup-
pen Ry, @;éo, Q-o.

3. Sy bezeichnet die symmetrische Gruppe aller bijektiven Abbildungen
o : M — M mit der Komposition als Multiplikation, dem Neutralele-
ment idyz, der identischen Abbildung, und der Umkehrabbildung o~!
als Inverser. Nicht abelsch falls M| > 3.

4. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, R) der invertierbaren nxn-Matrizen
iiber R.

3.2  Homomorphismen*

Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphis-
mus, falls

o(g-c h) = o(g) g ¢(h) fiir alle g,h € G

1. z v cosz + isinz ist ein Homomorphismus von (R, 4,0, —) auf die
multiplikative Gruppe {z € C | |z| = 1}.

2. Fiir endliches M ist das Signum sign : Sy — {1,—1} ein Homomor-
phismus

3. det : GL(n,R) — R ist ein Homomorphismus.
Wir definieren Kern(¢) = {g € G | ¢(9) = en}
Lemma 3.1 Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann

dlea) =en, o(g7'9) = (¢(g))'"

und Kern(¢) ist eine Untergruppe von G. Weiterhin ist ¢ genau dann injektiv,
wenn Kern(¢) = {e,}.

Beweis. ¢(eq) = ¢(egeq) = ¢(eq)d(eq) und durch Multiplikation mit ¢(eq) ™
folgt dlcg) = ex. Nun 3(g)o(9~) = 6(9g™) = le,) = ex und durch
Multiplikation mit ¢(g)~! von links folgt ¢(g~ ') = ¢(g) .

Seien g, h € Kern(¢), Dann ¢(gh) = ¢(g)¢(h(= egey = ey und ¢(g7 ') =
#(g)~ = e} = ey also ist Kern(¢) Untergruppe von G.

Ist 6(g) = 6(h), 50 H(gh™") = p(g)é(h) " = ey also gh~! = e und g = h.
O
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3.3 Gruppenwirkungen

Eine Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ordnet
jedem Element g € G und x € M ein Element g(z) € M zu so, dass gilt

e(r) =z, (hg)(x)=nh(g(x)) firalleg,heG, €M

Man darf auch gz = g(x) schreiben. Ist U Untergruppe von G, so kann man
die Wirkung nur der Elemente g € U auf M betrachten.

Satz 3.2 * Die Wirkungen einer Gruppe G auf einer Menge M entsprechen
bijektiv den Homomorphismen ¢ : G — Sy vermdige

o(9)(x) =g(x) =gz firge G, e M

Insbesondere

d(hg) = ¢(h) 0 p(g), ¢le) =idn, d(g™") = o(g)~"

Beweis. Sei eine Wirkung gegeben. Es ist zu zeigen, dass jedes ¢(g) : M — M
bijektiv ist. Nun gibt es aber in G das inverse Element g~! und wir haben

P(97)(0(9)(z)) = g7 (9(2)) = (97 "9)(z) = e(z) = e und ¢(g)(¢(¢~")(x)) =
g(g7 (x)) = (997 1) (x) = e(x) = x. Das besagt aber gerade, dass ¢(g~1) die
Umkehrabbildung von ¢(g) ist und somit beide bijektiv. Die Homomorphie-
bedingung ¢(hg) = ¢(h) o ¢(g) ist gleichbedeutend zu (hg)(x) = h(g(z))
(fiir alle z € M), da ¢(hg)(z) = (hg)(z) und h(g(z)) = ¢(h)(d(g)(x)) =
(op(h) o ¢(g))(z). Und ¢(e) = idp bedeutet gerade, dass ¢(e)(z) = x fir alle
x. U
Die Wirkung von G auf M ist

o treu, falls es zu allen g # h in G ein x € M gibt mit gz # hx
e transitiv, falls es zu allen x,y € M ein g € G gibt mit gz =y

e (einfach) scharf transitiv, falls es zu allen Paaren z,y € M genau ein
g € G gibt mit gx = y.

Lemma 3.3 Fiir die Wirkung einer Gruppe G auf M sind dquivalent
(i) Die Wirkung ist treu
(i1) Ist gx = x fir allex € M so g=e

(11i) Die Abbildung ¢ ist injektiv.

Jede scharf transitive Wirkung ist treu.

Beweis. (i) < (iii) folgt sofort aus dem Satz. (ii) besagt, dass der Kern
(des Homomorphismus) ¢ trivial ist, somit < (éi7). Ist die Wirkung scharf
transitiv, so folgt (ii) trivialerweise.
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3.4  Vektorgruppe

Satz 3.4 Die Vektoren einer (unendlichen) Desarquesschen affinen Ebene
(P, G, 1) bilden eine kommutative Gruppe V- = (V,+,0,—). Diese wirkt mit
P +— v+ P scharf transitiv auf der Punktmenge P.

Beweis: Die (V1-4) sind gerade die Axiome einer kommutativen Gruppe.
(A1-4) die Axiome fiir eine scharf transitive Wirkung. [J

3.5 Translationen

Die Abbildung
5:P—>P, 1(P)=v+P

heisst Translation mit Verschiebungsvektor v.

Korollar 3.5 Die Abbildung v — 73 ist ein Isomorphismus von V auf eine
Untergruppe von Sp, die Translationsgruppe T'= T(P, G, I) von (P, G, I)

_ - -1
Ti+d = Te © Ty, Tg = idp, T_y =T

Satz 3.6 T Eine bijektive Abbildung T : P — P einer (unendlichen) Desar-
guesschen affinen Ebene (P, G, I) ist genau dann eine Translation, wenn dass
Bild {7(P) | P € g} einer Geraden g stets eine zu g parallele Gerade ist und
wenn 7(P) # P fir alle P oder 7(P;) = P; fiir zwei verschiedene Punkte
Py, Py - in diesem Fall 7 = idp.

Damit kénnen wir den Vektor ¢ mit der Translation 75 identifizieren. Haufig
werden Vektoren auf diesem Weg eingefiihrt. Dagegen spricht, dass das Kon-
zept bijektiver Selbstabbildungen der Ebene deutlich abstrakter ist, als das
von durch Pfeile reprasentierten Vektoren. Dafiir spricht, dass sich die Addi-
tion direkt aus der Komposition der Abbildungen ergibt.

Beweis. Dass Translationen die genannten Eigenschaften haben, wird in
U2.5 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass 7 bijektiv ist und Geraden auf par-
allele Geraden abbildet. Dann gilt

(1) Liegen P # @ und 7(P) auf der Geraden g, so liegt auch 7(Q) auf g

(2) Ist Z ein Fixpunkt, 7(Z) = Z, so geht jede Gerade durch Z in sich
tiber: {7(P) | P € g} =g.

Zu (1): Das Bild h = {7(X) | X € g} von g ist nach Voraussetzung zu g
parallel. Da 7(P) € g N h, folgt ¢ = h nach Definition der Parallele. (2) folgt
sofort.

Sei nun 7 fixpunktfrei, also 7(P) # P fir alle P. Wir zeigen

(3) Liegt @ nicht auf der Geraden PV 7(P), so gilt Pr(P) ~ Q7(Q), d.h.

man hat ein Parallelogramm

(4) Pr(P) = Qr(Q) fiir alle P, Q.
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Zu (3): 7(Q) # 7(P), da 7 injektiv ist. Nach Voraussetzung sind dann PV @
und 7(P) V 7(Q) parallel. Angenommen, g = PV 7(P) und h = Q V 7(Q)
haben gemeinsamen Punkt S. Nach (1) liegt 7(S) # S sowohl auf g wie
auf h, also ¢ = h nach der Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden - Axiom
(E1). Also @ € g im Widerspruch zur Voraussetzung. Also war die Annahme
g N h # 0 falsch und es folgt ¢ || h. Zu (4). Fiir @ nicht auf der Geraden
PV 7(P) folgt die Behauptung sofort aus (3). Liegt @ auf PV 7(P) so wihle
U & PV 7(P). Dann folgt Pr(P) = Ur(U) = Q7(Q). Wihlt man nun
U= P07'<P0; fiir ein Py, so folgt 7(P) = v+ P fur alle P.

Sei schliesslich angenommen, dass 7 mindestens 2 Fixpunkte hat: 7(P;) =
Py # 1(P,) = P,. Liege @ nicht auf P, V P, und sei ¢ = Q V P;. Nach (2)
gilt 7(Q) € g. Also Q # Py, 7(Q) # P, = 7(P,) und, nach Voraussetzung,
QVP, || 7(Q)VT(P2). Da Py = 7(p2) gemeinsamer Punkt dieser Parallelen ist,
folgt QV P = 7(Q)VT(F) und Q = gN(QV P,) = gN(7(Q)VT(F2)) = 7(Q).
Indem man nun ) anstelle von P, nimmt, folgt dass auch alle Punkte von
P, v P, Fixpunkte sind. [J

3.6 Stabilisator”
Gegeben sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M. Sei x € M und

G.={9€G|gr=uz}

Lemma 3.7 G, ist eine Untergruppe von M, der Stabilisator oder die Stand-
untergruppe von x.

Beweis. Sei gz = hx = x. Dann (hg)z = h(gx) = ha = z. Gilt gz = x so
folgt * = ex = g7 (gx) = g7 'z. O

3.7 Induzierte Wirkung und Gitterbasen”

Gegeben sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M. Bezeichne P(M)
die Menge aller Teilmengen von M. Dann wird eine Wirkung von G auf
P (M) induziert

9X ={gz |z € X}

und wir konnen den Stabilisator
Gx ={9ge€G|greX firallez € X}

betrachten, d.h. die g € G die die Menge X invariant lassen. Ist z.B. M die
Anschauungsebene, GG ihre Translationsgruppe und X der Streifen zwischen
2 parallenen Geraden g, h, so ist Gx gerade durch Vektoren der Richtung
von g gegeben.

Entsprechend haben wir auch eine Wirkung von G auf P(P(M))

gX ={gX | X e X}
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und betrachten die g € (G, die das Mengensystem X invariant lassen,
Gxr={9g€G|gX € X fur alle X € X'}

Ist z.B. G die Translationsgruppe der Anschauungsebene und X die Zerle-
gung der Ebene in kongruente Parallelogramme durch ein Gitter, so besteht
Gy aus den 73 mit U = 210 + 29U, wobei U7, U5 eine Basis des Gitters ist, d.h.
durch 2 Seiten (mit gemeinsamen Punkt) eines Parallelogramms gegeben.

Ist G = T die Translationsgruppe einer affinen Ebene (P, G, I) mit der ka-
nonischen Wirkung auf M = P, so ist Tx bzw. T die Gruppe der Transla-
tionssymmetrien von X bzw. X'. Spéter werden wir zeigen

Fiir die Anschauungsebene gilt: eine Untergruppe U der Transla-
tionsgruppe enthélt entweder zu jedem € > 0 eine Translation 73
mit ||7]] < e oder es gibt Vektoren ', ¥

U= {7’17 | U= 21171 + ZQUQ, 21, %9 € Z}

d.h. jeder Translationsvektor aus U ist ganzzahlige Linearkombi-
nation von vy, vp. Sind ¥}, U5 linear unabhéngig, so bilden sie eine
Gitterbasis fiir U.

3.8 Bahnen?

Sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M gegeben. Die Bahn oder
Orbit eines Elements a von M ist definiert als

G(a) ={g(a)|g € G} C M.

Man hat nur die eine Bahn M genau dann, wenn die Wirkung transitiv ist.
Ein Reprdsentantesystem fiir eine Wirkung ist eine Teilmenge von M, die
genau ein Element aus jeder Bahn enthélt.

Lemma 3.8 Die Bahnen der Wirkung einer Gruppe auf M sind die Klassen
einer Aquivalenzrelation auf M

T~y & esgibtge G mitg(x) =y

Inbsondere gehort jedes Element von M zu genau einer Bahn - und das ist
dann seine Bahn.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass ~ Aquivalenzrelation ist. Wegen e(z) = z
haben wir x ~ z. Ist x ~ y, also g(z) = y fiir ein g € G, so ¢g~'(y) = = und
somit y ~ x. Haben wir z ~ y ~ z, so y = g(z) und h(y) = z fiir passende
g,h € G und (hg)(z) = h(g(z)) = h(y) = z, woraus = ~ z. Die Klasse zum
Element a € M ist {y e M |a~y} ={y € M| Jg € G. g(a) = y} also
gerade die Bahn G(a) von a. Ist @ auch in der Bahn G(b) von b, so gilt folgt
b ~ a. Also fiir jedes © € G(a) auch b ~ a ~ z und somit G(a) C G(b).
Andererseits aber fiir jedes y € G(b) auch a ~ b ~ y und somit G(b) C G(a)
und es folgt G(b) = G(a). O
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Beispiel. Farbt man die Quadrate einer Gitterzerlegung der Ebene so mit den
Farben Rot und Gelb, dass Quadrate mit gemeinsamer Kante verschiedene
Farben haben, und ist &,. die Menge der roten Quadrate, so hat die Wirkung
von Ty genau 2 Bahnen, die ‘rote’ und die ‘gelbe’.

3.9 Kommutative Gruppen als Z-Moduln™

Sei A eine additiv geschriebene kommutative Gruppe (A, 4,0, —). Wir im
Falle der Vektorgruppe definieren wir rekursiv fiir a € A und n € N

0a =0, (n+1)a =na+a, (—n)a = —(na).
Lemma 3.9 Jede kommutative Gruppe ist ein Z-Modul, d,h, es gelten
(VB) r(a+b)=ra+rb
(V6) la=a, (V7) (s+r)a=sa+ra, (V8) r(sa)=(rs)a

Beweis. (V6): Nach Definition la = (0+1)a = Oa+a = 0+a = a. Wir zeigen
(V5) und (V7-8) fir » > 0 und alle a, b jeweils durch Induktion. (V5): Nach
Definition gilt 0(a +b) = 0 = 0 + 0 = Oa + 0b. Nun mit Induktionsannahme
(r+1)(a+b) =r(a+b)+a+b=ra+rb+a+b=ra+a+rb+b=
(r+1)a+(r+1)b. (V7): (s+0)a = sa = sa+0 = sa+ 0a. Mit Defintion und
Induktion: (s+7r+1)a=(s+r)a+a=sa+ra+a=sa+ (r+1)a. (V8):
Nach (V6) (1s)a = sa = 1(sa). Nun mit (V7) und Induktion ((r + 1)s)a =
(rs+s)a = (rs)a+ sa =r(sa) + sa = (r + 1)(sa).

Mit » > 0 und s = —r haben wir nach dem schon bewiesenen Fall von
(V5), dass (—r)a +ra = (—r + r)a = 0a = 0 fiir alle a, also

() (~r)a=(ra)

das eindeutig bestimmte Inverse von ra. Es folgt (s — 1)a = (—(1 +r))a =

—((1+7)a)=—la+ra) = —(a+ra) = —a —ra = sa — a. Somit gilt
(r—1la=ra—a firalleaec A, re€Z

Nun kénnen wir (V5) und (V7-8) fir » < 0 ganz analog mit absteigender
Induktion von r nach r — 1 beweisen. []

4 Skalare

4.1 Ausblick#

Wir haben bis jetzt die kommutative Gruppe V der Vektoren aus den Axio-
men einer (unendlichen) desargueschen affinen Ebene (P, G, €) hergeleitet,
Unser Ziel ist es, einen (Schief)Kérper K von Skalaren und eine Multipli-
kation (r,¥) — rv von Skalaren mit Vektoren so zu definieren, dass V' zum
K-Vektorraum wird und so, dass

egcG & g={ri+P|reK}firein PcPund eV )\ {0}
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Man sagt auch: (P, G, €) wir durch den K-Vektorraum V' koordinatisiert - das
Koordinatensystem erhélt man dann durch Wahl eines Ursprungs(Punktes)
und einer Basis. Anders ausgedriickt, bis auf Isomorphie ist (P, G, €) von der
Form wie in Aufgabe Ul.6.c. Zu diesem Ziel gibt es mehrere Wege

(i)

(iii)

Man wéhlt in der Tradition der Geometrie von der Antike iiber Des-
cartes bis Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1899) eine Gerade als
Zahlengerade, zeichnet zwei Punkte als 0 und 1 aus, definiert die Addi-

tion 7+ s so, dass 0 (r + s; = @ + @, und die Multiplikation motiviert
durch den Strahlensatz. Insbesondere ist dann zu zeigen, dass weder der
Koérper K noch der K-Vektorraum V' von der Wahl der Zahlengeraden
abhéngt.

Wiéhlt man zwei sich im gemeinsamen Punkt 0 schneidende Geraden g
und ¢’ als Zahlengeraden, deren Entsprechung durch die Einheitspunkte
1 und 1’ festgelegt ist, so kann man die Skalare als Paare entsprechender
Punkte auffassen. Von Neumann hat das entsprechend fiir n Geraden
im n-dimensionalen Raum gemacht und auf Geometrien verallgemei-
nert, die zur Beschreibung der Quantenmechanik taugen (Continuous
Geometry,Princeton 1960).

Wir fithren die Skalare als “Quotienten” von Vektoren ein, d.h. wir
erkliren eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Paare (@,b) von
Vektoren mit b # 0 und @, b reprisentiert durch Pfeile auf derselben
Geraden. Auch hier ist der Strahlensatz die Motivation. Grundgedan-
ken sind denen von (i) und (ii) sehr &hnlich, der Unterschied besteht
nur darin, ob man mit einem Reprédsentantensystem oder der Faktor-
struktur arbeitet.

Man fiihrt die Skalare als “Streckungen” mit Zentrum Z ein: bijekti-
ve Abbildungen o : P — P mit o(Z) = Z und o(g) || ¢ fiir alle g.
Fasst man auch Vektoren als Translationen 7 auf, so ergibt sich die
das Produkt des “Skalars” o mit dem “Vektor” 7 als die Translati-
on mit Z — (o o7)(Z). Das ist die Sicht der “Abbildungsgeometrie”,
vgl. E.Artin, Geometric Algebra, New York 1957. Eine ausfiihrliche
und elementare Diskussion, die auch nicht-desarguessche Ebenen ein-
schliesst findet man in Scherk und Lingenberg (letzter Rektor der TH
Darmstadt), Rudiments of Plane Affine Geometry, Toronto 1975. Die
“didaktische” Version in Ewald, Geometrie, eine Einfithrung fiir Stu-
denten und Lehrer, Gottingen 1971. Dies ist der abstrakteste Zugang
- und der von den Autoren der Hessischen Lehrpliane zur Geometrie
favorisierte. Dass man mit diesem Zugang Einfaches recht kompliziert
machen kann, zeigt sich, wenn man ihn auf die von von Neumann be-
trachteten Geometrien iibertragen will.

Noch etwas abgefahrener kann man es haben, wenn man die Geometrie
auf die Spiegelungen griindet: Bachmann, Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff, Berlin 1973,
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(vi) Man verschérft die Axiomatik so, dass K schliesslich der Koérper R
der reellen Zahlen ist. Dazu benétigen wir einen weiteren Grundbe-
griff: die Anordnung von Punkten auf einer Geraden bzw. den Begriff
“P liegt (auf der Strecke) zwischen ) und R”. Dann koénnen wir von
der Multiplaktion mit ganzen Zahlen rein algebraisch zur Multiplika-
tion mit rationalen Zahlen iibergehen. Die reellen Zahlen haben hier
zunéchst keine geometrische Bedeutung, sondern werden wie in der
Analysis axiomatisch aufgefasst oder aus den rationalen gewonnen. Die
Multiplikation von v wir dann aus ¢,v mit » = lim,,_,, ¢, und ¢, € Q
definiert. Man findet dies in Grauert und Grunau, Lineare Algebra und
Analytische Geometrie, Miinchen 1999. Dies ist der kiirzeste Zugang
(wenn man die Analysis vorausetzt), gibt aber ein verkiirztes und auch
der geschichtlichen Entwickung nicht gerecht werdendes Bild.

An der Universitat wird die (affine) Geometrie meist als bloes Derivat der
Linearen Algebra behandelt, d.h. man setzt den Vektorraumbegriff axioma-
tisch oder den Vektorraum R™ der n-Tupel reeller Zahlen (hier n = 2) per
Dekret voraus, und definiert affine Ebenen als scharf transitive Wirkungen
eines 2-dimensionalen Vektorraums, d.h. an die Stelle der Anschauungsebe-
ne tritt eine scharf transitive Wirkung von R?, die dann mit geometrischen
Vokabeln unterlegt wird (vgl. Berger, Geometry, Berlin 2009). Um dem dann
einen didaktischen Anstrich zu geben, wird die Punktmenge mit R? identi-
fiziert und damit die Unterscheidung zwischen affiner und linearer Struktur
verwischt.

Weitere Literatur. In Fortfithrung von Hilbert: Hessenberg, Grundlagen der
Geometrie, Berlin 1967 (Manuskript von 1925); Reidemeister, Grundlagen
der Geometrie 1930 Berlin 1968. Borsuk and Szmielev, Foundations of Geo-
metry, Amsterdam 1960

Als Teil einer Enzyklopédie: Behnke, Bachmann und Fladt, Grundziige der
Mathematik II, Geometrie, Teil A und B, Géttingen 1967; H. Lenz, Grundla-
gen der Elementarmathematik, Berlin 1961; Macke, Mechanik der Teilchen,
Leipzig 1964

Fiir Erstsemester: Sperner, Einfithrung in die Analyische Geometrie und Al-
gebra, Gottingen 1948; Pickert, Analytische Geometrie, Leipzig 1964; Tietz,
Lineare Geometrie, Miinster 1967; Jeger, Einfithrung in die vektorielle Geo-
metrie und Algebra.

Didaktik: Freudenthal, Vorrede zu einer Wissenschaft vom Mathematikun-
terricht (Kap. 4., Ich sehe es so) , Miinchen 1978; Freudenthal, Mathematik
als Pédagogische Aufgabe, Stuttgart, 1973; Artmann und To6rner, Lineare
Algebra und Geometrie, Gottingen 1980

Mit Themen zur Schul-Geometrie: Agricola und Friedrich, Elementargeome-
trie, Wiesbaden 2009; Jennings, Modern Geometry with Applications, New
York 1997

Coxeter, Unvergéngliche Geometrie, Basel 1963
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4.2 Zahlengerade

Wir zeichnen eine Gerade g und auf dieser zwei Punkte O # FE aus und
setzen € = O? Dadurch wird g zur Zahlengeraden und die Punkte P auf g
zu Skalaren - wir schreiben daher r,;s € g fiir Skalare. O ist der Nullpunkt
und wird auch als 0 geschrieben. E = 1 ist der Einheitspunkt. Die Addition
ergibt sich aus der Vektoraddition. Der néchste Schritt ist, die Multiplikation
von Skalaren mit Vektoren, d.h. die Streckung von Vektoren geometrisch
einzufiihren und daraus die Multiplikation von Skalaren herzuleiten. Dann
konnen die Vektorraumaxiome (V5-8) bewiesen werden und aus diesen die
Koérperaxiome. Entscheidend sind die Unabhéngigkeit der Multiplikation von
der Hilfsgeraden und die Isomorphie aller Zahlengeraden - und damit die
Moglichkeit, den Begriff des Skalars durch Abstraktion zu bilden. Dazu wird
eine weitere Version des Satzes von Desargues benotigt. Kommutativitéat der
Multiplikation kénnen wir vorerst nicht beweisen, diese benétigt ein weiteres
Axiom, den Satz von Pappus-Pascal.

4.3 Addition von Skalaren

Die Skalare r entspechen eindeutig den Vektoren @ (in der Physik spricht
man bei dieser Gelegenheit von Ortsvektoren). Daher konnen wir Addition
und Subtraktion iiber diese Vektoren einfithren: r + s und —r sind die ein-
deutig bestimmten Skalare mit

O,r—l—s:@—km, 0—7“:—0_)7“

Die Abbildung
¢(r) = Or

ist somit eine injektive Abbildung von ¢ in die Gruppe V der Vektoren und
es gilt

$(0) =0, o(r+s)=0o(r)+d(s), o(—r)=—¢(r)

d.h. sie bildet die Zahlengerade isomorph auf eine Untergruppe der Gruppe
V aller Vektoren ab. Daher erbt die Zahlengerade die Axiome (V1-4), ist also
eine kommutative Gruppe bzgl. der Addition, d.h. es gelten

(KD)r+(s+t)=(r+s)+t, (K2)r+s=s+r

(K3)0+r=r=7r+0, (K4) 7+ (—1r)=0=(—7) + 71

und man definiert

r—s=r+(—s)

Dann folgt:
t=r—s&t+s=r
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4.4 Skalar mal Vektor

Die Multiplikation " des Skalars r mit dem Vektor @, d.h. die Streckung oder
Dehnung von @ um den Faktor r» wird dadurch motiviert, dass schliellich der
Strahlensatz gelten soll: Ist r = 0 oder @ = 0 so definieren wir @ = 0. Sei
also r # 0. Haben wir @ = @ £ 0 mit P & g, so ist rd@+ O der Schnittpunkt
mit g der Geraden durch r parallel zu £V P

r@i+O=hNOVP reh||EVP wobeid=0P+#0,P¢OVE

QU
<
IS

1=F r
Liegt @ + O auf g, so miissen wir eine Hilfskonstruktion ausfithren: wir
wiahlen eine von ¢ verschiedene Gerade ¢’ durch O und einen Punkt E' =

—

1" # O auf ¢’ und konstruieren wie eben ré” wobei €’ = OE’. Sei ' = O+reé”’

und k die Parallele durch 7’ zu (@ + O) v E'
t=knNg, ra:= @)

d.h. wie iibertragen zunéchst das Verhéltnis r : 1 auf die Gerade ¢" als 1’ : 1/
und dann zuriick auf g als ¢ : s wobei s der Skalar mit Os = @ ist.

1/

1
In beiden Féllen gilt nach Konstruktion

(V6) la=d, (1) ri=sd= r=s oderd=>0

- es ist 7’ als Schnitt von ¢’ mit der Parallelen zu 1V 1" durch rd+ O eindeutig
bestimmt. Um die Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl von ¢’ und
E' zu zeigen, benotigen wir als Axiom eine weitere Form des Satzes von
Desargues

Axiom 4.1 (E5) Sind A, B,C und A’, B',C" Dreiecke und gibt es eine Zen-
trum Z so, dass jeweils Z, A, A" und Z, B, B und Z,C,C" kollinear sind (die
Dreiecke sind zentral perspektiv und gilt AVB || AV B und BVC' || B'V(C’,
so gilt auch AV C || A"V C" (die Dreiecke sind axial perspektiv ).
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Sind nun ¢', g” zwei verschiedene Hilfsgeraden mit 1’ und 1” und sind
dort 7’ bzw, r” konstruiert, und ist () = rd + O mittels g konstuiert, so ist
(mit S = d+ O) zu zeigen, dass Q V1" || SV 1”. Wir wenden Desargues mit
Zentrum O an: Nach Konstruktion haben wir

v ||rve, 1v1|rve”, SV QVY

Eine erste Anwendung liefert also 1’ v 1”7 || 7/ vV, eine zweite dann, wie
behauptet, Q v r” || Sv1”. O

4.5 Multiplikation von Skalaren

Das Produkt rs von Skalaren auf der Zahlengeraden g, O, E' kénnen wir nun
so definieren N
rs =rd+ O wobei @ = 0s

und wissen, dass das nicht von der Hilfsgeraden abhéngt. Es gilt nach Kon-
struktion
(K6) r-1=7r und 1-s=s

1/

@ @
1 T

Korollar 4.2 Hat man die Zahlengerade g,0O, FE und € = O? so gilt

ré = @, (rs)e’ = r(seé)

Lemma 4.3 Zu jedem Skalar s # 0 gibt es einen Skalar r # 0 so, dass
rs = 1. Zu jedem Skalar r # 0 gibt es einen Skalar s # 0 so, dass rs = 1.
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4.6 Wechsel der Zahlengeraden

Satz 4.4 Zu je zwei Zahlengeraden g,0,FE und ¢',0', E' einer desarques-
schen affinen Ebene gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus, d.h.
eine bijektive Abbildung ¢ : g — g’ mit

$(0) =0', ¢(E) = E'

¢(r+s) = o(r) + ¢(s), ¢(=r) = =¢(r), o(r - s) = ¢(r) - ¢(s)

und es qilt fir die Multiplikation eines Vektors v mit Skalaren von g,0O, FE
bzw. ¢, 0", E'

v = ¢(r)v
Dabei ist ¢ wie folgt definiert

(i) Falls g # ¢ aber O =0, so ¢(r)=1"<rVr' | EVFE
—
(11) Falls g |l g # g und OF = OE', sop(r)=r"<rvr|OVO

(111) Andernfalls kann man ¢ als Hintereinanderausfihrung mehrerer Iso-
morphismen nach (1) und (ii) wdhlen.

Der Satz besagt, dass jede Wahl der Zahlengeraden zu demselben Begriff von
Skalar fiihrt - indem man einfach r und ¢(r) identifiziert. Das Prinzip ist hier:
Abstraktion auf der Grundlage der Isomorphie von Representantensystemen.
Anders ausgedriickt, wie haben nun einen abstrakten Skalarenbereich, der
durch beliebige Wahl der Zahlengeraden realisiert werden kann. Und diese
kann man dann jeweils so wéhlen, dass sie in der betrachteten Situation
glinstig liegt.

Beweis. Im Fall (ii) ist ¢ = T5o 1ranslation und alle Konstruktionen
iibertragen sich von g auf ¢’. Fall (i): Es ist leicht zu sehen, dass ¢ bijektiv
ist. Wie bei der Unabhéngigkeit der Multiplikation mit Skalaren sieht man
¢(r)v = rv. Dass ¢(r)p(s) = ¢(rs) gilt, ist trival falls s = 1 und folgt fiir
s # 1 mit Desargues (E5) fiir die Dreiecke s, 1, ¢(s) und rs,r, ¢(r)¢p(s) mit
Zentrum O. Hier 7' = ¢(r). Rest als Ubung. O
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r's

4.7 Parallele Vektoren und Parametrisierung der Geraden

Lemma 4.5 Fiir Vektoren c?,l;sé 0 sind die folgenden Aussagen dquivalent
(i) Es gibt einen Punkt P so, dass P,@+ P,b+ P kollinear
(11) Fir jeden Punkt P sind P,d + P, b+ P kollinear

(iii) Es gibt s # 0 mit sd = b

(iv) Es gibt r # 0 mit rb = @

Im Falle (i) sowie wenn @ oder b Nullvektor ist, schreiben wir @ || b und
sagen, dass @ und b die “gleiche Richtung’ haben bzw. dass b die Richtung
der Geraden g = PV @ + P hat oder zu g parallel ist.

Beweis. (i) = (1) ist trivial. Gilt (i) so wihle die Zahlengerade als g =
OV E mit O = P und E = @+ O. Nach Kor.4.2 ist dann b = 04 = 5@ und
s # 0da b # 0. Also (iii). Ebenso (iv) mit Vertauschen von @ und b. Gilt (iii),
und konstriert man sb mit O = P, so liegt sb+ O auf der Geraden durch O
und @ + O und es gilt (ii). Analog, wenn (iv) gilt. O

Korollar 4.6 g ist eine Gerade genau dann, wenn es d # 0 und P gibt mit
g=A{rd+ P |r Skalar}.

Ist g Gerade, so liefern P € g und a = Cﬁ% mit Q@ # R auf g eine solche
Darstellung.

4.8 Gesetze fiir die Multiplikation mit Skalaren
Korollar 4.7 FEs gelten

(V5) r(0 W) =rdLrw, (V7)(rt£s)v=riLst, (V8) (rs)v=r(sv)
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Beweis. Zu (V7) und (V8): O.B.d.A. hat man 7 = OP # § mit P & g, der
gewihlten Zahlengeraden g, O, E. Mache ¢ = O V P zur Zahlengeraden mit
O' = O und E' = P (also ¢ der Einheitsvektor von ¢, O’, E’) und sei ¢ der
Isomorphismus von ¢, 0, E auf ¢’,0’, E'. Dann gilt nach dem Satz 4.4 und

Kor. 4.2
rv = ¢(r)v =0 ¢(r;

und somit nach Definition der Addition bzw. Multiplikation auf der Zahlen-
geraden ¢', O’ E'

AN

(r+s)7=0¢(r+s)=00(r)+o(s) =0¢(r)+0¢(s) = ri+ st

(rs)v = ¢(rs)v = (¢(r)(s))0 = ¢(r)(¢(s)v) = r(sv)
unter Verwendung von Kor.4.2.
Zu (V5): Seien zunéichst @ [f b. O.B.d.A. ist r # 0 und g = O V E mit
E = d+0 die Zahlengerade, also r = rad+0O. Nach Konstruktion des skalaren
Vielfachen gilt @+ OV b+ O || ri+OVrb+O und a+0OVa+b+0 |
rd+ OV r(@+ b+ O. Nach (E5) folgt

b+OVa+b+O0|rb+0OVr(@+b+0]|.

Nun gilt aber

-

gl b+0Va+b+0, OVrb+0 | @a+OVa+b+0 | ra+OVr(@+b)+0

also hat man das Parallelogramm

-

Ori+0~rb+0 r(@+b)+0

und somit (@ + b) = rd@ + rb.

Sind @ || b nicht Null, so zerlege man @ = ¢+ d und b = @ + ¥ mit
nichtparallelen Vektoren so, dass auch ¢+ @ |f d + 7. Dann gilt nach dem
schon bewiesenen Fall: #(@ 4 b) = r(G+ @+ d + 0) = r(@+ @) + r(d + 7) =
ré+ri+rd+ri =ré+rd+ ri+ri =r(@+d) +r(@+7) =rd + rb.

Die Aussagen fiir Subtraktion folgen dann durch die Charakterisierung
z2=x—1y < z+y=ux, die in allen kommutativen Gruppen gilt. [J
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4.9 Strahlensatz
Satz 4.8 Fiira H/g und Skalare r,s # 0 sind dquivalent

(i) ra—sb||da—b
(i) r=s

(iii) @ — sb=r(@—b)

Beweis. (i) = (ii): Nach (V5) und Lemma 4.5 7@ — sb = (@ —b) = ta—tb
fir ein ¢. Also mit (V7) (r —t)d = (s —t)bund dann r —¢t = s — ¢t = 0 da
alfv. (it) = (ii) sofort mit (V5) und (4i7) = (i) mit Lemma 4.5. O
4.10 Gesetze fiir Skalare und Vektoren

Satz 4.9 Sei (P,G,I) eine (unendliche) desarquessche affine Ebene, d.h es
gelten (E0°-5). Hinsichtlich der oben eingefiirten Operationen gilt dann: Die
Skalare bilden einen Schiefkoper, d.h. es gelten (K1 —4), (K6) sowie

(K5) t(r+s)=tr+ts, (K7) (r+s)t=rt+st, (K8)r(st)=(rs)t

(K9) Zu jedem r # 0 gibt es s # 0 mit rs = sr = 1 und s ist schon durch
rs =1 bzw, sr =1 eindeutig bestimmit.

Die Vektoren bilden einen K-Vektorraum, d.h. es gelten (V1 —8) und G =
{U+ P | PeP, U Untervektorraum,dimU = 1}.

Beweis. Auf der Zahlengeraden g, O, E sei € = OF. Nach (V5-8)
(t(r+s))e=t((r+s)e) = t(ré+se) = t(re)+t(se) = (tr)é+(ts)e' = (tr+ts)e

und mit (1) folgt (K5). Analog fiir (K7) und (K8). Zu (K9): Nach Lemma
4.3 gibt es s,t # 0 sr =1 = rt. Mit (K6) folgt s = s1 = srt = 1t = t. Haben
wir sr =s'r=1,s0s=t=s".0

4.11 Zentrische Streckungen™
Abbildungen o : P — P der Form
o(P)= 2D +Z

mit Zentrum Z und Faktor r heilen zentrische Streckungen oder Dehnungen.
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Satz 4.10 Eine Abbildung o : P — P ist genau dann eine Streckung mit
Zentrum Z und einem Faktor r # 0,1, wenn o bijektiv ist, Geraden auf
parallele Geraden abbildet und Z als einzigen Fixpunkt hat.

Beweis. Ist die Dehnung gegeben, so rZD =+ 1ZP tiir P # Z, also o(P) # P.
Die Umkehrabbildung ist die Dehnung mit Faktor 7—! und der Strahlensatz
garantiert, dass o(g) || g. Umkehrung. Nach (1) im Beweis von Satz 3.6 sind
Z,P,o(P) fiir alle P # Z kollinear. Seien P, # P, von Z verschieden und

nach Kor.4.6 Za(Pi; = nZ‘l’?Z Sind Z, P;, P, nicht kollinear, so nach dem
Strahlensatz r1 = ry da o(P,) V o(P,) || P, V P,. Sind Z, Py, P, kollinear,
so wihle man P3; ¢ Z V P, und schliefle 71 = r3 = r5. Also 0 Dehnung mit
Faktor rq. [

4.12 Pappos-Pascal

Axiom 4.11 (E6) (Pappos 320, Pascal 1623-1662) Liegen auf 2 Geraden
miat Schnittpunkt S je 8 von S wverschiedene Punkte A, B,C bzw. A", B",C’
so, dass AV B' || A’V B und BV C' || B'V C, so auch CV A" || C" Vv A.

Daraus folgt dann leicht das Axiom von Desargues im Falle, dass alle Punkte
in einer Ebene liegen. Auf der Grundlage der Kongruenzséitze kann man das
Axiom von Pappos-Pascal aus dem Satz vom Kreis(Sehnen)viereck beweisen.

Satz 4.12 Das Aziom von Pappos-Pascal gilt genau dann in einer desarque-
schen Ebene, wenn deren Skalare einen kommutativen Kdérper bilden.

Beweis nach der Figur: Die Parallelitit BV A’ || AV B’ gilt, da die Skalare
A und p auf die Hilfsgerade iibertragen werden. A\ ist nun definiert durch
den Schnitt der Zahlengeraden mit der Parallelen A’V C zu AV C'. p) ist
definiert durch den Schnitt der Zahlengeraden mit der Parallelen B’ v C
zu AV B’. Nach Pappos-Pascal ist aber A’V C' || AV C” genau dann, wenn
B/VvC || Av B’, d.h. man erhilt bei beiden Konstruktionen denselben Punkt
C.

Hat man umgekehrt Punkte geméfl der Vorausetzung von Pappos-Pascal
gegeben, so mache man g = SV A zur Zahlengeraden mit O = S und E
als Schnittpunkt von g mit der Parallelen zu B V A’ durvch C’. Konstruiert
man C' = pA€+ O, so hat man B’V C || BV C’. Gilt nun pA = Ap so folgt
C = Mue+ O, also A’V C' || AV C’ nach der Konstruktion von Ap. O

4.13 Alternative: Vektorverhaltnisse*

Einen begrifflich einfacheren, in der Ausfithrung aber etwas langwierigeren
Zugang zu Skalaren erhalten wir, wenn wir diese als Verhéltnisse (Proportio-
nen) paralleler Vektoren einfiithren, ganz analog zur Definiton der rationalen
Zahlwen aus den ganzen Zahlen. Dabei nennen wir a, b parallel und schrei-
ben @ || l;, wenn es Pukte P, @, R, S auf einer Geraden gibt mit @ = ]@ und

b= RS.
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Ein Vektorverhdltnis ist ein Paar
@:b mitb+£0sowie @ || boder @=0

Im Folgenden haben wir zu diskutieren, wann wir zwei Vektorverhéltnisse
@:bund ¢:d als i _in Proportion stehend und somit als gleichwertig ansehen
wollen. Ist @ = rb und & = sd so soll dies genau dann der Fall sein, wenn
r=s.

Zwei Vektorverhiltnisse @ : b und @ : d mit @, # 0 stehen in direkter
Proportion,

d:bréides (@—0) | (b—d) und b d.

Das konnen wir auch so ausdriicken: Fiir jeden Punkt P sind die Geraden
durch P und b+ P bzw d + P voneinander verschieden und die Geraden
durch b + P, d+Pund @+ P, ¢+ P zueinander parallel. Aus dem Satz von
Desargues erhalten wir

Lemma 4.13

-

Zwei Vektorverhéltnisse @ : b und & : d stehen in Proportion, @ : b ~ ¢ : d
genau dann, wenn einer der folgenden Félle eintritt

-

~c:d

@l
0‘l

— —

og||Jundesgibté’:fmit(i:bzé’:fz

oy
o

e d=c=0

Dabei kann man zu gegebenem § immer f If § erreichen. Es folgt

“In Proportion Stehen” (~) ist eine Aquivalenzrelation fiir Vektorverhltnisse

Durch Abstraktion nach dieser Aquivalenzrelation

a:b—

Sl QL

erhalten wir die Skalare. Wir halten fest

—

:Cfl_,@@—a) | (b—d) falls@c#0, bid

Sl Ry

Sa=cC

> QL
SOy

Lemma 4.14 Sei & # 0 ein fest gegebener Vektor. Dann gibt es zu jedem
Skalar % einen eindeutig bestimmten Vektor ¢ mit

[l
Il
SRR
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Beweis. Sei zunéchst b J €. Wihle einen Punkt O und ¢ = O‘}>7, wobei P der
Schnitt der Geraden durch O, €4+ O mit der Parallelen zu b+ O, €+ O durch
den Punkt @+ O ist. Ist b || € so betrachte zunéchst ein & }f b. O

Korollar 4.15 Zu jedem Vektor v # 0 und Skalar p gibt es einen eindeutiqg
bestimmten Vektor i mait

= p . Wir schreiben w = pv

STIRS]

und sprechen von der Streckung/Multiplikation des Vektors ¢ wm/mit den/m
Skalar p. Es folgt . .
pb—pt || b— 0

Korollar 4.16 Seien g eine Gerade, O, FE zwei verschiedene Punkte auf g
und € = OF. Dann erhdlt man eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwi-
schen Skalaren und Punkten auf g mit

wobei d = O?

ol 2y

p—pe+0O, P—

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar fithrt zu dem-
selben Ergebnis, unabhéngig davon, ob man Skalare als Punkte
auf einer Zahlengeraden oder als Vektorquotienten auffasst.

5  Punkte und Vektoren im Raum

5.1 Axiome fiir den affinen Raum

Um den affinen (3-dimensionalen) Raum axiomatisch zu erfassen, benttigen
wir dem weitere Grundebegriff der Ebenen. Wir haben also 3 Sorten von
Objekten

e Punkte
e Geraden
e Ebenen

und die Inzidenzrelation(en)
e zwichen Punkten und Geraden
e zwischen Punkten und Ebenen
e Zwischen Geraden und Ebenen

Punkte auf derselben Geraden kollinear. Punkte bzw. Gerdaen auf dersel-
men Ebene sind komplanar. Geraden g, h sind parallel, falls g = h oder g, h
komplanar und es keinen gemeinsamen Punkt von g und A gibt.
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Axiom 5.1 (R1) Einen Gerade inzidiert mit einer Ebene genau dann, wenn
jeder Punkt der Gerade mit dieser Ebene inzidiert.

(R2) Durch zwei verschiedene Pubkte geht genau eine Gerade
(R3) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 2 verschiedene Punkte
(R4) Es gibt ein Dreieck, d.h. 3 nicht kollineare Punkte

(R5) Jedes Dreieck liegt in genau einer Ebene

(R6) Jede Ebene enthdlt mindestens einen Punkt

(R7) Liegen zwei verschiedene Punkte einer Gerdaen in einer Ebene, so liegt
die Gerade in dieser Ebene

(R8) Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es genai eine Parallele zu
g durch P

(R9) Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie min-
destene einen weiteren Punkt gemeinsam

(R10) Es gibt vier nicht komplanare Punkte

Es folgt, dass eine Gerade und Ebene durch die Menge ihrer inzidenten Punk-
te eindeutig bestimmt ist. Wir diirfen daher Geraden und Ebenen als Punkt-
mengen auffassen und die Inzidenz so schreiben

PegCe

5.2 Satz von Desargues

Satz 5.2 In einem affinen Raum gelten beide Versionen des Axioms wvon
Deargues, also (E4) und (E5).

Wir werden dafiir spéter einen einfachen Beweis sehen, der auf der Erweite-
rung des affinen Raums zum projektiven Raum beruht.

Korollar 5.3 Im affinen Raum wird durch ~ eine aus Def.2.11 eine Aqui-
valenzrelation definiert und ma erhdlt wie in Kap.2. die kommutative Gruppe
V' der Vektoren (d.h. (V1-4)) und ihre Wirkung auf der Punktmenge (d.h.
(A1-2)). Ebenso bilden die Skalare einen Schiefkérper K und machen V' zum
K-Vektorraum. Gilt das Aziom von Pappus, so ist K ein Schiefkorper. Wei-
terhin gilt die folgende Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen

o Sei g ein Gerade, A ein Punkt auf g und ¥ # 0 so, dass ¥+ A auf g
liegt (U heisst dann ein Richtungsvektor von g). Dann besteht g gerade
aus den Punkten folgender Form (und diese Darstellung ist eindeutig)

P=ri+A(rekK)

Umgekehrt ist jede Menge {ri+ P | r € K} mit © # 0 eine Gerade.
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e Seice eine Ebene, A ein Punkt auf e und v,w so, dass A, v+ A, W+ A in
der Ebene ¢, aber nicht auf einer Geraden liegen (U, bilden dann ein
Paar unabhéngiger Richtungsvektoren von €). Dann besteht € gerade
aus den Punkten folgender Form (und diese Darstellung ist eindeutig)

P=ri+si+A(r,seK)

Umgekehrt ist jede Menge {rv + s + A | r;s € K} mit U || & eine
Ebene.

Im Folgenden geht es immer um pappusche affine Ebenen oder Rdume,
d.h. wir haben stets einen kommutativen Skalarenkorper

5.3  Untervektorraume

Eine Teilmenge U des Vektorraums V' aller Vektoren einer gegebenen (pap-
pusschen) affinen Ebene oder Raumes ist ein Untervektorraum falls gilt:

e 0cU
e Y yelU=2+yeU
erclU reK=rielU
Dann ist U auch ein K-Vektorraum. Insbesondere
o U= {ri'| re K} vektorielle Gerade und dim U = 1 falls 7' # 0
o U= {rv+siw|r,se€ K} vektorielle Ebene und dim U = 2, falls U || o

dim U ist die Dimension von U. Damit konnen wir die Parameterdarstellung
von Geraden bzw. Ebenen in der folgenden einfachen Form schreine

U+P={u+P|ueclU}

U heisst dann auch Richtungsgerade bzw. Richtungsebene von U + P.

5.4 Unabhéngigkeit zweier Vektoren
Die Bedingungen aus Lemma 4.5 kénnen wir noch um die folgende ergénzen
(v) Es gibt Skalare r,s nicht beide = 0 mit ra + sb=10

In der Tat, ist z.B. r #0,s0d= —r~Lsb. Ist umgekehrt z.B. @ = tb mit
t#0,s0ld+ (—t)b=0.0
Trifft eine der Bedingungen (i)-(v) zu, so sagen wir: @, b sind linear abhingig.

Korollar 5.4 Vektoren @ # 0 und b + 0 sind genau dann Richtungsvektoren
zueinander paralleler Geraden, wenn sie linear abhdingig sind.

Ist a, b nicht linear abhéngig, so spricht man von linear unabhdingig. Insbe-
sondere gilt @ # 0 # b.
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Korollar 5.5 (i) @,b ist linear unabhingig
(i1) Aus rd + sb = 0 folgt stetsr =s =0

(iii) Fir einen/jeden Punkt O liegen O,a+0,b+O nicht auf einer Geraden
(iv) Zu jedem Vektor ¢ gibt es hichstens eine Darstellung ¢ = rd + sb

Beweis. Es ist nur noch (zz) & (iv) zu zeigen. Gilt (V) und rd+sb = 0 so folgt

r—s—OdaJaO—Oa—i-Ob Gelte umgekehrt (i7) und @ = 7@+ sb = '@+ s'b.
Dann (r —)a+ (s —s)o=0alsor —r' =0=s—¢. O

Korollar 5.6 {rv+ s+ A | r,s € K} ist genau dann eine Ebene (und
U, sind eine Paar unabhingiger Richtungsvektoren), wenn U, linear un-
abhdngig sind.

Die Eindeutigkeit der Parameterdarstellung kann man nun algebraisch so
sehen; aus rv' 4+ sw + A = r'v' + ' + A folgt rv + s = r'v' 4+ s folgt also
r=rund s =g

5.5 Unabhéangigkeit dreier Vektoren

Lemma 5.7 Fir Vektoren d, g, ¢ des Raumes und einen beliebigen Punkt P
sind die folgenden Aussagen dquivalent

1 Geeignete Reprisentanten von d, I;, c liegen in einer Ebene, d.h.
a,b, c liegen in einer vektoriellen Ebene.

2 Die Punkte a + P, b+ P, ¢+ P, P liegen in einer Ebene.
3 Es gibt Skalare v, s,t, nicht alle 0, mit ra + sb+ ¢ = 0,

4 Sind d, b nicht parallel, so kann man noch hinzufigen: ¢ = ra+
sb fir passende r, s

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar. Ist @ || b, so liegen A +
P,b + P, P schon auf ciner Geraden und man kann in (3) t = 0 nehmen.
Andernfalls hat man in (3) ¢ # 0 also @ = ¢'r@ + t~'sb und somit ¢+ P in
der von a+ P, b+ P, P aufgespannten Ebene. Liegt umgekehrt ¢+ P in dieser
Ebene, so @+ P = rd + sb + P mit passenden r, s, also rd -+ sb + (=1)é=0.

OJ
Gilt eine der Bedingungen des Lemmas, so sind die Vektoren a, l;, ¢ linear
abhdngig, andernfalls linear unabhdngig.

Lemma 5.8 Aquivalent sind
(1) €1, €5, es sind linear unabhdngig
(11) Aus r1€] + ro€s + r3és = 6f0lgt rr=7r9=173=0

(ZZZ) AUS x1€1 -+ x2€2 —+ Igé}, = y151 + y2€2 + y3€3
folgen x1 = y1, 12 = yo und r3 = Y3
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Beweis. (ii) und (ii) sind nach dem vorangehenden Lemma &dquivalent. (ii)
folgt aus (iii) mit z; = r; unﬁd y; = 0. Gelte nun (ii) und sei 1€ +zoy+x3€3 =
Y1€1 + Y262 + y3€3. Dann 0 = x1€] + 265 + 133 — (Y161 + Y263 + y3€3) =
(71 —y1)€1 + (v2 —y2)€2 + (v3 —y3)ez also v1 —yy = 1y — Yo = 13 —y3 = 0. [

5.6 DBasen

Bei der Unabhéngigkeit geht esa immer um eine Liste ¢y, . . . , 9, von Vektoren,
nie um eine Menge von Vektoren. Wir sagen, dass ¥; unabhéngig ist, wenn
¥y # 0. Auch die leere Liste (d.h. n = 0) ist unabhiingig.

Ist ¥ = mv; + ... + r,v, so sagt man, v ist Linearkombination der
171, R 77771-

Die Dimension der Vektorraums V' aller Vektoren einer gegebenen (3-
dimensionalen) affinen Raums definieren wir als dim V' = 3. Der Untervekto-
raum {0} hat die Dimension 0.

Satz 5.9 Sei U Untervektorraum des Vektorraums aller Vektoren einer pap-
puschen affinen Ebene oder affinen Raums. Sei dimU = n (also n < 3),
Dann sind die folgenden Aussagen fir vy,...,v, € U dquivalent

(i) V1,...,0, sind linear unabhdingig
(ii) Jedes i € U hat mindestens eine Darstellung i = vy + ...+ i,
(11i) Jedes @ € U hat genau eine Darstellung © = rivy + ... 4 r, U,

Weiterhin gilt: Es gibt vy, ..., 0, € U, die (i)-(iii) erfiillen.

Beweis. Die Existenz unabhéngiger Vektoren ist fiir n = 1,2, 3 jeweils durch
(E0), (E3) bzw. (R10) garantiert. Gelte nun (). Wir haben (i7) zu zeigen. Fiir
n = 1, 2 folgt aus der Parameterdarstellung von U + P dass @+ P = r1v; + P
bzw. i+ P = r101+ 190U+ P und somit @ = r19; bzw, 4 = r101 +120,. Sei also
n = 3 und wihle einen Punkt O (als Usprung) und P; = 0;+O. Jeden Vektor
@ konnen wir dann eindeutig als @ = OP schreiben. Liegt P in der durch
O, Py, P3 bestimmten Ebene €1, so haben wir eine Darstellung o = rots+13v3.
Liegt p auf der Geraden OV P; so haben wir @ = r1¢;. Andernfalls bestimmen
O, Py, P eine Ebene ¢, die mit £y den Punkt O, also nach (R10) und (R2)
eine Gerade g gemeinsam hat, und das ist die Schnittgerade, da € # &1. Sei
nun h die Parallele zu g durch P nach (RS), also auch h in & (wegen der
Eindeutigkeit in (R5)). Da ¢; nach Voraussetzung nicht Linearkombination
von Uy, U3 ist, gilt k := OV P; # g, also k || g und somit k |/ h, also haben
die Geraden h und k der Ebene ¢ einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt
X1 und wir haben X; = rv;. Sein nun [ die Parallele zu k durch P. Dann
[ |f g und [ in €, also gibt es einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt X mit

g. X € ey, also = O‘} = roUy + r3v3. Es folgt

—

U =110 + T =10 + rols + 1303
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(17) = (i) Wéren 1, ..., 1, linear abhingig, so gébe es einen Untervektor-
raum W von U mit dim < n und v, ..., 4, € W. Dann aber wegen (ii) auch
u e W fir alle w € U, also W = U. Widerspruch.

Damit (i) < (i¢). Aus (i¢) folgt nun (4i7) nach Lemma 5.8 bzw. Kor.5.5.
Das (iz) aus (i) folgt, ist trivial. OJ

Py =193+ 0

Gelten die Bedingungen des Satzes, so ist vy, ..., v, eine Basis von U.

Korollar 5.10 Jeder Untervektorraum U von V besitzt eine Basis. dim U =
n genau dann, wenn U eine Basis aus n Vektoren besitzt - und dann besteht
jede Basis von U aus n Vektoren.

Geometrie ist eine eigenstindige mathematische Disziplin. Alge-
braische Methoden diirfen in der Geometrie nur dann benutzt wer-
den, wenn sie aus der Goemtrie heraus gerechtfertigt worden sind.

6 Koordinaten

6.1 Ortsvektoren

Zeichnet man einen Punkt O aus (und nennt ihn den Ursprung), so entsteht
eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen Punkten und Vektoren

P @=0D, T+ P=7+0

Gebraucht man Vektoren in diesem Sinne, so spricht man von Ortsvek-
toren. Mit a = ﬁ geht dann die Parameterdarstellung von Geraden bzw.
Ebenen tiber in (und es ist beliebt, das “+O” zu unterschlagen)

T+0=rv+ad+0, (reR) bzw. Z4+0=rv+sv+d+ 0O, (r,s € R)

6.2 Vektor-Koordinaten in der Ebene

Wir beschranken uns im Moment auf eine feste Ebene. Ein Paar d;, ds von
Vektoren ist (linear) unabhdngig, wenn fiir einen/jeden Punkt O der Ebene
die Punkte O, O + d@;, O + @y nicht auf einer Geraden liegen. Damit haben
wir die eindeutige (Parameter)Darstellung

P = xid; + 2202 + O (Il,l’g c R)
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fiir Punkte der Ebene und daher auch fiir die Vektoren
T = ﬁ = X101 + Tads (1‘1,$2 < R)
T
Wir sagéil & %igass dy,dy eine Basis a der Ebene bilden. Die eindeutig
bestimmten Skalafe x; und x5 heissen die Koordinaten von ¥ bzgl. o und wir

schreiben

Das Rechnen mit Koordinaten geht so

@+ 9 =a"+g°, (r2)" =r(@)

Dabei ist fiir Spalten von Skalaren (komponentenweise) definiert

1 + U1 _ T+ Y1 , xq _ T _ 1 _ —T
T2 Yo To+ Y2/’ Ta rae )’ o (D)
Beweis. Sei ¥ = x1d; + x2d2, Y = y1d; + Y2d>. Dann

f—i‘ g: 1’16_1:1 + 1326_1:2 -+ ylc_il + yzag = (1’1 + yl)C_LH -+ (.TQ + y2>62

re = r(xlc_il + .7}2(72) = 7‘1316_1:1 + T(L‘QC_];Q O

6.3 Vektor-Koordinaten im Raum

Die Dreidimensionalitit des Raumes driickt sich nun so aus: Ist eine Liste
a dreier unabhéngiger Vektoren dy, ds, ds gegeben (und solche gibt es!), so
haben wir die (Parameter)Darstellung

P = 210Gy + x2Gs + 2303 + O (21, 72,23 € R)
fiir Punkte des Raumes und daher auch fiir die Vektoren
T = O? = :17151 + [I)Qﬁg + 1‘363 (ZE1,$2,$3 € R)

Die Koordinaten z; sind nach den vorangegangenen Lemma eindeutig be-
T

stimmt. Wir schreiben £ = | x5 | und sagen, dass « : ay, ds, d3 eine Basis
T3

a des Raumes ist. Aus den Vektorraumaxiomen folgt sofort, dass man mit

Koordinaten komponentenweise rechnet:

T1+ W% rI ) n
(f"i_ g)a =\|x2+y2 |, (Tf)a = | %2 fir 2% = | 29 , U=y
T3+ Ys rT3 T3 Y3
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6.4 Punkt-Koordinaten

Zeichnet man in einer Ebene bzw. im Raum einen Punkt O (Urpsrung) aus,
so kann man (wie wir in 1.10 gesehen habe) Punkte durch (Orts)Vektoren
bezeichnen

P—7+0, #=0P

Hat man zusétzlich eine Basis @y, da so erhilt man ein (affines) Koordinaten-
sytem « mit Urspung O, = O und kann die Koordinaten von P so einfiithren

-0

6.5 Koordinatentransformation in der Ebene

PY— i miti=O0P

Gegeben seien zwei Basen von V.: die alte a : @y, @z und die neue (3 : 51, by .
Dann gibt es eindeutig bestimmte Skalare t;;, die die neue Basis in der alten

ausdriicken
- tll 61 T tlQC_il
b = N by = R
! { + t21 (05} 2 { + t22a2

* Die Transformationsmatriz ,T4 ist
ti tiz
ol =
7 (t21 t22)

In den Spalten der Transformationsmatrix stehen die Koordinaten
der Vektoren der neuen Basis bzgl. der alten Basis

tin iz (71 _ [t +tiaTs
tor  tao T to121 + t22T9

Lemma 6.1 7% = aTﬁﬁﬁ

Wir definieren

Beweis. Sei U = r1b; + r9by. Dann

U = ri(t1101+t2102) +ra(t120) +taads) = (11t +ratin)@+ (11t +rates)ds. O

6.6 Punktkoordinaten-Transformation in der Ebene

Lemma 6.2 Gegeben seien zwei Koordinatensyteme Oq, a0 und Og, 3 der
Ebene. Dann

—
P® = OCTB'P’B—F(O/B)OC: @TB’P’B—FI_)'Q w05€iﬁ=0a05.

Beweis. Sei

Dann
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6.7 Koordinatentransformation im Raum

Die Regeln fiir Koordinatentransformation im Raum gelten ganz entspre-
chend. T Die Transformationsmatrix ist hier eine 3 x 3-Matrix mit

7 = o Thils

Dabei ist fiir eine Matrix 7" und Spalte @

ti1 ti2 ti3 T
T= |t too taz|, xT= |
t31 132 133 T3

definiert
t1171 + t12T2 + t1373
Tx = | tarxy + taaxa + tazxs
13121 + t3202 + 13323

7 Anordnung und Dichte der Skalare

7.1 Rationale Vielfache von Vektoren

Ganzzahlige Vielfache von Vektoren haben wir rekursiv so definiert
00=0, (n+1)7=n0+7, (—n)d=—(nit) (neN)

Entsprechend definieren wir ganzzahlige Vielfache von Skalaren
O0r=0, (n+Lr=nr+r, (—n)r=—(nr) (neN)

—
und da die Addition r» + s von Skalaren als Addition Or + Os = O r+s
definiert war, stimmen hier beide Definition {iberein. Wir nehmen nun in
diesem Abschnitt an, dass nv = 0 nur wenn n = 0 oder ¥ = 0. Es folgt

wW=wiund 7#0 =z=w

Niimlich (z — w)? = (w — 2)7 = 0 und z — w € N oder w — z € N. Unter
dieser Annahmen haben wir in Kap.2.9 die Teilung von Vektoren eingefiihrt,
d.h. gezeigt, dass es zu n # 0 und v einen eindeutig bestimmten Vektor %17
gibt mit n(%ﬁ) = .. Es folgt, dass es zu z € Z, n € Ny und Vektor ¢ einen
eindeutig bestimmten Vektor
“F mit n(iﬁ) =20
n n
gibt. Fine einfache Rechnung zeigt, dass fiir v # 0 gilt
z, w, z w
—V=—UV <= MZ=NW <<= — = —
n m n m
wobei die zweite Aquivalenz sich darauf bezieht, dass die beiden Briiche die-
selbe rationale Zahl darstellen d.h. m = kn und w = kz fiir ein £ € Nyg. In
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der Tat -=¢ = L(L7) weil (nm)(:(E0) = m(n(2(L0)) = m(+0) = ¢ und
es folgt 20 = (kz) (20 = 2(k(£(20))) = 2(10) = 20. O
Somit haben wir eine wohldefinierte Multiplikation von rationalen Zahlen

mit Vektoren. Ist nun eine Zahlengerade g, O, E mit Einheitsvektor ¢ = @

gegeben, so konnen wir demnach der rationalen Zahl 2 den Skalar r mit ré' =
Z¢ zuordnen, also Z als Skalar auffassen. Da wir die Teilung von Vektoren
ebenso wie die Streckung nach dem Prinzip des Strahlensatzes erklért haben,

folgt
2

v=rv fallsre= —¢

3w

n
d.h. die Multiplikation mit solchen rationalen Skalaren r stimmt mit der
eben beschriebenen Multiplikation mit rationalen Zahlen {iberein, wenn wir
rationale Zahlen mit den entsprechenden Skalaren identifizieren.

7.2  Ausblick

Um unserer Vorstellung der Zahlengeraden mit einer Anordnung oder Orien-
tierung gerecht zu werden, miissen wir einen weiteren undefinierten Grund-
begriff und die zugehorige Axiomatik einfithren. Und dies so, dass es mit der
fiir rationale Skalare aus Q iibertragenen Anordnung kompatibel ist. Dazu
kann man fiir jede Gerade eine 2-stellige Relation betrachten oder fiir belie-
bige Punkte die 3-stellige Relation @) liegt zwischen P und R. Mit beidem
kommt man zu demselben Ziel, die zweite Variante erscheint aber intutiver.

Dieses Ziel ist zunéchst, den Skalarenkorper als angeordneten Korper zu
verstehen, d.h. die aus der Analysis bekannten Grundregeln fiir den Umgang
mit der Relation “kleiner” bzw. “kleiner oder gleich” herleiten - den Begriff
des Betrages und die weiteren Regeln hat man dann so wie dort gehabt. Als
Anwendung, die in der linearen Optimierung relevant ist, betrachten wir im
néchsten Kapitel konvexe Mengen.

7.3 Zwischenrelation

Wir fiithren einen neuen undefinierten Grundbegriff der Geometrie ein - eine
dreistellige Relation auf der Punktmenge. Stehen die Punkte P, @), R in dieser
Relation, so schreiben wir

e P|Q|R und sagen: Q liegt zwischen P und R
Wir fordern die Giiltigkeit der folgenden Axiome

Axiom 7.1 (Z0) Aufjeder Geraden gibt es mindestens 3 verschiedene Punk-
te

(Z1) Liegt Q zwischen P und R, so sind P,Q, R kollinear und paarweise
verschieden

(Z2) Symmetrie: Liegt Q) zwischen P und R, so auch zwischen R und P

(Z3) Trichotomie: Vor drei verschiedenen kollinearen Punkten liegt genau
einer zwischen den beiden anderen



40 7 ANORDNUNG UND DICHTE DER SKALARE

(Z4) Pasch: Sei A, B,C ein Dreieck. Dann tritt fir jede Gerade g, die AV
B in einen Punkt P zwischen A und B schneidet, genau einer der

folgenden Fille ein: C € g; es gibt Q) zwischen A und C' mit Q) € g; es
gibt Q) zwischen B und C' mit Q) € g.
7.4 Strecken
Sind P, ) Punkte, so definieren wir
e die Strecke [P,Q] = {R € P | R zwischen P und Q} U {P,Q}

e die offene Strecke |P,Q[= {R € P | R zwischen P und @}, auch das
Innere der Strecke [PQ)]

Aus der Symmetrie folgt sofort

[P, Q] = [Q, P] und | P, Q[=]Q, P|
und wir haben
e () zwischen Pund R & Q €|P,R[ © Q€ [P,Rjund P#Q # R

Bei einem Dreick A, B, C' heiflen die Strecken [A, B], [A, C]| und [B, C] auch
die Seiten des Dreicks. Das Axiom von Pasch liest sich dann so: geht eine
Gerade durch das Innere einer Dreicksseite, so geht sie durch die gegeniiber-
liegende Ecke oder durch das Innere (genau) einer der beiden anderen Seiten.

Lemma 7.2 Seien von den Punkten A, A’', B, B' keine drei kollinear und sei
AV A" || BV B'. Liegt P zwischen A und B, so schneidet die Parallele g zu
AV A" die Gerade A’V B' in einem Punkt P’ zwischen A’ und B’.

Beweis. Eine erste Anwendung des Axioms von Pasch auf das Dreieck ABB’
ergibt @ € gN]A, B[, eine zweite auf das Dreieck AB’A’ ergibt P’ € gn|A’, B'[.
O

7.5 Geordnete Mengen

Eine Ordnung auf einer Menge M wird gegeben durch eine zweistellige Re-
lation < so, dass gilt

o reflexiv: x <x

o transitiv: r<yundy<z= r<z

o antisymmetrisch: v <y <z =>xr =y

e Trichotomie: Es gilt entweder x < y oder y < x

Man definiert dann
r<y Szx<yundzxFy

und kann leicht zeigen
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e irreflexiv: nie x < x
o transitiv: xr<yundy<z= <z
e Trichotomie: Es gilt entweder x < y oder x = y oder y < x

Umkehrt bekommt man aus einer Relation < mit diesen 3 Eigenschaften
durch die Definition z <y < 2z < y oder x = y eine Anordnung.

7.6 Angeordnete Korper

Ein Koérper K ist angeordnet, wenn eine Ordnung der Menge K so gegeben
ist, dass gilt

e r<y=sac+2<y+z

e r<yund 0<2#0 = zxz<yz
Es folgt dann leicht

e r=0o0der 0 <z oder 0 < —x

e 0<zundO<y =0<z+4+y

e 0<zundO<y =0<uzy

und man kann umgekehrt zeigen, dass fiir eine Menge K, = {x € K | 0 < x}
mit Bedingungen durch x <y <& o =y oder y — 2 € K, eine Anordnung
von K definiert wird. Zudem gilt in jedem angeordneten Koérper

e 0«1

Wiére namlich 1 < 0,500 =1+ (—-1) < 04 (—1) = —1 und dann 0 <
(=1)(=1) =1, ein Widerspruch. [J Q ist ein angeordneter Kérper mit

z _w
—<—<e mz<nw (z,w€Z, nméeNy)
n-m
Dabei bezieht sich diese Aquivalenz auf die Anordnung von Z. Diese erhilt
man rekursiv so fiir n,m € N
0<n, m<n+lesm<noderm=n-+1
—-m<-n<sn<m, —-m<n
Fiir a in einem Korper K und n € N definieren wir rekursiv
0a =0k, (n+1la=na+a
Lemma 7.3 In jedem angeordneten Korper gilt

(1) na =0k = n =0 oder a =0k

(i1) Zu a < b gibt es ¢ mita < c <b
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(ii1) Zu jedem a gibt es b mit a <b

Beweis. Zu (7). Sei 0x < a = la. Mit Induktion O < na = na + 0 <
na+a = (n+ 1)a. Ist a < O, so Ox < —a und na = —n(—a) < 0K.
Insbesondere gilt also 2(1x) # O und man kann die Gleichung 2z = d
durch z = (2(1g))"'d 16sen. Ist nun a < b, so O < d =b—a und Ox < z,
also a < ¢ < mit ¢ = a + x. Schliesslich gilt a < a + a falls 0 < a. OJ

Fiir —n € Z definiert man (—n)a = —(na) und kann dann wie in Kap.7.1
fiir jeden angeordenten Korper K eine Abbildung von ¢ : Q — K definieren

durch
z

¢(_) =a< na=zlg, kurza= ilK
n n

Diese ist injektiv und {ibertragt Addition, Multiplkation und Ordnung von
Q in die von K, ist also eine Einbettung und man kann Q mit seinem Bild
in K identifizieren.

In einem angeordneten Korper definiert man den Betrag |z| als |z| = x
falls 0 < x und |z| = —z sonst. Dann gilt

o z|<ye 0<yundz<yund —z <y

7.7 Anordnung der Zahlengeraden

Satz 7.4 Wir fassen eine Gerade g mit den Punkten O # 1 als Zahlengerade
und damit als Skalarenkéorper K auf und definieren eine Relation < durch

(i) r<0<0¢€|rl]
(i) r<s<r—s<0
Dann ist < eine Anordnung des Kiopers K so, dass fiir alle r,s,t € K gilt
ternsle r<t<soders<t<r

Weiterhin gilt fiir jede Zahlengerade ¢',0', 1" nach (i) bzw. (ii) von Satz 4.4,
die entsprechend definierte Anordnung <' von ¢ = K' und die Abbildung
¢: K — K' mit ¢(r) =1

r<s o r <y
Kurz, ¢ ist ein Isomorphismus der angeordneten Korper K und K.

Korollar 7.5 (i) Dichte: Zu je zwei Punkten P # R gibt es einen Punkt
Q zwischen P und R.

(77) Unbeschrankthkeit: Zu je zwei Punkten P # Q gibt es einen Punkt R
so, dass () zwischen P und R.

(1i) [P,Q]={rtv+P|0<r <1} und|P,Q[={rv+ P |0<r <1} wobei
v=P

Beweis folgt sofort aus dem Satz und Lemma 7.3. [J
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Literatur: Karzel, Sorensen, Windelberg, Einfithrung in die Geometrie, Géttin-
gen 1973.

Satz 7.6 Wir fassen eine Gerade g mit den Punkten O # 1 als Zahlengerade
und damit als Skalarenkérper K auf und definieren eine Relation < durch

0€lp,g und 0€]l,p]
oder q€l0,p[ und 0€|l,p]

p<q&e pFqund oder p€]0,q[ und p€0,1] Jallsp 70
oder p€l0,q[ und 1€]0,p]

0 ¢]1, 4| fallsp =10

Dann ist < eine Anordnung des Kopers K so, dass 0 < 1, und so, dass fiir
alle p,q,r € K gilt

(a) q €lp,r[ & entwederp < q<r oderr <q<p

Die Anordnung und ist durch 0 < 1 und (a) sogar schon eindeutig bestimmdt.
Weiterhin gilt fiir jede Zahlengerade ¢',0',1" nach (i) bzw. (ii) von Satz 4.4,
die entsprechend definierte Anordnung <' von ¢ = K' und die Abbildung
¢ K — K' mit ¢(r) =1

r<s < r<yd

Kurz, ¢ ist ein Isomorphismus der angeordneten Kéorper K und K.

7.9 FEin Lemma

Das Axiom von Pasch (Z4) wird oft so angewendet

In einem Dreieck A, B,C schneidet die Parallele zu BV C' durch
einen Punkt von |A, B[ die Strecke | B, C[ im Inneren.

Lemma 7.7 Gegeben vier paarweise verschiedenen Punkte A, B,C, P auf
einer Geraden | so, dass P zwischen A und B liegt. Dann gilt

(1) P liegt zwischen A und C' oder zwischen B und C'.

(i1) Liegt P zwischen B und C, so liegt P nicht zwischen A und C.

Beweis. Wihle einen Punkt S nicht auf { und g = BV.S. Sei h die Parallele
zu g durch P. Anwendung von Pasch auf das Dreieck APB und P = hN|A, B]
liefert Schnittpunkt @ = hNJA, S|.

Sei nun P ¢]A,C[ angenommen. Anwendung von Pasch auf das Drei-
eck ASC und @ = hNJA, S| liefert Schnittpunkt R = hN]S, C[ oder Ry =
hNJA, C[. Im zweiten Falle wire P = h Nl = Ry also p €]A,C], ein Wi-
derspruch. Also haben wir den Punkt R = hN]S, C[. Anwendung von Pasch
auf das Dreieck SCB und R = hN|S, C] ergibt Schnittpunkt X = hN|B, C|.
Aber X =[Nh = P also P €]B,C|[. Damit ist (i) bewiesen.
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Zu (ii). Anwendung von Pasch auf das Dreieck CBS und P = hN|B,C]|
ergibt Schnittpunkt 7" = hAN|C, S| Im Dreieck C'SA schneidet also h sowohl
A, S| (in Q) wie auch |C, S| (in T") im Inneren. Nach der Eindeutigkeitsausage
in Pasch kann dann A nicht auch |A, C[ im Inneren schneiden. Da P € h gilt
also P ¢]A,C[. O

7.10 Beweis des Satzes

Um die vielen erforderlichen Fallunterscheidungen handhaben zu koénnen,
setzen wir fiir a # b, ¢ auf g

(alb, ) = —1 € R falls a zwischen b und ¢
»EL T 1 €R sonst

Die Definition von < liest sich dann so

(p|0,¢)(0[1,p) = =1 falls p #0
@)p<q¢>p#qm”{(mL@: falls p = 0

Aus den Axiomen (Z1-4) folgen
(1) (alb,b) =1 = (ala,b)
(2) (alb,c) = (ale,b) fiir paarweise verschiedene a, b, ¢

(3) Fiir paarweise verschiedene a,b, c ist genau einer der Werte (alb, c),
(bla,c) und (c|a, b) gleich —1. Insbesondere (alb, c) = —(b|a, ¢)(c|a, b).

(4) (alb,c)(alc,d) = (a|b,d) falls a & {b, ¢, d}

(1), (2), (3) folgen jeweils aus (Z1), (Z2) und (Z3). (4) folgt aus (1) falls
I{b,c,d}| < 2. Andernfalls benutzen wir Lemma 7.7. Dazu bertachten wir
alle Wertepaare (£1, £1) von (a|b, ¢) und (a|c, d). Fiir (=1, —1) folgt mit (i7)
und a = P, b= A, ¢c= B, d = C dass (alb,d) = 1. Fiir (—1,1) folgt mit ()
und a = P, b= A, c = B und d = C dass (a|]b,d) = —1. Der Fall (—1,1)
folgt hieraus durch Vertauschen von b und d. Im Fall (1,1) sei schliefllich
(alb,d) = —1 angenommen. Mit a« = P, b = B, ¢ = C und d = A bedeutet
das P €]A, BJ, also nach (i) P €]A,C[ oder P €|B,C|[, d.h (a|c,d) = —1
oder (alb,c) = —1, ein Widerspruch. Also (a|b,d) = 1.

Wir zeigen nun
(b) entweder p < q oder ¢ < p falls p # ¢

Sind 0, p, ¢ paarweise verschieden, so nach (3) und (4)

(pl0,9)(0[1, p) = —(0|p, ¢)(¢q|0, p)(0[1, p) = — (|0, p)(0lp, ¢)(0|1,p) = —(q|0, p) (0|1, )

Fiir p = 0 und ¢ # 0,1 hat man nach (4) (0/1,¢9) = (0/0,¢)(0|1,0). Also in
beiden Féllen nach der Definition entweder p < g oder ¢ < p.
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Beweis von (a). Wir betrachten paarweise verschiedene p,q,r. Sei ¢ = 0.
Dann nach (4)

(glp,m) = (¢/0,p)(0[1, ¢)(¢|0,7)(0[1, q)

also

(qlp,r) = =1 < (ql0,p)(0[1,¢) = —(q|0,r)(0[1, )
also p < ¢ < r falls dies = —1 ist, andernfalls r < ¢ < p. Fiir ¢ = 0 gilt nach
(4)

(Olp,7) = (0]1, p)(O[1,7)
(Olp,r) =—1 < (0|]1,p) = —(0|1,r)
Also ist (a) bewiesen.

Es bleibt die Transitivitét zu zeigen. Es sei p < ¢ < r, also nach (a) und mit
(3)

(glp,r) = =1, und (plg,r) =1
Fiir p # 0 folgt aus p < ¢ und mit (4)

—1 = (pl0,¢)(0|1,p) = (plg,7)(p|0,q)(0|1,p) = (p|0,7)(01, p)
Fiir p = 0 < ¢ folgt mit 1 = (0|q,r) und (4)
1= (0[1,q) = (0[1,¢)(0]g,) = (0[1,7)

Also in beiden Féllen p < r.

Zur Eindeutigkeit: Ist nun <’ eine weitere Anordnung mit (a), so gilt

() 0<l<z & (10,2)=-1 «0</ 1<
(d 0<z<l & (z10,1)=—-1 ©0< <1
() <0<l & (Oz,1)=-1 <01

Fir 1 < x folgt aus (c) (x]0,y) = (x]0,y)(x]0,1) = (z|1,y) mit (4) also
r<ye(zlly)=-leoo<y

Fir 0 < x < 1 folgt aus (d) entsprechend = < y < (z|y,0) = -1 <z <y
und firy <Oaus (e) r <y <0< (ylr,0) = -1z < y < 0.

Korollar 7.8 Sei M eine Menge mit mindestens 3 Elementen und einer
Abbildung M? — {1, —1} die (1)-(4) erfillt. Dann ist die durch (*) definierte
Relation < eine Ordnung auf M und es gilt (alb,c) = —1 genau dann, wenn
b<a<coderc<a<b.

Wegen (Z1) liefert unsere Definiton nun

p<0<0¢€|l,p]

0<p & p£0 & pel0,1] oder1 € |[0,p
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Zur Isomorphie der Zahlengeraden: Es gilt ¢(0) = 0’ und ¢(1) = 1. Ferner
sind die Ordungen auf g und ¢’ nach derselben Formel mithilfe der Zwischen-
relation definiert. Nach Lemma 7.2 gilt aber

telr,s[e telr
Damit folgt die Isomorphie trivialerweise. Es folgt aber auch
(f) ger,s] & qg+teft+r,s+t], qe€lrs & q+telt+r,s+t]
(8) q €|r,s[= qt €]rt,st[ fallst#0

Zu (f): Man gehe von ¢,0,1 durch Parallelverschiebung von 0 nach 0’ zu ¢’
iiber und von da durch Parallelverschiebung von 0/ nach 0” = t zuriick zu
g" = g. Aus q €]r, s| folgt dann ¢’ €]r’, §'[ und wieder ¢" = g+t €]r”, s"[=
Ir+t,s+ s[. Zu (g): Betrachte ¢’,0/,1" und ¢”,0”,1” mit 0 = 0/ = 0" und
t =1". Asu qin]r, s folgt dann, ¢’ €]r’, s'[ und ¢" = qt €]r”, s"[=]rq, sq|.

In der obigen Notation folgt (die umgekehrte Inklusion erhdlt man durch
Addtion von —q bzw. Multiplikation mit ¢=!)

(5) (alb.c) = (a+dlb+d,c+d)
(6) (alb,c) = (ad|bd, cd) falls d # 0
Der Beweis des Satzes ist nun komplett mit dem folgenden Lemma. [

Lemma 7.9 Sei K ein Korper mit mindestens 3 FElementen und einer Ab-
bildung K3 — {1,—1} die (1)-(6) erfillt. Dann ist die durch (*) definierte
Relation < eine Anordnung des Képers K.

Beweis.
(a) Esgilt 1+1#0in K.

Nach Voraussetzung haben wir ein @ # 0,1. Aus 14+ 1 = 0 folgte x + x = fiir
alle € K, also hier durch Addition von a+ 1 bzw. 1 ein Widerspruch zu (3)

(a]0,1)(0]1,a) 2 (1]a + 1,a)(1]0,a + 1) 2 (1]a,0)

(b) (0]b,c) = —(0,—b,¢) fiir b, ¢ # 0.

Nach (3) ist genau einer der Werte (01, —1), (1] — 1,0) und (—1/0,1) glech
—1, nach (6) gilt (1| —1,0) = (—1/1,0) also

—1=(01,-1) € (0fp, —b) Z (0]b, )(0] — b, )
(¢) (0]b,b+¢c) = (b+c|c,0) fiir b #0, ¢ # —b

0,5+ ¢) € (0] = b,~b— ¢) 2 (b + cle, 0)

Beachte im Folgenden, dass nach Definition

0<a < (0a,1)=1
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(d) 0<b0<c =0<bec

1= (0/1,5) 2 (0, ¢,be) 2 (01, ¢)(0[1, ¢) = (0[1, be)
() c#0<b = c<b+c

1= (011,0) Z (e[t 4+ e.b+¢) 2 (c|0,b+ ) (e]1 + ¢, 0)
(

2 ()0, + )(0]1, —¢) £ —(c|0, b+ c)(0]1, ¢)

f) 0£a<b=0<b—a

~1 = (al0,)((0]1,a) 2 (0]—a, b—a)(0]1,a) L —(0la, b—a)(0|1,a) € (0|1, b—a)

(g) 0£a<bundc#—a = at+c<b+c

—1 = (alo,b)(0]1,a) ® cle,b+¢)((0]1,a) = (a+ c|c,b+ ¢)(0[1,a)(&1)?

9 (a+ cle,b+ ) (0[1,a) (0la a + )((a + ele,0) £ (a+cl0,b+ ) (0[1,a + )

7.11 Diskussion

Die Aussage
q€lrs[e €] s

folgt direkt aus dem Axiom von Pasch. Aus der geometrischen Definition der
Operationen mittels Hilfsgeraden folgt dann

(f) q€lrs[& qg+telt+rs+i]

(9) q €]r,s|= qt €|rt,st| fallst#0

Andererseits folgt schon in der Ebenen Lemma 7.7 allein aus den Axiomen
(E1-3) und (Z1-4), und dann auch (Z1-3) und diesem Lemma die Existenz der
Ordnung auf den Geraden. Definition und Beweis besteht im Wesentlichen
aus Fallunterscheidungen, die geschickt in die Funktion (a|b, ¢) kodiert sind.

Ist (z.B. durch Desargues und Pappus) garantiert, dass die Skalare auf
einer bestimmten Geraden einen Korper bilden, so folgt nun mit (Z1-3),
Lemma 7.7 und (f),(g) dass der Koérper angeordnet ist, wieder durch Rechnen
mit (alb, ¢).

Es bleibt offen, ob ein stérker geometrisches Vorgehen bzw. Ausnutzen der
Vektorraumstruktur zu einem einfacheren Beweis fithren konnen. Ein erstes
Problem ist hier: warum gilt P € [-v+ P, P + 0]?

Literatur, insbesondere auch zu konvexen Mengen und “elementarem” Beweis
von Caratheodory siehe: H.Lenz, Konvexitdt in Anordnungsrdumen, Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg, 62 (1992), 255-285
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8 Konvexe Mengen

8.1 Definition und Beispiele

Wir betrachten Ebene oder Raum unter Annahme aller bisher erwidhnten
Axiome. Eine Menge M von Punkten, d.h. M C P ist konvex, wenn | P, Q[C
M (d.h. [P,Q] C M) fiir alle P, € M. Geraden und Ebenen sind konvex.
Ist g eine Gerade und < eine Anordnung, die sich ergibt, wenn man g als
Zahlengerade betrachtet, so sind zu jedem p € g die folgenden offendn bzw.
abgeschlossenen Halbstrahlen konvex

{reglp<r}, {reglp<r}, {reg|r<p}, {reg|r<p}

Ist g eine Gerade in der Ebene ¢ so sind die folgenden offenen Halbebenen
konvex: Wihle O1, 0, € £ mit g N[Oy, 0] = 0 (gibt’s die?)

{Pee|gn[P,0;] =0}, {Pec|gn[P,0] =0}

Entsprechend hat man zu einer Ebene € im Raum und € N [Q1, 05] = 0 die
offenen Halbrdume

{P1gn[P,0] =0}, {P[gN[P,O] =0}

8.2 Konvexe Hiille

Lemma 8.1 Fiir Mengen M C C wvon Punkten sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent

(1) C st kleinste M enthaltende konvere Menge, d.h. C ist konver und
C C ' fiir jede konvexe Menge C' 2 M

(11) Man erhdlt C aus M durch den folgenden AbschlieBungs- oder Erzeu-
gUNESProzess

Start Starte mit der Gesamtheit aller Punkten von M

Schleife Nimm zu allen Punkten P,(Q), die schon erzeugt sind, alle Punkte
von | P, Q] hinzu

Weg Durchlaufe die Schleife unendlich oft.

Ziel Die dann erzeugte Punktmenge ist C

Die Menge C' aus (i) bzw, (i) ist durch M eindeutig bestimmt (und existiert)
und heifit die konvexe Hiille K H (M) von M.

Etwas formaler beschreibt man den Erzeugungprozess rekursiv so
o My =M

L4 n+1 :UpreMn[PaQ] :{R|GS glbt P>Q€ Mn mit R € [PaQ]}
o KH(M)=U,cyMn ={P |esgibt n € Nmit P € M,}
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Beweis. Setze C' = KH(M). Dann ist C' konvex: sind P,Q € C, so P € M;
und @ € M, fir passende k,m € N, also P,Q € M, mit n = max{k, m}.
Nach Defintion [P,Q] C M,, fiir alle R € [P,Q)] folgt R € M, und
somit R € KH(M). Ist andererseits C' O M konvex, so folgt M, C C’
durch Induktion iiber n: My = M C C’ ist vorausgesetzt. Hat man nun die
Induktionsvoraussetzung M, C C’, so gilt fir alle P,Q € M, auch P,Q €
C’, also [P,Q] C C" wegen der Konvexitdt von C’. Ist nun R € M, so
R € [P, Q] fiir passende P,Q € M, ,also R € C'. Somit M, ; C C’. Damit

ist (i1) = (i) gezeigt.

Gelte umgekehrt (i) fiir C. Dann C C ' = KH(M), weil KH(M) 2> M
konvex, wie gerade gezeigt. Andererseits haben wir gerade auch KH(M) C C
gezeigt, also C' = KH(M). O Die abstrakte Sicht der Dinge beruht auf
Folgendem.

o Sind die Mengen M;, (i € I) konvex, so auch ihr Durchschnitt (;c; M,

In der Tat, sind P, Q € (;c; M;, s0o P,Q € M; fur allei € I, also [P, Q] C M;,
da M; konvex ist. Somit [P, Q] € (,c; M;. O Dann hat man die Existenz von
C' aus (i) als Durchschnitt aller konvexen Obermengen von M:

c= ()
c'oM konvex

8.3 Konvexe Hiillen endlicher Mengen

Lemma 8.2 Die konveze Hiille der Punktmenge M = {Py,..., Py} ist
KH(M)={rth+ ...+ rpUn+P |0<r,undro+ ... +1, <1}
wobei U; = ]ﬁ Wihit man einen Punkt O und p; = 07%, so gilt
KHM)={rmpr+...+7r00, +O0 | 0<r;undry + ... +r, =1}
FEs gilt KH(M) C M,,_1, falls M hochstens m Punkte enthdlt.

Sind in 3 Punkte nicht kollinear, so ist die konvexe Hiille das von ihnen
aufgespannte Dreieck. Sind 4 Punkte nicht komplanar, so ist die konvexe
Hiille das von ihnen aufgespannte Tetraeder. Beweis. Dass die erste und die
zweite Menge iibereinstimmen sieht man so: p; = 0;+p1, P = p1+0, 01 =0
und somit

TPL+ TP 4 oo F TP + O = (r1+ ...+ 1)U + 10+ F T + O

:T2172+...Tn17m+P1
falls r14ro+. . .47, = 1. Die Konvexitét sieht man nun so: Ist P = Y, 7;p;+0
und Q = ), 5P +0mit Y .ry=> .5 =1, sog1ltfurv—@und0<r<1

dass

TU—I—P:TZ pz—i—anl—l—O erz (1 —=r)ry)p; + O

%
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und

Z(rs,»—i—(l—r)rﬁZTZS,-—F(l—r)Zn:T—l—(l—r)l:1

Durch Induktion zeigen wir schliellich
KH({P,...,P,})={P | P€[P,,Q firein Qe KH({P,...,Pn_1}) C My, 1
Der Fall m = 1 ist trivial. Im Induktiosnschritt setze O = P,,,;, Dann
KH{P,...,Pn,0) ={riti+... 4710, +0 |0<r;\, m1+...+1r, <1}

nach der ersten Beschreibung. Sind alle r; = 0 so sind wir wieder im Fall
m = 1. Andernfalls sei s = (r1 + ... + 7)1, also s > 1. Dann ist

Q=srt+...+srnv,+0€KH{P,...,Pn})
nach der zweiten Beschreibung also
Q € KH<{P177Pm}> - Mm*2

Induktionsannahme. Aber

1
P:goﬁHg, )<s<1

und somit P € [0, Q] C M,,—,. O

8.4 Satz von Caratheodory

Satz 8.3 Liegen alle Punkte von M in einem d-dimensionalen affinen Teil-
raum,
KH(M):Md: U KH({Plv"'7Pd+1})

Pp,..Pg1€M

d.h. man braucht nur d Iterationen im Erzeugungsprozess.

Der Beweis beruht auf den folgenden Aussagen
(1) Zu jedem n und P € M, gibt es ein endliches X C M mit P € X,.

(2) Ist P=rpi+ ...+ 1P + O mit 0 < r;und ry + ... + 1, = 1, ist
U; = p; — p1 und sind die s, . . ., ¥, linear abhingig, so kann man aus
{p1 + O,...,pp + O} eine hochstens m — 1-elementige Teilmenge X
auswéhlen mit P € KH(X).

Sei ndmlich P € KH(M). Dann nach Definition P € M, fiir ein n, also
nach (1) P € KH({P,...,Py,}) fir passendes m und P, € M. Inshsondere
haben wir eine Darstellung P = rp) + ... + 7P + O wie in (2). Wihle m
minimal, insbesondere alle r; > 0. Ist m < d+1, so sind wir fertig und haben
insbesondere P € M, nach Lemma 8.2. Sei alsom > d+1, d.hm—2 > d. Da
mehr als d Vektoren linear abhéingig sein miissen, kénnen wir (2) anwenden
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und erhalten P in der konvexen Hiille von weniger als m Punkten aus M.
Widerspruch. Es folgt KH(M) C My, also gilt Gleichheit.

Beweis von (1) durch Induktion tiber n. Trivial fiir n = 0. Ist P € M,,44, so
gibt es nach Definition Py, P, € M, mit P € [P}, P,]. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es endliche X; C M mit P, € KH(X;). Dann P € KH(X,UX>).

Beweis von (2). Nach Voraussetzung gibt es s; nicht alle < 0 mit
82172+...+$m17m:6

Setze
81:—(82+...+Sm)

Dann
m+...+rm7m=1, s1+...+8,=0

$1D1P2 + - .. + SmPm = 0

Da nicht alle s; < 0 sind, gibt es ein s; > 0 und nach Umnummerierung
haben wir s, > 0 und * minimal unter den * mit s; > 0. Setze

ti =T,y — —S5;
Sm

Es folgt

BB+t taBn + O = Y i = 2 s+ 0= rifi~0+0=P

tzZO fiirizl,...,m, t1+...+tm_1:ZTZ‘—Z—:ZSZ‘:ZTZ'—O:

aber auch t,, =0, dh. P€ KH({P,...,Pn_1}).

9  Archimedizidat und Vollstdndigkeit

Die Erweiterung der Axiomatik fiir die Anordnung erfolgt in 2 Schritten. Er-
stens das Axiom von Eudoxos. Dessen metrische Form besagt, dass man mit
jedem Messstab jede noch so grofle Lange ausmessen kann, wenn man ihn nur
oft genug anlegt. Archimedes hat das bei Flidchenberechnungen benutzt. Es
hat bewiesen, dass beim Kreis sich Umfang zu Durchmesser stets wie Inhalt
zu Quadrat des Radius verhilt und diese Konstante m mit grofler Genauig-
keit approximiert. Das Axiom von Eudoxos garaniert, dass es hochstens eine
Konstante gibt, die dieser Approximation geniigt.

Andererseits gehort m wie v/2 zu den geometrischen Grossen, die nicht
rational sind. Um deren Existenz auch axiomatisch einzufange, muss ein wei-
ters “Vollstandigkeitsaxiom” hinzukommen, das garantiert, dass die Appro-
ximation auch einen tatsédchlichen Wert hat, also in unserem Kontext einen
Skalar.
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9.1 Archimedische Anordnung

Axiom 9.1 (Z5) Eudoxos: Zu paarweise veschiedenen Punkten O, P, Q) auf
einer Geraden g gibt esn € N so, das Q zwischen O und nv + O liegt mit

=0

Anders ausgedriickt, auf jeder Zahlengeraden ¢,0,1 und fiir Skalare s und
0 < r gibt es n € N so, dass s < nr, d.h. der Skalarenkorper is archimedisch
angeordnet, wenn man das Axiom von Eudoxos voraussetzt.

Durch das Axiom von Eudoxos wird die Existenz unendlich kleiner und
unendlich grosser Skalare ausgeschlossen. Diese infinitesimalen Zahlen haben
fiir die Entwicklung der Differential- und Integralrechnung eine grosse Rolle
gespielt und sind in der Notation z.B. als dx noch présent - insbesondere
in den Anwendungen in Naturwissenschaft und Technik. Seit ca. 150 Jahren
hat sich jedoch die archimedische Sichtweise durchgesetzt, weil man in ihr
eher zu einer prézisen Darstellung kommt. Dennoch ist der Gebrauch infini-
tesimaler Grossen legitim, wenn er sich auf eine verléssliche Intuition oder
ein entsprechend entwickeltes logisches Instrumentarium stiitzt.

9.2  Archimedisch angeordnete Korper

Die folgenden, auf Eudoxos und Archimedes zuriickgehenden Postulate an
einen angeordnetem Korper K sind alle dquivalent (wir fassen Q als Teil von
K auf):

(3) IsthKundgilt0§x§%ﬁirallenzlinN,soistx:O.
(3") Ist # > 0in K, so gibt es ein n > 1 in Nmit 1 <z

(4) Zu jedem z € K gibt es ein eindeutig bestimmtes z € Z mit
z<zx<z+1

(5) Sind a,b € K und a > 0, so gibt es ein m € N mit b < ma
(6) Zu allen a < bin K gibt es ¢ € Q mit a < g < b
(7) Jede Intervallschachtelung approximiert héchstens ein Element von K

Ein angeordneter Korper, in dem (3)-(7) gelten, heisst archimedisch.

Die Bedeutung von (3,3’) bzw. (4,5) ist, dass es in K keine unendlich
kleinen bzw. grossen Zahlen gibt. (5) kann man auch so formulieren: Mit
einem Maf}stab, sei er auch noch so klein, kann man durch hinreichend oft
wiederholtes Anlegen jede Lénge iibertreffen. (6) liest man auch so: Q liegt
dicht in K. Aus (3) folgt sofort (7). Umgekehrt folgt (3) aus (7) (mit a, =
0, by = 1).

(3’) ist dquivalent zu (3), da z £ L & 1
reine Logik: “Wenn Student z alle Ubungen bearbeitet hat, so besteht er die
Klausur” bedeutet dasselbe wie “Wenn Student x die Klausur nicht besteht,
so hat er mindestens eine Ubung nicht bearbeitet”.

< z. Der Rest ist namlich
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Aus (3) folgt (4), daraus (5) und aus diesem wieder (3’) d.h. sie sind
alle dquivalent: Hat man x > 0, so auch % > 0 und es gibt nach (3’) ein n
mit % < %, also x < n. Wihle das kleinste solche n und setze z = n — 1.
Ist z < 0, so bestimmen wir m € N mit m — 1 < —z < m und wihlen
z = —m. Die Eindeutigkeit von z folgt mit elementarer Arithmetik. Hat man
a,b > 0, so bestimme nach (4) ein z mit z <z =2 < 2+ 1. Dann 0 <
also m = z4+1 € Nund b < ma. Ist 0 < z, so gibt es nach (5) ein m mit
%gm-l, alsom+rl<x.

Zu (6): Seinun 0 < a < b. Nach (3’) gibt es n mit = < 1(b—a) und nach (5)
ein m mit a < m%. Wahlt man das kleinste solche m, so gilt a < mT“ < b. Ist
b <0, so wiahle man r € Q mit —b < r < —a und setze ¢ = —r. Umgekehrt
hat man nach (6) zu 2 > 0 ein ¢ € Q mit 0 < ¢ < z, also ¢ = ™ und
0< % <g<uzx.

9.3 Intervallschachtelung

Eine Intervallschachtelung auf der Zahlengeraden ¢, 0,1 wird gegeben durch
zwei Folgen (a, | n € N) und (b, | n € N) von Skalaren so, dass gilt

e a, <a, <b, <b, fir alle n <m

e Zu jedem k > 0 in N gibt es ein n € N mit b, — a,, < 1

d.h. die a, liefern eine aufsteigende untere Begrenzung, die b,, eine abstei-
gende obere Begrenzung und die Grenzen kommen sich immer néher. Die
Intervallschachtelung ist rational. wenn alle a,,, b, rational sind. Wir sagen, ¢
wird durch die Intervallschachtelung approximiert, wenn a, < ¢ < b, fiir alle
n.

Lemma 9.2 Gelten die Aziome (Z1—5), so kann jeder Skalar durch eine ra-
tionale Intervallschachtelung approximiert werden und jede Intervallschach-
telung approximiert hochstens einen Skalar.

Das Vorgehen um zu r im archimedisch angeordneten Korper K eine appro-
xierende rationale Intervallschachtelung zu finden, ist die fortlaufende Hal-
bierung:

e Bestimme 2y € Z mit 2o <r < zy+1
e Setze ag = zp und by = 29+ 1

o induktiva, =20+22 ' +...+22 " <r<b,=a,und 0 < b, —a, <
2771
e Rekursionschritt
— entweder a,41 = (a, +b,)/2 <7 <byy1 =b, und 2,41 =0
— oder apy1 = a, <1 <byi1=(a,+b,)/2und 2,41 =1
Dass es hochstens ein approximiertes Element in K geben kann, folgt mit

(3): gilt a, < x,y < b, fur alle n, so gibt es zu jedem k ein n mit |z — y| <
by — an, < £, also [t —y|=0und z = y. O
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9.4 Vollstéandigkeit

Axiom 9.3 (Z6). Vollstandigkeit Zu jeder rationalen Intervallschachtelung
auf einer Zahlengeraden gibt es einen Skalar, der durch diese approrimiert
wird.

Korollar 9.4 Gelten die Aziome (Z1 — 6), so approzimiert jede Intervall-
schachtelung genau einen Skalar.

Auf diese Weise hat schon Archimedes den Umfang bzw. Inhalt eines Kreises
mit Hilfe einbeschriebener von unten, umbeschriebener regelméssiger n-Ecke
von oben approximiert.

Ist Teilmenge X einer geordneten Menge M und b € M, so ist b eine obere
Schranke von X, falls x < b fiir alle z € X und kleinste obere Schranke oder
Supremum von X, man schreibt b = sup X, falls b obere Schranke von X ist
und b < c fiir jede obere Schranke ¢ von X. Ein angeordneter Korper K ist
vollstindig angeordnet, falls es zu jeder nichtleeren nach oben beschrinkten
Teilmenge X von K ein Supremum gibt.

Satz 9.5 Fin angeordneter Kdérper ist vollstindig angeordnet genau dann,
wenn er archimedisch angeordnet ist und die (Z6) entsprechende Eigenschaft
hat. Bis auf Isomorphie gibt es genau einen solchen Korper.

“Diesen” Korper nennt man den Kérper R der reellen Zahlen.

Korollar 9.6 Der Skalarenkérper der Anschauungsgeometrie ist isomorph
zum Korper der reellen Zahlen.

9.5 Konstruktion von R aus Q

Gegeben eine Intervallschachtelung a,,, b,. Gilt
a, <a, <b, <b, firallen

so ist al, b/, auch eine Intervallschachtelung und eine Verfeinerung von a,, b,

Wir sahen, dass aus dem Archimedischen Axiom schon die Approximati-
on durch rationale Intervallschachtelungen folgt. Dies erlaubt uns, eine jede
Intervallschachtelung a,, b,, bei der nicht schon eines der a, oder b, selbst
approximiert wird (weil ax = a,, fiir alle kK > n bzw. b, = b, fir alle k > n) |
durch eine rationale Intervallschachtelung a!,, b/, zu verfeinern, fiir die zusétz-
lich gilt

fiir alle n gibt es k mit a), < a, < b, <V,

Sind némlich ay,...,a), und bp,. .., b, schon definiert, so gibt es nach Vor-
aussetzung m > k > n mit

a%ﬁak<am§bm<bk§b;1
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“Wihle” nach (6) (und dem Prinzip ist der bedingten Auswahl) rationale
ay, ., und b/, mit

Ap+1 S ag S a;,,_t,_l S Am S bm S b:m+1 S bk S bn+1

Ein vollstéandig angeordneter Korper lasst sich nun aus der Menge der Inter-
vallschachtelungen von Q durch Abstraktion konstruieren, wobei zwei Inter-
vallschachtelungen identifiziert werden, wenn sie eine gemeinsame rationale
Verfeinerung haben.

9.6 Beweisskizze fiir die Isomoprhie

Seien K und K’ archimedisch und vollstandig angeordnet. Dann gibt es eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung r +— r’ zwischen K und K’ so, dass

(r+s)=r"+s, (rs) =r's, r<sder<s
Wir diirfen annehmen, dass Q in K und K’ enthalten ist und definieren

r +— r’ genau dann, wenn es eine rationale Intervallschachtelung
gibt, die r in K und 7’ in K’ approximiert.

Wir zeigen nur, dass diese Zuordnung wohldefiniert ist. Seien a,,, b, und ¢,, d,
rationale Intervallschachtelngen, die beide r in K approximieren, und in K’
die erste 17, die zweite . Dann ist max{a,, ¢, }, min{b,, d,} eine gemeinsame
rationale Verfeinerung, die r in K approximiert und ein s € K’. Also appro-
ximieren sowohl a,,, b, als auch ¢,, d,, dieses s in K’. Wegen der Eindeutigkeit
(ii) gilt " = sund " = s, also ' = r". O

9.7 Zum Beweis von Satz 9.5

Ersetzt man in der Definition des Supremun iiberall < durch >, so erhalt
man die Definiton von Infimum.

Lemma 9.7 Fiir einen angeordneten Korper K sind die folgenden Aussagen
dquivalent

(i) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Su-
premum

(i1) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein
Infimum

e Sind X und Y mnichtleere Teilmenen von K so, dass x < y fir alle
reX,yeY sogibteseinze K mite < z<yfiralerec X,yecY.

Ein solcher Korper heifit wvollstindig angeordnet. (iii) wurde von Dedekind
(Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig, 1887) zur Konstruktion
von R durch Schnitte in Q benutzt: Paare (X,Y') nichtleerer Mengen ratio-
naler Zahlen mit = < y fiir alle x € X,y € Y. Jeder solche Schnitt bestimmt
dann genau eine reelle Zahl.
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Beweis. (i) = (ii1): Sei # < y fiir alle x € X,y € Y. Da Y # () gibt
es nach (i) z = sup X, und nach Defintion des sup gilt = < z < y fir alle
r € X,y € Y. (#i1) = (). Sei X # () nach oben beschrinkt. Dann ist die
Menge Y aller oberen Schranken von X nicht leer und nach (i) gibt es ein
zmit x < z <y fiirallexz € X,y € Y. Dann z = sup X nach Definition des
sup. Die Aquivalenz von (44) und (i) geht analog. OJ

Beweis von Satz 9.5. Sei K vollstdndig angeordnet. Sind 0 < a und b
gegeben, so haben wir zu zeigen, dass es ein m € N gibt mit b < ma, also
b < ma+a = (m+ 1)a. Angeommen, das ist nicht der Fall. Dann na < b
fiir alle n € N und somit n = n - 1x < ¢ = ba~! fiir alle n € N. D.h. die
Teilmenge N von K ist nach oben beschriankt und hat nach Voraussetzung
(7) ein Supremum s = supN. Dann ist s — 1 < s. Da s die kleinste obere
Schrankte ist, ist s—1 keine obere Schranke von N und es gibt somit ein n € N
mit s — 1 < n. Dann aber s =s—1+1<n+1 € N, also ist s doch keine
obere Schranke von N. Widerspruch. Ist eine rationale Intervallschachtelung
a, < b, gegeben, so gibt es nach (iii) ein z € K, das durch diese approximiert
wird - wahle X = {a,, | n € N}, Y ={b, | n € N}.

Umgekehrt sei K archimedisch angeordnet und jede rationale Intervall-
schachtelung approximiere mindestens ein Element von K. Wie oben be-
merkt, konnen wir dann jede Intervallschachtelung durch eine rationale ver-
feinern und diese (und somit auch die zuerst gegebene) approximiert nach
Voraussetzung mindestens ein Element von K. Sei nun X # 0 mit oberer
Schranke b gegeben. Wahle ag € X und by = b. Nun geht es rekursiv weiter,
d.h. esseien qp < ... <a, in X und b, < ... < by obere Schranken von X.
Ist a, = by, so a, = b, = max X = sup X. Andernfalls sei ¢, = %(an + b)),
d.h. das arithmetische Mittel von a,, und b,,.

e Wir setzen a,,1 = a, und b, = ¢, falls ¢, obere Schranke von X ist,
e andernfalls wahlen wir a,+; > ¢, in X und setzen b,.1 = b,.

Damit erhalten wir eine Intervallschachtelung so, dass a,, € X und b,, obere
Schranke von X. Wie bemerkt, approximiert die mindestens ein Element s
von K, wegen (7) also genau eines. Insbesondere a,, < s < b, fir alle n.
Angenomme, es gibt x € X mit s < z. Wihle (mit Archimedes) n mit
% <x—58 Nunb, >z und b, —a, < %, also a,, > s, Widerspruch. Also ist
s obere Schranke von X. Angeommen, es gibt obere Schranke ¢ von X mit
¢ < s. Wihle (mit Archimedes) n mit % < s—c.Nun a, < cund b, —a, < %,
also b, < s. Widerspruch. Somit s = sup X. [J

9.8 Diskussion: Skalarenkorper

Wir haben zunéchst jede beliebige Gerade durch Auszeichnung zweier Pukte
0 und 1 zur Zahlengeraden gemacht und Addition, Multiplikation und Anord-
nung ihrer Elemente, wie auch deren Multiplikation mit Vektoren, durch die
Geometrie definiert und auf der Grundlage geeigneter geometrischer Axiome
gezeigt, dass wir zunéchst einen Korper, dann einen angeordneten Korper



64 9 ARCHIMEDIZIAT UND VOLLSTANDIGKEIT

und schliellich einen archimedisch und vollstdndig angeordneten Korper er-
halten. Ein abstrakter algebraischer Satz besagt, dass ein solcher vollstandig
angeordneter Korper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Mindestens ebenso wichtig ist aber der Umstand, das die Definition der
Struktur auf der Zahlengeraden nicht von den gewéhlten Hilfspunkten und
Geraden abhingt und dass der isomorphe Ubergang von einer Zahlengera-
den g zur anderen, ¢’, konkret in der Geometrie gegeben (auch ohne die
Voraussetzung der Vollsténdigkeit) und durch die Zuordnung 0 — 0', 1 — 1’
eindeutig bestimmt ist. Diese Isomorphie der Zahlengeraden innerhalb einer
gegebenen Geometrie erlaubt den Begriff des Skalars zu bilden:

unter der Isomorpie r — 7’ einander entsprechende Punkte ver-
schiedener Zahlengeraden bestimmen denselben Skalar

Bei dieser Entsprechung bleiben die folgenden Relationen invariant
r+s=t rs=t, r<s, rv=uw
d.h. hat man die Entsprechungen r <+ ', s <> s’ und ¢ <> t’ so folgt
r+s=ter+'s=t rs=tesr’'d=t r<ser s
rv=w & r'v =14

Damit erhélt man mit dem Korper K der Skalare und der Gruppe V der
Vektoren einen K-Vektorraum und die Moglichkeit, die Methoden der Ana-
lytischen Geometrie einzusetzen. d.h. Koordinatensysteme einzufithren und
durch Beziehungen zwischen Koordinaten geometrische Sachverhalte auszu-
driicken.

Mit den Grundbegriffen: Punkt, Geraden, Ebene, inzidiert, zwischen und
ihren Axiomen haben wir somit die Begriindung der affinen und vektoriellen
Geometrie des Anschauungsraums - noch nicht fassbar sind dabei Begriffe
wie: Lange, Winkel, Fliche, Volumen, Orientierung. Fiir diese sind weitere
Grundbegriffe und Axiome erforderlich.
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8.5 Caratheodory geometrisch

Wir wollen den Satz von Caratheodory in der Ebene geometrisch beweisen.
Dazu

(1) Ist P € KH(M) so P € KH(M') fur eine passende endliche Teilmenge
von M

(3) KH(MU{A}) =Z(M U{A}) falls M konvex
(4) KH({A,B,C}) = Z({[B,CTU {4})

(5) Sind D € KH({A,B,C})und S ¢ KH({A, B,C}) so gibt es fiir jedes
Pe[D,S|]\ KH({A,B,C})ein Q € Z({A,B,C}) mit P € [Q, 9]

(6) Zu P # Q gibt es R €|P, Q).

Beweis. (1) ist der triviale Teil des Beweises, (3) ist Aufgabe 5.1 der 6.Ubung,
(4) folgt daraus sofort.

Zu (5). Ist D € Z({A, B,C}) so sind wir fertig. Anderfalls haben wir nach
(4) z.B. D €]C,F[ mit F €]A, B[. Dann gibt es nach Pasch fiir BC'F ein
Q € g=DvSmit Q € Z({A,B,C}). Bzgl. der durch D < S gegebenen
Anordnung kann nicht P < @ gelten, da sonst P € KH({A, B,C}). Also
PelQ,S].

Zu (6). Nach (Z0) und (Z3) gibt es Punkte B €]A, C[. Sei g eine Gerade, die
BVC' in A schneidet - nach (E1-3) gibt es das. Dann gibt es nach Pasch fiir
jedes @ # A auf g ein R €] A, Q[ - den Schnittpunkt der Parallelen durch B zu
NVC'. Sei h parallel zu einem solchen g und P # @Q auf h. Sei @)’ der Schnitt
mit g der Parallelen durch @ zu PVA. Auf g haben wir R’ €]A, Q'[, also
R €]P, Q] als Schnitt mit A der Parallelen durch R’ zu PVA. Mit demselben
Argument kénnen wir nun die Behauptung fiir alle Geraden und alle ihre
Punkte nachweisen. [J

Lemma 8.8 (i) Zu n > 2 Punkten Q,...,Q, auf einer Geraden gibt
es stets einen von allen @); verschiedenen Punkt R so, dass eine der
Halbgeraden zu R genau einen der Punkte Q; enthdlt.

(1) Zun > 2 Punkten Py, ..., P, in der Ebene gibt es stets eine Gerade, die
keinen der Punkte P; enthdlt und so, dass eine der Halbebenen genau
einen der Punkte P; enthdlt.

Beweis. Zu (i). O.B.d.A. hat man eine Anordnung ¢; < ... < @, und nach
(7) kann man R €]Q, Q2| wéhlen.

Zu(ii). Da jede Gerade wegen (6) unendlich viele Punkte hat, gibt es nach
Satz 2.8 eine Gerade g, die keinen der Punkte Py, ..., P, trifft. Wenns die
nicht schon tut, wihle man h | g und |[f PVP; alle (i # j). P, € H=h; || h
und @Q; = g N h;. Wihle R € g nach (1) zu den @Q; und R € k || hy. Ist nun
R;; = kN PVP;, so gilt nach Lemma 7.2 R;; €|P;, P;j[< R €]Q;, Q;]. Also
liegt P in der einen, die P, ..., P, in der anderen Halbebene bzgl. g. [
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Satz 8.9 In der Ebene gilt: Ist P € KH(M) so gibt es A,B,C € M mit
Pe KH({A,B,C})

Beweis. Sei P € KH(M). Nach (1) 0.B.d.A. M endlich. Daher kénnen wir
mit Induktion iiber die Elementanzahl m von M vorgehen. Der Fall m < 3
ist trivial. Sei also als Induktionsannahme vorausgesetzt

e fiir alle N mit [N|=m — 1 und alle P € KH(N) gibt es A, B,C € N
mit P € KH({A, B,C})

Sei nun |M| = m und P € KH(M) gegeben. Nach dem Lemma gibt es
eine Gerade g die keinen Punkt aus M U {P} enthélt, aber eine der beiden
Halbebenen H; und H, enthilt genau einen, z.B. H;. Das kann nicht der
Punkt P sein weil sonst M C KH(M) C Hy also P ¢ KH(M). Also {S} =
M N Hy und My = M N Hy hat m — 1 Elemente. Nach (3) gibt es

D e KH(M,) mit P € [S, D]
Nach Induktionsannahme gibt es
A, B,C € My mit D e KH({A, B,C})
Nach (5) gibt es Q € Z({A, B,C}) mit P € [Q, S], also z.B. @ € [A, B] und
somit P € KH({S, A, B}) mit {S,A, B} C M.
10  Kongruenz

Wir setzen nun die Axiome (EOQ), (E1), (E3) der Inzidenzgeometrie der Ebene
voraus sowie die Axiome der Zwischenbeziehung. Das Parallelenaxiom (E2)
wird zunéchst nicht vorausgesetzt, aber das Lemma 7.7. - damit haben wir
die Aussagen iiber die Anordnung auf Geraden.

10.1 Halbgeraden und Winkel

Zu zwei Punkten OP ist die Halbgerade bzw. der Strahl OVP definiert als
o =OVP = {X | O,P,X kollinear, 0 ¢]X, P[} \ {0} = {X € g| O < X}

bzgl. der durch O < P bestimmten Anordnung. Insbesondere ist ¢ ist konvex
und es gilt

— — —
OVP = OVX fiir alle X € OVP

Der Scheitelpunkt O = O, ist durch die Menge o eindeutig bestimmt: Sind
P#Qino,s00 € PVQ, O ¢|X,Y[firalle Y)Y €0
Die Menge

OVP = (OVP)\ (OVPU{0} = {X € OVP | X < O}
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ist entweder leer oder die entgegengesetzte Halbgerade und dann = O\_}Q fiir
jedes ihrer Elemente ). Es gilt

O €Y, X[, O ¢|X, 7| fiwr alle Y € OVP, X,Z € OVP

Ein Winkel ist ein Paar (o, 7) von Halbgeraden, notiert als Zo7, mit demse-
blen Scheitelpunkt O = O, = O,. Wir schreiben auch

/AOB = ZOVA,OVB
- insbesondere ist AOB ein Dreieck. Also
— — — —
LZAOB = /A0'B' < O=0", OVA=OVA und OVB = OVB'
Die Gerade g trennt die Punkte P und Q@ wenn P # @ und (PVQ)Ng €]P, Q.

10.2 Kongruenzaxiome

Als neuen Grundbegriff fithren wir die Kongruenz PQ) = RS von Pfeilen
ein - wir sagen auch die Strecken P(Q) und RS sind kongruent. Vorausgesetzt
werden dann die folgenden Axiome

Axiom 10.1 (K1) = ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Pfeile
(K2) AB = BA
(K3) Aus AA = BC folgt B=C

(K4) Zu Punkten A # B und C und Gerade g durch C gibt es genau 2
Punkte D, D" mit AB=CD = CD'

(K5) Sind A, B,C' 3 kollineare Punkte mit AB = AC so A €]B,C|

(K6) Sind A, B,C bzw. A', B',C" jeweils 3 kollineare Punkte mit AB = A'B,
BC = B'C" und B €]A,C[< B €]A',C'[, so gilt AC = A'C’

(KT7) Zu jedem Dreieck ABC und Punkten A', B' mit AB = A'B’ gibt es 2
Punkte C',C" mit AC = A'C' = A/C" und BC = B'C' = B'C"

(K8) Fiir jedes Dreieck ABC und Punkte D, A", B',C, D" mit D € AVC,
AB = A'B', BC = B'C" , AC = A'C", AD = A'D’ und BD = B'D'
qit CD =C'D’

(K9) Sind 4 Punkte mit AC = AC" und BC = BC' gegeben, so trennt die
Gerade AVB die Punkte C' und C’

Es folgt:
o Fiir alle O # P ist OVP nichtleer und es git Y mit O €]Y, P].

Beweis. Nach (K4) gibt es genau 2 Punkte X, Y auf OVP mit OX = OY =

OP und nach (K5) O €]X,Y[. 0.B.d.A. X = P und dann Y € OVP. O
Wir schreiben Ay ... A, = A} ... A} falls A;A; = AJA” fiir alle 4, j
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10.3 Kongruenz auf Geraden

(0) Sind A, B, C 3 kollineare Punkte und gilt AC = AC’" und BC' = BC'
so gilt C' ="’

Beweis. Angenommen C # C’. Nach (K9) gibt es P = (AVB) N (CW') €
|C,C"[. Es gilt P = C, da C auf beiden Geraden liegt. Also C' €|C, "],
Widerspruch. [J

(1) Seien A # B und C' # D Punkte. Dann gibt es jeweils genau ein
B' € AVB und B" € AVB mit CD = AB' = AB"

Beweis. Nach (K4) gibt es genau 2 Punkte X, Y auf AvB mit AX = AY =
CD. U

(2) Seien A, B, C' 3 kollineare Punkte und A’B’ = AB. Dann gibt es genau
einen Punkt ¢’ € AVB' mit A'C' = AC, B'C' = BC und fiir diesen
gilt A €]B,C[& A €]B,C].

Beweis. Nach (1) gibt es eindeutig bestimmte X € AVB und Y € A'VB'
mit A’X = A'Y = AC. Nun A’ €]Y, B'[ und A’ ¢] X, B'[, also kann man C’ €
{X,Y} eindeutig so wéhlen, dass A €]B,C[< A’ €]B',C'[ und A'C" = AC.
Mit (K6) folgt B'C' = BC. Die Eindeutigkeit folgt aus (0). O

(3) Seien A, B, C' 3 kollineare Punkte und ABC' = A’B’C’. Dann sind auch
A'B'C" kollinear und A €|B,C[<]A’ €]B'C.

Beweis. Nach (2) gibt es C” € g = A’V B’ mit A'C" = A'C' = AC, BC" =
B'C" = BC und A €|B,C[& A’ €]B’,C"[. Nach (0) folgt C" = C". O

10.4 Kongruenz von Winkeln

Lemma 10.2 Fir Winkel ZoT und Zo't" mit Scheitel O bzw. O" sind die
folgenden Aussagen dquivalent

(i) Es gibt Ac o, Bert, A€o und B € 7" mit OA=0B =0'A" =
O'B" und AB=A'B’

(17) Firalle Aco, Ber, A€o und B €17 mit OA=0B=0'A"=
O'B' gilt auch AB=A'B’

Definition 10.3 Die Winkel ZoT und Zo't’" sind kongruent, man schreibt
Lot = Lot wenn (i) bzw. (ii) gilt

Beweis. (i) = (i1). Seien Ay € 0, By € 7, A) € ¢’ und B € 7/ mit OA, =
OBy, = O'Aj = O'B} und AyBy = A}B|, gegeben. Seien A € o, B € T,
A€o’ und B’ € 7' mit OA=0B=0"A=0'B'. Nach (2) gibt es B; € T,
A} € ¢/ und B] € 7/ mit

OA=0B, =0'A, =0'B]
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A €]0, A& B; €]0,By| < A €|0', A)l < B; €]0, By

Mit (K6) folgt

und mit (0)
Bi=B, A=A, B =B

Durch zweimaliges Anwenden von (K8) erhalten wir
ABy=A'B unddann AB=A'B’

(1) = (i). Wihle A € o. Nach (1) gibt es jeweils B € 7, A’ € ¢’ und
B’ € 7/ mit OA = OB = OA’ = OB’. Nach Annahme (i7) gilt dann auch
AB=A'B. [

(4) Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Winkel
und es gilt LZAOB = ZBOA.

Beweis: (K1) und (K2). O
(5) Sei O, A, B ein Dreieck, A" # O und ZAOB = ZA'OB, Dann gilt
OVA = OVA oder (OVB) trennt A und A'.

Beweis. Nach Voraussetzung 0.B.d.A. OA = OB = OA’ und AB = A’'B mit
4 verschiedenen Punkten. Mit (K9) folgt die Behauptung. [J

10.5 Kongruente Dreiecke

Fiir ein Dreieck ABC notieren wir die Winkel wie {iblich als
a=/CAB, p=/ABC, v=/BCA

Satz 10.4 Fir zwei Dreiecke A, B,C und A’, B, C" sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent

(SSS) (A, B,C) = (A", B', (")
(SWS) AB = A'B', AC = A'C" und o = o
(WSW) AB=A'B", a=d und =
Definition 10.5 Dreiecke wie im Satz sind kongruent

Beweis. Aus (SSS) folgt (WWW), also (SWS) und (WSW) (Charakteriserung
der Winkelkongruenz durch das Lemma). Wie im Beweis des Lemmas, (SSS)
aus (SWS) Bleibt zu zeigen. dass (SWS) aus (WSW) folgt. Nach (1) gibt

es C" € A'VC' mit A'C" = AC. Nach dem schon gezeigten (SWS) =
(SSS) = (WWW) haben wir LA, B',C" = ' = 3. A’ ist der Schnittpunkt
von A’V B" und A"V C" und A’ ¢]C’,C"[ da es Scheitel der Halbgeraden
ist. Also kann A’V B’ nicht die Punkte C’ und C” trennen. Mit (5) folgt
B’'v "= B'v C” und daher Schnittpunkt ¢/ = C” mit A’v C = A" v C".
Somit A'C' = A'C" = AC. O
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10.6 Neben- und Scheitelwinkel

Gilt O €] A, B| so sind die Winkel ZAOC und COB Nebenwinkel von einan-
der. Sind A, 0, A" und B, O, B’ jeweils kollinear, so sind die Winkel ZAOB
und ZA'OB’ Scheitelwinkel voneinander.

Satz 10.6 Nebenwinkel kongruenter Winkel sind kongruent. Scheitelwinkel
sind zueinander kongruent.

Beweis. Sei ZA'O'C' und ZC'O’' B’ ein weiteres Paaar von Nebenwinkeln und
LAOC = £ZA'0'C’. O.B.d.A.

OA=0C=0B=0A=0C"=08B

und aus der gegebenen Winkelkongruenz folgt AC' = A’C’. Dann mit (K8)
auch BC' = B'C’, also Z/BOC = /ZB'O'C’. Die Aussage iiber Scheitelwinkel
folgt, da ZAOC und ZA;0C] beide Nebenwinkel von ZCOA; sind. [J

10.7 Orthogonalitat

Seien g und h Geraden mit Schnittpunkt O. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent

(i) Es gibt P, P" auf g mit O €|P, P’ und Q # O auf h mit OP = OF'
und QP = QF’

(ii) Fir alle P, P" auf g mit O €]P, P'| und @ # O auf h gilt OP = OP' =
QP =QPFP

(iii) Fiir alle P, P’ auf g mit O €]P, P'[ und Q # O auf h gilt QP = QP =
OP =0OP

(iv) Fiir alle P € g\ {O] und Q € h\ {O} gilt ZOVP, OVQ = LOVP, OVQ
(v) Es gibt P € ¢\ {O] und Q € h\ {O} mit ZOVP, OVQ = LOVP, OVQ

Treffen diese zu, so stehen g und h senkrecht oder orthogonal zueinander und
man schreibt g | h. Die durch A bestimmten Nebenwinkel ZQOP = ZQOP’
an ¢ sind rechte Winkel.

Beweis. Aus (i) folgt (v) wegen (SSS) = (SWS). Aus (v) folgt (iv)
trivialerweise. Aus (iv) folgen (i7) und (iii) wegen (SWS) = (SSS). Aus
(17) bzw. (ii7) folgt (i) indem man vermoge (K4) P und P’ mit OP = OF’
wéhlt. (. Da AOVP, OvQ als Scheitelwinkel zu 40@3, 0762 kongruent ist,
folgt mit Satz 10.6

eglh&ehlyg

Satz 10.7 Zu jeden Punkt P und jeder Geraden g gibt es genau eine Gerade
h (geschrieben h = {P L g} mit P € h und h L g.
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Beweis. 1. Lot fallen. Sei P ¢ g. Wihle A # B auf g. Nach (K7) gibt es genau
ein P’ # P mit PAB = P'AB und nach (K9) trennt g die Punkte P und
P’ d.h. es gibt S € g mit S €]P, P'[. Mit (SWS) folgt PAS = P'AS Also
SP = SP'. Nach Def. (i) der Orthogonalitit gilt ¢ L h = PVP' = PVS. Nach
Symmetrie h L g. Der Punkt S € ¢ fiir den die Nebenwinkel der Geraden
PvS mit g kongruent sind, heiit Fufipunkt des Lotes von P auf g

2. Lot errichten. Sei P € g. Wihle Q € g und félle das Lot auf g mit Fulpunkt
S. Ist S = P so ist man fertig. Andernfalls gibt es nach (K7) R # R’
mit PSQ = SPR = SPR . Also ZSPR = ZSPR' und der zweite ist
Scheitelwinkel des Nebenwinkels des ersten, also alle kongruent. Also PVR L
g.

Eindeutigkeit. Seien A,k L g und P = gNk = g N k. Angenommen h # k.
Wihle P # A € h. Nach (K4) gibt es Q # Q" auf g mit PA = PQ = PQ’
und nach (K5) P €]Q,Q’'[. Da A ¢ k schneidet k nach Pasch entweder |A, Q|
oder |A,Q'[. O.B.d.A. B € kN|A, Q'[. Wegen h,k L g gelten APQ = APQ'
und BPQ = BP(Q'. Daher

/AQ'P = /AQP = /BQP = /BQ'P.

Da nach (Z3) Q = gN AVB €| A, B[ trennt g die Punkte A, B nicht, also nach
(5) QVA = QVB und es folgt A = AVBNQVA = AVBQNVB = B € k, ein
Widerspruch.

Seien h,k L. gund P € hNk, P& g. Sei S =hNgund T = kNg.
Nach (K7) gibt es P'ST = PST, P’ # P. Insbesondere Z/P'ST = /ZPST.
Wiéhle U € g mit S €|U, T[. Dann gilt fur die Nebenwinkel ZP'SU = ZPSU.
Wegen h | g gilt ZPST = ZPSU und somit ZP'ST = /ZP'SU. Also h' L g
fir ' = PVS. Nach dem schon behandelten Fall (fir S) folgt 2" = h, also
h = PVP'. Ebenso K = PvP'. O

Korollar 10.8 (i) Ausg L h und g L k folgt h || k

(17) Existenz von Parallelen. Zu jeder Geraden g und Punkt P gibt es min-
destens eine Parallele durch P zu g

Beweis zu (i). Angenommen P € hNk. Dann h = k wegen der Eindeutigkeit
der Senkrechten. [

10.8 Mittelpunkt

M € AVB heisst Mittelpunkt von AB wenn AM = MB. Die Senkrechte
m = {M L AVB} heisst dann Mittelsenkrechte.

Satz 10.9 Zu je 2 Punkten A, B gibt es genau einen Mittelpunkt M und es
gilt M €]A, B[. Fir die Mittelsenkrechte gilt m = {C' | AC = BC'}.

Beweis. Wihle P ¢ g = AVB. Nach (K7) gibt es

BAP = ABD = ABD' also auch PDA = PDB
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und ¢ trennt D und D', O.B.d.A. trennt g auch D und P, also gibt es
M € gn|D, P[. Aus den Dreieckskongruenzen folgen

/BAD = /ABP und ZADP = /BPD

also MAD = M BP mit (WSW). Insbesondere AM = BM und M €A, B|
nach (K5). Die Eindeutigkeit folgt aus (0). O

10.9 Addition von Winkeln

Lemma 10.10 Es gelte ZAOB = LA'O'B" und /BOC = /ZB'O'C’ und
VB trenne A und C, ebenso trenne ONB' die Punkte A" und C'. Dann gilt
LAOC = LAO'C'.

Beweis. O.B.d.A. OB = OB’. Errichte die Senkrechte ¢g in B zu OVB und und
¢ in B z2u OVB'. O.BdA. A€ g, Ceg, A€ g und C’ € ¢. Mit (WSW)
folgt AOB = A’O'B’ und COB = C'O'B'. Mit (K6) dann AC = A’C" und
mit (SSS) schlieBlich AOC = A'O'C’". .

10.10 Stufen- und Wechselwinkel

Seien g,h Geraden und A = gNIl, B = hNI. Seien S € gund T € h in
derselben Halbebene bzgl. [ und R € I, R ¢ [A, B]. Dann sind die Win-
kel ZRAS und ZRBT ein Paar von Stufenwinkeln - ebenso ihre Paare von
Neben- bzw. Scheitelwinkeln. Ein Scheitelwinkel des einen Stufenwinkels aus
einem Paar ist Wechselwinkel zum anderen. Und nach dem Satz {iber Neben-
und Scheitelwinkel bedeutet Kongruenz der beiden Winkel eines Paares auch
die Kongruenz der beiden Winkel jeden anderen Paares.

Lemma 10.11 Haben g und h ein Paar kongruenter Wechsel- bzw. Stufen-
winkel so g || h

Beweis. Seien kongruente Wechselwinkel mit obigen Bezeichnungen gegeben.
Gilt A = B, so folgt aus der Kongruenz ZRAS = ZRAT der Stufenwinkel,
dass ¢ = h, da S und T nicht durch [ getrennt werden ((5) aus 10.4). Ist
[l L g,hsog | hnach Kor.10.8. Sei also A # B und 0.B.d.A. | L h, Es
gibt den Mittelpunkt M von AB und Lot k vom M auf h mit FuBpunkt D.
Nach(K4-5) gibt es C' € k mit MC = MD und M €|C, D[. Die Dreiecke
BMD und AMC haben kongruenre Scheitelwinkel, sind also nach (SWS)
kongruent. Also ZCAM = ZM BD, Wahlt man X auf g in der durch [ und
C bestimmten Halbebene, so ZM BD = ZX AM als Wechselwinkel nach vor-
aussetzung, also ZCAM = /X AM Da [ die Pubkte X und X nicht trennt,
folgt CVA = ¢g. Nun ist ZAC'M zu seinem Nebenwinkel and ¢g kongruente, da
k L hund ZACM = ZBM D nach der bewiesenen Dreieckskongruenz. Also
auch k£ L ¢ und somit ¢ || h nach Kor.10.8. OJ
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11 Euklidische Geometrie

Aus den Axiomen (EO0), (E1), (E3) der Inzidenzgeometrie der Ebene, den
Axiomen (Z0-4) der Zwischenbeziehung, dem als Axiom verstandenen Lem-
ma 7.7 und den Kongruenzaxiomen (K1-9) haben wir gezeigt, dass es zu jeder
Geraden g und jedem Punkt P mindestens eine Parallele gibt. Die Forderung
der Eindeutigkeit der Parallelen ist jetzt also zum Parallelenaxiom (E3) dqui-
valent. Diese Axiom werden wir bis auf Weiteres zusétzlich voraussetzen. Wir
behandlen zuéchst wieder den ebenen Fall.

11.1 Stufen- und Wechselwinkel an Parallelen
Lemma 11.1 Aus g || h und k L g folgt k L h

Beweis. Aus k L g folgt k |} g also auch k [fh. Sei P=¢gNkund Q =hNk
und [ die Senkrechte in @) auf k. Nach Kor.10.8 gilt [ || g also | = h wegen
der Eindeutigkeit der Parallelen. [J

Satz 11.2 Fiir 2 Geraden g, h sind dquivalent

(i) g A
(ii) g und h haben ein Paar kongruenter Wechsel- bzw, Stufenwinkel

(111) Jedes Paar von Wechsel- bzw. Stufenwinkeln an g, h ist ein Paar kon-
gruenter Winkel

Beweis. (i7) folgt aus (iii) trivialerweise.

(17) = (7) ist Lemma 10.11 (i) = (ii7). Sei g || h. Trage den Winkel ZRAS
in B an die Halbgerade BVA als Wechselwinkel an. Sei k die Gerade durch
den zweiten Schenkel. Nach dem schon Gezeigten k || g und k = h wegen der
Eindeutigkeit der Parallelen. Also sind die Wechselwinkel kongruent. [

Korollar 11.3 In einem Parallelogramm sind gegeniiberliegende Seiten kon-

gruent: Sind AVB || CVD und AVC' || BVD so gilt AB = CD

Beweis. Wir haben die Kongruenzen /BAD = /ADC und ZABC = BCD
von Wechselwinkeln an Parallelen. Also folgt ABC = DCB mit (W SW). O

Lemma 11.4 (SWW) Aus AB = A'B’, § = LZABC = ' = LA'B'C" und
v=4BCA=~"=/4B'C'A" folgt ABC = A'B'C'

Beweis. Trage (8 als Wechselwinkel g; = ZBC'D an C'B an. Der zweite Schen-
kel bestimmt dann die Parallele g durch C' zu AvB und wir haben den Wech-
selwinkel al; zu «a. Entsprechend haben wir f; = ZB'C'D’ und o} zum
Dreieck A’B’C’. Nach Voraussetzung § = ' und v = v/ Als Wechselwinkel
1 = B = p' = B} und nach Addition LZABD = LA’B'D’. Also fiir die Ne-
benwinkel oy = o) und dann auch fir ihre Wechselwinkel a@ = /. Nun folgt
ABC = A'B'C mit (WSW). O
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11.2 Kongruenz von Vektoren

Wir setzen nun auch die Axiome von Desargues und Pappus
und damit auch einen angeordneten Skalarenkoérper K voraus

Archimedizitét ist nicht erforderlich. Von der Vollsténdigkeit setzen wir nur
voraus, dass K quadratisch abgeschlossen ist

Zujedem r > 0in K gibt es s € K mit s = r

Es sind gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms kongruent und wir
kénnen nun dariiber reden, dass zwei Vektoren kongruent sind

i=b < a+PP = b+ Q, Q fiir einige/alle Punkte P, Q
Lemma 11.5 G=b=ra =rb

Beweis. Sei A = @+ O, B =0b+4+0, A = rdi+ O, B = rb+ O. Nach
dem Strahlensatz gilt AVB || AVB'. M Mittelpunkt von AB und g = OVM.
Aus der Ubung wissen wir, dass g die Winkelhalbierende und die Héhe im
gleichschenkligen Dreieck AOB ist. g steht also auch auf AVB’ senkrecht. Sei
M'"=hnNAVB'. Dann OM'A’ = OM'B’ nach (WSW). Also OA' = OB’. (.

11.3 Orthogonale Vektoren und Richtungskomponente

Insbesondere gilt

' b=b'= 0,0+ 0,b+0=0"3"+0,b"+ O fir alle 0,0’

Il
ST

a

Daher kéonnen wir definieren: @ steht auf b senkrecht, a 1 g, falls @ = 0 oder
b =0 oder OVd@+ O L OVb + O fiir ein/alle O.

Damit kénnen wir nun den auch physikalisch grundlegenden Begriff der
Komponente ¢ eines Vektor b in der durch einen Vektor @ gegebenen Richtung
definieren durch die Bedingungen
C=rifireinreR, (b—¢) La
In der Tat, ist @ # 0, so wihle man einen Punkt O und g¢ als die Gerade
durch O mit Richtungsvektor @ und @ = b+ O. Dann ergibt sich ¢ eindeutig
als c:: OR mit dem Fusspunkt R des Lotes von ) auf g. Ist @ = 0, so auch
c=0.

11.4 Lé&ngenmessung

Sei nun zusétzlich eine Léngeneinheit festgelegt, z.B. dadurch dass wir einem
bestimmten Pfeil OF die Lange 1 zuschreiben. Um die Lange eines beliebigen

Vektors v = 1@ #+ 0 zu bestimmen, konstruieren wir auf der Geraden g
durch O = P und @ einen Punkt E' mit O'E’ = OF und E’ > O’ bzgl. der
Anordnung mit @) > O'. Wir setzen nun

—
|0 =|PQ|=r mitd=rOF
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Offensichtlich ist der Nullvektor 0 ist der einzige Vektor der Linge 0 und es
gilt . .
lall = [|bll & a=b

Wir kénnen auch die Ldnge der Strecke P(Q) definieren

1PQ| = | PG|

PQ = RS < |PQ| = |RS]

Lemma 11.6 (i) ||@ + b|| = ||@| + ||b]| genau dann, wenn es P gibt mit
i+ P€li+b+ P, Pl.

(11) ||rd|| = |r| - ||@||, insbesondere HWC?H =1 falls @ # 0.

und haben

Beweis. (i) folgt mit 10.3, (ii) sofort aus der Definition.

11.5 Skalarprodukt

-

Das skalare oder innere Produkt (@ |b) definieren wir zunéchst fiir einen Spe-
zialfall durch folgende Beziehung

(¢]b)é ist die Komponente von b in Richtung ¢ falls ||&] = 1

Erwiinscht sind fiir ein allgemein definiertes Skalarprodukt die Regeln

(E2) (@|sb) = (| b)
(E3) (@|b+c)=(a|b)+(a|e)
(E4) (a|a) >0 fird#0

Lemma 11.7 (E1-4) gelten, falls ||@|| = 1 - und in (E1) auch ||b] = 1.

Beweis. Sei A =a+ O, B = b+ O und P FuBipunkt des Lotes von B auf
OVA. Also nach Definition (@ |ad) = 1.

Zu (E1): Sei @) der Fuipunkt des Lotes von A auf OvB. Dann AOQ = BOP
nach (SWW) und somit (@|b) = (b|a).

Zu (E2): Sei C = §+ O und @ der Fupunkt des Lotes von C auf OVA.
Dann sind CMQ und BVA parallel, also nach dem Strahlensatz O@ = sd.
Nach Defintion s = (@ | sb).

Zu (E3): Sei D = @+ B = ¢+ b+ O und ¢ das Lot von C auf OVA mit
Fulpunkt @). Sei h = BV a@ + B die Parallele zu OVA durch B. Dann nach
Lemma 11.1 R = gNh FuBpunkt des Lotes von C auf h. Also ]@ = ﬁ Die

-,

Skalarprdukte erhélt man nun durch OP = rd@ und BR = s3§, also r = (@ | b)
und s = (@] @). Aber (s+r)d+ O = P@—FO?#—O:EHLE—FO und somit
(@lb+e&)=r+s. 0

Da wir mit € = ﬁc‘i einen Vektor der Linge 1 erhalten, sind wir wegen (E1-2)

gezwungen, das Skalarprodukt so zu definieren

—_

(@|b) = ||5||<m5| b)
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Lemma 11.8 (E1-4) gelten fiir das so definierte Produkt.
Beweis. Seien @ = & und und b = ¢f mit ||&]| = ||/} = 1. Dann
(@]5) =aes 7(€]b) =m2 rt{E| [) =1 1(f | &) =pa t(f| @) =aey (b] @)
(@] 5b) =p1=aes 7(€| sb) =p1 (| b) =aes 5(@|)
(@154 ) =aey (@b + &) =ps r((€] > {€le)
= r{@|6) + (2| &) =aes (@|0) + (@] &)
(@|@) =4 (€| @) =p1 r{@|e) =r*(€|&) =r* >0
P=0sr=0sd=re=0 0O

@- b ist eine andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt.

11.6 Geometrische Begriffe aus dem Skalarprodukt
(1)
a 1
T = (G
(2) (@la) = |lal,
(3) llall = v/(a | a)
(4) (@|B) =0 genau dann, wenn @ L b

a ist die Komponente von bin Richtung a

||_’

S

(1) folgt sofort aus der Definition, (2) mit (E2) und (E1). (3) ist dann klar.
(4) aus (1).

Wir haben somit eine Charakterisierung von Lénge und Orthogonalitit in
der Begrifflichkeit von Vektorraum und Skalarprodukt - d.h. eines Inneren-
Produktraums. Ist K = R so spricht man von euklidischem Vektorraum. Die
folgenden Herleitungen erfolgen in diesem Rahmen, d.h. fiir endlichdimensio-
nale Vektorrdume iiber angeordneten quadratisch abgeschlossen Kérpern mit
Skalarprodukt aus den Axiomen (V1-8) und (E1-4) und dem obigen Charak-
terisierungen als Definitionen.

Satz 11.9 Pythagoras
|a+ 8> = llall* + |b]* < aLb
Beweis als Ubung.

Beispiel. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.
Beweis. Gegeben Dreieck ABC' setze b = z@ und ¢ = 1@ Dann die Seiten-
mittelpunkte von AB, AC bzw. BC gegeben als
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Sei P der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf AB und AC' (den gibts,

weil sonst AVB || AVC'). Setze
1 1 -
— AP, v—p——b i=p- e i=5(b+d-p
v und w sind nach Konstruktion Richtungsvektoren fur die Mittelsenkrechten

auf AB bzw. AC und es gilt

c+w=7p

DN | —

%EJFU:
Es ist zu zeigen, dass @ 1 ¢ — b. Dazu rechnet man
()¢~ B = ((6+) |~ ) — (5] B)
=§<b+arb—a—<ﬂ15>+<ma
(15 + @) — G110 — (e18) — (55 + 715 + (ze+ a2
=§<|5|—\61>—<—brb>—<mb>+<—6|a+<w|6>
= (B~ 1ef) — 5Bl + gl =0

Hier geht es einfacher durch mehrfache Anwendung von Pythagoras.

11.7  Ungleichungen
Satz 11.10 e (b—&) L @ und ||b— & = min{||b — A\a@|| | A € K} fir

—

¢ = fapa Lot
b — Ad|| = ||b— &| genau dann, wenn A\G@ =
o (@bl < @] - 115] Cauchy-Schwarz

und Gleichheit genau dann, wenn @ || b

o ||G@+0b| < |all + o] Dreiecksungleichung
und Gleichheit genau dann, wenn @ = 0 oder b = rd@ mit r > 0
Beweis. Pythagoras: als Ubung Lot: (@|b— &) = < |b) — (@| & = 0 und nun
mit Pythagoras |[b—2||2 < ||b—&l2+|c—Ad||2 = ||b—c+c—Ad||? = ||b—Ad]|2.
Und Gleichheit gilt genau dann, wenn ||c - )\a|| =0.

Cauchy-Schwarz: Ist @ = 0 oder b = 0, so ist die Behauptung trivial.
Andernfalls kénnen wir nach der Bilinearitit ||b]| = 1 annehmen. Setze p =
(@]b). Dann 0 < [|@ — pb[|* = (@ — pb|d — pb) = ||d||* — p(@|b) — p(b|@) +
P2|b|1* = ||d@]|* — p?, also |p| < ||d@]|. Und es gilt |p| = ||d|| genau dann, wenn
|@ — pbl| = 0.

Dreiecksungleichung: ||@ 4 b||2 = (@ | @) + (@ |b) + (b| @) + (b| b) < ||| +
2(|a@|[|6]| + 16112 = (||@]| + [|5]|)2. Da beide Seiten der Dreiecksungleichung > 0
sind, folgt diese durch Wurzelziehen. Gilt die Gleichheit, so folgt (@|b) =
lI@|| - |6, also nach Cauchy-Schwarz @ = 0 oder b = r@. Dann aber r||lwb||? =
|@|| - ||| > 0 und somit 7 > 0. O



78 11 EUKLIDISCHE GEOMETRIE

11.8 Orthonormalbasen

Vektoren €1, €5, €3 des Raumes bilden eine Orthonormalbasis, wenn sie Lange
1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, d.h.

Doy 1 fallsi=y
(il e _{ 0 fallsi#j
Dass sie insbsondere eine Basis « bilden, ist geometrisch klar. Analog fiir die

Ebene. Bilden d;, ds eine Basis einer Ebene, so erhélt man eine ON-Basis mit

1 1
=7 g CL2 wobel d a2 62 — <51 ‘ 62>€1
[ || 15|
Die Koordinaten von Vektoren, Skalarprodukt und Lange berechnen sich
nun fiir ¥ = x1€; + x2€5 und § = y,€1 + Y265 einfach so

€1 =

Yi = (&)
(@T9) = 1y + 2202
1z = at+a3
Das zweite rechnet man einfach nach, das dritte folgt dann sofort, ebenso
das este (indem man €; fiir & einsetzt - hier kann man auch geometrisch
argumentieren).

(7161 + 2965 | Y1€1 + Yala) = Z i€ | Y;€5) szyj € | €;)

,J

11.9 Normalenvektoren von Geraden

Sei ein Punkt O der Ebene als Ursprung ausgezeichnet. Zu gegebenem Skalar
d und Normalen-Vektor i1 # 0 betrachten wir die Punktmenge

9=A7+0|{z|n) =d}
Durch Multiplikation von 77 mit iﬁ konnen wir erreichen, dass gilt

|7l =1, d>0 Hessesche Normal(en)form
Dann ist g die Gerade mit Paramterdarstellung
ri+A wobei0#£7 Lii, d=di, A=d+ O
In der Tat, 7, ¥ ist eine Basis, d.h. mit der eindeutigen Darstellung ¥ =
r1f+xo0 gilt (7 |7) = 21 und somit (¥|77) = d genau dann, wenn & = xo0+d.
Geht man von einer Parameterdarstellung »v'+ A mit A = d + O aus, so
bestimme man 0 # ¢+ 1 ¢ und dann 7 = iﬁl_fi‘ so, dass d = (@ | ) > 0.
d ist der Abstand der Geraden g von Punkt O. Hat man einen Punkt
P =p+ 0. soist (p|n)n+ O der Fupunkt des Lotes von P auf die Gerade
durch O mit Richtung 7, also

— (p| ) Abstand des Punktes P = p'+ O von der Geraden g

Ist zudem eine Orthonormalbasis €, €; der Ebene gegeben, so schreibt sich
die Hésische Normalenform in Koohrdinaten bzgl. dieser so

g = {$1€1 + x2€2 + O | 1Ny + ToNg = d} wobel 11 = nlé'l + n2€2
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12 Affine Abbildungen

Wir wollen Abbildungen ¢ : F+ — F der (euklidischen) affinen Ebene F in sich
betrachten und unter Zuhilfenahme der Vektorraumstruktur V' des Raumes
beschreiben. Vieles geht allgemeiner fuer desarguessche affine Ebenen. Fiir
den eukldischen Raum geht alles analog, nur mit 1 Dimension mehr.

12.1 Beispiele
1. Identische Abbildung ¢ = idp mit ¢(P) = P

2. Zu jedem Vektor v ist die Verschiebung oder Translation ¢ = 13
P—13(P)=7+P

3. Punktspiegelung an O mit ¢(Z+ O) = —7 + O.

4. Zentrische Streckung an O um r mit ¢(Z + O) = rZ + O.

5. Spiegelung an Gerade durch O mit Normalensvektor 7

o(T+0)=(Z—2(n|2)n)+ O

6. Gleitspiegelung: ¢(Z+0) = o(Z)+7+ O wobei o Spiegelung an Gerade
durch O mit Richtungsvektor ¢/

7. Drehung mit Zentrum O um Winkel w
6(P) = Q & |0Q| = [OP], ZQOP =

allerdings braucht man hier noch den Begriff der Orientierung - an-
schaulich: gegen die Uhr

12.2 Affine Abbildungen
Eine Abbildung ¢ : F — F heisst affin wenn gilt

APG = RS = 2d(P)o(Q) = d(R)6(S) fiir alle P,Q,R,S € P, A € K

Korollar 12.1 Die Hintereinanderausfihrung von affinen Abbildungen ist

affin.

Satz 12.2 FEine injektive Abbildung ist affin genau dann, wenn sie Geraden
auf Geraden abbildet und erhdlt Parallelitit und Streckungsverhdltnisse.

Beweis. Sei ¢ affin. Sei g die Gerade durch P, @ und h die durch ¢(P), ¢(Q).

Liegt R auf g, so gibt es A mit ﬁ )\]@ also ¢(P)p(R 5 = \p(P )¢(Q5 und
somit ¢(R) auf h. Andererseits lidsst sich jeder Punkt auf h auf eindeutige
Weise so darstellen. Also h = ¢(g). Ist ¢’ parallel zu g, wird ¢’ von Punkten
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R, S mit ]ﬁ = P‘é aufgespannt, also ¢(g’) von ¢(R), ¢(S) und das ist parallel
zu h.

Umkehrung: Im Fall A = 1 geht es darum, dass Parallelogramme auf
Parallelogramme abgebildet werden - was aus der Annahme iiner die Abbil-
dung von Geraden folgt. Fiir allgemeines A\ gilt dann die Behauptung wegen
Erhaltung der Streckungsverhéltnisse. [J

Lemma 12.3 Sei O fest. Jede affine Abbildung ldsst sich eindeutig als Hin-
tereinanderausfihrung einer affinen Abbildung ¢o mit Fizpunkt O und einer
Translation T schreiben

¢=Todo, mitT(0)=0(0), ¢o=T7"0¢

12.3 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung ¢ : V' — V eines K-Vektorraums in sich ist linear, wenn fiir
alle 7,y € V und r € K gilt

Go(T + 1) = ¢o(T) + ¢o(), do(rT) = r(¢o(7))

Satz 12.4 Sei O € P fest. Die (injektiven) affinen Selbstabbildungen ¢ :
F — F entsprechen umkehrbar eindeutig den (injektiven) linearen Abbildun-
gen ¢g - V. — V vermdge

HF +0) = dold) +6(0),  60(¥) = 6(0) o( + O
Die lineare Abbildung ¢o hdngt nicht von O ab.

Beweis im injektiven Fall. Sei ¢ gegeben. Nach (A2) ist ¢y wohldefiniert
und eindeutig bestimmt. Die Definition von affiner Abbildung ergibt sofort
¢o(rZ) = réo(¥). Anderserseits werden Parallelogramme wieder auf Paral-
leogramme abgebildet, also das mit Seiten O, 7 + O und ¥+ O, 7 + 7 + O,
auf das mit Seiten ¢(O), ¢(Z+ O) und ¢(y+ O), d(Z + i + O). Es folgt

Go(T+4) + ¢(0) = ¢(T + § + O) = ¢o() + do() + ¢(O)

also ¢o(Z + ) = ¢o(Z) + ¢do(Y).

Sei umgekehrt ¢q linear. Sei p= OP usw. und AN@—p) = )\@ _ RS —5—F
Dann

— S0\ 1) = Mo(d— ) = A6(P)d(Q).
Weiterhin
P(T+ Q) = ¢(T+ 1+ 0) = ¢o(T+ V) + O = ¢o(T) + ¢o(v) + O

= ¢o(Z) + (0 + O) = ¢o(Z) + ¢(Q)
falls Q = U4+0O, was die Unabhéngigkeit von der Wahl des Punktes O beweist.
O
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Korollar 12.5 Die affinen Abbildungen ¢ mit Fixpunkt O entsprechen um-
kehrbar eindeutig den linearen Abbildungen ¢o vermdoge ¢(Z+O) = ¢o(Z)+O

Ist O ein Fixpunkt von ¢ und wéhlt man diesen als Ursprung, so wird bei der
beliebten Identifikation von Punkten mit Ortsvektoren die affine Abbildung
¢ mit der linearen Abbildung ¢, identifiziert.

Korollar 12.6 FEine affine Abbildung ist injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ge-
nau dann, wenn es die zugehorige lineare Abbildung ist.

12.4 Matrixbeschreibung

Matrixbeschreibung affiner Abbildungen der Ebene in homogenen Koordina-
tem bzgl. affiner Koordinatensysteme erweist sich als ein Spezialfall der Be-
schreibung linearer Abbildungen im 3-dimensionalen Vektorraum bzgl. der
zugehorigen Basen. Insbesondere gelten die aus LA bekannten Transforma-
tionsformeln. Hintergrund davon ist, dass man einer affinen Abbildung ¢ der
Ebene F (mit Richtungsebene Uy) eine lineare Abbildung des ¢ des Vektor-
Raumes zuordnen kann mit

QI+ ZeFtirZ+ZeF, @) el firdel
Satz 12.7 Seien a : O, dy,dy und [ : 05,51,52 Koordinatensysteme der

Ebene. Dann gibt es 1-1-Entsprechung zwischen affinen Abbildungen ¢ : F —
F und affinen Matrizen A gegeben durch

¢(P)B:1‘~1pdv A:(i 3:) = %

Dabei gilt
6007 = () A= (@)’ (en(a)’

Im Falle o = B sind die Translationen 13 gekennzeichnet durch A = FE
und t = 0% , die Abbildungen mit Fizpunkt O, durch t = 0.

Die nullte Spalte von A enthilt die S-Koordinaten des
Bildes des Urspungs von «, die Spalten von A enthalten
die -Koordinaten der Bilder der Basisvektoren von &.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ¢(O,) = O bzw. t = 0. Dann
kénnen wir ¢ durch die lineare Abbildung ¢, ersetzen und kennen fiir diese
die Behauptung aus LA 1. Die Aussagen im Fall a = (3 sind offensichtlich.

Im allgemeinen Fall einer affinen Abbildung ¢ sei ¥ = ¢(0O,)Ops und
Y = 15 0 ¢. Dann ¥(0,) = O und wir haben die Entsprechung

1 o
Ve = (0 A)
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Nun ¢ = 7-17_1 o1 = 1_z o1 d.h. wirv haben die Entsprechung

(75 = (,15 %)

und die Behauptung folgt mit

107y _(1 0"\ (1 0O (]
t A \t E 0 A
Korollar 12.8 FEine injektive affine Abbildung ist auch bijektiv.

Beweis: Die entsprechende Behauptung gilt fiir lineare Abbildungen. [

Korollar 12.9 Zu Dreiecken Py, Py, Py und Qo,Q1, Q2 gibt es genau eine
affine Abbildung ¢ mit ¢(P;) = Q; firi=0,1,2 und diese ist bijektiv.

Beweis. Die Dreiecke stehen in 1—1—Entsprechung zu Koordinatensystemen

Ll RN
a: Py, PByPy, PoP, und B : Qp, QoQ1, Qo()>. Die entsprechende Matrix ist hier
die Einheitsmatrix. [

Korollar 12.10 Komposition und Inverse (bijektiver) affiner Abbildungen
sind affin und es gilt

5(o o)y = 31/)5 ‘B Pa &¢—1& = (d¢&)_1

12.5 Transformation der Matrixbeschreibung

Wir wollen jetzt affine Abbildungen nur in der Form

beschreiben, also bzgl. jeweils desselbe Koordinatensystems in Ein- und Aus-
gabe. Dafiir betrachten wir den Wechsel von einem Koordinatensystem zu
einem anderen zu einer anderen. Hier gilt, wie wir wissen

Pd = ngﬁ wobel jg = (11] _.OTﬂ) , U= (Oﬁ)a.
asp

Das folgt auch aus der bekannten Formel fiir lineare Abbildungen und dem
Unstand, dass

oIy = & B
die Transformationmatrix fiir die Basen & und § von V ist. Es folgt

~ ~ 1 0*
5Ta = (aTﬁ) P = (_ aTﬁ_l'U aTﬁ_1>

Fiir eine affine Abbildung ¢ : P — P haben wir daher
o da= s 055Tn

10\ (1 0%\ (1 0"\ _ 1 0
v S t A v S T \v+ St - S7tASv) SA'ST

wobei S = &TE
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13 Bewegungen

13.1 Bewegungen und orthogonale Abbildungen

Eine Bewegung ist eine abstandserhaltende Abbildung ¢ : + — F der eukli-
dischen Ebene oder Raumes in sich

[0(P)o(Q)] = [PQ|  fiir alle P,Q € F

Lemma 13.1 Die Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen ist Bewegung.
Translationen sind Bewegungen.

Lemma 13.2 Jede Bewegung ist eine affine Abbildung.

Beweis. Wie wir schon wissen, kann Kollinearitdt durch Absténde ausge-
driickt werdn: @) zwischen P und R genau dann, wenn |PR| = |PQ| + |QR].
Somit werden Geraden in Geraden abgebildet. Kongruente Dreiecke werden
auf kongruente Dreiecke, also nach dem Satz iiber Wechselwinkel an Par-
allelen auch paralle Geraden in parallele Graden abgebildet. Es ist nun zu

zeigen, dass eine Beziehung RS = AP() durch Abstédnde ausgedriickt werden

kann. Bestimme dazu Q" mit P—Q>’ = /\]@. Dies bedeutet
o |PQ'| =|PQ|+ |QQ| im Falle A > 1
e |PQ|=|PQ'|+|Q'Q|im Falle 0 <\ <1
e |QQ'| =|QP|+ |PQ| im Falle A <0

g

13.2  Orthogonale Abbildungen

Eine lineare ¢ : V' — V eines euklidischen Vektorraumes V' ist eine ortho-
gonale Abbildung, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt (die
Aquivalenz ergibt sich daraus, dass die Linge aus dem Skalarprodukt defi-
niert werden kann und umgekehrt - (Z|4) = (|17 + 41> — |Z|* — |7]*)

o (p(7)|P(y)) = (Z|y) firalle 7,7 €V o |¢(Z)| = |7| fir alle T € V

Korollar 13.3 FEine affine Selbstabbildung ¢ : F — F der euklidischen Ebe-
ne ist genau dann eine Bewegung, wenn die zugehorige lineare Abbildung ¢
orthogonal ist.

Beweis. |7] = |O,f—|—23|, lpo(Z)| = |6(O)p(Z + O)| und die Behauptung

ist klar. [J Beispiele von Bewegungen mit Fixpunkt O sind in der Ebene
Drehungen und (senkrechte) Spiegelungen an einer Geraden, sowie Gleit-
spiegelungen.
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13.3 Matrixbeschreibung

Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — V eines endlichdimensionalen euklidi-
schen Raumes sind dquivalent

(1) ¢ ist orthogonal
(2) Das Bild einer/jeder ON-Basis ist ON-Basis
(3) Bzgl. eines/jedes Paares von ON-Basen ist ,¢5 orthogonal

Beweis.1 = 2 ist trivial. 2 = 3. Die Spalten der Matrix g¢, von ¢ bzgl.
der ON-Basen «,  sind die Koordinaten der Bilder ¢(€;) der ON-Basis « :
€1, ..., e, also orthonormal, da die ¢(€;) eine ON-Basis bilden. Also ist z¢,
orthogonal.

3= 1. Sei A = g¢, orthogonal. Dann

(6(2) | 6(1)) = (D(@)7) ¢(§)" = (AT*)"Ag™ = (7°)" A" Ag™ = (I°) Ey* = (Z|7)

Korollar 13.4 Fine orthogonale Abbildung ist durch die Bilder von dimV —
1 unabhdingigen Vektoren schon zweideutig bestimmt - eindeutig bei Vorgabe
der Orientierung.

Korollar 13.5 Fine affine Abbildung der Ebene ist genau dann eine Be-
wegung, wenn sie bgzl. eines orthonormalen Koordinatenssystens durch eine
affine Matrix A mit orthogonaler Matriz A beschrieben wird

13.4 Determinante

Fiir eine reelle 2 x 2-Matrix A definieren wir
det A = aj1a92 — az1a12
Satz 13.6 det E =1, det(AB)=det A det B, detA = det A’

Beweis. nachrechnen. [0 Wir vermerken die wichtigen Spezialfélle

Korollar 13.7

1
_.n -1 _ —1 _
det(rA) =r"det A, det A~ = Tt A’ det(ST AS) = det(A).
Korollar 13.8 Fiir eine lineare Abbildung ¢ eines 2-dimensioalen Vektor-
raumes hdingt det ¢, nicht von der Basis o ab.

Wir definieren dies als die Determiante det ¢ der Abbildung. Die anschauli-
che Bedeutung in der Ebene ist die Fliche der Bildes des Einheitsquadrats.
Die Determinate ist somit der “Vergréflerungsfaktor”. Beweis. Transformati-
onsformel und Kor.13.7.

Korollar 13.9 FEine injektive affine Abbildung der Ebene ist entweder ori-
entierungserhaltend oder orientierungsumkehrend, d.h. es hilt det ¢ > 0 oder

detp <0
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13.5 Klassifikation ebener orthogonale Abbildungen

Korollar 13.10 Fiir Orthonormalbasen a und 3 : by, by gilt det 3 = det(gl.l;Q) =
det (b2 bg) = +1

Beweis. B = (b% b%) ist orthogonal, also Bt = B~ und (det B)? = det B det B! =
det BB'=det E =10

Eine Ortientierung wird durch die Vorgabe einer Orthonormalbasis « festge-
legt. Eine Orthonormalbasis 3 ist dann genau dann positiv orientiert, wenn
det 8 = 1, andernfalls negativ orientiert.

Satz 13.11 FEine orthogonale Abbildung ¢ im 2-dimensionalen euklidischen
Vektorraum gilt entweder det ¢ = 1 und es handelt sich um eine Drehung
oder det ¢ = —1 und es ist eine Spiegelung an einer Geraden

Beweis. Wir benutzen wieder mal Ortsvektoren und legen eine positiv ori-
entierte ON-Basis €7, &> fest. Das Bild 51,52 ist wieder eine ON-Basis und
positiv orientiert, falls det ¢ = 1. Die Koordinaten der Bilder der Basisvek-
toren bestimmen sich dann laut Drehmatrix

(COS w —sin w)
sinw  cosw
Ist det ¢ = —1, so ist 51, b negativ orientiert und somit
(%) L&, by = L&\, by — 90° = L&, by
Andererseits |b — | = |¢(by) — bs|, also ¢(by) = €1. Entsprechend B(by) = &.

Wegen (*) ist die Winkelhalbierende g zu é7,b; auch die zu 52,52 und es
handelt sich somit um die Spiegelung an ¢ - weils fiir die Basis stimmt.



