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Einleitung

Wissen, so sagt man, ist im einundzwanzigsten Jahrhundert
die wichtigste Ressource unserer Gesellschaft geworden. Was
man aber wissen sollte, ist wiederum eine Frage, die nicht
leicht zu beantworten ist. Bei der Suche nach einem gemein-
samen Nenner stellen viele mathematisches Wissen in den
Vordergrund, denn angeblich ist Mathematik die Sprache,
mit der die Wissenschaft die Natur beschreibt und in der
Techniker miteinander kommunizieren. Andererseits kom-
men wir in unserem Alltagsleben selten mit mathematischen
Problemen in Beriihrung, die nicht mit dem, was wir in der
Schule bis zur siebten Klasse gelernt haben, zu 16sen sind.

Dieses kleine Skriptum stellt einige mathematische Ergebnis-
se und Methoden vor. Gedacht ist es fiir Leser, die demnéchst
ein Mathematik- oder Informatikstudium aufnehmen wollen,
aber auch fiir Naturwissenschaftler, Ingenieure und alle, die
sich einfach so fiir Mathematik interessieren. Im Vordergrund
stehen Fahigkeiten, die ein mathematisch denkender Mensch
haben sollte; um welche es sich handelt, kann den Kapi-
teliiberschriften entnommen werden. Damit soll eine kleine
Einstimmung gegeben werden, wie Mathematik an der Uni-
versitat vermittelt wird und wie sie sich von der Schulmathe-
matik unterscheidet. Der Text ist so knapp gehalten, dass er
problemlos wahrend eines Sommerurlaubs durchgearbeitet
werden kann (z. B. zwischen Abitur und Studienbeginn). Es
ist nicht meine Absicht, die Themen, die normalerweise in
den ersten Semestern unterrichtet werden, vorwegzunehmen.
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So ist auch die Auswahl der Themen sehr subjektiv, gepriagt
von meiner Arbeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter an der
Technischen Universitat Darmstadt. Mein Ziel wére erreicht,
wenn ein Leser ein “Gefiihl” fiir Mathematik entwickelt und
sich nach der Lektiire auf die Mathematikvorlesungen an der
Universitét freut.

Mathematische Texte werden gerne in einer “Wir-Form” ge-
schrieben, mit der der Autor dem Leser anbieten will, dass
beide sich “gemeinsam” durch die Hohen und Tiefen des
Texts durcharbeiten. Auch ich schliefe mich diesem wir an.
Worte oder Ausdriicke, die neu eingefiihrt werden, sind fett
gedruckt. Diese Worte sind auch im Index zu finden. Jeder
Abschnitt endet mit Ubungsaufgaben, die in ihrem Schwie-
rigkeitsgrad variieren. In einem letzten Abschnitt habe ich
zu allen Aufgaben Losungsvorschliage angegeben. Dort sind
auch noch Empfehlungen zur weiteren Literatur zu finden.

Schliefllich eine Warnung: Mathematische Texte lassen sich
nicht wie die Zeitung am Friihstiickstisch lesen. An eini-
gen Stellen wird man hangenbleiben, ab und zu muss man
zurtickblattern, und einiges ist einfacher zu verstehen, wenn
es auf einem Schmierblatt nachvollzogen wird. Du solltest
also immer Papier und Bleistift bei der Lektiire griffbereit

haben.
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1 Zahlen

Wir wollen unsere ersten Ideen auf unserer Intuition auftbau-
en und vergessen, was wir schon alles wissen iiber Zahlen,
Arithmetik und desgleichen. Versetzen wir uns in die Lage
eines kleinen Kindes, das gerade gelernt hat, verschiedene
Formen zu unterscheiden und zu benennen wie z. B. Drei-
ecke, Kreise und Rechtecke.

AN O

Betrachten wir nun ein Bild mit einigen Kreisen

und eines mit Rechtecken.




Bei beiden Bildern gelingt es, einen unmittelbaren Eindruck
der Anzahl der Gegenstiande zu erhalten; vor allem stellen
wir fest, dass wir mehr Rechtecke als Kreise sehen. Schon bei
dem néchsten Bild gelingt dies nicht mehr auf einem Blick:

AN
NN D

NCAANTA
A

Woran liegt das? Wir haben nur ein schwache Auffassungs-

gabe bei der Beurteilung von Anzahlen. Empirische Unter-
suchungen haben ergeben, dass die Grenze bei etwa sieben
Objekten liegt. Bestimmte Tiere iibertreffen uns Menschen
deutlich. Raben kénnen angeblich Anzahlen bis vierzehn er-
kennen'. Das heifit, sie haben ein Gespiir, ob vor ihnen vier-
zehn, zwolf oder nur drei Gegenstdande liegen. Jenseits der
vierzehn fangt fiir Raben die Unendlichkeit an, sie haben nur
noch ein Gespiir, dass dort viele Gegenstéande sind.

Fangt fiir den Menschen damit die Unendlichkeit bei acht
an? Nein, wir helfen unserer Intuition auf die Spriinge, in-
dem wir anfangen zu ordnen, Muster zu suchen, eine Rei-
henfolge festzulegen - in anderen Worten, indem wir anfan-
gen zu zahlen. Wir nehmen zum Beispiel unsere Finger zum

lsiehe O. Koehler, The ability of birds to ‘count’, Bull. Animal Behaviour 9 (1950)
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Abzéahlen, eine Tétigkeit, die dem Raben schwer fallen wird,
oder zeichnen Dreiecke und Rechtecke nocheinmal, diesmal
aber in zwei Zeilen untereinander angeordnet.

A AN A A A AN A A A A AN A A A A A A A
o o0ooboboooobboooob oo

Es springt uns sofort ins Auge, dass es mehr Drei- als Recht-
ecke gibt, wir konnen dieses mehr auch quantifizieren: AA.
Einfacher ist es natiirlich, statt A oder O einen Strich zu
malen, damit erhalten wir die Strichlisten

Jetzt konnen wir simultan auf beiden Seiten Striche wegstrei-
chen bis auf einer Seite kein Strich mehr vorhanden ist.
Ubriggeblieben ist ||, im besten Einklang mit AA. Die Me-
thode mit den Strichen wird schnell miihselig und ist feh-
leranféllig. Geschickter ist eine Darstellung der Form

T T I

Das bedeutet, nach |||| Strichen streichen wir mit dem néchsten
diese durch, und wir erhalten einen Block |[}f. Aber auch
das wird schnell uniibersichtlich, z. B. hat dieses Skriptum

==
===
===
===
===
===
===
===



Seiten. Wir suchen also eine kompaktere Schreibweise als
unsere Strichlisten. Bevor wir uns diesem Problem widmen,
klaren wir einen Begriff. Wir werden oft Dingen Namen
geben, damit wir sie unterscheiden und benennen konnen.
Manchmal werden wir so viele Namen vergeben, dass einem
schwindelig werden konnte. Der Stoft, aus dem diese Namen
gebildet werden, sind Symbole. Was genau ein Symbol sein
soll, ist eine kniffligce Frage, die wir hier auch nicht beantwor-
ten wollen. Meistens werden wir Zeichen wie zum Beispiel

A? b? A‘? ¢7 N? C? *7A

benutzen und von dem Dreieck A, der Zahl b, der Klasse
C, dem Ausdruck = sprechen. Wann zwei solche Zeichen als
das gleiche Symbol angesehen werden, wird meistens still-
schweigend vom Autor vorausgesetzt. Manche Betriebssyste-
me eines Computers unterscheiden nicht zwischen Grof- und
Kleinbuchstaben. Fiir so ein System wére A und a dasselbe
Symbol. In den meisten mathematischen Texten wie auch in
diesem wird sehr wohl zwischen Klein- und Grofibuchstaben
unterschieden; meistens hat der Autor gewisse Intentionen
bei der Wahl, so wird man oft Ausdriicke der Form x € X,
aber selten welche der Gestalt X € x finden. Desweiteren
wird gerne Fettdruck zur Unterscheidung von Symbolen be-
nutzt, so sollen A und A zwei verschiedene Dinge darstellen.
Verschiedene Schriftgréfien werden meistens nicht zur Unter-
scheidung benutzt, so stellen die Sterne

x ., X



ein und dasselbe Symbol dar. Bei verschiedenen Schriftarten
ist Vorsicht angebracht; A und A sollen bestimmt verschie-
dene Symbole darstellen, aber ob das auch fiir A und A zu-
triftt, ist fragwiirdig. Oft werden gerne an ein Zeichen andere
Zeichen angehéngt, so sollen A, A%, A verschiedene Symbo-
le sein, die aber meist mathematische Objekte beschreiben,
die in einem bestimmten Zusammenhang stehen; etwa in der
Form, “A° entsteht aus A, indem...” Letztendlich miissen
wir ein gewisses Gespiir entwickeln, was welches Symbol ist.

Spater werden wir viel mehr als Symbol zulassen: jedes ma-
thematische Objekt, das ein reines Gedankenkonstrukt ist,
kann selbst wieder als Symbol dienen. Damit werden wir
Symbole haben, die wir nicht in Zeichen hinschreiben kénnen
— wir miissen gar nicht einmal ertraumen konnen, wie diese
Symbole aussehen.

Das Symbol, das wir bis jetzt benutzt haben, ist |, der Strich.
Aus diesem haben wir Ausdriicke gebildet, die Strichlisten.
Auf dhnliche Weise, ndmlich einfach durch Hintereinander-
schreiben, wollen wir Ausdriicke konstruieren, die aus mehre-
ren Symbolen bestehen. Bei dem Umgang mit diesen neuen
Ausdriicken benutzen wir Formulierungen wie, “das am wei-
testen rechts stehende Symbol”, “eins nach links schieben”,
die selbsterklédrend sind.

Wir fithren nun neue Symbole ein, zum Beispiel ! fiir |, @
fiir || und # fiir |||. Dieses Spiel konnten wir noch eine Weile
weiterspielen, aber je linger wir weiterspielen, desto mehr
Symbole miissen wir uns merken; darum hoéren wir lieber
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wieder schnell auf, sagen wir, % steht fiir |||| und * fiir |||||.
Wie stellen wir dann aber die Strichliste |||||| dar?

Wir nehmen wieder das Symbol fiir |, also !, und schieben
es eine Stelle weiter nach links; um dies erkenntlich zu ma-
chen, brauchen wir noch ein Symbol, wir nehmen o, das an
der rechten Stelle als Platzhalter steht; also entspricht ||]]]
gerade 0. Nun kénnen wir problemlos fiinfmal weiterzéhlen

Il entspricht |||]]]]
@ entspricht ||||||]
I3 entspricht |[[[|]]|]
% entspricht |||[|]|]|]
I« entspricht |[[[[]|[[]

Jetzt verandern wir das linke Symbol:

QO entspricht U,H UH |

Den néachsten Sprung machen wir bei **. Hier zahlen wir als
nichstes o0o. Fiir die oben angegebene Strichliste erhalten

wir z.B. #Q%.

Interessiert uns die Anzahl von Drei- und Rechtecken zusam-
men, dann hangen wir einfach die beiden Strichlisten

hintereinander und erhalten



Wir sagen dann, wir addieren die beiden Strichlisten mit-
einander, nennen die neu entstandene Strichliste die Sum-
me und schreiben auch

[HTHTTHTTHTE =TT

fiir diese neue Strichliste.

Dasselbe funktioniert auch in der komfortableren Blockschreib-
weise, indem wir einfach die Blocke hintereinanderschreiben
und uns um die losen Striche danach kiimmern. Also stim-
men die folgenden beiden Strichlisten iiberein:

e T I e T T D T U T T

Komplizierter wird die Addition, wenn wir die Symbole 0O,
1@, #, %, * benutzen. Wir schauen uns zuerst ein paar kleine
Falle an, indem wir Strichlisten addieren und das Ergebnis
in die neue Schreibweise iibersetzen:

| + | wird zu || l+! wird zu @
| + || wird zu ||| | + @ wird zu #

|+ ||| wird zu ||| |+ # wird zu %
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Das konnen wir in einer Tabelle zusammenfassen:

+]!1 @ # % *
@ # % x Io
Ql# % * o !
#1% % 1o I @
%% 1o Il la 14
x |lIo @ 14 1%

Geht es darum, zwei Ausdriicke zu addieren, die aus mehr
als einem Zeichen bestehen, dann schreiben wir diese un-
tereinander, so dass die Zeichen rechtshiindig untereinander
stehen, und ziehen darunter einen Strich, z. B.

@ *
% |

Nun addieren wir die beiden Symbole, die am weitesten
rechts stehen; besteht das Ergebnis aus zwei Zeichen, dann
nennen wir das Zeichen links den Ubertrag. Das rechte Zei-
chen dieser Summe notieren wir unter dem Strich unter den
beiden gerade addierten Zeichen, den Ubertrag notieren wir,
etwas kleiner, eine Stelle weiter links tiber dem Strich. Nun
wiederholen wir eine Stelle weiter links das Prozedere, ad-
dieren aber nicht nur die beiden Zeichen, sondern auch noch
den gegebenenfalls entstandenen Ubertrag dazu. Wir addie-
ren also zweimal, zuerst die beiden Zeichen, dann die Sum-
me mit dem Ubertrag. Dabei kénnen zwei neue Ubertrige
entstehen, die wir wiederum addieren. Die Summe der bei-
den Ubertrige besteht aber nur aus einem Zeichen und wird
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der neue Ubertrag, der eine Stelle weiter links notiert wird.
Dann geht es wieder eine Stelle weiter nach links. Kommen
wir nun soweit, dass einer der beiden Ausdriicke auch mit
Ubertrag abgearbeitet ist, dann werden einfach die Symbole
des verbliebenen Ausdrucks iibernommen, das heifit, es wird
unter dem Strich notiert, was iiber dem Strich steht. Fiir das
Beispiel oben erhalten wir das folgende Resultat:

| @ *
v %!
@ | g

Vorsicht, nun haben wir zum ersten Mal ein Rechenschema,
oder etwas eleganter formuliert, einen Algorithmus ken-
nengelernt, von dem wir wissen, wie wir ihn benutzen, aber
nicht, warum das Ergebnis das ist, was es auch sein soll.
Wie solche Erklarungen gegeben werden konnen, ist zentra-
les Thema dieses Texts. Wir kommen spéter, wenn wir auf
mehr theoretisches Wissen zuriickgreifen konnen, auf diesen
Algorithmus zuriick.

Wir konnen einen Ausdruck mit sich selbst addieren, das Er-
gebnis nocheinmal mit dem Ausdruck und so weiter. Machen
wir uns das ganze an unseren Strichlisten einmal deutlich, z.

B.

addiert mit sich selbst ist
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oder tibersichtlicher

Wenn wir nocheinmal |||||||| zu dem Ergebnis addieren, er-
halten wir

Diese Ergebnisse konnen wir auch folgendermafien notieren:
wir notieren unsere urspriingliche Strichliste, und fiir jede
Zeile machen wir einen Strich in einer weiteren Liste. Diese
beiden Listen diirfen wir nicht einfach hintereinanderschrei-
ben, denn es handelt sich ja nicht um die Summe, stattdessen
trennen wir sie durch das Symbol X, schreiben also

[HTHE L T >< s T < -
und sprechen von dem Produkt von |||||||| mit | bzw. ||
bzw. |||, und sagen, dass wir die entsprechenden Strichlisten
multiplizieren.

Damit taucht sofort wieder die Frage auf, wie wir die Mul-
tiplikation mittels der Symbole 0O, !, @, #, %, * beschreiben
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konnen. Fiir kleine Werte, z. B. fiir einstellige Ausdriicke,
machen wir das wieder, indem wir Ergebnisse, die wir mit
Hilfe von Strichlisten erhalten haben, in die komplexere Schreib-
weise iibersetzen, also

| X | wird zu | Ix! wird zu !
| x || wird zu || | X @ wird zu @
|| x ||| wird zu |||||] Q x # wird zu 'O

Das Ganze konnen wir wieder in einer Tabelle festhalten:

@ # % x
Q@ # % x
Q % o 'la %
# o '# Qo Q#
%1% @ ao Q% #Q
x |« 1% Q# #a %l

= © —| X

Haben wir zwei Ausdriicke, bei denen mindestens einer aus
mehreren Symbolen besteht, dann schreiben wir die beiden
Ausdriicke nebeneinander, getrennt durch x, z. B.

Q% x %

Jetzt ziehen wir einen Strich und multiplizieren das am wei-
testen rechts stehende Zeichen des linken Ausdrucks mit dem
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entsprechenden des rechten Ausdrucks, in unserem Beispiel
also * mit |. Das Ergebnis wird, wie wir der Tabelle entneh-
men konnen, wieder aus hochstens zwei Zeichen bestehen;
wir notieren das rechte Zeichen unter dem rechten Zeichen
des linken Ausdrucks und merken uns den Ubertrag. Dann
wiederholen wir die Rechnung mit dem rechten Zeichen des
rechten Ausdrucks und dem zweiten Zeichen von rechts des
linken Ausdrucks, addieren zu dem Ergebnis den Ubertrag.
Das Ergebnis besteht wieder aus hochstens zwei Zeichen.
Das rechte notieren wir links neben dem eben notierten Zei-
chen, also unter dem zweiten Zeichen von rechts des linken
Ausdrucks, das andere Zeichen wird unser neuer Ubertrag.
Dann geht es weiter mit dem rechten Zeichen des rechten
Ausdrucks und dem dritten Zeichen von rechts, falls es das
tiberhaupt noch gibt. Irgendwann haben wir das Zeichen
ganz rechts mit jedem Zeichen des linken Ausdrucks mul-
tipliziert. Dann wéhlen wir im rechten Ausdruck das zweite
Zeichen von rechts und fiihren analoge Rechnungen durch,
notieren das Ergebnis unter dem ersten Ergebnis, aber eins
weiter nach links verschoben. Zum Schluss haben wir soviele
neue Ausdriicke wie der rechte Ausdruck Zeichen hat. Diese
addieren wir, und das Ergebnis ist unser Produkt. Fiir das
Beispiel oben haben wir

x % |




Die Symbole 0O, !, @, #. %, x konnen wir durch andere Sym-
bole ersetzen, solange wir eine eineindeutige Zuordnung zwi-
schen den alten und den neuen Symbolen herstellen konnen,
d. h. jedem neuen Symbol wird genau ein altes Symbol zu-
geordnet und jedes alte Symbol muss dann auch eine Zuord-
nung haben. Eine solche Zuordnung ist z. B.

O—~0, 1=l 2~ Q3 # 4+ %5 *

Alles Gesagte geht dann genauso durch, wenn wir in allen
Rechnungen einfach die Symbole nach der gegebenen Zuord-
nung ersetzen. Die Multiplikation oben hat nun zum Beispiel
folgendes Aussehen:

Ot Ot

51
1 0

OOt =
=~ DN DN DD

5

Das sieht nun schon viel vertrauter aus. Wir sehen also, es
kommt nicht darauf an, mit welchen Symbolen wir rechnen,
sondern mit wievielen. Diese Anzahl an Symbolen nennen
wir die Basis unserer Zahldarstellung. Haben wir mehr oder
weniger Symbole, also eine andere Basis, dann miissen wir er-
neut iiberlegen, wie zwei einzelne Zeichen addiert bzw. mul-
tipliziert werden. Das bedeutet, wir miissen das kleine Ein-
spluseins und Einmaleins fiir diese Basis bestimmen.
Das Schema, wie wir mit komplexeren Ausdriicken rechnen,
verliert aber nicht an Giiltigkeit.
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Da wir so gerne mit unseren Fingern rechnen, ist es nahe-
liegend, so viele Symbole zu nehmen, wie wir Finger haben,
und wir kommen zu unserer wohlbekannten Zahldarstellung
durch die Symbole 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 und sprechen von
einer Darstellung im Dezimalsystem. Computer haben
keine Finger, dafiir konnen sie zwischen “Signal” und “kein
Signal” gut unterscheiden. Sie verwenden intern daher das
Binirsystem, also ein Zahldarstellung mit zwei Symbolen
wie z.B. 0,1. Das kleine Einmaleins und Einspluseins des
Computers ist somit

+/0 1 x [0 1
00 1 0100
11 10 1101

Von nun an benutzen wir zumeist stillschweigend das uns
gelaufige Dezimalsystem. Es sind einige Fragen offen geblie-
ben, trotzdem schlieen wir nun dieses erste Kapitel iiber
das Zahlen und das symbolische Rechnen.

Aufgaben

1. Betrachte das Einmaleins und Einspluseins fiir die Sym-
bole O, !, @, #, %, x. Was fallt dir alles auf?

2. Berechne Q! 4+ @@ und Q! x 1@l

3. Seien die Symbole a, b, ¢, d mit Zuordnung a — 0, b +—
l,c —||,d — ||| gegeben. Gib das kleine Einmaleins
und Einspulseins an.

4. Multiplikation haben wir als “wiederholte Addition” ein-
gefithrt. Wie sieht eine wiederholte Multiplikation aus?
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2 Strukturieren

Halten wir nocheinmal fest, was wir im ersten Kapitel ge-
tan haben: Wir haben einer Ansammlung von unterschiedli-
chen Objekten eine Zeichenreihe zugeordnet, eine Strichliste
oder eine Zeichenfolge, mit der einzigen Pramisse, dass An-
sammlungen, die unserer Wahrnehmung nach gleichviele Ge-
genstidnde enthalten, durch denselben Ausdruck innerhalb ei-
ner Notation ausgedriickt werden. Dann haben wir arithme-
tische Operationen auf diesen Zeichenreihen eingefiihrt: Ad-
dition, die das Zusammenfassen zweier Ansammlungen mo-
delliert und Multiplikation, die das wiederholte Ausfiihren
von Addition darstellt. Was ist aber nun eine Zahl? Das Zei-
chen 3, der Ausdruck |||?7 Diese Frage wollen wir in diesem
Kapitel beantworten.

Dazu wollen wir uns ein wenig von unserer Intuition l6sen,
die uns so sehr im ersten Kapitel zur Seite stand, und ein
“kiinstliches Universum schaffen”. Dieses kiinstliche Univer-
sum werden wir nicht explizit darstellen konnen. Wir kénnen
aber Prinzipien angeben, auf denen dieses Universum be-
ruht. Die zu beobachtenden Objekte nennen wir Mengen,
die einzige im voraus gegebene Interaktion zwischen den Ob-
jekten die Elementbeziehung: z ist ein Element von
X oder z ist in/aus X, in Zeichen x € X. Damit wir nicht
iber nichts reden, formulieren wir das

Prinzip 1. Eine Menge existiert.

Jetzt wissen wir, dass mindestens ein Objekt in unserem

18



Universum existiert. Wir werden gleich ein weiteres Prinzip
angeben, das uns die Existenz von deutlich mehr Mengen si-
chern wird. Diese miissen wir vergleichen konnen. Also legen
wir ein Prinzip fest, das sagt, wann zwei Mengen als gleich
angesehen werden.

Prinzip 2. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben
Elemente haben.

Sind X und Y Mengen und jedes Element aus X auch ein
Element von Y, dann sagen wir, dass X eine Teilmenge
von Y ist, und wir schreiben X C Y. Existiert dariiber
hinaus ein Element y in Y, das nicht in X liegt, dann sagen
wir, X ist eine echte Teilmenge und schreiben X C Y.
Das folgende Prinzip gestattet uns, bestimmte Teilmengen
zu bilden:

Prinzip 3. Ist P eine Eigenschaft, die ein Element der
Menge Y haben oder nicht haben kann, dann konnen wir
die Menge X aller Elemente aus Y angeben, die diese Ei-
genschaft erfiillen. Wir schreiben dann fiir X auch

{z €Y :x erfillt P}.

Der Ausdruck “hat die Eigenschaft” ist ein bisschen schwam-
mig, wir werden ihn im néachsten Kapitel prazisieren.

Die FEigenschaft P kann so gewéhlt werden, dass sie nie
erfilllt werden kann. Ein Beispiel wére, “P driickt aus, dass
x in z liegt und dass gleichzeitig x nicht in z liegt.” Die
Menge {x € Y : x erfillt P} ist dann leer. Nach Prinzip
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2 kann es nur eine solche Menge geben, wir nennen sie die
leere Menge und schreiben () fiir sie.

Sind zwei Mengen X und Y gegeben, dann konnen wir die
Menge

{reX . zeY}

bilden. Diese Menge besteht aus allen Elementen, die in X
und in Y liegen, und wir nennen sie den Schnitt von X
und Y, in Zeichen X N'Y. Genauso kénnen wir auch drei
oder vier Mengen schneiden, wir konnen aber noch etwas viel
besseres machen: Ist U eine nichtleere Menge, dann bilden
wir die Menge

(YU={reX:XcUmdzecY firaleY € U},

wir bilden also den Schnitt iiber alle Mengen, die in U ent-
halten sind. Eine weitere Menge, die wir aus zwei Mengen

X und Y bilden konnen, ist das Komplement von X in
Y bzw. Y ohne X

Y\X={aeY :a¢ X},

dabei ist @ ¢ X als die Verneinung von a € X zu lesen.
Mit dem Prinzip 3 konnten wir Schnitt und Komplement
erklaren. Dagegen miissen wir die Existenz einer Menge, die
aus allen Elementen aus X und aus allen Elementen der
Menge Y besteht, wieder postulieren.
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Prinzip 4. Zu gegebenen Mengen X und Y existiert eine
Menge Z, sodass a genau dann ein Element von Z ist, wenn
a ein Element von X oder ein Element von Y ist.

Die Menge Z wird die Vereinigungsmenge von X und
Y genannt, in Zeichen X UY".

Das “oder” in der Mathematik ist iibrigens immer einschlie-
Bend zu verstehen. Es gilt “A oder B”, wenn A gilt, wenn B
gilt, wenn sowohl A als auch B gilt. Die Frage, “Mdochtest Du
Tee oder Kaffe?”, kann somit in der Mathematik mit “Ja”
beantwortet werden, und es gibt dann drei Mdéglichkeiten,
diesen Wunsch zu erfiillen. Nachdem wir nun die Operatio-
nen N, U, \ kennengelernt haben, ist es ein beliebtes Spiel, die
Operationen auf verschiedene Weisen auf gegebene Mengen
anzuwenden, und zu sehen, wann das Gleiche herauskommt.
Ein Beispiel:

X\(YNnZ)=X\Y)U(X\2Z)

Das sehen wir folgendermafien ein: Ist a ein Element der
linken Menge, dann liegt @ in X, aber nicht in Y N Z. Das
bedeutet, a liegt nicht in Y oder a liegt nicht in Z. Also
liegt @ in X \ 'Y oder in X \ Z und damit in der Menge auf
der rechten Seite. Liegt b in der Menge auf der rechten Seite,
dann liegt bin X\Y oderin X\ Z. Auf jeden Fall liegt bin X,
aber nicht in Y und Z. Deswegen muss b in der linken Menge
liegen. Beachte, dass wir zuerst nachgewiesen haben, dass die
Menge auf der linken Seite in der auf der rechten und dann,
dass die rechte Menge in der linken enthalten ist. Das ist ein
beliebtes Vorgehen beim Nachweis von Mengengleichheit.
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Stellen wir uns nun die Situation vor, dass zwei Mengen X
und Y gegeben sind, und wir Elemente aus X mit Elementen
aus Y vergleichen wollen, z. B. das Element a aus X und
b aus Y. Wie kann ausgedriickt werden, dass a und b im
Vergleich stehen, wenn unser Universum als einzige Objekte
Mengen zuldsst? Indem wir eine Menge angeben, die genau
das ausdriickt!

Diese Menge nennen wir das Paar mit erster Kompo-
nente a und zweiter Komponenente b und schreiben
(a,b) dafiir. Sie soll durch folgende Eigenschaft charakteri-
siert sein:

(a,0) = (x,y) ©a=xund b=y

Dabei bedeutet das Zeichen <, dass die Aussage links von
dem Zeichen genau dann erfiillt ist, wenn die Aussage rechts
davon erfiillt ist. Nun bilden wir fiir alle  aus X und alle
y aus Y solche Paare und fassen alle zu der Menge X x Y
zusammen. Dass wir das diirfen, erlaubt uns das

Prinzip 5. Zu zwei gegebenen Mengen X und Y koénnen
wir die Menge aller Paare X X Y bilden.

Diese Menge X X Y ist schon ein Vergleich, oder wie wir
eleganter sagen, eine Relation, namlich diejenige, die jedes
Element aus X mit jedem Element aus Y in Relation setzt.
Weil alle moglichen Elemente miteinander verglichen wer-
den, sprechen wir auch von der Allrelation. Eine weitere
Relation ist die sogenannte Identitéat auf X', die Menge der
Paare (z,z) mit x € X. Zwei Objekte stehen in Vergleich,
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wenn sie gleich sind. Interessanter sind natiirlich alle Relatio-
nen, die zwischen Identitat und Allrelation liegen. Ist R eine
Teilmenge von X X Y, das heisst, jedes Element aus R ist
auch Element von X XY, dann sagen wir, dass R eine Rela-
tion zwischen X und Y ist. Elemente aus R sind also Paare
(z,y) mit z aus X und y aus Y. Wir schreiben aber lieber
xRy anstelle von “(x,y) ist in R”. Ist R eine Teilmenge von
X x X, dann sagen wir einfach, R ist eine Relation auf
X. Die interessantesten sind die Aquivalenzrelationen,
die die folgenden drei Eigenschaften haben:

Reflexivitat | Fiir alle x aus X gilt zRx.

Symmetrie | Gilt xRy, dann auch yRx.
Transitivitat | Gilt xRy und y Rz, dann auch xRz.

Zu jedem z aus X soll /R aus allen Elementen y aus X
mit x Ry bestehen, also

r/R={y € X : xRy}

Wir nennen diese Menge die Aquivalenzklasse von z
bzgl. R. Das Element x ist sicherlich selbst ein Element aus

x /R wegen x Rx. Gilt aber x Ry, dann ist auch y ein Element
von x/R.

Wenn wir im Alltagsleben mit Aussagen wie “z hat die glei-
che Form wie y, z hat die gleiche Farbe wie 4’ beschrei-
ben, dass Dinge ahnlich sind, dann erhalten wir Relatio-
nen, welche die eben beschriebenen Eigenschaften haben.
Durch Aquivalenzrelationen fithren wir also das Konzept
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der Ahnlichkeit in unser Mengenuniversum ein und in Aqui-
valenzklassen werden &dhnliche Elemente zusammengefasst.
Wir werden in ein paar Seiten sehen, wie wir mit Hilfe von
Aquivalenzrelationen neue Mengen erhalten, in denen die
Mengen aquivalenter Elemente zu einem neuen Element zu-
sammengefasst werden. Dafiir benotigen wir aber erst einmal
eine weitere Familie von Relationen.,

Die Aquivalenzrelation “z und y haben dieselbe Form” fiihrt zu den
Aquivalenzklassen “Rechteck, Kreis, Dreieck”.
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Sei nun R eine Relation zwischen X und Y, also eine Teil-
menge von X X Y. Wir sagen, dass R funktional ist, falls
aus rRy und xRz stets y = z fiir alle y, 2z aus Y und alle
x € X folgt. Eine partielle Abbildung f aus X in Y ist
festgelegt durch die Angabe

e der Menge X,
e der Menge Y

e und einer funktionalen Relation R C X x Y.

Wir schreiben dann y = f(z), wenn xRy gilt. Gibt es zu
r € X einy € Y mit x Ry, so sagt man, f ist fiir o
definiert und die Menge aller dieser = ist der Definiti-
onsbereich von f. Die Menge Y wird der Wertebereich
bzw. die Zielmenge genannt. Die Menge

{yeY y= f(x) fireinz € X}

nennen wir das Bild von X unter f.

Ist f auf ganz X definiert, so sagen wir, f sei eine Abbil-
dung oder Funktion von X in Y. Wir schreiben dafiir

f X — Y oder X ' .y mit Abbildungsvorschrift
f(z) =y oder x — y.

Beispiel. Fiir jede Menge X existiert die identische Ab-
bildung idx : X — X, gegeben durch idx(x) = x. Die
zu dieser Funktion gehorende funktionale Relation ist gerade
die Identitéit auf X.
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Seien f1 : X; — Y und f5 : Xy — Y5 Funktionen mit
Definitionsbereichen X7 bzw. Xs. Ist das Bild f1(X7) des

Definitionbereichs von f; Teil des Definitionsbereichs X9 von
fo, so liefert die Relation R C X7 X Y5 mit

xRz gilt genau dann, wenn ein y € Y7 mit fi(x) =
y und fo(y) = z existiert.

eine Funktion fs o f; : X7 — Y5 mit Definitionsbereich X7,
die Komposition, lies: f5 nach f;. Wir konnen schreiben

z=(f20 fi)(z) = fol fi(2)).

Mit “Funktion” ist der zweite wesentliche Begriff nach “Men-
ge” gefallen. Wir stellen uns hier auf den Standpunkt, dass
Funktionen bestimmte Mengen sind, wollen aber nicht ver-
schweigen, dass wir unser Universum auch auf dem Funk-
tionsbegriff hatten auftbauen konnen. Nun werden wir eini-
ge FEigenschaften von Funktionen kennenlernen. Diese Ei-
genschaften wollen wir charakterisieren und vergleichen. Die
Resultate werden wir in der iiblichen Form der Mathema-
tik prasentieren, als Lemma, Satz oder Korollar, gefolgt von
einem Beweis. Diese neuen Begriffe benttigen noch einer Er-
klarung. In der Mathematik werden Aussagen aus anderen
Aussagen - den Axiomen - abgeleitet. Man nennt diesen Vor-
gang beweisen. Wenn eine gewisse Aussage A bewiesen
worden ist, und man aus A die Aussage B ableiten kann, so
gilt auch B als bewiesen.
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Aussagen werden in der Regel mit Namen belegt, die ih-
ren Stellenwert innerhalb der Theorie andeuten. Dafiir ste-
hen unter anderem die Worter Satz, Theorem, Lemma,
Korollar zur Verfiigung.

Eine Aussage, die wir fiir eine wichtige Erkenntniss halten,
nennen wir Satz. Besonders wichtige Sétze werden oft auch
Theorem genannt.

Lemma entspricht der deutschen Bezeichnung Hilfssatz.
Dabei handelt es sich entweder um eine ‘“rein technische”
Aussage, die im Beweis eines der folgenden Sétze verwen-
det wird, oder es handelt sich um eine besonders wichtige
Schliisselaussage, die in vielen Situationen niitzlich sein wird.

Ein Korollar ist eine Folgerung aus einem schon bewiese-
nen Satz. Also eine fiir sich interessante Aussage, die sich
leicht aus dem vorhergehenden Resultat folgern laf3t.

Wir nummerieren unsere Satze, Lemmata, das ist der Plural
von Lemma, oder Korollare mit Zahlen der Form m.n, wo-
bei m das Kapitel und n die Nummerierung innerhalb eines
Kapitels angibt. Hier ist nun unser erster Satz:

Satz 2.1 Die Komposition von Funktionen 1ist assozia-
tiv, d.h., haben wir Funktionen

Ty 9.7 " w

X

dann gilt die Gleichung ho (go f)=(hog)o f.
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Beweis. Da es sich um den Beweis unseres allerersten Sat-
zes handelt, wollen wir hier sehr ausfithrlich sein. Uberlegen
wir uns zunéchst nocheinmal, was der Satz oben besagt: Es
sind Abbildungen f: X - Y, g:Y - Zund h: Z - W
gegeben. Weil der Wertebereich von f gerade der Definiti-
onsbereich von g und der Wertebereich von g gerade der
Definitionsbereich von h ist, konnen wir die Kompositionen
go f und ho g bilden. Diese beiden Kompositionen sind wie-
der Funktionen, erstere eine mit Definitionsbereich X und
Wertebereich Z, zweitere eine mit Definitionsbereich ¥ und
Wertebereich W. Deswegen konnen wir weiter komponieren,
und zwar ho (go f)und (hog)o f. Im Satz wird nun be-
hauptet, dass diese beiden Funktionen gleich sind.

Darum miissen wir uns zuerst daran erinnern, wann zwei
Funktionen gleich sind. Dies ist der Fall, wenn sie denselben
Definitions- bzw. Wertebereich und dieselbe Abbildungsvor-
schrift haben. Beide Funktionen haben aber nach Definiti-
on den Definitionsbereich X und den Wertebereich W, also
miissen wir nur noch iiberpriifen, ob sie dieselbe Abbildungs-

vorschrift haben: Sei x ein festes aber beliebiges Element aus
X. Seiy = f(z), z=g(y) und w = h(z). Dann ist

ho(go f)(x)=h(z) =w=(hog)ly) = (hog)o f(x),

was zUu bewelsen war. O
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Das Zeichen O in der Ecke rechts unten des Beweises zeigt
librigens an, dass der Beweis beendet wurde. Eine Konventi-
on, die sich bei vielen Autoren durchgesetzt hat und das aus
der Schule bekannte quod erat demonstrandum ersetzt.

Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn fiir alle
xr,y € X aus f(x) = f(y) die Gleichung x = y folgt.

Lemma 2.2 Ser X nicht die leere Menge. Eine Abbil-
dung f . X — Y st injektiv genau dann, wenn es eine
Abbildung g - Y — X gibt mit go f = idx, d. h., fiir alle
re X gilt g(f(x)) = x.

Beweis. Angenommen, so ein g existiert und f(z) = f(y),
dann ist

r=g(f(z) =9(f(y) =y.

Ist f injektiv, definiere g folgendermaflen: Definitionsbereich
ist das Bild f(X), Zielmenge X und

gly) =z <= f(z)=y.

Jetzt miissen wir testen, ob die Abbildungsvorschrift von
g tatsichlich eine funktionale Relation R (mit yRx falls
g(y) = x) liefert: Gilt yRx und yRz, dann gilt nach De-
finition von ¢, f(x) = f(2) = y, und aus der Injektivitét
von f folgt x = z. O
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Lemma 2.3 Die Komposition injektiver Abbildungen ist
ingektiv.

Beweis. Aus g(f(x)) = g(f(2)) folgt f(x) = f(2) mit der

Injektivitdt von g und x = 2z mit der Injektivitdt von f. O

Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv oder Abbil-
dung von X auf Y, wenn f(X) = Y, d.h. wenn fiir alle
y €Y einz € X mit f(z) =y existiert.

Lemma 2.4 Die Abbildung f : X — Y ist surjektiv,
falls es eine Abbildung g : Y — X gibt mit f o g = idy,
d.h. fir alle y aus'Y qilt f(g9(y)) = y.

Beweis. Angenommen, so ein g existiert. Ist b € Y, dann
g(b) € X und f(g(b)) = b, was die Surjektivitdt von f
beweist. Nehmen wir nun an, dass f surjektivist. Zuy € Y
wihle ein x mit f(x) = y und setze g(y) = z. Dann ist ¢
eine Funktion und f o g = udy. [

Lemma 2.5 Die Komposition surjektiver Abbildungen
18t surjektiv.

Beweis. Gegeben seien surjektive Abbildungen f : X — Y
und g : Y — Z und ¢ € Z. Wegen der Surjektivitit von g
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gibt es b € Y mit g(b) = ¢. Wegen der Surjektivitiat von f
gibt es dann a € X mit f(a) = b. Also g(f(a)) = c. 0

Eine Abbildung f : X — Y heifit bijektiv, wenn sie injek-
tiv und surjektiv ist. Mit Lemma 2.3 und 2.5 erhalten wir
sofort

Lemma 2.6 Die Komposition bijektiver Abbildungen ist
bijektiv.

Eine Abbildung g : Y — X heiit Umkehrabbildung
zu der Abbildung f : X — Y, wenn g o f = idx und

fog=idy gilt.

Lemma 2.7 Eine Abbildung f : X — Y ist bijektiv ge-
nau dann, wenn sie eine Umkehrabbildung besitzt. Diese
15t dann auch bijektiv.

Beweis. Hat man eine Umkehrabbildung gegeben, so folgt
die Bijektivitéit sofort mit Lemma 2.2 und 2.4. Sei nun f :
X — Y bijektivund g : Y — X nach Lemma 2.2 konstru-
iert. Dann gilt auch f o g = idy. [

Nachdem wir nun soviele Worte iiber Aquivalenzrelationen
und Funktionen verwendet haben, wollen wir auch sehen,
wie diese beiden Konzepte in Verbindung gebracht werden
konnen. Das passiert anhand eines weiteren Prinzips:
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Prinzip 6. Zu jeder Menge X und jeder Aquivalenzrela-
tion R auf X existiert eine Menge Y und eine surjektive
Abbildung 7z : X — Y mit

mr(z) = Tr(y) < TRy

Diese Abbildung mr nennen wir die Abstraktion von X
bzgl. R.

“Abstraktion” kann hier ganz anschaulich verstanden wer-
den. Assoziieren wir z. B. mit der Menge X alle Tiere in
einem Zoo und mit R die Relation “gehort zu derselben Gat-
tung”, dann soll Y gerade aus allen Gattungen von Tieren,
die in diesem Zoo leben, bestehen. Die Abstraktion ordnet
jedem Tier seine Gattung zu, abstrahiert also nach diesem
Begriff. Ein beliebiges Element einer Aquivalenzklasse kann
als Reprasentant dieser Klasse dienen. Oft werden Funk-
tionen oder Konstruktionen anhand eines Reprasentanten
erklart. Dann ist es wichtig, dass gezeigt wird, dass das Vor-
gehen tatséchlich unabhangig von der Wahl eines solchen
Reprasentanten ist. Wir sprechen dann von der Wohldefi-
niertheit der Funktion bzw. Konstruktion. Nicht wohldefi-
niert ist zum Beispiel die folgende Abbildung: Jeder Tiergat-
tung wird ein Gewicht zugeordnet, indem ein Repréasentant
der Klasse gewogen wird.
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Zweil Mengen X und Y werden gleichmaéchtig genannt,
wenn es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. Wir
schreiben in diesem Fall | X| = |Y].

Lemma 2.8 FYir beliebige Mengen X,Y, Z gilt

X| = |X]
(X[ =] = [Y]=|X]
(XI=W[=12] = |X|=1Z]

Der Pfeil = driickt aus, dass die Aussage auf der rechten
Seite aus der Aussage auf der linken Seite folgt.

Beweis. Es ist jeweils eine bijektive Abbildung anzuge-
ben. Im ersten Fall ist dies die identische Abbildung 2dx,
im zweiten Fall f~1, wobei f : X — Y eine Bijektion ist,

und im dritten Fall ist es h o g mit bijektiven Abbildungen

h . )
x-21.y Z . mehr ist nicht zu tun. O

Wir haben also unser Universum so weit entwickelt, dass wir
iber Gleichzahligkeit sprechen konnen. Eine natiirliche Zahl
soll nun eine Menge sein, die so etwas reprasentiert; eine
besonders schone konstruieren wir nun:

Prinzip 7. Es gibt eine Menge M so, dass

e)ec M
e Fiir jede Menge X ¢gilt: X e M = X U{X} e M

33



Eine Menge, die diese beiden Eigenschaften erfiillt, nennen
wir induktiv. Um die Existenz einer besonderen indukti-
ven Menge nachweisen zu konnen, benotigen wir ein weiteres
Prinzip:

Prinzip 8. Zu eciner Menge M konnen wir eine Menge
P(M) bilden, die als Elemente gerade alle Teilmengen von
M enthalt. Diese Menge wird die Potenzmenge von M
genannt.

Lemma 2.9 Es gibt genau eine induktive Menge w, die
in jeder induktiven Menge enthalten ist.

Beweis. Sei M eine induktive Menge und U die Menge aller
Teilmengen von M, die wiederum induktiv sind. Wir erhal-
ten U, indem wir die Teilmenge von P(M) aller Elemente
mit der Eigenschaft “induktiv sein” bilden. Sei w = (| U.
Dann ist § € w und ist X € w, dann ist X ein Element
von jedem Element von U. Damit ist aber auch {X} Ele-
ment von jedem Element aus U, und letztendlich haben wir

XU{X}ew. 0

Diese Menge w soll nun die Menge der natiirlichen Zahlen
sein. Wir schauen uns ein paar ihrer Elemente an: die leere
Menge () ist nach dem ersten Punkt in ihr enthalten; nach
dem zweiten Punkt die Menge {0}, die nichts enthélt aufler
der leeren Menge, desweiteren haben wir die Menge {0, {0} }
usw. Ordnen wir diesen Mengen unsere Dezimalziffern zu,
dann wird daraus
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0 0
1 — {0} ={0}
2 — {0,{0}} ={0,1}

Die natiirliche Zahl n ist somit die Menge, die aus allen
kleineren natiirlichen Zahlen besteht, z. B.

8 ={0,1,2,3,4,5,6,7}.

Das ist auf den ersten Blick etwas verwirrend, aber ansonsten
eine ganz brauchbare Definition.

Unendlichkeit haben wir bis jetzt nur mit Begriffen wie “und
so weiter”, “hort nicht auf” umschreiben oder mit drei Punk-
ten wie n

[ A T T TS -

andeuten konnen. Die Menge w der natiirlichen Zahlen er-
laubt es uns, den Begrift genauer zu fassen. Eine Menge X
wird endlich genannt, wenn es eine bijektive Abbildung von
X auf eine natiirliche Zahl n gibt. Sind a, b, ¢ zum Beispiel
drei verschiedene Mengen, dann ist die Menge {a, b, ¢} eine
endliche Menge aufgrund der Zuordnung

a—0,b—1,¢c— 2.

Die Zahl n wird die Anzahl der Elemente von X bzw. deren
Michtigkeit genannt, in Zeichen n = | X| (damit gilt auch
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n = |n|). In dem Beispiel oben haben wir [{a,b,c}| = 3.
Eine Menge ist unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

Lemma 2.10 Fine injektive oder surjektive Abbildung
zwischen zwei endlichen gleichmdchtigen Mengen st bi-
gektiv.

Den Beweis verschieben wir in das vierte Kapitel.

Durch “x ist kleiner als y” wird eine binare Relation be-
schrieben, die keine Aquivalenzrelation ist. Es scheitert an
der Symmetrie: Wenn x kleiner als y ist, wird ¢ nicht kleiner
als x sein. Dafiir ist die Transitivitéat weiterhin von Bestand:

Ist x kleiner als y und y kleiner als 2z, dann ist x
kleiner als z.

Desweiteren ist x nicht kleiner als x, diese Eigenschaft heift
Irreflexivitat. Gilt aulerdem

Einer der drei Félle tritt ein: x ist kleiner als vy, y
ist kleiner als x oder x = v,

dann sprechen wir von einer linearen Ordnung. Genauer,
kommen die Elemente aus einer Menge X, dann ist eine
lineare Ordnung auf X eine Relation auf X mit den
oben genannten Eigenschaften. Meistens benutzen wir das
Symbol < fiir eine solche Relation. Gilt @ < b oder a = b,
dann schreiben wir @ < b und sagen, dass a kleiner gleich
b ist.

36



Natiirliche Zahlen sind, wie wir oben gesehen haben, Men-
gen. Darum konnen wir eine Relation zwischen zwei natiirli-
chen Zahlen einfach auf die folgende Weise definieren:

m<Nnemcnemen

Damit erhalten wir eine lineare Ordnung auf den natiirlichen
Zahlen: Wegen m ¢ m und m C n C p = m C p miissen
wir nur noch testen, ob fiir je zwei solche Zahlen m,n einer
der Fallem = n, m <M n oder n <N m zutrifft. Dazu bilden
wir die Menge mNn. Eine kurze Uberlegung zeigt, dass mnn
auch wieder eine natiirliche Zahl p ist, und dass p <N m
und p <M n gilt. Dann ist aber entweder p = m oder p = n.
Denn ware das nicht der Fall, dann gilt p C m, p C n, aber
auch p € m und p € n. Damit folgt p+1=pU{p} Cm
und p+ 1 =p U {p} C n, im Widerspruch zu p = m Nn.

Eine Funktion f : n — X mit n einer natiirlichen Zahl und
X einer beliebigen Menge, nennen wir eine Liste vom Typ
X. Fiir Listen fiihren wir eine spezielle Notation ein: Wir
schreiben |ag, aq, ..., a,_1] fir die Liste f : n — X mit
f(i) = a; und sprechen von a; als dem i-ten Glied der
Liste. Im Fall n = 0 sprechen wir von der leeren Liste.

Die Menge aller Listen vom Typ X mit Definitionsbereich
n bezeichnen wir mit X". Die Existenz dieser Menge muss
wieder einmal postuliert werden:

Prinzip 9. Zu ciner gegebenen Menge X und einer natiirli-
chen Zahl n existiert die Menge X" aller Listen vom Typ X
mit Definitionsbereich n.
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Eine Teilmenge von X" wird eine n-stellige Relation ge-
nannt. In den Ubungen werden wir sehen, dass wir X2 mit
X x X identifizieren konnen. Zweistellige Relationen auf X
stimmen also mit dem, was wir vorher einfach Relation auf X
genannt haben, iiberein. Eine Abbildung mit Definitionsbe-
reich X" und Zielmenge X wird eine n-stellige Operation
auf X genannt.

Die Abbildungsvorschrift @ +— x U {x} liefert eine Funkti-
on von w nach w, die dem Addieren einer 1 entspricht, wir
nennen sie die Nachfolgerfunktion und schreiben succ®
(engl. successor=Nachfolger). Addition und Multiplikation
sind nun Funktionen von w X w nach w. Leider kénnen wir
nicht so elegant wie fiir den Nachfolger mittels der Men-
genschreibweise die Abbildungsvorschrift angeben. Bei der
Addition kénnen wir uns noch retten, indem wir

N ( N

n +m = succ (succ ... (succ™ (m)) .. )

WV
n—mal

schreiben. Bei der Multiplikation konnen wir uns bis jetzt
hochstens auf das Rechenschema des ersten Kapitels beru-
fen. Wie wir diese Funktionen doch noch elegant beschreiben
konnen, sehen wir spéter. Jetzt steht uns nur noch eine Sa-
che im Wege, um die natiirlichen Zahlen als mathematische
Struktur aufzufassen; es fehlt noch die Definition, was eine
Struktur ist.

Eine Struktur A ist ein Objekt, das aus den folgenden vier
Zutaten zusammengesetzt wird:
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e Finer Menge, die die Grundmenge von A genannt
wird, in Zeichen dom(A). Die Elemente von dom(A)
werden die Elemente der Struktur genannt.

e Eine Liste von Elementen aus A, genannt die Konstan-
ten von A.

e Liir jede natiirliche Zahl n eine Liste n-stelliger Relatio-
nen.

e Fiir jede natiirliche Zahl n eine Liste n-stelliger Opera-
tionen.

All diese Mengen bzw. Listen kénnen leer sein.

Die Struktur der natiirlichen Zahlen

N = (w, +, N succ™, 0N, 1, <M

besteht nun aus der kleinsten induktiven Menge

dom(N) =w ={0,1,2,3,...}

zusammen mit der einstelligen Operation succ®, den zwei-
stelligen Operationen +~ und -V, den Konstanten 0N und 1V
und letztendlich der zweistelligen Relation <. Wir haben
an jedes Symbol eine kleines N angehéangt; das hat System,
wie wir im nachsten Kapitel sehen werden. Die Konstanten
ON und 1V sind natiirlich nichts anderes als die Zahlen 0 und
1. Diese beiden Zahlen sind fiir uns aber so wichtig, dass sie
mit in die Definition der Struktur genommen werden. Wir
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haben die Menge der natiirlichen Zahlen mit w und diese
Menge mit den eben beschriebenen Operationen und Rela-
tionen mit N bezeichnet. Viele meinen aber auch einfach die
Menge der natiirlichen Zahlen, wenn sie N schreiben; eine
Konvention, der wir uns ab und zu anschlielen werden.

Nachdem wir nun die natiirlichen Zahlen als mathematische
Struktur etabliert haben, kénnen wir auch die Friichte der
Arbeit ernten: Wir konnen neue Strukturen konstruieren,
anstatt nur eine Beschreibung zu liefern. Das sechste Kapi-
tel handelt von Konstruktionen, zwei elementare wollen wir
nun vorstellen, die Konstruktion der ganzen und rationalen

Zahlen. Ausdriicke der Form

r+3=5 x+2=0 20=4 4dax=2 x-x =2

nennen wir Gleichungen, Ausdriicke der Form

r+3<b x+5<3 2x<4 dr<?2 x-x<?2

Ungleichungen. Das Symbol x spielt dabei die Rolle einer
Unbekannten. Eine natiirliche Zahl n erfiillt diese Glei-
chungen bzw. Ungleichungen, falls die Gleichung, in der x
durch n ersetzt wird, eine wahre Aussage wird. Uber Glei-
chungen, Ungleichungen und die Wahrheit von Aussagen re-
den wir im néchsten Kapitel ausfiihrlicher, hier nur soviel:
das Symbol n symbolisiert eine feste aber beliebige natiirli-
che Zahl. Diese ist uns zwar auch unbekannt, sie hat aber
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einen anderen Stellenwert als das bedeutungslose Zeichen .
Insbesondere stehen nach einer Ersetzung links und rechts
vom Gleichheitszeichen Mengen und das Gleichheitszeichen
kann als Mengengleichheit interpretiert werden. Zum Bei-
spiel gilt

2+3=5,

also ist 2 eine Losung der Gleichung x + 3 = 5. Eine inter-
essante Frage ist, fiir welche Gleichungen bzw. Ungleichun-
gen sich eine Losung findet. Betrachten wir die Gleichung
r+2=0 Esgilt0C2C x4+ 2 Damit ist diese Gleichung
in den natiirlichen Zahlen unlésbar. Andererseits kénnen wir
die noch nicht existente Losung sehr prézise beschreiben: Ad-
dieren wir 2 dazu, dann erhalten wir 0. Damit kommen wir
zu den negativen Zahlen: diese kennzeichnen wir mit einem
Minuszeichen und schreiben —2 fiir die postulierte Losung
der Gleichung x +2 = 0 oder allgemeiner —n fiir die Losung

der Gleichung x + n = 0. Somit erhalten wir die ganzen
Zahlen

., =3,-2,-1,0,1,2,3, ...

Das ist sehr intuitiv, lasst sich aber nur tiber einen Umweg in
unserem Mengenuniversum codieren. Hier ist dieser Umweg;:

Sei X die Menge N x N, ~ die Aquivalenzrelation

(m,n) ~(m' ,nym+n" =n+m
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und Z sei NxN/ ~. Gilt m < n, dann sagen wir, dass (m, n)
eine positive Zahl reprisentiert. Wir konnen eine injektive
Abbildung f : N — Z durch f(n) = (0,n) angeben. Die
Zahl 3 wird also von dem Paar (0, 3) représentiert, und es
gilt

(0,3) ~ (1,4) ~ (2,5) ~ ...

Gilt m > n, dann sagen wir, dass (m,n) eine negati-
ve Zahl représentiert, und wir schreiben —n fiir die durch
(n,0) représentierte Aquivalenzklasse.

Nun konnen wir uns leicht iiberlegen, dass jede ganze Zahl
eine Darstellung der Form n oder —n mit einer natiirlichen
Zahl n hat. Intuition und Konstruktion laufen also auf das-
selbe hinaus. Jetzt wollen wir Addition und Multiplikation
so auf Z definieren, dass fiir positive Zahlen dasselbe wie fiir
natiirliche Zahlen gilt und weiterhin folgende Regeln gelten:

—1-n = —n
n+(—n) =0
(—n) +(=m) = —(n+m)

Fordern wir noch, dass ~ eine Kongruenzrelation bzgl.
der Addition ist, das heifit, dass aus (m,n) ~ (m/,n’) und
(r,s) ~ (r',s") die Relation

(m+r,n+s)~(m+r',n+5)
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folgt, dann ist die Addition dadurch schon eindeutig festge-
legt, und wir schlieffen

(m,n) + (m',n') ~ (m+m',n+n')

Fiir die Multiplikation fordern wir:

(0,m)-(0,n) ~ (0,mn)
(m,0) - (n,0) ~ (0,mn)
(m,0)-(0,n) ~ (mn,0)
(0,m) - (n,0) ~ (mn,0)

Jede ganze Zahl hat einen Reprisentanten der Form (m, 0)
oder (0,m), auf den diese Rechenregeln angewandt werden
konnen. Damit ist auch die Multiplikation festgelegt. Nach
dieser Konstruktion der ganzen Zahlen ist die Konstruktion
der rationalen Zahlen unproblematisch. Ausgangspunkt ist
die Unlosbarkeit einer Gleichung der Form 4z = 2 in den
ganzen Zahlen. Hier setzen wir Q = Z X Z/ ~ mit

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be

Wir schreiben intuitiver 3 anstelle von (a, b)/ ~ und kénnen

nun Addition und Multiplikation folgendermafien definieren:

_|_

. ° a.¢
b d bd b d bd
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Aufgaben
1. Welche der folgenden Mengen sind gleich?

{12 {1 {2y {1 200 {8 2, 28 {{2), {1} ),
{122} \ {2}, {2, 1}
Was ist der Unterschied zwischen {1,2,3} und [1, 2, 3]7
Sind [1,2], [1,2,2] und [2,2,1] gleich? Sind [{1, 2}, 2]
und [{2, 1}, 2] gleich? Wann sind zwei Listen [aq, . . . , ay)]
und [by, ..., by| gleich?

2. Seien X, A, B Mengen. Zeige die folgenden Gleichungen
zwischen Mengen.
(a) X\ (AUB) = (X \ A)N (X \ B)
(b) Essei A C X. Dann gilt X \ (X \ A) = A.

3. Angenommen, wir konnen alle Menschen dieses Globus

als Menge M in unser Universum einbauen. Welche Re-
lationen sind dann Aquivalenzrelationen auf M7

e 7 ist Bruder von y,
e = und y haben dieselben Vorfahren,
e 1 liebt y.

4. Zeige: Ist f 1Y — Z injektiv und sind ¢ : X — Y und

h : X — Y Abbildungen so, dass fog = foh, so folgt
g = h. Findest du eine analoge Aussage fiir surjektive

Abbildungen?
5. Gib eine bijektive Abbildung von X x X nach X? an.
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3 Formalisieren

Wir wollen uns davon 16sen, dass die unseren Uberlegungen
zugrundeliegenden Prinzipien in natiirlicher Sprache formu-
liert werden und fithren sogenannte formale Sprachen
ein, die a priori aus bedeutungslosen Zeichenreihen beste-
hen und erst durch Interpretation in einer mathematischen
Struktur Bedeutung erlangen. Zunéchst brauchen wir ein
Alphabet, dies sei einfach eine Liste von Symbolen, die
wir durch Aufzéhlen erhalten. Beispiele sind

[CL’b?C?d?e? f797 hJ/l:’j? kl7l7m7n707p7q7,r7 87t7u7v7w7x7y7 Z]

[A,B,C,D,E,F.G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,UV,W,X,Y, Z]

[0,1]
[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]

[D7 !’ @7 #7 &’ *]

[3,V, 7, A, V, =, <>, 2,0, plus,mal, 0, 1, <, succ]

Ein Wort eines bestimmten Alphabets sei einfach eine Liste
von Zeichen dieses Alphabets. Damit werden z.B.

[h7 a/7 l? l? O]? {H7 I’ K7 S]7 [17 17 0]7 [97 9]7 [!7 @7 *]7 H? |7 |]7 [plus7 07 1]
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Worter des entsprechenden Alphabets. Die in dem Wort vor-
kommenden Zeichen nennen wir Buchstaben; das hat zur

Folge, dass das Wort [1,1,0] aus den Buchstaben 0 und 1
besteht, obwohl wir lieber von Ziffern sprechen wiirden.

Hier wollen wir aber gleich die Konvention einfithren, Klam-
mern und Kommas einer Liste wegzulassen, und schreiben
stattdessen

hallo, HI K S, 110,99, !@x |||, plus 0 1.

Eine Sprache in einem bestimmten Alphabet ist nun ein-
fach eine Liste von Worten. Die leere Liste nennen wir in die-
sem Zusammenhang das leere Wort und schreiben dafiir oO.
Das leere Wort ist somit das einzige Wort, das mittels jeden
Alphabets darstellbar ist. Eine Grammatik einer Sprache
besteht aus folgenden Teilen:

e der Angabe eines Alphabets,

e der Angabe eines Terminalalphabets, dies ist eine
Teilliste des Alphabets,

e der Angabe des Startzeichens, dies ist ein Zeichen des
Alphabets, aber nicht eines des Terminalalphabets.

e der Angabe der Regeln, diese haben die Form

v — W,

wobei v, w Worter sind, v niemals das leere Wort und
nicht aus Terminalzeichen bestehend.
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Die aus der Grammatik abgeleitete Sprache besteht nun
aus den Wortern, deren Buchstaben Zeichen des Terminal-
alphabets sind, die aus dem Startzeichen abgeleitet werden
konnen. Dabei nennen wir w eine direkte Ableitung von
v, wenn eine Regel v — w existiert, und eine Ableitung,
falls man durch endlich viele Regelanwendungen von v zu w
kommt.

Wir schauen uns ein paar Beispiele an. Unsere Strichlisten
des ersten Abschnitts haben folgende Grammatik: Alphabet
1S, |], dabei ist S das Startzeichen, und das Terminalalpha-
bet besteht nur aus dem Strich |; es gibt zwei Regeln

S — 0
S — |S

Wie erhalten wir z. B. die Strichliste ||||? Durch folgende
Regelanwendungen:

S =[S =S =I5 =[S = lllo

Letzteres Wort ist |[]].

Das war das letzte Mal, dass wir uns auf Strichlisten bezie-
hen und machen jetzt etwas, was leider oft in der Mathe-
matik passiert. Wir benutzen den Strich in einem anderen
Zusammenhang. Haben wir zwei Regeln der Form p — ¢
und p — r, fassen wir das Ganze gerne zu p — ¢|r zusam-
men; das spart ein wenig Platz bei der Angabe einer grofieren
Grammatik.
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Nun nehmen wir das Alphabet
[S’a7b7c’d7€7f?g?h’i7j7k7l’m7n707p7q7/r’S7t7u7vﬂw’x7yﬁz]

S ist wieder unser Startzeichen, der Rest das Terminalalpha-
bet. Wir haben die folgenden Regeln:

S — 0laSalbSh| ... |zSz

Die abgeleitete Sprache besteht genau aus den (kleingeschrie-
benen) Palindromen, also aus den Worten, die vorwérts
wie riickwérts gelesen dasselbe ergeben, zum DBeispiel ist
xyyx ein Wort dieser Sprache. Wir kénnen auch bedingt
natiirliche Sprachen in dieses Schema pressen. Eine Gram-
matik der deutschen Sprache konnte folgende einfache Ge-
stalt haben:

S — Aachen] . .. |zytotoxisch,

also aus einer Auflistung aller Worter eines Worterbuchs be-
stehen. Diese Grammatik erlaubt es, “Fahrrad” und “laufen”
als Worte der deutschen Sprache zu erkennen, “boat” und
“xxxy” abzulehnen. Sie macht aber keine Angaben dariiber,
wie ein Satz gebildet wird. Wir kénnen natiirlich die Gram-
matik verfeinern: Zum Beispiel durch die Regeln

S — NP VP
NP — Aachen|...|Zytostoma
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VP — abarbeiten| ... |zwitschern

Damit erhalten wir Sitze der Fom “Peter lachen”, “Haus
umfallen”. Diese Grammatik kann natiirlich weiter und wei-
ter verfeinert werden. Wir kénnen zum Beispiel unterschei-
den, ob ein Pradikat transitiv oder intransitiv ist, und je
nachdem ein direktes Objekt anhangen. Wir kénnen auch
Adverbien, Adjektive, Artikel und Konjugationen der Ver-
ben einbauen, aber eine wirklich perfekte Grammatik wird
es wohl nie werden. Dagegen lassen sich kiinstliche Logik-
sprachen prazise mittels solcher Grammatiken angeben. Hier
kommt die Sprache, fiir die wir den ganzen Aufwand betrie-

ben haben: Sie hat das Alphabet
[3,V, 2, AV, —, <>, 2, o,plus,mal, —, 0,1, <,succ, T, A, F, S, V]

mit folgender Grammatik: Alle Zeichen bis auf T, A, F, S,V
gehoren zum Terminalalphabet, S ist das Startzeichen, und
wir haben die folgenden Regeln:

F

-FIN FFIV FF|— FF|< FF
dzV F

VeV F

=TT| <TT

plus T T|mal T'T

=T

succ T’

0[1|xV

D’O|OV

SHNNSTETTQL
R O T A A A
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Diese Grammatik ist deutlich komplexer als die Grammati-
ken, die wir bisher betrachtet haben, und wir brauchen ein
wenig Zeit und Miihe, um die erzeugte Sprache zu verste-
hen. Wir arbeiten uns dabei von unten nach oben durch. Als
erstes wollen wir verstehen, welche Worte von 71" abgeleitet
werden konnen: 7' kann zu 0 oder zu 1 abgeleitet werden;
T kann aber auch zuerst zu 2V, dann zu x, x( oder zyV
abgeleitet werden; xoV wiederum zu xg, xgy oder xgyl usw.

Wir haben nun also schon ein paar Worte kennengelernt und
bevor wir fortfahren wollen, geben wir bestimmten Teilen
der Sprache Namen und fiihren Abkiirzungen ein, um nicht
die Ubersicht zu verlieren. Die Worte 0 und 1 nennen wir
Konstanten, die Worte

Ly L05 L0y L0005 - - -

die Variablen der Sprache. Diese Namen sind natiirlich
schon im Vorgriff auf eine Interpretation in einer mathema-
tischen Struktur gewéhlt: 0 und 1 werden feste Element ei-
ner Struktur werden, Variablen stehen auch fiir Elemente
der Struktur, aber es ist noch nicht festgelegt fiir welche; wir
schreiben von nun an anstatt

Z0...0
N~

n—mal

einfach x,. Auerdem benutzen wir auch gerne die Buch-
staben vy, z, u, v, w als Variablen. Damit schreiben wir zwar
Worter hin, die nicht zu der erzeugten Sprache gehoren, aber

50



sie machen das Lesen von Ausdriicken deutlich einfacher,
und es ist offensichtlich, wie die Ausdiicke in formal korrekte

Ausdriicke umgewandelt werden kénnen. Nun weiter in dem
Aufbau der Sprache:

T kann zu plus T"T', mal T' T', —T" oder succ T" abgeleitet
werden. Damit erhalten wir z. B.

plus xox1, mal x( succ x1, —plus xr1mal zyzs

Auch hier fithren wir wieder Abkiirzungen und bestimm-
te Konventionen ein. Schreiben wir plus xgxq, dann benut-
zen wir diese Operation in sogenannter Prafixnotation,
d. h., zuerst kommt der Name der Operation, gefolgt von
einer Liste der Operanden. Lesbarer ist fiir eine zweistellige
Operation die sogenannte Infixnotation, bei der der erste
Operand vor dem Operationsnamen steht und der zweite
dahinter, also x( plus x1 anstelle von plus zyx;. Fiir diese
neue Notation benutzen wir auch ein neues aber altbekann-
tes Zeichen, wir schreiben zg + 21 anstelle von zy plus x1
und ebenso xy - x; anstelle von mal zy x1. Diese einfache
Schreibweise hat aber einen deutlichen Nachteil: Es ist nicht
von vornherein klar, was der Ausdruck xy + x1 - 29 bedeu-
ten soll, plus xy mal z1z9 oder mal plus xgxr; 29?7 Dieses
Problem l6sen wir, indem wir Klammern einfiithren: Bei der
ersten Interpretation schreiben wir zg+(x1-x2), bei der zwei-
ten (xg + x1) - 2. Mit diesen neuen Konventionen konnen
wir die Termbildung auch folgendermaflen beschreiben:
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e Dic Konstanten 0, 1 sind Terme.
e Jede Variable x,,, n € N, ist ein Term.

e Sind t1,to Terme, dann auch —tq, ¢ +to, t1 - to, succ(ty)
und (t1).

e Nichts anderes ist ein Term.

Terme bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben.
Die Variablen, die in einem Term vorkommen, nennen wir
die Variablen des Terms. Ist t ein Term und [x1, . . ., x,]
eine Liste von Variablen, in der alle Variablen von ¢ vorkom-
men, schreiben wir auch gerne t(xy, . . . , z,) fiir diesen Term,
oder noch knapper #(Z) im Vertrauen, dass n bekannt oder
unwichtig ist.

Sind t1, 1o Terme, dann konnen wir nach einer weiteren Re-
gelanwendung die Formeln t; = t3 bzw. t; < ty (gleich
in Infixnotation) bilden, diese Formeln wollen wir atomar
nennen. Die Variablen der atomaren Formel s = ¢ seien
die Variablen aus s zusammen mit denen aus ¢, wobei eine
Variable, die sowohl in s als auch in £ vorkommt, nicht dop-
pelt geziahlt wird. Bevor wir den Aufbau unserer formalen
Sprache fortfithren wollen, geben wir an, wie eine atomare
Formel in den natiirlichen Zahlen interpretiert werden kann:

Sei t(z) ein Term und a eine Liste von natiirlichen Zahlen.
Wir nehmen an, dass a genauso lang wie x ist. Wir definieren
das Element t[a] aus N, das die Auswertung von ¢ durch
a genannt wird, folgendermafien:
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e Ist ¢ die Variable z;, dann ist #"[a] gerade a;.
e Ist ¢ die Konstante 0, dann ist tN[a] das Element 0.

e Ist ¢ die Konstante 1, dann ist "[a] das Element 1V

e Ist ¢t von der Form sy + t1, wobei $1(Z), $2(Z) Terme
sind, dann ist (s; + t1)N[a] = s)'[a] +" t1'[a].

e Ist ¢ von der Form sy -, wobei s1(), so(Z) Terme sind,
dann ist (s; - t1)N[a] = s)[a] - t]'[a].

e Ist ¢t von der Form —sy, wobei s1(Z) ein Term ist, dann

ist —sy'[a] = —(sy'[al).

e Ist ¢t von der Form succ(s1), wobei s1(x) ein Term ist,

dann ist (succ(s;[a))) = succ(s)[a)]).

Wir sagen, die Aussage (t; = t9)|a] ist wahr in den natiirli-
chen Zahlen, falls t}'[a] = t)'[a] gﬂt Ebenso ist die Aussage
(t1 < t9)N]a] wahr, falls t)[a] <M t)[a]. In dieser Situation
scheiben wir auch

N }: (tl = tQ)N[C_L} bzw. N ): (tl < tQ)N[C_L}

Ansonsten sind die Aussagen falsch,

N F (1 = to)V]a] bzw. N £ (¢ < t9)M]a).

Beispiele. Es gilt N =1+ 1 = succ(1) (14+1=2), aber fiir
alle m,n € Nmit m,n 40, NEm-n < 1.
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SchlieBlich ist eine Formel entweder eine atomare Formel
oder von der Gestalt

PN, PN Y, = 1h, ¢ < Y, ¢, Fun (), Vi (o), (@)

wobei ¢ und 1 schon vorher gebildete Formeln sind. Da wir
wieder der Infixnotation den Vorzug gegeben haben, kom-
men wir nicht ohne Klammern aus. Wir geben aber einige
Regeln an, die es uns erlauben, auf einige Klammern zu ver-
zichten.

® O1 A\ Py A ¢3 ist eine Abkiirzung fir ¢; A (2 A ¢3)
e Dieselbe Regel fiir V, —, <+ statt A.

e Jx,.0, Vz,.¢ anstelle von 3z,,(¢), Vz,(¢)

e Wir bewerten A, V, —, <+ und — mit einer sogenannten
Bindungsstirke. Das bedeutet, dass Klammern dort
gemacht werden, wo die Bindung starker ist. Die Bewer-
tung sieht folgendermaflen aus: A ist starker als V, V ist
stiarker als — und — stérker als <». Das Symbol — ist
stéarker als alle eben genannten Symbole. Somit ist

O —> PNV 0
eine Abkiirzung fiir
¢ = (WAO)V (=9))
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SchlieBSlich ist noch wichtig, was die freien Variablen ei-
ner Formel sind: ist ¢ atomar, dann sind die freien Variablen
von ¢ einfach die Variablen von ¢, ist ¢ die Formel 1)1 A 15,
U Vg, b1 — g oder 1 <> 19, dann sind die freien Va-
riablen von ¢ gerade die frei in /7 vorkommenden Varia-
blen zusammen mit denen, die frei in ¥y vorkommen, wobei
wieder Variablen, die sowohl in 1) als auch in 9y vorkom-
men, nicht doppelt gezédhlt werden. Die freien Variablen von
dx.¢ bzw. Vx.¢, sind die Variablen, die frei in ¢ vorkommen,
aber x wird aus dieser Menge herausgenommen. Wir schrei-
ben wieder ¢(x1,...,x,), um anzudeuten, dass die freien
Variablen von ¢ in der Liste [z1, . .., x,] auftauchen.

Die Interpretation einer Formel lduft nun nach folgendem
Muster ab:
e Ist ¢ atomar, dann gilt ‘N = ¢[a]’ wie oben definiert,
e N E —¢la] genau dann, wenn N |= ¢[a] nicht gilt,

e N = ¢ A[al, wenn sowohl N |= ¢la] als auch N = 1[a]
gilt,
e N E ¢V[a], wenn zumindest eine der beiden Aussagen

N = ¢la] bzw. N = ¢[a] eintrifft,

e Ist ¢ die Formel Yy (y, ), dann gilt N = ¢[a] genau
dann, wenn fiir alle Elemente b aus N, N = (b, a,

e Angenommen, ¢ ist Jy(y, z). Dann gilt N |= ¢|a] ge-
nau dann, wenn wir mindestens ein Element b aus N

finden, so dass N = ¢[b, al.
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Eine Formel, in der keine freie Variable vorkommt, wird
Satz oder Aussage genannt. Aussagen sind damit un-
abhéangig von einer Variablenbelegung und gelten damit in
einer Struktur oder nicht. Ein wesentlicher Punkt ist immer,
zu einer vorgegebenen Struktur charakteristische Aussagen
zu finden, die in dieser Struktur gelten. Hier ist zum Beispiel
eine Liste von Aussagen, Robinson-Arithmetik genannt,
die in den natiirlichen Zahlen gelten und dort eine wesentli-
che Rolle spielen:

R1 Vz.succ(z) # 0

R2 VaVy.succ(z) =succ(y) = x =y

R3 Vz.x+0==x

R4 VaVy.x + succ(y) = succ(z + y)

RS Vrx.x-0=0

R6 VaVy.x -succ(y)=x-y+x

R7 Vz.—(z <0)

R8 VaxVy.x <succ(y) >z <yVr=y

R9 VaVyr<yVe=yVy<zx
Beachte, dass zum Beispiel die Formel R9 formal eigentlich
folgende Gestalt hitte:

VaVzoV < xzoV = 2290 > 120
Unsere Konventionen sind wirklich eine grofie Hilfe beim Le-
sen einer Formel.

Wenn wir Strukturen mit anderen Operationen als die der
Arithmetik beschreiben wollen, miissen wir nicht jedes Mal
mit viel Aufwand eine neue formale Sprache konstruieren.
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Alles Wichtige haben wir schon gesehen. Eine andere Struk-
tur hat ggf. andere Operationen, andere Relationen und an-
dere Konstanten. Wesentlich zum Aufbau ist die Angabe
von Operationssymbolen, Relationssymbolen und Konstan-
tensymbolen, auflerdem zu jedem Operations- und Relati-
onssymbol eine natiirliche Zahl n, die die Stelligkeit angibt.
Diese Informationen werden in der Signatur zusammenge-
stellt. Die Signatur der natiirlichen Zahlen, so wie wir sie in
diesem Kapitel besprochen haben, besteht damit zum Bei-
spiel aus den beiden zweistelligen Operationen + und -, der
einstelligen Operation succ, der zweistelligen Relation < so-
wie den beiden Konstanten 0 und 1.

Wir spielen das Spiel nun einmal andersherum und sammeln
Satze, ohne eine Struktur im Hintergrund zu haben, in der
diese Satze gelten sollen. Im diesen Zusammenhang nennen
wir solche Sétze auch Axiome. Die Angabe der Axiome
entspricht dann einer Wunschliste. Ob wir dann ein Modell
finden, dass uns unsere ganzen Wiinsche erfiillt, ist natiirlich
nicht gewéhrleistet. Die Axiome, die wir jetzt aufstellen, sol-
len die Prinzipien des Mengenuniversums wiedergeben. Die
formale Sprache selbst wird durch ihre Signatur festgelegt.
Da wir als einzige Interaktion die Elementbeziehung hatten,
besteht die Signatur auch nur aus dem bindren Relations-
symbol €. Prinzip 1 ist leicht zu formalisieren:

drx.x=x
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Auch Prinzip 2 bringt uns keine Probleme:

VaVyVz.(z €Ex <> 2z €y) > =1y

Prinzip 3 wird erst jetzt richtig verstandlich. Die Eigenschaft
P ist etwas, das durch eine Formel beschrieben wird. Ist ¢(x)
eine Formel der Signatur €, dann sei

VedyVz.z € y > (z € x A ¢(2))

ein Axiom. Wir haben damit ein sogenanntes Axiomen-
schema: jeder Formel in einer freien Variablen wird ein
Axiom zugeordnet. Es folgt Prinzip 4:

VaVydzVuu € z<uexVuey

Wir machen nun einen Sprung zu den Prinzipien 7 und 8.
Hier wird jeweils die Existenz einer bestimmten Menge gefor-
dert, einer induktiven Menge oder einer Potenzmenge. Der
erste naive Ansatz, Prinzip 7 anzugeben, ist

dr.h)exAVyy ex—yU{y} €.
Leider sind () und y U {y} keine Aussagen unserer Sprache.

Darum miissen wir ein wenig komplizierter formulieren:

dJr.(VyVz.—z €y -y € x) A Vy.
yexr—dzzexANycezAYov ey - veEz
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Prinzip 7 ist iibrigens starker als Prinzip 1. Da wir die Exi-
stenz einer induktiven Menge fordern, miissen wir nicht noch
die Existenz einer beliebigen Menge fordern. Wir kénnen da-
mit Prinzip 1 wieder von unserer Wunschliste streichen.

Prinzip 8 ist wieder einfacher:

VedyVz(Vvw €z v eEx) > 2 €y

Fiir die Prinzipien 5 und 6 miissen wir ein wenig in die Trick-
kiste greifen. Geben wir uns zuerst ein Axiom vor, das be-
sagt, dass wir Paare basteln diirfen:

VeVydzVuu ez u=axVu=y

So ein Paar, das aus den Mengen x und y besteht, schreiben
wir einfach in der Form {z,y}. Jetzt konnen wir wieder-
um das Paar {x,{z, y}} bilden. Diese Menge hat folgenden
schone Eigenschaft: Gilt

{513, {ZC, y}} - {a7 {a7 b}}>

dann muss * = a und y = b gelten. Das ist genau die
Eigenschaft, die wir von einem geordneten Paar fordern. Wir
definieren also

(z,y) = {z,{z,y}}
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Jetzt ist X X Y gerade

{ze P(P(XUYUX): z={x,{z,y}}Ne € XNy e Y}

damit ist auch Prinzip 5 abgehakt. Mit dem bis jetzt Er-
arbeiteten koénnen wir auch Prinzip 6 angeben. Denn sei
r/R={y € X :yRx}, damit ist

Y={ZePX): Z=x/RNx e X}

und

mr={(a,b) € X XY :a/R = b}.

Um Prinzip 9 anzugeben, brauchen wir kein neues Axiom.
Die Herleitung dieses Prinzips iiberlassen wir dem Leser. Li-
sten wir nun nocheinmal auf, welche Aussagen wir benutzt
haben, um unsere Prinzipien angeben zu konnen.

Extensionalitatsaxiom VaVyVz.(z Ex <z €y) Do =y
Aussonderungsschema VedyVz.z € y <> (z € A ¢(2))
Induktionsaxiom Jr.(VyVz—z €y sy €x) AVyy € x —
JzzexNyezANYVvvey sveEz
Potenzmengenaxion VedyVz(Mvw €z v eEx) > 2z€y
Paarmengenaxion VaVydzYuu € z<>u=xVu=y
Vereinigungsmengenaxiom | VaVydz.Vuu € z<u €z Vu ey

Diese Axiome sind in der Tat Teil einer Axiomatisierung des
mengentheoretischen Universums, die zu Beginn des zwan-
zigsten Jahrhunderts von Ernst Zermelo und Abraham Fraen-
kel angegeben wurde und heutzutage von vielen Mathema-
tikern (aber nicht allen) als die Grundlage der Mathematik
angesehen wird.

60



Aufgaben

1. Gegeben sei die folgende Grammatik:

o — aBylaéBy
§6 — B¢

&y — nbyy

fn — np
an — aaflaa
a — a

6 — b

v = c

Dabei besteht das Terminalalphabet aus den Zeichen
a, b, cund o ist das Startzeichen. Wie sieht die von dieser
Grammatik erzeugte Sprache aus?

2. Seien

r(x) = mal(x,succ(succ(0)))
t(z,y) = plus(z, mal(y,y))

gegeben. Berechne (r + t)N[1,0], (r - t)N0, 1] und
((r+7) - t)N[1,1].

3. Sei X eine vorgegebene Menge. Wie sieht dann die Men-
ge{r e Xz ¢z} aus?
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4 Abstrahieren

Die Arithmetik natiirlicher Zahlen haben wir jetzt schon
Ofters betrachtet. Hier wollen wir einmal einen anderen Blick-
winkel auf sie einnehmen: Wir schrianken uns auf die Kon-
stante 0 und die Operation succ ein und beobachten in wel-
chem Verhéltnis diese Struktur zu dhnlichen Strukturen steht.
Die Begriffe “dhnlich” und “im Vergleich stehen” miissen wir
uns noch erarbeiten.

Seien A, B Strukturen derselben Signatur L. Ein Homo-
morphismus f von A nach B, in Zeichen f : A — B, ist
cine Funktion f von dom(A) nach dom(B) mit den folgen-
den drei Eigenschaften:

e Fiir jede Konstante ¢ aus L gilt f(c?) = c”.

e [iir jede natiirliche Zahl n > 0, jedes n-stellige Re-
lationssymbol R aus L und jedes n-Tupel (aq,...,a,)
aus A gilt: Wenn (aq,...,a,) € R*, dann gilt auch

(f(a1),. .., flan)) € R

e L'iir jede natiirliche Zahl n > 0, jedes n-stellige Funkti-
onssymbol F aus L und jedes n-Tupel (aq, ..., a,) aus

Agilt F(FA(ar,...,a0)) = FE(f(@), .., flan))
Eine Einbettung von A nach B ist nichts anderes als ein

Homomorphismus f : A — B, der injektiv ist und folgende
stiarkere Version fiir Relationen erfiillt:
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e L'iir jede natiirliche Zahl n > 0 und jedes n-stellige Re-
lationssymbol R aus L und n-Tupel (ay, ..., a,) aus A
gilt: Genau dann, wenn (aq,...,a,) € R4, gilt auch

(f(ay),..., f(a,)) € RE.

Beispiele. Wir betrachten die ganzen Zahlen Z und die ra-
tionalen Zahlen Q, beide als Strukturen mit Signatur (+, —, 0).
Die Abbildung ¢ : Z — Q mit ¢(z) = 5 ist eine Einbettung
von Z in QQ, denn

1 1 1
Oz +2") = §<Z +2') = 5%+ §Zl = ¢(2) + ¢(2')
1 1
§(—2) = 5(=2) = —32 = —4(2
6(0) = ~0=0
= 0=
zeigt, dass wir einen Homomorphismus haben und die Im-
plikation
1 1 / = /
—z ==z 2=z
2 2

beweist, dass es sogar eine Einbettung ist. Die Abbildung
mit demselben Definitions- und Wertebereich und ¢(z) = 2
ist hingegen kein Homomorphisums, denn z. B. gilt

= P(2) +¥(3).

Wl =

Ly
2

S| Ot

7

o] =

U(2+3) =
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Ein Isomorphismus ist eine surjektive Einbettung. Wir
sagen, dass A isomorph zu B ist, in Zeichen A = B,
falls ein Isomorphismus von A nach B existiert. Ein Iso-
morphismus ist somit eine bijektive Abbildung, die sich mit
Relationen und Operationen der Struktur vertrdagt. Damit
ist folgendes gemeint: Auf Elemente a4, ..., a, aus A kann
eine Operation F'* angewendet und dann das Ergebnis mit
Hilfe des Isomorphismus f nach B abgebildet werden. Ande-
rerseits konnten wir auch zuerst die einzelnen Elemente nach
B abbilden und auf diese Bilder die gleichnamige Operation
FB anwenden; das Ergebnis ist dasselbe. Damit unterschei-
den sich isomorphe Strukturen nur noch dadurch, durch wel-
che speziellen Elemente innerhalb eines mengentheoretischen
Universums sie realisiert werden, die “Struktur” als solche ist
davon nicht betroffen. Darum interessieren sich Mathemati-
ker oft nur fiir Eindeutigkeit bis auf Isomorphie.

Eine Struktur, deren einzige Operation eine einstellige Ope-
ration succ ist, und die ansonsten nur noch eine Konstante
0 hat, nennen wir einen Orbit. Einen Orbit kennen wir
schon, die natiirlichen Zahlen mit der Konstanten 0N und
der Nachfolgerfunktion succ!. Gleich werden wir schen, dass
dieser Orbit in einem gewissen Sinne universell ist, und da-
mit der “beste aller Orbits” ist. Trotzdem kénnen wir leicht
andere angeben:

r+1 x#T

dom(A) = {0,...,7},0% =0, succ(z) = {O
Tr =
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Orbits kénnen wir auch schon graphisch darstellen, die natiirli-
chen Zahlen z. B. durch

0 1 2 3 4 D § 7

den Orbit A folgendermafien

0 1 2
7 3
6 D 4

Wir zeichnen also einen Pfeil a — b, wenn succ”(a) = b gilt.

Das Induktionsprinzip fiir einen Orbit /V ist die folgende
Regel:

(NO) Fiir alle X C N gilt: Falls 0V € X und succ™ (z) € X
fiir alle x € X, dann ist X = V.

Die Nummer (NO) signalisiert, dass wir noch an anderen
Gesetzen interessiert sind:

(N1) succ™(n) # 0V fiir allen € N.
(N2) succ™ (n) = succ™(m) = n = m fiir alle n,m € N.
Ein Orbit mit den Eigenschaften (NO)-(N2) heisse initial.

Die Struktur N = (w, succ, 0) ist ein initialer Orbit. Denn
nach Definition von w folgt aus X C w und § € X und
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succ(z) € X fiir alle x € X sofort X = w. Desweiteren
ist succ(n) immer eine Menge de Form {n, {n}}, also auf
keinem Fall die leere Menge, § = 0N und succ(m) = succ(n)

bedeutet m U {m} = n U {n}, also m = n.

Das Induktionsprinzip eroffnet uns die Moglichkeit, auf eine
neue Art Eigenschaften initialer Orbits zu beweisen. Erfiillt
0 eine gewisse Eigenschaft P und mit = € N auch succ(z),
dann erfiillt jedes Element n € N diese Eigenschaft.

Wir werden gleich Beispiele in Hiille und Fiille sehen. Ne-
ben dem Beweisen von Eigenschaften haben wir auch die
Moglichkeit, neue Funktionen zu konstruieren; das erlaubt
uns das

Satz 4.1 Rekursionsprinzip. Sind ein initialer Orbit
N, eine Menge M mit ausgezeichnetem Anfangswert a €
M und eine Hilfsfunktion h : M — M gegeben, so gibt
es genau eine Abbildung f: N — M mit f(0) = a und

f(succ(n)) = h(f(n))
fiir alle n € N.

Beweis. Schreiben wir der Einfachheit halber

1 = succ(0) und = + 1 = succ(x),

so ergeben sich die Werte von f durch “Rechnungen” dieser
Art:
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0 a

1+ h(a)
141 h(f(1)) = h(h(a))
n+1— h(f(n)) = h(h(...h(a)))

Anders ausgedriickt, zu gegebenem N, M, Anfangswert a
und Hilfsfunktion h ist die Menge der Rechnungen induktiv
definiert durch

(i) 0+ a ist eine Rechnung

(ii) 0+ a; succ(0) — h(a) ist eine Rechnung

(iii) Ist R,n +— b eine Rechung, so auch R,n +—
b, succ(n) — h(b)

(iv) Nichts anderes ist eine Rechnung.

Wir haben nun durch Induktion zu zeigen, dass es zu jedem
n € N genau eine Rechnung der Form 0 — b bzw. R;n — b
fiir n #£ 0 gibt. Ist das gezeigt, so haben wir mit f(0) = a
und

f(n) = b < Es existiert eine Rechnung R;n + b,n # 0

eine Abbildung f : N — M, welche die gewiinschten Eigen-
schaften besitzt. Da jede solche Funktion, wie oben demon-
striert, durch Rechnungen eindeutig auszuwerten ist, gibt es
auch nur ein solches f.
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Die Existenz der Rechnungen folgt trivial, indem wir im In-
duktionsschritt an gegebenes R;n + b einfach succ(n) +—
h(b) anhéangen. Fiir die Eindeutigkeit mussen wir aber (N1)
und (N2) bemiihen. Eine Rechnung mit letzter Zeile 0 +—
b kann nicht nach (i) oder (ii) entstehen, weil sonst 0 =
succ(n), im Widerspruch zu (N1). Also muss sie nach (i) ent-
standen sein. Im Schluss von n auf succ(n) betrachten wir
eine Rechnung mit letzter Zeile succ(n) — b. Wieder wegen
(N1) kann dies nur nach (ii) oder (iii) entstanden sein, hat
also eine vorletzte Zeile der Form

m — ¢ mit succ(m) = succ(n),b = h(c)

Mit (N2) folgt m = n, nach der Induktionsannahme ist ¢
eindeutig bestimmt und damit auch b = h(c). O

Aus dem Rekursionsprinzip folgt, dass es nicht besonders
viele initiale Orbits gibt:

Korollar 4.2 Bis auf Isomorphie gibt es genau einen
initialen Orbit.

Beweis. Seien M, N initiale Orbits, h = idy und a = 0.
Dann ist die durch das Rekursionsprinzip gegebene Funktion
f: M — N ein [somorphismus. 0

In dem Beweis auf dem Anfang dieser Seite hatten wir die
Formulierung “folgt trivial”, was in den Ohren vieler Leser
arrogant klingen mag. Mit “trivial” ist in mathematischen
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Texten aber gemeint, dass die Aussage direkt aus der Defi-
nition abgeleitet werden kann. Arrogant war hingegen eher
der Beweis unseres letzten Korollars. Anstelle eines Beweises
wurde de facto nur eine kurze Beweisidee skizziert. Der Nach-
weis, dass es sich wirklich um einen Isomorphismus handelt,
wird dann aber nicht erbracht. Solchen knappen Beweisen
wirst du oft in der Mathematik begegnen. Die eine Hélfte
der Leser argert sich, weil sie sich den Rest nun selber erar-
beiten miissen, die andere Halfte freut sich, dass ihnen die
Idee mitgeteilt wird und sie sich nicht mit den technischen
Details beschéftigen miissen.

Wenn wir eine natiirliche Zahl m als Anfangswert und die
Nachfolgerfunktion als Hilfsfunktion wéhlen, dann liefert das
Rekursionsprinzip eine Funktion f,,, : N — N mit der Ab-
bildungsvorschrift f,,(n) = m 4+ n. Definieren wir nun eine
Funktion plus : NxN — N durch plus(m,n) = f,,(n), dann
erhalten wir die Rekursionsgleichungen

plus(m,0) = m
plus(m, succ(n)) = succ(plus(m,n))

Fiir die Multiplikation gibt es dhnliche Gleichungen

mal(m,0) = 0
mal(m,succ(n)) = plus(mal(m,n), m)
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und zur groflen Freude konnen wir die grundlegenden FEi-
genschaften der Addition und Multiplikation mittels dieser
rekursiven Definition und dem Induktionsprinzip beweisen,
z. B. dass die Addition assoziativ ist, d.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen m,n, p gilt

plus(plus(m,n), p) = plus(m, plus(n, p))

Gilt p = 0, dann ist

plus(plus(m,n),0) = plus(m,n) = plus(m, plus(n, 0))

Ist diese Aussage fiir p schon gezeigt, dann gilt

plus(plus(m, n), succ(p)) = succ(plus(plus(m,n),p
succ(plus(m, plus(n, p)
n,p)

)

(
(

= plus(m, succ(plus(

)
)
)
)

= plus(m, plus(n, succ(p

Nun wollen wir das Kommutativgesetz fiir die Addition be-
weisen. Dieses Gesetz besagt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen
m, n folgendes gilt:

plus(m,n) = plus(n, m)

Datfiir brauchen wir etwas Vorbereitung, und zwar zeigen wir
zuerst die folgenden beiden Gesetze:
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(4.1) Fir alle m, n gilt

succ(plus(n, m)) = plus(succ(n), m)

(4.2) Fir alle n gilt plus(n, 0) = plus(0, n)
Also zunéchst (4.1) mittels Induktion iiber m:

Induktionsanfang m = 0:

succ(plus(n, 0)) = succ(n) = plus(succ(n), 0)

Induktionsschritt von m nach m + 1:

succ(plus(n,succ(m))) = succ(succ(plus(n,m))
succ(plus(succ(n), m))
= plus(succ(n), succ(m))

Jetzt (4.2):
Induktionsanfang n = 0: plus(n, 0) = plus(0,0) = 0 = plus(0, n)

Induktionsschritt von n nach n 4+ 1:

plus(succ(n),0)) = succ(plus(n,0))
succ(plus(0,n))
= plus(0, succ(n))

Jetzt beweisen wir das Kommutativgesetz per Induktion iiber
m. Der Induktionsanfang war gerade (4.2) und den Indukti-
onsschritt sehen wir so ein:
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plus(n, succ(m)) = succ(plus(n,m))
plus

(m,n))

= plus(succ(m), n)

succ(

Auf dhnliche Weise konnen Assoziativ- und Kommutativ-
gesetz fiir die Multiplikation bewiesen werden und ein Ge-
setz, das das Zusammenspiel von Addition und Multiplika-
tion beschreibt, das sogennante Distributivgesetz: Fiir
alle k,m,n € N

mal(k, plus(m,n)) = plus(mal(k, m), mal(k,n))

Entsprechend gibt es Gesetze, die das Zusammenspiel zwi-
schen Ordnung, Multiplikation und Addition erkldaren, wobei
folgende rekursive Definition der Ordnung benutzt wird:

—m < 0,m <succ(n) & m<nVm=n

Wenn wir wieder zur gewohnten Infixnotation iibergehen, so
erhalten wir die folgende Liste von Gesetzen:

Assoziativgesetz der Addition VaVyVz.(x +y)+z=x+ (y + 2)
Assoziativgesetz der Multiplikation | VaVyVz.(xy)z = x(y2)
Kommutativgesetz der Addition VaVyor +y=y+2x
Kommutativgesetz der Multiplikation | VaVy.xy = yx

Distributivgesetz VaVyVz.x(y + z) = zy + x2
Additivitat der Ordnung VeVyVze <y s+ 2<y+z
Multiplikativitat der Ordnung VeVyVz.e <yANz>0— 2z <yz
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Weitere Operationen, die wir rekursiv definieren konnen,
sind die Exponentiation

hoch(m,0) = 1
hoch(m,succ(n)) = mal(hoch(m,n), m)

die n-fache Summe

0 n+1 n
g a; = ao, E a; = P|US( E 7 an+1)
i=0 i=0 i=0
und das n-fache Produkt
0 n+1 n
[ e =ao, []a=mal(an, || a)
i=0 i=0 i=0

Anstelle von hoch(m, n) schreiben wir abkiirzend m".

Nun konnen wir wieder per Induktion etliche Eigenschaften
dieser Operationen beweisen. Eine der bekanntesten ist z. B.
folgende Summationsformel:

Zn:k _ n(n+1)
2
k=0

Diese Gleichung gilt fiir n = 0, weil dann auf beiden Seiten 0
steht und folgendermafien funktioniert der Induktionsschritt
von n nach n + 1:
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Zk = zn:k+(n+1)
k=0

n(n—|—1)+2n—|—2
2 2
nn+1)+2(n+1)

2
(n+1)(n+2)

2

Wir betrachten die Ausdriicke > a; und [[;_, a; nochein-
mal genauer. Die Variable ¢ wird in diesem Zusammenhang
der Laufindex genannt. Dieser muss nicht unbedingt bei 0
starten, jeder andere Wert ist auch zulassig, zum Beispiel

12 2
g a; oder H a;.
=3 i=3

Ist n < j, dann soll 3 " a, den Wert 0 und [[;_; a; den
Wert 1 haben; das ist einfach eine Konvention, die sich als
niitzlich erwiesen hat. Eine weitere Schreibweise fiir 22133 a;
ist

E a;.
3<i<12

Allgemeiner konnen wir unter das Summen- bzw. Produkt-
zeichen eine Bedingung B schreiben, die nur von endlich
vielen natiirlichen Zahlen erfiillt wird. Dann ist ) ;) a; die
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Summe aller a;, bei denen ¢ die Eigenschaft B erfiillt. Zum
Beispiel werden wir im néchsten Satz eine Summe der Form

E /
i+j=k

antreffen. Das ist so zu lesen: k ist eine feste Zahl und wir
betrachten alle Paare natiirlicher Zahlen (i, j) mit ¢ +j = k,
also

! / / /
E a;; = Aoy, + a10p_; + -+ apa.
i+j=k

Satz 4.3 Sei b > 0 eine feste aber beliebige natiirliche
Zahl. Dann existiert zu jeder natiirlichen Zahln > 1 eine
ewndeutige natirliche Zahl m und eindeutige Zahlen ag
bis a,, mit 0 < a; < b fiir0 <i<m und a,, # 0, so dass

m
n = g apb”
k=0

qilt. Fiir Addition und Multiplikation zweier natiirlicher
Zahlen folgt daraus: gilt

m/
n = g a, b,
k=0
dann 1st die Summe
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max {m,m’}

n+n' = Z (ay + a})b",
k=0

wobet Qg1 = -+ = ayy = 0, falls m’ > m bzw. a;n’+1 -
c-=ual, =0, falls m > m', und das Produkt ist

m4m/
I _ k . o /
n-n = g cb” mit ¢ = g aia;
k=0 k=i+j

Beweis. Es folgen mehrere Induktionsbeweise. Wir bewei-
sen zunachst folgende Gleichung per Induktion iiber k:

(4.3)  SF (b—1) b 41 =0

Fir k = 0 haben wir

0
b= b +1=0b-1)P+1=b-1+1=0
1=0

Der Schritt von k nach k + 1:

k+1 k
D=1 b +1 = (b—1)- b +1+(b—1) b
1=0 i=0

= O (b — 1) % bMH = b2
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Nun widmen wir uns der eindeutigen Darstellung von n. Fiir
n = 1 erhalten wir

0
1:21-170.
k=0

Sei nun n beliebig, aber wir wiissten schon, dassn = 3, ab”
gilt. Dann sei j = min{k < m : a; # b— 1}, falls so ein Mi-
nimum existiert, und wir erhalten die eindeutige Darstellung
von n + 1 mit Hilfe von (4.3):

n—i—lzz:ak-bk—l—l: Z apb® + (a; + )b,
k=0 k=j+1

Wenn es ein solches Minimum 7 nicht gibt, dann ist n+1 =
100... (mit m Nullen). Jetzt zum zweiten Teil des Beweises.
Hierbei beschrianken wir uns auf einen Beweis fiir die Dar-
stellung der Multiplikation, der Beweis fiir die Addition ist
einfacher. Wir fiithren einen Induktionsbeweis iiber m’. Gilt
m’ = 0, dann ist n’ = af, und

m m m-+m/
I i I / T k
n-n = E a;b’ | -ay = g aga;b’ = g cib

i=0 i=0 k=0
mit ¢ = ap - ag = ) 5, apa;. Sei nun die Aussage fiir m/
bewiesen und

m/+1

n' = E ab'

i=0
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/ .
gegeben. Dann kénnen wir n - (ZZO a Hbz) eine eindeutige

Darstellung Y ;b mit ¢ = Y7, 5 a;a;,; zuordnen. Es gilt

m'+1 m+m/+1
119 7
n- g a;b’' | = g cib
1=1 1=1

Zu dieser Darstellung miissen wir nur noch aj, so wie oben
dazuaddieren. O

So eine eindeutige Darstellung einer natiirlichen Zahl nennen
wir ihre b-ale Darstellung. Dieser Satz erlaubt eine Recht-
ferticung des Algorithmus fiir schriftliche Addition und Mul-
tiplikation des ersten Kapitels. Betrachten wir nocheinmal,
was passiert, wenn wir n und n’ wie im Satz oben addieren.
Wir schreiben die beiden b-alen Darstellungen untereinan-
der, zichen einen Strich

Qm ... A1 Qo

/ / /

und bilden zuerst die Summe ay + af. Dann gilt entweder
ap+ag < boder ag+aj = b+ ay mit ay < b. Entsprechend
ist die Notation unter dem Strich und wir wiederholen dann
eine Stelle weiter links... Das Vorgehen bei der Multiplikation
ist auch naheliegend. Beachte, dass eine Multiplikation mit
b einer Verschiebung nach links entspricht. Deshalb kénnen
wir mit einer Ziffer multiplizieren und das Ergebnis so oft
nach links schieben, wie es der Position der Ziffer entspricht.
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Hier ist auch eine gute Stelle um einen Beweis fiir Lemma
2.10 nachzuholen: Sei also | X| = |Y|=nund f: X - Y
injektiv. Ist n = 1, dann gibt es sowieso nur eine solche
Funktion f, die das einzige Element aus X auf das einzige
Element aus Y abbildet. Ist n = m 4+ 1, und a € X, dann
ist auch f': X \ {a} = Y \ {f(a)} injektiv, | X \ {a}| =
'Y\ {f(a)}| = m, also ist nach Induktionsvoraussetzung f’
bijektiv. Dann ist aber auch f bijektiv. 0

Nachdem wir das Assoziativgesetz fiir die Addition und Mul-
tiplikation der natiirlichen Zahlen gezeigt haben, folgen die-
selben Eigenschaften fiir die ganzen und rationalen Zahlen
sehr einfach, denn

(m,n) + (m',n') = (m+m/,n+n')
(m +m,n' +n)
= (m/,n) + (m,n)

liefert zum Beispiel das Kommutativgesetz fiir die Addition
ganzer Zahlen und

f(g+g)_fad+bc_r(ad+bc)_rad+7“bc_ig+if
sb d s bd sbd sbd  sb sd

das Distributivgesetz fiir die rationalen Zahlen. Auflerdem

gelten neue Aussagen: wegen z + (—z) = 0 gilt

Z =ENxdy.x+y =0
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oder, wenn wir x +— —x als neue einstellige Operation auf-
fassen,

ZE=Nrvx+ (—x)=0

Fiir die rationalen Zahen haben wir zum Beispiel

QEVrx#0—dyay =1

Wir versuchen Ordnung in diese Ansammlung von Aussagen
zu bekommen: Eine Gruppe ist eine Struktur mit Signatur
(-,71, e), die folgende Aussagen erfiillt:

VaVyVz.(z-y) -z = x-(y- 2)

Ve.e-x = x

Vex bz = e

Das ist so zu lesen, dass - = +, ¥ = _ und % =0 gilt.

Eine Gruppe ist abelsch, falls

VaVyx-y=y-x

erfiillt ist. Die drei Beispiele oben sind alle abelsch.
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Ein Ring R hat Signatur (4, -, —, 0, 1); dabei ist (R, +, —, 0)
eine abelsche Gruppe und weiterhin gilt

VaVyVz.(z-y) -2 = x-(y-2)
Vel-x = x
VaVyVz.(r+y) -2 = x- 24y 2
VaVyVz.x - (y+2) = x-y+x- 2

Beispiele sind (Z, +, -, —,0,1) und (Q, +, -, —, 0, 1). Schlie-
lich ist ein KOrper ein Ring, der die zusétzlichen Axiome

Vex 40— 3dyx-y=1 VaVyor-y=y-x

erfiillt. Einziges bis jetzt bekanntes Beispiel ist der Korper
der rationalen Zahlen.
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Aufgaben

1. Welche der folgenden Abbildungen sind Homomorphis-
men’?’

o ¢ : Z — Q mit ¢(2) = 2% bzgl. der Signatur
(+,—,0),

e ¢ . Z — Z mit ¢(2) = —z bzgl. der Signatur
(+,—,0) bzw. (<),

o) : Zy — Zo mit ¢(z) = 2% bzgl. der Signatur
(+,—,0).

2. Betrachte ein quadratisches Badezimmer mit Seitenlange
2". Eines seiner (2")? Einheitsquadrate ist fiir einen Ab-
flul vorgesehen. Zeige durch vollsténdige Induktion, dass
sich die verbleibenden (2")? — 1 Felder mit Fliesen von
der Form @ kacheln lassen. Hier ist der Fall n = 3 dar-
gestellt:

3. Zeige, dass fiir den Orbit A auf Seite 69 das Rekursions-
prinzip nicht gilt.
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5 Rechnen

Wir untersuchen die Struktur des Rings der ganzen Zahlen
und kommen somit zur Theorie der “Teilbarkeit”. Neben-
bei werden wir viele neue Beispiele fiir Ringe und Koérper
kennenlernen. Ist a eine ganze Zahl, dann sei |a| = a, falls
a > 0, ansonsten sei |a| = —a.

Wir sagen, die ganze Zahl a teilt die ganze Zahl b, falls
wir eine dritte ganze Zahl ¢ finden, so dass b = ac gilt; wir
schreiben a|b. Teilbarkeit ist somit eine zweistellige Relation
auf der Menge der ganzen Zahlen. Sie erfiillt die folgenden
Regeln:

e al0
e Ola=a=0
e a|b = (ac)|(bc)

e a|b und alc = a|(b + ¢)

Satz 5.1 Division mit Rest. In Z g¢ibt es zu allen a
und b, betde ungleich 0, eindeutig bestimmte Zahlen r
und q mait

a=bg+r, 0<r<lb.

Die eindeutige Zahl r wird der Rest der Division von a mit

b genannt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz einer solchen
Darstellung und beschranken uns auf den Fall a > b > 0.
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Jetzt konnen wir einen Induktionsbeweis iiber a fithren: Ist
a = 1, dann muss auch b = 1 sein und wir haben a = b-14-0.
Nehmen wir nun an, dass wir fiir ein beliebiges a natiirliche
Zahlen ¢, r mit a = b-g+7r und r < b haben. Fallsr+1 < b
gilt, dann ist a+1 = b- ¢+ (r+1) auch wieder eine passende
Darstellung. Ansonsten ist » + 1 = b und

a+1 =b-g+r+1
b-q+b
=b-(¢g+1)+0

Wir miissen nun noch die Annahmen, die wir gemacht ha-
ben, abschwéchen. Im Fall b > a > 0 koénnen wir einfach
g = 0 und r = a setzen. Ist eine der beiden Zahlen negativ,
dann muss ¢ durch —q ersetzt werden. Sind beide Zahlen
negativ, sagen wir a < b < 0, dann finden wir ¢,r mit
—a = —bq + r. Daraus folgt —a = —b(¢ + 1) +r + b bzw.
a=0bqg+1)+(=b—r)und 0 > —b—1r < |b].

Schliefllich zur Eindeutigkeit der Darstellung: Ist nun a =
bg+r=">0b¢ +r" und z.B. ' > r so folgt b(q —¢") = 1" —r.
Also g — ¢’ = 0, da sonst |b] < | — r| < |b]. Und es folgt
r=r. 0
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Das Teilen durch b mit Rest liefert einen Algorithmus zur
Bestimmung der b-alen Darstellung einer Zahl.

Teilen wir ", a;b" durch b, dann erhalten wir >\ a;b" !
mit Rest ag. Teilen wir dann wieder durch b, ist das Ergebnis
22.12 a;b'~? mit Rest a;. Nach m Schritten bleibt a,, mit
Rest a,,_1 iibrig.

Beispiel. Wir bestimmen die Binédrdarstellung von 124 (in

Dezimaldarstellung).
124 2 = 62 Rest 0
62 : 2 = 31 Rest0
31 : 2 = 15 Rest1l
15 : 2 = 7 Restl
7 2 = 3 Restl
3 2 =1 Restl

Wir erhalten die Bindrdarstellung 1111100.

Die Zahl t ist ein gemeinsamer Teiler von a und b, falls
t|a und t|b gilt. Ein gemeinsamer Teiler d von a und b ist ein
groflter gemeinsamer Teiler, falls jeder andere gemein-
same Teiler ¢ von a, b auch Teiler von d ist. Es folgt, dass
es zu a,b bis auf das Vorzeichen hochstens einen grofiten
gemeinsamen Teiler gibt, wir schreiben ggT'(a,b) = d mit
d > 0, falls es so einen gibt.
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Lemma 5.2 Fiir beliebige ganze Zahlen a,b gelten fol-
gende Regeln:

(i) g99T(a,b) = ggT(a — qb,b)

(i) ggT(a,b) = ggT'(b,a)

(iii) 99T (a,b) = ggT'(lal, |b])

(iv) alb < ggT'(a,b) = |al

(v) Fir jede rationale Zahl q gibt es ganze Zahlen a, b
mit ¢ = ¢ und ggT'(a,b) = 1

Beweis. Sei d = ggT'(a,b). Dann ist d ein Teiler von a

und b, damit aber auch einer von ¢b bzw. a — ¢gb. Wenn e

ein weiterer Teiler von b und a — ¢b ist, dann teilt e auch

a = a — qb + gb. Nach Definition des grofiten gemeinsamen

Teilers ist somit e auch ein Teiler von d. Das beweist (i).

Wenn ¢ ein Teiler von a, b ist, dann auch von b, a und |al, [b].

Daraus lassen sich die Gleichungen

99T (a,b) = ggT'(b,a) = ggT(|al, [b])
sofort herleiten. Auch (iv) ist leicht zu zeigen, und wir {iber-
lassen dem Leser den Beweis. Bleibt noch (v): Wenn wir zu
q eine Darstellung als Bruch ¢ = = haben, dann setzen wir
a=2/g9T(z,n) und b =n/ggT(z,n). Dann gilt

z
a _ ggT(zn) _ ~

n
99T (z,n)

und der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist 1. 0
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Satz 5.3 (Euklid+Bezout) Zu je zwei ganzen Zahlen
a,b gibt es den grifiten gemeinsamen Teiler und ganze
Zahlen x und y mit

ggT(a,b) = ax + by.

Beweis. Zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Tei-
lers benutzen wir die Regeln des vorherigen Lemmas: Wir
nehmen an, dass 0 < b < a gilt (ansonsten vertauschen
wir gegebenenfalls die Rollen von a und b oder ersetzen a
durch |a| oder b durch [b]). Ist b ein Teiler von a, dann ist
ggT(a,b) = b. Wenn nicht, dann finden wir eine ganze Zahl
q mit a — qb < bund ggT(a — qb,b) = ggT(a,b).

Wir setzen by = a — ¢b und a1 = b,q; = ¢q. Dann gilt
by < a; und wir wiederholen das Prozedere mit den Zahlen
a1 und b;. Bei jedem Schritt nimmt der Betrag einer der bei-
den Zahlen ab und irgendwann erhalten wir Zahlen a,,, b,,
mit der FEigenschaft b,,|a,,; spitestens, wenn eine der beiden
Zahlen gleich 1 ist. Nun gilt a,, = ¢,,b,, und ggT'(a, b) = by,
Daraus folgt

99T (a,b) = by,
= Qm-1 — qm—lbm—l

— bm—2 - Qm—1<aﬂm—2 - Qm—2bm—2)

= xa+ yb
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Wir schauen uns ein Beispiel an: @ = 101, b = 43 und

ggT(101,43) = ggT
ggT'(43,15) = ggT
ggT(15,13) = ggT
9917(13,2) = ggT

101 — 2 -43,43) = ggT'(15,43) =
43 -2-15,15) = ggT(13,15) =
15 — 13, 13) = ggT(2,13) =
13-6-2,2)  =ggT(1,2) = 1.

e N N R

Also

1=2—-1=2-1346-2=7-2—-13=T7(15—-13) — 13
=7-15—-8-13=7-15—-8(43—-2-15)=23-15—-8-43
= 23(101 —2-43) —8-43 =23 - 101 — 54 - 43

Ein Teiler d von a ist echt, falls |d| # 1 und |d| # |a|. Eine
Zahl a mit |a| > 1 ist unzerlegbar, falls sie keine echten
Teiler besitzt.

Satz 5.4 Jede natiirliche Zahln > 1 ist ein Produkt von
unzerlegbaren Zahlen.

Beweis. Wenn es ein Gegenbeispiel gibt, dann auch ein
kleinstes Gegenbeispiel n. Insbesondere ist n selbst zerlegbar.
Alson =a-bmit 1 < a,b < n. Da a kein Gegenbeispiel ist,
ist es ein Produkt @ = py - ... pr von unzerlegbaren Zahlen
und b = q;-...-q; ebenfalls. Alsoist n =p1-...-pp-q1-...-q
auch ein Produkt von unzerlegharen Zahlen, Widerspruch.
0
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Eine Zahl p mit |p| > 1 ist eine Primzahl, falls fiir alle
x,y € Z aus p|z -y folgt, dass p|x oder ply gilt.

Satz 5.5 In 7Z sind die unzerlegbaren Zahlen genau die
Primzahlen.

Beweis. Sei p prim und p = a - b, so 0. B. d. A. p|a, also
Ip| < la|. Andererseits |a| < |p|, also |a| = |p|. Es folgt
b| = 1.

Sei umgekehrt p unzerlegbar und ein Teiler von ab. Ist p kein
Teiler von a, so gilt ggT(p, a) = 1; also existieren nach Satz
5.3 ganze Zahlen x und y mit 1 = ax+py bzw. b = abx+bpy.
Nun teilt p das Produkt ab, also auch abx, aber auch sich
selbst und damit bpy und damit letztendlich abx 4 bpy = b.

O

“o. B. d. A. ist iibrigens die Abkiirzung fiir “ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit” , was soviel bedeutet wie “Wir
schauen uns nur einen Fall an. Wenn wir uns aber die ande-
ren Félle anschauen, dann lduft der Beweis analog”.

Satz 5.6 Jede ganze Zahl a mit |a| > 1 hat eine Zerle-
gung
a=pi-... ppin Primzahlen p1,...,pp, n > 1.

Die p; sind bis auf Vorzeichen und Reithenfolge eindeutig
bestimmdt.
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Beweis. Die Existenz haben wir schon gezeigt. Die Eindeu-
tigkeit folgt mit Induktion iiber n. Ist n = 1, dann ist a
unzerlegbar, und es gilt @ = a. Ist a = [[[_; pi = H;n:l qj
so teilt p,, eines der g; nach Umsortieren etwa gy,. Es folgt
[Pn] = || und durch Kiirzen [/ |pi| = H?:El |q;|. Mit
Induktion folgt n = m und der Rest der Behauptung. O

Satz 5.7 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gibe
es ja nur endlich viele Primzahlen, sagen wir die Zahlen pq
bis p,. Die Zahl n = py - po---p, + 1 ist weder durch p;
noch durch ps noch durch eine andere Zahl der Form p;
teilbar. Also muss n einen Primteiler ¢ haben, der sich von
den Primzahlen p; bis p, unterscheidet, Widerspruch. Es
muss daher unendlich viele Primzahlen geben. 0

Modulare Arithmetik

Sei n eine feste ganze Zahl. Wir definieren eine binére Rela-
tion auf Z

a=b modn & n|(a—b) < nl|(b—a)

und lesen: a ist kongruent zu b modulo n. Das bedeutet,
dass a und b denselben Rest bei Division durch n haben.
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Sei ndmlich (in Z)

a=qn+r b=qgn+r

mit 0 < ry,ro <nundo. B.d. A.ryg <rq,sogilta—0=
gn+rmit g=q1 — ¢, 0 <r=1r1 —ry9 <n, also

nlla—b) & r=0 < r=rnr

Somit ist = mod n eine Aquivalenzrelation auf Z. Man
darf aber mit = mod n weitgehend wie mit dem Gleich-
heitszeichen rechnen:

Lemma 5.8

a=b modn,c=d modn = a+c=b+d modn
a=b modn = —a=-b modn
a=b modn, c=d modn = ac=bd modn

Beweis. Gelte n | (a —b) und n | (¢ —d). Dannn | (a — b+
c—d)=(a+c)—(b+d)undn | —(a —b) = —a — (—b)
und n | a(c —d) + (a — b)d = ac — bd. 0

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen leicht die aus der Schule be-
kannten Teilbarkeitsregeln abgeleitet werden. Wir betrach-
ten zum DBeispiel die Regel, dass eine Zahl durch 3 teilbar
ist, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. Denn sei n
eine natiirliche Zahl und Zfzo a; - 10" ihre Darstellung im
Dezimalsystem, dann gilt wegen 10 =1 mod 3
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k k
Zai-liEO mod3:>2ai-10i50 mod 3
i=0 1=0

Dabei steht links gerade die Quersumme.

Satz 5.9 Ist eine Abstraktion 7 — Z.,, nach der Aquiva-
lenzrelation = mod n vorgegeben, d.h. eine surjektive
Abbildung a — a € Z, mit

i=bb < a=b modn

so wird Z,, zu einem kommutativen Ring, wenn die Ope-
rattonen repriasentantenweise erkldrt sind.

——
~ —~——

a+c=a+c, —a=—a,a-c=a-c
Insbesondere sind 0 und 1 die neutralen Elemente bzgl.
Addition und Multiplikation; Z, ist ein Korper, wenn p
eine Primzahl ist.

Beweis. Alle Ringeigenschaften von Z, folgen aus den ent-
sprechenden Eigenschaften von 7Z, z. B. das Kommutativge-
setz folgendermaflen:

i+b=a+b=b+a=0b+a,

oder dass 0 das neutrale Element der Addition ist:

D

a+0=a+0=
92



Sei nun n = p prim. Jedes Element & # 0 von Z,, erhalt
man mit einem a mit 0 < a < p, insbesondere sind p und
a teilerfremd. Nach Satz 5.3 gibt es ganze Zahlen x,y mit

—_—

ar+py=1,alsoar =1 modnunda-z=ar=1 - O

Betrachten wir zwei Beispiele, den Ring Z15 und den Koérper
Z~. In Z15 haben wir die Elemente 0 bis 11, der Bequemlich-
keit halber schreiben wir 0 bis 11. Dann gilt

1+1=23+4=7845=1,4-4=4,3-5=23

Ist das Ergebnis von Summe und Produkt kleiner als 12,
dann rechnen wir also wie mit ganzen Zahlen. Wenn das Er-
gebnis grofler ist, dann ermitteln wir den ganzzahligen Rest
beim Teilen durch 12. Wir rechnen also wie mit den Stunden
auf dem Ziffernblatt. In Z;5 kann es passieren, dass wir zwei
Elemente ungleich Null nehmen, deren Produkt gleich Null
ist,

6-2=0,

solche Elemente nennen wir Nullteiler. In einem Korper
kann es keine Nullteiler geben, also auch nicht in Z;, weil
dort jedes Element ungleich Null invertierbar ist, ein Inverses
finden wir mit Hilfe von Satz 5.3. Was ist z. B. 4717

99T (7,4) = ggT(7—4,4) = ggT(4,3) = ggT(4—3,3) =1
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und 1 =4—-3=4—(7—4) = 2-4—7 (das hitte man auch
raten konnen), also gilt 471 = 2.

Aufgaben

1. Bestimme die Darstellung von 121 (in Dezimaldarstel-
lung) zur Basis 2,4 und 5.

2. Berechne im Kérper Z; die Elemente —4,5+8, 57! und
34,

3. Zeige, dass es in einem Korper keine Nullteiler geben
kann. Gib ein Beispiel eines Rings an, der zwar keine
Nullteiler hat und das Gesetz Vry.xy = yx erfiillt, aber
doch kein Korper ist. So einen Ring nennen wir Inte-
gritidtsbereich.
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6 Konstruieren

Wir haben nun einige Methoden kennengelernt, um Eigen-
schaften von Strukturen zu beschreiben. Aber aufler den
natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen kennen wir kaum
Strukturen. Deshalb wollen wir in diesem Kapitel eine Kon-
struktion besprechen. Dabei greifen wir auf einen Trick zurtick,
der tief im zwanzigsten Jahrhundert verwurzelt ist, und der
Mathematikern fritherer Generationen nicht in den Sinn ge-
kommen wére: Wir benutzen die formale Sprache, die der
Beschreibung unserer Struktur dient, als Grundbaustein un-
serer Konstruktion.

Wir wollen nun einige Konstruktionen durchfiihren, in der
Tat sogar unendlich viele. Alle Konstruktionen laufen aber
nach demselben Muster: Die Sprache L enthélt zumindest
die beiden binédren Operationen +, -, die einstellige Operati-
on — sowie die Konstanten 0 und 1.

Jetzt unterscheiden wir die folgenden drei Fille:

1. Wir haben keine weiteren Symbole in L und betrachten
die Menge aller Terme T' der Signatur L mit der freien
Variablen . Wir definieren eine zweistellige Relation ~
auf diesen Termen durch

r(z) ~s(r) e Z EVer(x) = s(x)

Zu T gehoren zum Beispiel die Terme r(x) = z - x +
r+x—x s(x) =x-z+x t(r) =2+ 1 und es gilt
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r(x) ~ s(x) weil fiir jede ganze Zahl z die Gleichung
2 24+ 2+ 2—2 = z-z+ z erfiillt ist; andereseits
gilt r(x) o t(x), weil zum Beispiel fiir z = 0 dann
0-04+0+0—-0=0<0+1 gilt.

. Wir definieren L und T genau wie im esten Fall, defi-
nieren aber die Relation ~ so, dass fiir ein vorgegebenes
n

r(z) ~ s(r) < Z, EVe.r(r) = s(x)

erfiillt ist. Damit stehen jetzt mehr Terme zueinander in
Relation, zum Beispiel gilt nun:

=

. Wir nehmen fiir jede rationale Zahl eine Konstante dazu;
der Bequemlichkeit wegen benutzen wir dasselbe Sym-
bol fiir eine rationale Zahl und die Konstante, die diese
Zahl benennt (das ist iibrigens das erste Beispiel fiir ei-
ne Signatur mit unendlich vielen Symbolen). Damit sind
L und T festgelegt. Analog zu den beiden Féllen oben
definieren wir ~ durch

r(z) ~ s(x) & Q EVrr(r) = s(z)

Wir haben zum Beispiel

(g+7) 2 ~ q-x+7T 2
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) w~goree
wobei ¢, r alle rationalen Zahlen durchlaufen.

Auch wenn die Definition der Relation ~ in alle drei Féllen
unterschiedlich war, sehen wir wegen

R | Vz.s(z) = s(x)
R = Vz.s(x) =t(x) — t(z) = s(z)
R | Vauor(z)=s(x) As(z) =tx) — r(x) =t(z),

dass ~ eine Aquivalenzrelation ist: dabei ist R eine der
Strukturen Z,Q oder Z, fiir eine natiirliche Zahl n > 1.
Damit konnen wir die Menge X der Aquivalenzklassen von
T nach ~ bilden, und wir erstellen nun eine neue Struktur
A der Signatur L, deren Grundmenge gerade X ist und bei
der wir die Operationen und Konstanten tiber die Repréasen-
tanten definieren:

s(@)) ~ Mx)) ~ = (s(x) t(x))/ ~
—As(x)) ~) = —s(x)/ ~
04 =0/~
14 =1/~
¢ = q/~

Dabei ist ¢ in der letzten Zeile eine beliebige rationale Zahl
(diese Definition bendtigen wir nur im dritten Fall). Wir
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miissen zeigen, dass diese Definitionen wohldefiniert sind,
also unabhéangig von der Wahl eines Reprasentanten. Fiir die
Addition gilt zum Beispiel: Seien Terme sy(x), s1(x), to(z), t1(z)
gegeben und es gilt auflerdem so(z) ~ si(x) baw. to(x) ~
t1(z), dann ist

so(@)/ ~ +to(x)/ ~ = (so(x) +to())/ ~
= (s1(2) +1a(2))/ ~
= so(x)/ ~ +t(z)/ ~

Fiir die Multiplikation und das Rechnen mit den Konstanten
ist der Nachweis der Wohldefiniertheit analog.

Wir wollen unserer Konstruktion nun entsprechend einem
der drei Falle jeweils einen Namen geben:

1. der Polynomring Z[z] in der freien Variablen x iiber
dem Ring der ganzen Zahlen,

2. der Polynomring Z,[z] in der freien Variablen x {iber
dem Ring der ganzen Zahlen modulo n,

3. der Polynomring Q[z] in der freien Variablen z iiber
dem Korper der rationalen Zahlen.

Meinen wir eine dieser Strukturen, dann schreiben wir R[z].
Das Symbol R steht dann fiir einen der Ringe Z, Z,,, Q, den
wir dann auch den Koeflizientenring und seine Elemen-
te entsprechend Koeffizienten nennen. Ein Polynom ist
ein Element eines Polynomrings. Wir schreiben in der Regel
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Polynome in der Form p(x), q(z),... Wir geben also einen
Hinweis auf den Namen der freien Variablen.

[st der Koeefizientenring sogar ein Korper, das ist der Fall
bei den rationalen Zahlen und den endlichen Kérpern Z,
mit p einer Primzahl, dann schreiben wir auch gerne K|z]
anstelle von R|x|. Diese Strukturen wollen wir jetzt ndher
untersuchen:

Lemma 6.1 Jedes Polynom p(x) € R|x] hat eine ein-
deutige Darstellung 1n Normalform

1

n
p(z) = Z a;x" = a," + ap_ 12" 4.+ ajx + ag

i=0
mit a; € R. Die eindeutige Zahl n wird der Grad des
Polynoms p genannt.

Beweis. Zwei Dinge miissen wir beweisen:

1. Eine solche Darstellung existiert.

2. Eine solche Darstellung ist eindeutig.

Den ersten Teil beweisen wir mit Hilfe von Induktion iber
den Aufbau der Terme; das klingt hochgestochen, besagt
aber nichts anderes, als dass wir diese Eigenschaft fiir Varia-
ble und Konstanten und dann fiir zusammengesetzte Terme
nachpriifen: Die Terme 0, 1, x bzw. ¢ mit ¢ € Q sind schon in
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Normalform. Angenommen, die Terme s(x), t(x) sind schon
in Normalform, also etwa

s(x) = i a;x’ und t(x) = i b’
i=0 =0

O. B.d. A. nehmen wir an, dass n > m gilt. Wir vereinbaren,
dass b1 = --- = b, = 0, falls n > m, dann gilt fiir die
Summe

n

s(x) +t(x) = Z a;x" + Z bix' ~ Z(ai + b))z’

1=0 ) 1=0

und fiir das Produkt

s(x)-t(x) = (Z aw’) : (Z bixi> ~ Z ¢z’
i=0

i=0 §=0

mit ¢; = Z@-Jrk:j a;br.. Das sollte jeden an den Beweis iiber
die eindeutige b-ale Entwicklung einer natiirlichen Zahl er-
innern, was es uns erlaubt, hier knapp zu sein.

Nun zur Eindeutigkeit: Zunachst bemerken wir, dass es aus-
reichend ist, die Eindeutigkeit der Darstellung des Nullpoly-
noms zu zeigen. Denn héatten wir zwei Darstellungen

Z a;x' Z bja:j
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eines Polynoms, dann sind 0 und " (a; — b;)x" zwei Darstel-
lungen des Nullpolynoms. Wir zeigen zunéchst " £ 0. Wie
zeight man, dass zwei Terme nicht aquivalent sind? Wir geben
einen weiteren Ring an, in dem alle vorgegebenen Gleichun-
gen gelten, aber eben nicht ™ ~ 0. Dieser Ring ist R selbst,
wobei " = 1 sein soll. Damit haben wir 1" = 1 £ 0.
Analog sehen wir r - 2" 0 0 fiir jedes Element r # 0
aus R oder z" — 2™ o« 0 fiir n > m; ansonsten wére
2" ~ 2™ und "7 ~ 1 (was wir diesmal mit der Inter-
pretation xf = 0 widerlegen kénnen). Letztendlich erhalten
wir » 1, a;x’ ¢ 0, wenn nur ein Koeffizient ungleich Null
1st. 0

Das eben bewiesene Lemma erschlieft uns nun folgenden
Satz:

Satz 6.2 Der Polynomring R[x] ist, wie der Name schon
verrdt, ein kommutativer Ring. Fiir einen Korper K ist
K|x] sogar ein Integrititsbereich, das heifit, der Ring hat
keine Nullteiler.

Beweis. Die cindeutige Darstellung erlaubt es, alle Ringei-
genschaften von R auf R[z] zu tibertragen; Zum Beispiel die
Kommutativitat der Addition:
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max {m,n}

n m
Z CLZ'.CL’i + Z bZ.IZ = Z (CLZ' + bz).%z
1=0 1=0 1=0

max {m,n}

= Z (bz + CLZ')ZUi
mi:O n

= Z bix' + Z a;x'.
1=0 1=0

Ist K ein Korper und p,q € K|x] ungleich dem Nullpoly-
nom, dann zeigt die Formel fiir die Multiplikation, dass auch
mindestens einer der Koeffizienten ungleich Null sein muss.
Das zeigt, dass wir einen Integritatsbereich haben. 0

Korollar 6.3 Ist K ein Kérper, sind p(x),q(z) Poly-
nome aus Klx| und ist der Grad von p kleiner gleich
dem Grad von q, dann existieren eindeutige Polynome

r,s € Klz|, sodass q = sp + r und r einen kleineren
Grad als p hat.

Beweis. Im Gegensatz zu dem analogen Beweis fiir die Teil-
barkeit mit Rest bei den ganzen Zahlen konnen wir hier den
Rest explizit angeben. Die Idee ist recht einfach: Das Poly-
nom mit dem kleineren Grad multiplizieren wir jeweils mit
Potenzen von x und passend gewihlten Koeffizienten und
ziehen diese sukzessive von dem Polynom mit dem grofe-
ren Grad ab. Im konkreten Fall sicht das so aus: Sei g(x) =
S gaix’ und pla) =Y " bia' mit m < n. Dann ist
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m

T—Zazx _7” n— mzb i 9mln-1 bman—1 2 1be ——b;anszx’

a
nml ki:O

ein Polynom vom Grade kleiner m. Dabei haben wir still-
schweigend vorausgesetzt, dass die Koeffizienten a,, b,,, . . .
alle ungleich Null sind. Sollte einer dieser Koeffizienten gleich
Null sein, dann kann der entsprechende Summand weggelas-
sen werden. O

Teilen mit Rest ist also wie bei den ganzen Zahlen moglich.

Beispiel. Wir berechnen in Q[x] den Teiler mit Rest von
z* + 2° + x durch 2% — 1:

ottt = 2 (x
o (x
o (x
Damit ' + 23+ 2 = (2 — 1)(2® + 2 + 1) + 22 + 1 oder
anders ausgedriickt, 2% 4+ 2 4+ x geteilt durch 2? — 1 ergibt
2?4+ x4+ 1 mit Rest 2z + 1.

D+ +2i 42
— D +x(z®—1)+2° + 27
—D4z@® - 1)+ (@ —1)+22r+1

l\Dl\D[\D

Fiir ein Polynom p € R[z| nennen wir ein Element a € R
mit R[x| = pla] = 0 eine Nullstelle von p.

Korollar 6.4 (Abspaltung) Ist p(x) ein Polynom vom
Grad n > 0 und a € K eine Nullstelle, so gibt es ein
(eindeutig bestimmtes) Polynom q(x) € Klz| vom Grad
n—1 so, dass p(x) = q(z)(x — a).
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Beweis. Division in K |[x] ergibt p(z) = q(x)(x — a)+ b mit
konstantem b € K. Einsetzen ergibt

0=pla] =qlal(a —a)+b=0b. O

x — a heift der Linearfaktor zur Nullstelle a. Hat man
p(z) = q(z)(x — a)* mit qla] # 0 (und das ist eindeutig
bestimmt), so ist a eine k-fache Nullstelle von p(x).

Lemma 6.5 Ein Polynom von Gradn > 0 hat hdchstens
n verschiedene Nullstellen.

Beweis. Nach n — 1 Abspaltungen kann nur noch ein Li-
nearfaktor iibrigbleiben. Daraus folgt die Behauptung. O

Wie bei ganzen Zahlen folgt (der Grad iibernimmt die Rolle
des Betrags):

Satz 6.6 (Bezout) Zu p(x),q(x) € K|x] gibt es bis auf
Multiplikation mit einem FElement aus K \ {0} genau
einen grofsten gemeinsamen Teiler und r(x), s(x) € K|x]
mit

99T (p(z), q(x)) = p(z)r(z) + q(x)s(z)

und r hat einen kleineren Grad als q sowie s einen klei-
neren Grad als p. Diese bestimmt man mat dem Fuklidi-
schen Algorithmus fiir Polynome.
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Beispiel. Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teiler
von 2t 4+ 1 und 2° + x in Q[z]:

ggT(z* +1,2° +2) = Y22t )
= ggT(z° +x—az2+1)

gT(:I: +1—x
(

= gqT(2° +x—x +x,—r* 4+ 1)
(=
(=

Q

= ggT(—2*+1,27)
2 4+ 1+ 2%, 22)

also

1 — 2%+ 22
(1—x2)+%x(aﬁ3+x—x3+x)

= (1+ 1:1:2)(1—33 )+%:c(x3+a:)
( (4 o)
(1+—ﬁxﬁ+4)—%@?+@uﬁ+x)

L4527 ((@" +1) — a(a” + 7)) +

Ein nicht konstantes Polynom p(x) heifit unzerlegbar oder
irreduzibel, wenn in jeder Zerlegung p(x) = q(z)r(x) ei-
ner der Faktoren konstant ist. Ein nicht konstantes Polynom
p(z) ist ein Primpolynom, wenn

p(@)|(q(z)r(z)) = p(x)[q(z) oder p(z)|r(z)

Wie bei den ganzen Zahlen folgt:
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Satz 6.7 Die unzerlegbaren Polynome sind gerade die
Primpolynome. Jedes nichtkonstante Polynom f(x) hat
ewne Darstellung

f(x)=pi(z) - pulz).

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge und Multi-
plikation mit Elementen aus K \ {0} eindeutig.

Konstruktion von Korpern

Im Korper Q gibt es keine Losung fiir die Gleichung

2> =9,

Das wusste schon Euklid. Denn hatten wir eine solche Losung
¢, dann konnten wir schreiben

q= T it m,n € Z und ggT'(m,n) = 1.
n
Daraus folgt m? = 2n?. Damit wiren m? und auch m gerade
Zahlen, also m = 2m’. Es folgt 4m’* = 2n2 und daraus, dass
auch n gerade wire. Also ggT'(m,n) > 2, ein Widerspruch.

Trotzdem wére es nett, einen Korper L zu finden, in dem
diese Gleichung eine Losung hat und in dem @ steckt, das
heifft, wir haben eine Einbettung ¢ : Q — L. So einen
Korper konstruieren wir uns nun.
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Satz 6.8 Ist p(x) in Klz] fest gewdhlt, so erhdlt man
eine Kongruenzrelation auf K|x] mit

f@) ~pay g(2) < pl@)|(f(z) = g(x))

(e

FEine Abstraktion K|x] K|x|/p(z) liefert auf K|x]/p(x)
die Struktur eines Integrititsbereichs, wenn die Opera-
tionen reprisentantenweise erkldirt werden, also

m(p) +7(q) = m(p+q), 7(p) 7(q) =7(p-q)

Das Element a = 7(x) ist eine Nullstelle von p(x) in
K[x]/p(z). Die Elemente dieser Struktur haben eine ein-
deutige Darstellung

bn_la”_l + ... bla + bo,

wobei n der Grad von p ist und b; € K. Der Kiorper K
wird durch k — w(k) eingebettet. Der Ring K|z|/p(x) ist
ein Korper genau dann, wenn p(x) Primpolynom ist.

Beweis. Dass man eine Kongruenzrelation hat, sieht man
wie in dem Beispiel der Kongruenzen auf Z. Analog folgt
auch die Tatsache, dass K[z]/p(x) ein Integritiatsbereich ist.

Um zu zeigen, dass K in K|z|/p(x) eingebettet ist, miissen
wir nachweisen, dass 7 eingeschrénkt auf K injektiv ist: Sind
aber k, b zwei Elemente von K bzw. die entsprechenden
konstanten Polynome, dann kann 7(k) = 7(b) nur dann
gelten, wenn 7(k — b) = m(0) ist. Das Polynom p(x) kann
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aber nur dann das konstante Polynom k — b teilen kann,
wenn k — b = 0 ist.

Als néchstes widmen wir uns der eindeutigen Darstellung der
Elemente von K|z|/p(z). Dafiir zeigen wir durch Induktion
tiber den Grad, dass es fiir jedes Polynom f(z) ein g(x) von
Grad kleiner n gibt mit w(f(z)) = w(g(x)). Es gibt eine Dar-
stellung f(x) = h(z)x + ¢, wobei h einen kleineren Grad als
f hat und ¢ konstant ist. Also gibt es k(x) = Z;:Ol C;x; von
Grad < n mit w(h(z)) = 7(k(z)). Aus p(z) = >.I, a;x’

n_ ,—1 n—1 __ i
folgt " = a, " > ._, a;x’", also
n—1 n—1
k(z)r +c=c,_1a," E a;x' + E ci_1x' +c
i=0 i=1

was wegen 7( f(z)) = w(k(x)x+c) die Behauptung beweist.
Eindeutigkeit: Weil f,g einen Grad kleiner n haben und
7(f) = m(g) folgt p|(f — g) und f — g hat auch einen Grad
kleiner n, also f — g = 0. Ist p(x) prim und p(z) [ff(z), so
erhéilt man man das Inverse von 7(f(x)) nach Bezout. O

Zum Beispiel ist Q[z]/z* — 2 ein Korper, weil wir uns oben
iiberlegt haben, dass die Gleichung 2% = 2 keine Lésung in
Q hat und damit das Polynom z? — 2 irreduzibel ist. Nach
Satz 6.8 konnen wir uns die Elemente dieses Korpers als
Polynome ¢ + rx mit ¢,r € Q auffassen, wobei wir mo-
dulo 22 — 2 rechnen. Das Element 7(x) ist nun aber eine
Losung der Gleichung z? — 2, und wir definieren deswegen
V2 = 7(x). Damit bekommen die Elemente des Korpers die
Gestalt ¢ + rv/2.
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Wir haben somit die Moglichkeit, die rationalen Zahlen um
Wurzeln anzureichern. Was wir hier gemacht haben, ist, wie
schon gesagt, eine Idee des zwanzigsten Jahrhunderts. An-
statt eine Losung zu suchen, konstruieren wir eine solche.

Wenn wir nur einen Integritédtsbereich R als Koeffizienten-
ring haben, geht das meiste noch durch, wir erhalten aber im
allgemeinen keinen Kérper. Zum Beispiel ist Z[z]/(2?41) ein
Ring aber kein Kérper.Wir schreiben i fiir 7w(x) und schrei-
ben auch entsprechend Z[i] fiir diesen Ring und nennen ihn
den Ring der ganzen Gauf3lschen Zahlen. In diesem Ring
hat ein Element der Form 2 + y? plotzlich eine Zerlegung
der Form

2 2

-+ y = (x+iy)(r — iy)

Zum Beispiel gilt

B=4+1=(244)(2—1),

5 ist damit in diesem Ring keine Primzahl mehr.
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Aufgaben

L.

Bestimme die Normalform von (z — 1)* in Z[x], Q|[z]
und Zsz]|.

. Zeige, dass die Gleichung 22 = —1 in Q keine Losung

hat. Daraus folgt, dass Q(z)/(x* + 1) ein Kérper ist.

. Bestimme das Inverse von 2% im Polynomring Q[z]/(x*+

r+1).

Zeige, dass Zo|x]/x* + x + 1 ein Korper ist. Wieviele
Elemente hat er?

. Zerlege die Zahl 6 im Ring R = Z[z]/(x* +5). Wieviele

Moglichkeiten gibt es?

110



7 Losungen und weitere Literatur

Lésungen zu den Ubungsaufgaben
Zihlen

1. In beiden Tabellen sind verschiedene Symmetrien zu fin-
den: Zum Beispiel steht in Zeile ¢, Spalte j dasselbe
wie in Zeile 7, Spalte ¢. Dies gilt, weil Addition und
Multiplikation kommutativ sind. In der Additionsta-
belle stehen auf einer Diagonalen von links unten nach
rechts oben immer dieselben Eintrige, denn n +m =
(n—1)+(m+1).

2. Wir haben die folgenden beiden Rechnungen:

@ ! x | @
a | I @ |
@ @ @ % @
R # I @ |
I * o % |
3. Das Einmaleins und Einspluseins:
+!/'b ¢ d Xx|b ¢ d
bl c d ba bib ¢ d
c|d ba bb ¢ |c ba bc
d | ba bb bc d|d bc cb

4. Eine wiederholte Multiplikation entspricht dem Poten-
zieren. Fine genaue Definition dieser Operation wird im
vierten Kapitel gegeben.
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Strukturieren

1. Wahrend {1,2,3} die Menge mit den Elementen 1,2
und 3 ist, ist [1,2,3] die Liste mit den Eintrdgen 1,2
und 3, also eine Abbildung f : 3 — {1,2,3}. Die Listen
[1,2],[1,2,2] und [2, 2, 1] sind alle voneinander verschie-
den, aber [{1,2},2] = [{2,1},2],da{1,2} ={2,1} und
2 = 2. Letztendlich gilt |ay, ..., a,] = [b1,..., byl falls
m=nunda; =0b; fir 1 < <m.

2. (a) Ist a € X \ (AU B), dann gilt a« € X und a ¢
AUB,alsoa € X und a ¢ A und a ¢ B. Daraus
folgt @ € (X \ A) N (X \ B). Ist b ein Element der
letzteren Menge, dann liegt b in X aber weder in A

noch in B, also nicht in der Vereinigung AU B. Also
be X\ (AUB).

(b) Liegt a € A, dann liegt a nicht in X \ A, damit aber
wiederum in X \ (X \ A). Liegt bin X \ (X \ A),
dann nicht in X \ A, dann aber in A. Damit folgt
die gegebene Gleichung.

3. Die Relation “z ist Bruder von y” ist weder reflexiv noch
symmetrisch, aber immerhin transitiv. Die Relation “z
und y haben die gleichen Vorfahren” ist tatséchlich ei-
ne Aquivalenzrelation. Diese hat {ibrigens eine einzige
Aquivalenzklasse unter der Voraussetzung, dass wir alle
von Adam und Eva abstammen. Die Relation “z liebt 4"
ist nicht transitiv, tragischerweise oft nicht symmetrisch
und nicht reflexiv.
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4. Sei z € X, Dann f(g(x)) = (fog)(x)=(foh)(x)=

f(h(x)) und wegen der Injektivitit von f auch g(x) =
h(x).
Die analoge Aussage fiir surjektive Funktionen: Ist f :

X — Y surjektivund sind g : Y = Zund h: Y — Z
Abbildungen mit go f = h o f, so folgt g = h.

Beweis. Sei y € Y. Wegen der Surjektivitat von f gibt
esx € X mit f(z) = y. Es folgt g(y) = (go f)(z) =
(ho f)(x) = h(y). 0

5. Die Abbildung ¢ : X x X — X? definiert durch

L.

¢(la1, as]) = (a1, az)

ist, wie leicht zu sehen ist, bijektiv.
Formalisieren

L={a""c":n €N}

2. (r+t)N[1,0] =3, (r-t)N0,1] =0, ((r+r)-)N[1,1] =8
3. Esgilt {re X :x ¢ a}=X.

L.

Abstrahieren

e Kein Homomorphismus, denn es gilt z. B.

$(2) =4 #2=¢(1) + o(1).
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e Ein Homomorphismus bzgl. (+, —, 0), denn fiir feste
aber beliebige ganze Zahlen z, 2’ gilt

Pz +7) = —(2+7) = -2+ (=2) = ¢(2) + ¢()
¢(=z) = —(=2) =2 =—¢(2)

aber kein Homomorphismus bzgl. < wegen 0 < 1

und —1 = ¢(1) < 0.

e Ein Homomorphismus, denn

Y(1+1)=4=0=9(1)+¥(1)
Analog folgen die restlichen Gleichungen.

2. Induktionsanfang: Ist n = 1, dann haben wir ein 2 X
2-Badezimmer mit einem Abfluss. Es ist offensichtlich,
dass dort genau eine Fliese hereinpasst.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Unser Badezim-
mer der Seitenldnge 2" kann in vier Quadrate der Sei-
tenldnge 2" zerlegt werden. In einem dieser Quadrate
liegt der Abfluss, und wir kénnen dieses Quadrat nach
Induktionsannahme kacheln. Die restlichen drei Quadra-
te haben keinen Abfluss, aber wir konnen an der Stelle,
an der alle vier Quadrate anstoflen an das schon ge-
kachelte Quadrat eine Fliese anlegen, sodass in jedem
der verbliebenen Quadrate genau ein Feld gekachelt ist.
Jetzt konnen wir uns einbilden, dass dieses Feld jeweils
ein Abfluss wére, und nach Induktionsannahme diese
drei Quadrate kacheln.
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.Sei M =N, h = succ™ und a = 0. Wire dadurch eine
Funktion f eindeutig festgelegt, dann wére

f(0) = 0"
fay = 1%

f(succ(?)j = ;uch(7) =38

Aber in A gilt succ(7) = 0 und f(0) = ON # 8, ein
Widerspruch.

Rechnen

. Zur Basis 2 haben wir die Darstellung 1111001, zur Basis
4 die Darstellung 1321 und zu 5 die Darstellung 441.

. —4=3 mod7, 5+48=13=6 mod 7, 5-3=16=1
mod 7, also gilt 571 =3,3*=9.-9=2-2 mod 7= 4.

. Angenommen, a # 0 ist ein Nullteiler im Korper K, d.
h., es existiert ein Element b # 0 mit ab = 0. dann gilt
aber

b=1-b=(a"t-a)-b=a'-(a-b)=a'-0=0,

ein Widerspruch. Der Ring der ganzen Zahlen ist ein
Integritatsbereich aber kein Korper.
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Konstruieren

. Wir rechnen (x — 1) = (2% — 22+ 1)? = 2% + 422 — 1.
Damit haben wir die Normalform z* + 42* — 1 in Z[z]

und Q[x] und wegen 4 =0 mod 2bzw. —1 =1 mod 2
die Normalform x% + 1 in Zs[z].

. Gébe es eine Losung a dieser Gleichung, dann wére

a>0,a <0 odera=0.

In allen drei Fillen folgt a? = —1 > 0. Aber aus 0 < 1
folgt —1 < 1+ (—1) = 0, ein Widerspruch.

. Es gilt

A +l=a(®+1)+1,
also (z%)~!' = 2% + 1.

. Wire 22 + o + 1 zerlegbar, so ein Produkt zweier Line-
arfaktoren und es gibe eine Nullstelle a € Zs. Aber 0
und 1 sind beide keine. Nach Satz 6.8 erhalten wir einen
Korper. Dessen Element sind 0,1, z und x 4+ 1 , und es
wird modulo % + z + 1 gerechnet.

. Es gibt mindestens zwei Moglichkeiten:

6=3-2=(1+14V5)(1 —iV5),

dabei ist i Nullstelle des Polynoms z2 + 1 und v/5 Null-
stelle des Polynoms z? — 5.
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Literatur

Fiir diejenigen, die bald ein Studium beginnen, mochte ich
keine weitere Literatur empfehlen. In den néchsten Wochen
werdet ihr mehr Empfehlungen, als euch lieb ist, bekommen.

Fiir diejenigen, die auf eigener Faust auf mathematischen
Pfaden wandeln wollen, hier drei Empfehlungen:

Eine unterhaltsame Bettektiire:

Der Zahlenteufel von Hans M. Enzensberger, Deut-
scher Taschenbuch Verlag, 1999.

Ein Einblick in die Geometrie, die wir hier vollkommen ver-
nachléssigt haben, und viele interessante historische Anmer-
kungen:

Matrizen, Geometrie, lineare Algebra von Peter Ga-
briel, Birkhauser Verlag, Basel, 2012.

Tiefere Einsichten in Algebra und Zahlentheorie, fiir die man
nun geriistet sein sollte:

Zahlentheorie: eine Einfilhrung in die Algebra von
Armin Leutbecher, Springer Verlag, Berlin, 2013.
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[rreflexivitat, 36

isomorph, 64 Operation

[somorphismus, 64 n-stellige, 38
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Produkt, 13 Theorem, 27
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