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1 Vektoren und affine Geometrie

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Grundlagen der Vektorrechnung im Hinblick auf An-
wendung in Geometrie und Mechanik bereitzustellen. Darauf wird spéter das koordi-
natenweise Rechnen mit Vektoren aufgebaut. Dies ist ein Beispiel fiir den Ubergang
von der Empirie iiber eine abstrakte begriffliche Struktur zur numerischen Beschrei-
bung. Der empirische Gegenstand ist hier der Raum R der unmittelbaren Erfahrung
und Anschauung, genauer: die Punkte und Vektoren in diesem Raum und ihre Ver-
kniipfungen. Wir werden die grundlegenden Regeln fiir das Rechnen mit Vektoren
formulieren und anschaulich aus der Elementargeometrie heraus motivieren. Danach
werden wir uns aber nur auf diese Regeln stiitzen.

1.1 Elementargeometrie

Die Vektorrechnung griindet auf der Geometrie der Baumeister, Mechaniker und
Landvermesser. Letztere begniigten sich (zumindest im Flachland) lange mit einer
Ebene bzw. einem Teil dieser Ebene - der Erdscheibe. Daher die Bezeichnung ‘Geo-
metrie’. Sammlung und Systematisierung des geometrischen Wissens seiner Zeit ver-
danken wir Euklid (Alexandria, -300) im Monumentalwerk der ‘Elemente’. Daher
spricht man auch von der Fuklidischen Geometrie. Nach R. Penrose war das die erste
erfolgreiche physikalische Theorie.

Was sind nun die Grundbegriffe dieser Geometrie? Fiir uns von Interesse sind
zunéchst

e Punkte P,Q, ..., Geraden g, h,..., Ebenen €9, ...

e die Inzidenz-Relationen ‘liegt auf/in’: P auf g, P in ¢, g in
e die Parallelitéits-Relationen: g || h, g || €, € || 0

e die Zwischen-Relation : R liegt zwischen P und @

Die unmittelbaren und durch Erfahrung bestétigten Einsichten iiber die Zusam-
menhénge zwischen diesen Grundbegriffen wurden in Aziomen festgehalten - aus
diesen waren dann die komplexeren Aussagen zu beweisen. Wir wollen hier die geo-
metrische Axiomatik nicht explizit entwickeln, nur ein Axiom sei erwéhnt:

e Durch zwei voneinander verschiedene Punkte P, () geht genau eine Gerade PV ()

1.2 Pfeile

Waihrend wir Punkte P, @, ... als geometrische Gegebenheiten akzeptieren, miissen
wir den Begriff des Vektors erst erarbeiten. Die Motivation fiir Vektoren kommt
natiirlich aus der Physik z.B. Kraft- und Geschwindigkeitsvektoren (wie schon bei
Galilei und Newton nachzulesen)

e Eine vektorielle Grosse wird angegeben durch Betrag/Lénge und Richtung



2 1 VEKTOREN UND AFFINE GEOMETRIE

Als geometrisches Objekt ist ein Vektor demnach eindeutig bestimmt durch Lénge
und Richtung. Insbesondere ist die Gleichheit von Vektoren die Gleichheit nach Lénge
und Richtung. Was aber ist damit gemeint?

Die einfachste Art, eine Lange anzugeben, ist es, eine Strecke dieser Linge anzugeben.
Die einfachste Art, eine Richtung anzugeben, ist es, in diese Richtung zu zeigen.
Fasst man das zusammen, so kommt man zu einem Pfeil, einem Punktepaar PQ) =
(P, Q) bestehend aus Anfangspunkt P und Endpunkt @) des ‘Pfeils’. Wir haben damit
einen neuen Typ von geometrischen Objekten. Fiir zwei Pfeile, die nicht auf einer
Geraden liegen, definieren wir die Relation ‘dquivalent’, wenn die zugehdrigen ein
Parallelogramm wie in der Skizze bilden

PQ~RS & PVQ|RVS und PVR||QVS

;
U %
Q S
- Q
P R P Q R S
P

Theorem 1.1 (Desarques 1593-1662). Liegen P,Q,R,S nicht auf einer Geraden
und gilt PQ ~ UV und UV ~ RS, so gilt auch PQ ~ RS.

Fiir zwei Pfeile, die auf derselben Geraden g liegen, definieren wir
PQ ~ RS < esgibt UV nicht in ¢ mit PQ ~ UV und UV ~ RS

dabei kann man U sogar beliebig (ausserhalb g) vorgeben. Festzuhalten ist, dass diese
Relation mittels zweier Geodreiecke iiberpriift werden kann. Zwei solche Pfeile haben
dann gewiss gleiche Liange und Richtung - wie auch immer diese Begriffe prézisiert
werden. Anders ausgedriickt

PQ ~ RS genau dann, wenn man den Pfeil PQ) durch Parallelverschie-
bung in den Pfeil RS iiberfithren kann.

Elementargeometrisch kann man eben-
falls zeigen: Zu den Punkten P, Q,R
gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt S mit PQ ~ RS, d.h.

Ergénzung zum Parallelogramm.
Die Abbildung, die zu festem P(@) den Punkt R jeweils auf den Punkt S abbildet, ist
die zum Pfeil P(Q) gehorige Parallelverschiebung. Somit

PQ ~ RS genau dann, wenn die Pfeile PQ) und RS dieselbe Parallelver-
schiebung definieren.
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1.3 Axiome

Wir betrachten eine Menge, deren Elemente ‘Punkte’ heissen sollen, und eine binére
Relation ~ auf der Menge aller Punktepaare (‘Pfeile’) - wie oben motiviert. Wir
gehen von den folgenden Axiomen aus

(P1) Aus PQ ~ RS folgt PR ~ QS (Parallelogramm)
(P2) Zu P,Q, R gibt es genau ein S mit PQ ~ RS (Erganzung)
(P3) PQ ~ PQ (Reflexivitat)
(P4) Aus PQ ~ RS folgt RS ~ PQ (Symmetrie)
(P5) Aus PQ ~ UV und UV ~ RS folgt PQ) ~ RS ( Transitivitdt)

(P3-5) besagt: Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Pfeile,
d.h. erfiillt die Mindestanforderungen an eine ‘Gleichheitsrelation’. Diese Axiome
kann man, wie oben schon angedeutet aus der Elementargeometrie begriinden. Bei
(P5) geht wesentlich der Satz von Desargues ein.

1.4 Vektoren

Durch ‘Abstraktion’ nach dieser Aquivalenzrelation erhalten wir den Begriff des Vek-
tors:

e Vektoren sind Grossen, die durch Pfeile représentiert werden
e Jeder Pfeil P(Q) reprisentiert genau einen Vektor Pﬁ
° 1@ — RS genau dann, wenn PQ) ~ RS

Die Gesamtheit der Vektoren bezeichnen wir mit V, Variablen bzw. Konstanten fiir
Vektoren mit T, ¢ etc.

Lemma 1.2 Es gilt fiir beliebige Punkte P,Q, R, S

(+) PQ=RS & PR=0QS% & QP =Sk & RP =50

Dabei ist < eine Kurzschreibweise fiir genau dann, wenn. Beweis. Gelte PQ) ~ RS.
Mit (P1) folgt PR ~ @S, mit (P4) QS ~ PR und QP ~ SR wieder mit (P1). Die
weiteren Schliisse durch Ersetzen der Buchstaben. [

1.5 Affiner Raum

Der Begrift des affinen Raums fasst das Zusammenspiel zwischen Punkten und Vek-
toren. Zunéchst stellen wir fest
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(A1)  Zu jedem Punkt P und Vektor o gibt es
genau einen Punkt Q) mit v = P
Wir schreiben /.

(A2)  Zu je zwei Punkten P,Q gibt es genau
einen Vektor ¥ mit v = P

gleichwertig: mit Q = v+ P P

Ist nimlich 7 — AB so erhilt man Q) = U+ P, indem man A, B, P nach (P2) zum
Parallelogramm ergénzt und @) ist dadurch eindeutig bestimmt. In der zweiten Aus-
sage steckt die Tatsache, dass wir Vektoren durch Abstraktion der Menge der Pfeile
eingefithrt haben. Wir haben somit eine wohldefinierte Abbildung +, die Vektoren
mit Punkten zu Punkten verkniipft.

1.6 Vektoraddition

Lemma 1.3 Zu je zwei Vektoren d, ggibt es hachstens einen Vektor ¢ so, dass

IP3Q3AR. G = PQ und b = QR und & = PR

7 ist dabei eine Kurzschreibweise fiir es gibt.

Beweis. Gelte auch @ = P'Q)’, b=QF uwdd = p
P'R'. Nach (x) PP = QQ' = RR und wieder mit
() e=PR=PR =2. O

dem Lemma und (A1), (A2) folgt

Satz 1.4 FEs gibt eine wohldefinierte Operation, die wir auch mit + bezeichen diirfen,
auf V mit

i+b=¢ <>3P3Q3R.d= PO undb=QFR und @ = PRk
<> VPYQNYR. @ = PO und b= QR = ¢ = PR



1.7 Nullvektor und umgekehrter Vektor

Korollar 1.5 - =

v . T+ P
(A3) (W4 0)+ P =d+ (V+ P) wtv
(V1) (W + )+ 1=+ (T+u)

(V2) G4i=1i+0

P
. ¢
b
c+b
b+a +a
(b+ )
a
S v
Beweis. (A3) und (V1) sind trivial. Zu 2)

(V2): Sei & = PO und @ = QR. Sei S /

nach (P2) so bestimmt, dass QP ~ RS. W
Dann nach (%) auch v = ST und @ =
ﬁundsomitw+ﬁzﬁ=ﬁ+w.m /

P U

-

1.7 Nullvektor und umgekehrter Vektor

Alle Pfeile PP reprisentieren denselben Vektor 0 und es gilt
(Ad) 0+P=P  (V3) 040=17

Nach (x) gibt es zu jedem Vektor @ hochstens einen

Vektor l;so, dass AP.3Q, a = ]@ und b = Cﬁ
Somit erhalten wir eine wohldefinierte Operation

— auf V mit

<y

—i=0QP & i=P0 B

und es gilt trivialerweise (V4) @+ (=) = 0.
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2 Zahlbereiche

Die Arithmetik griindet auf dem Prinzip des Weiterzdhlens und erscheint eng mit der
Zeitvorstellung verbunden. Wir wollen nur skizzieren, wie man durch Unterteilung
und Approximation zu einem kontinuierlichen Zeit- bzw. Zahlbegriff kommt - den
reellen Zahlen.

2.1 Natiirliche Zahlen

Die Reihe 0,1,2,3,... der natiirlichen Zahlen ist auch fiir Mathematiker ein Ge-
schenk des Himmels. Die relevante Struktur ist das ausgezeichnete Element 0 und
die Nachfolgeroperation n +— n’ = n+ 1. Sie wird charakterisiert durch die folgenden
Axiome

e () ist kein Nachfolger

e Ausn/ =m/ folgt n=m

e Induktionsprinzip: Ist A(x) ein Aussage so, dass A(0) gilt (Verankerung)
und A(n') stets aus A(n) folgt (Induktionsschritt), so gilt A(n) fir all n

Durch rekursive Definition kann man dann die Addition und Multiplikation einfiihren
m+0=m, m+n =(m+n), m-0=0, m-n"=m-n+m
Fiir die Addition gilt wie fiir Vektoren

(z4+y)+z=c+y+2),2+0=0=0+z, c+y=y+z

2.2 Ganze Zahlen

Um auch die Umkehrung x +— —x stets ausfithrbar zu machen, muss man negative
Zahlen als rote einfithren (Buchhalter) oder als Differenz (Physiker), wobei

a—b=c—d&a+d=c+b
(d.h. man hat auf den Paaren ganzer Zahlen eine Aquivalenzrelation mit (a,b) ~

(¢,d) < a+d=c+Db). Insgesamt erhidlt man bzgl. der Addition die Gruppe Z der
ganzen Zahlen mit

a—b+c—d=(a+c¢c)—(b+d), —(a—b)=b—a, 0=a—a
Die natiirlichen Zahlen und die negativen sind dann

n=n—0 bzw. —n=0—n
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2.3 Gruppen

Eine Gruppe kann angegeben werden durch eine (Grund)Menge G, eine zweistellige
Operation (z,y) — xy auf G, eine einstellige Operation  — z~! auf G und ein
ausgezeichnetes Element (Konstante) 1 von G derart, dass

(G1) fiir alle z,y, 2 in G gilt z(yz) = (2y)z

(G2) fir alle z in G gilt 1z =2 =21

(G3) fiir alle z in G gilt 72! =1 =2""2.
Die zweistellige Operation heisst auch die Multiplikation der Gruppe und man schreibt
auch, der Deutlichkeit halber, 2y = « - y. Das Element 2! heisst das Inverse von x
und 1 das neutrale oder Finselement der Gruppe. Man bezeichnet die Gruppe kurz

mit G oder mit (G, -, ,1). Statt der verwendeten Zeichen kann man natiirlich auch
ganz andere benutzen, z.B. H statt G, e statt 1 und * statt -.

Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, wenn
(G4) fur alle z,y in G gilt zy = yx .

Ein kommutative Gruppe A schreibt man haufig auch additiv, d.h. mit 4+, 0 und —.
Hauptbeispiel ist die Gruppe Z der ganzen Zahlen.

Korollar 2.1 Die MengeV der Vektoren bildet bzgl. der Addition 4, der Umkehrung
— und dem Nullvektor 0 eine kommutative Gruppe.

Fiir eine Gruppe sind Einselement und Inversion schon eindeutig durch die Mul-
tiplikation bestimmt (Beweis als Ubung). Dies rechtfertigt die folgende alternative
Definition: Fine Gruppe kann angegeben werden durch eine (Grund)Menge G und
eine zweistellige Operation (z,y) — zy auf G derart, dass (G1) und

(G2+3) es gibt ein Element e von G mit
(a) fir alle z in G gilt ex = 2 = ze
(b) fiir alle z in G gibt es ein y in G mit xy = e = yz.

2.4 Ringe

Betrachtet man Addition und Multiplikation ganzer Zahlen, so wird Z zum kommu-
tativen Ring. Dazu die Definition: Ein Ring mit Eins kann angegeben werden durch
eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe R (d.h. es gelten (G1-4) auch als (R1-4)
notiert), eine zweistellige Operation (x,y) — xy = x -y auf R und eine Konstante
1 # 0 von R derart, dass

(Rb) fiir alle z,y, z in R gilt x(yz) = (zy)z,
(R6) fiir alle z in R gilt 21 =z = 1z,
(R7) fiir alle z,y,z in R gilt z(y + 2) = xy + 22,
(R8) fiir alle z,y,2 in R gilt (y + 2)x = yz + 2x.
R ist kommutativ, wenn

(R9) fiir alle z,y in R gilt xy = yx .
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2.5 Rationale Zahlen

Die rationalen Zahlen entstehen als ganzzahlige Vielfache von Bruchteilen oder aus

Zahlverhéltnissen, d.h. sie werden durch Quotienten Z mit ganzen z,w und w # 0

repréasentiert und es gilt (analog dem Fall der Differenzen)

% = 2 & ad =cb
Addition und Multiplikation werden nach den hoffentlich bekannten Gesetzen der
Bruchrechnung ausgefiihrt

a ¢ ad-+cb a —a a ¢ ac

b dT T v b b d b

und die ganzen Zahlen kann man auch darin wiederfinden

a =

1
Man erhélt so einen kommutativen Ring Q, der den Ring Z enthélt. Die rationalen
Zahlen # 0 bilden nun aber auch bzgl. der Multiplikation eine Gruppe

(6)71 = a fur a,b, 7£ 0

und somit einen Korper. Dazu die Definition: Ein kommutativer Ring K ist ein
Kérper, wenn die Menge K* = {r € K | r # 0} bzgl. der Multiplikation eine Gruppe
bildet, d.h. wenn gilt

(K10) Zu jedem r # 0 gibt es s mit rs = 1

2.6 Anordnung

Die Anordnung der natiirlichen Zahlen ist rekursiv definiert
n<0firkeinn, m<n+1 < m<noderm=n
Die Anordnung der ganzen Zahlen ergibt sich durch
—n<-m < m<n und —m <n firm#0

Die Anordnung kann man auf Q iibertragen durch

%>O(:> ab>0, r>s & r—s>0

Dadurch wird @ zu einem angeordneten Korper, d.h. es gelten die folgenden Axiome
(wie man mit etwas Fleiss beweist)

(01) z < z fiir kein x Irreflexivitat

(02) Aus z <y und y < z folgt x < 2 Transitivitdt
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(0O3) z <yoder x =y oder y < x Totalitdt
(0O4) Ausz <y folgt x +2 <y+ =z

(O5) Aus z < y und 0 < z folgt zz < yz

Satz 2.2 In jedem angeordneten Korper ist Q auf natirliche Weise enthalten

n
—2(1+...+1)-Q+...+1Dt
m(+v+1) 1+...+1)

2.7 Reelle Zahlen

In einem frithen physikalischen Experiment unter der Leitung von Zeno gelang es
Achilles, die Schildkrote zu iiberholen. Die Theoretiker schlossen daraus, dass es
einen Zeitpunkt geben miisse, an denen beide gleichauf lagen. Die Vorgaben im Ex-
periment waren die folgenden: Beim Start hat die Schildkréte einen Vorsprung von
einem Stadion; sie benottigt eine Stunde, um ein Stadion zuriickzulegen; Achilles ist
dagegen so schnell, dass in einer Stunde hundertmal iiber die Diagonale eines qua-
dratischen Stadions laufen kann. Nach einem Satz von Sokrates kann dann aber der
genannte Zeitpunkt nicht als rationales Vielfaches einer Stunde angegeben werden.
Somit fiithrt eine kontinuierliche Zeitvorstellung zur Erweiterung des Bereiches der
rationalen Zahlen um weitere Zahlen, die sich durch Anndherung ergeben.

Um genauer formulieren zu kénnen: Wir schreiben a < b falls a < b oder a = b.
Eine Intervallschachtelung auf einem angeordneten Korper K wird gegeben durch
zwei Folgen (a,, | n € N) und (b, | n € N) von Elementen von K so, dass gilt

e a, <a,, <b, <b, firallen <m

e Zu jedem k > 0 in N gibt es ein n € N mit b,, — a,, <

=

d.h. die a, liefern eine aufsteigende untere Begrenzung, die b, eine absteigende obere
Begrenzung und die Grenzen kommen sich immer néher.

Ein angeordneter Koérper K heisse wollstindig bzw. archimedisch, wenn
es zu jeder Intervallschachtelung a,,b, mindestens bzw. hochstens ein
dadurch approximiertes ¢ € K gibt mit a,, < ¢ < b, fiir alle n.

Theorem 2.3 (i) Es gibt bis auf Strukturgleichheit (Isomorphie) genau einen voll-
standigen archimedisch angeordneten Kéorper R - den der reellen Zahlen.

(i1) Jedes Element von R ist durch (mindestens) eine Intervallschachtelung auf Q
approximiert.

(11i) Zwei Intervallschachtelungen a,,b, und al, b, auf R approzimieren genau dann

n’-n

dasselbe Element von R, wenn a, <V, und al, < b, fir alle n,m.
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Wie der Satz nahelegt, kann man R aus Q z.B. durch Abstraktion nach der in (iii)
beschriebenen Aquivalenzrelation auf der Menge aller Intervallschachtelungen auf @
konstruieren.

Die Forderung der Eindeutigkeit des durch eine Intervallschachtelung bestimmten
Elements schliesst die Existenz unendlich kleiner oder grosser Zahlen aus. Damit
soll keinem Physiker das Denken in infinitesimalen Grossen verboten werden - der
korrekte Umgang mit diesen erfordert jedoch grosse Erfahrung oder einen stringenten
logischen Rahmen.

3 Vektorraum

Hauptziel ist es, die Wirkung der Zahl- bzw. Skalarbereiche auf dem Raum der Vek-
toren zu beschreiben.

3.1 Moduln

Ein Modul iiber einem Ring R (kurz R-Modul) kann angegeben werden durch eine
(Grund)Menge V', eine additiv geschriebene abelsche Gruppe auf V' (deren Elemente
wir der Deutlichkeit halber als @' schreiben) und eine Abbildung (r,¢) — 79, die
jedem Paar (r,v) mit 7 in R und ¢ in V' ein 70’ in V' zuordnet, derart, dass

(V5) fir alle r in R und ¢, in V gilt r(¥ + @) = rv/ + rdd

(V6) firalle vin V gilt 10 = v
(V7) fiir alle r,s in Rund ¥ in V gilt (r 4+ )0 = rv' + sv
iir alle 7, s in R und @ in V gilt r(s0) = (rs)v.
V8) fiir all in R und ¢'in V gil U U

Ist R ein Koérper, so spricht man von einem R- Vektorraum.

Der Ring R ist integraler Bestandteil des Begriffs, seine Elemente heissen Skalare,
die von V' Vektoren. rv heisst die Streckung des Vektors ¢ um den Skalar r oder das
Produkt des Skalars r mit dem Vektor v.

3.2 Z-Moduln und ganzzahlige Vielfache von Vektoren

Satz 3.1 Jede kommutative Gruppe wird zum Modul iiber dem Ring Z der ganzen
Zahlen durch die (rekursive) Definition

00=0, (n+1)0=nv+7, (—n)v=—(n0)
Der Beweis ist eine Fleissaufgabe.
Korollar 3.2 Die Vektoren bilden einen Z -Modul V mit

ni=d+...+a, (—n)a=—(na)
—_——
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i

Zar Illustration der Modulgesetze

mn2¢

- =g
mn3c

¢ mn(2 + 3)¢
° mn3(2¢)
mn3b . ¢ mn(3 - 2)é
mn3(d + b)
mn2¢
-— =
mn3a

3.3 Kiirzungregel

Wir wollen zunéchst einsehen, dass die Vektoren einen Q-Vektorraum bilden. Dazu
ist es unvermeidlich, neue auf die Geometrie gegriindete Axiome einzufiihren.

(V9) nd # 0 falls n > 0in N und @ # 0

Motivation: Fiir n > 1 und festen PunktP liegt (n — 1)d+ P zwischen P und nd+ P.
Wiire also na@ = 0, so P = nd + P und damit auch P = (n — 1)a + P also schon
(n —1)a = 0. Also folgt na # 0 mit Induktion. Mit den Modulgesetzen folgt sofort

e Aus@+# 0 und 2@ =0 folgt z =0 fiir z € Z .

vi=ui < z=ufird#0und u,z € Z Kiirzungregel

3.4 Teilung von Vektoren

(V10) Zu jedem Vektor @ und jeder natiirlichen Zahl n > 0 gibt es einen Vektor b mit

-

nb=4dad

Nach der Kiirzungsregel ist b eindeutig bestimmt und wir schreiben

- 1
b= —d.
n
Konstruktlon Sei @ = ﬁ Wihle Cy = S, C nicht auf der Geraden g durch SA.
Sei ¢ = SC’1 und C}, auf der Geraden h durch SC; so, dass S,C}, = kc. Sei B, = A

g
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und By der Schnittpunkt von g mit der Parallelen zu C,B, durch Cy. Sei Dgiq
der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Parallelen zu g durch Cy und D; = B;.
Bestimme D, als Parallelogrammergéinzung zu C;, D;, C;.1. Damit C;D;,; = b=
B; B, fiir alle 7 und somit a@ = nb.

Cy

Cs

S:C() g Blle B2 Bg B4:A

3.5 Rationale Vielfache

Ein Z-Modul V heisst torsionsfrei, wenn (V9) gilt, d.h. wenn aus @ # 0 und n@ = 0
schon n = 0 folgt - dann gilt auch die Kiirzungsregel. Er heisst teilbar, wenn (V10)
gilt, d.h. wenn es zu jedem @ € V und n > 0 ein b € V mit nad = b gibt.

Satz 3.3 In einem torsionsfreien teilbaren Z -Modul V' gibt es zu jedem @ € V' und
2 # 0 in Z ein eindeutig bestimmtes

b=—-ad mitzb=d
z

und V' wird zum Q- Vektorraum durch

ad=b& 2b=wd

w8

1 w
i = —(wd) d.h. —
a (wa) .

z

Beweis. Die Existenz von b ist fiir z > 0 direkt verlangt, fiir z < 0 betrachte man —a.
Die Eindeutigkeit folgt aus der Kiirzungsregel. Wir zeigen nun, dass ra fiir rationale
r wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Darstellung von r als Bruch abhéngt. Sei

/

= — dh w? = 2w’ und 20 = wa, 2’V =w'd
z

woow
r=—
z

Es folgt durch Multiplikation mit z’ bzw. z und der Kiirzungsregel

N —

2 2b=Zwd = z2w'ad =22V =22 also b=

!

/

=y

Der Rest als Fleissaufgabe. O

Korollar 3.4 Die Vektoren bilden einen Q- Vektorraum.



3.6 Geraden 13

3.6 Geraden

Seien zwei Punkte O, E bzw. Punkt O und Vektor € # 0 gegeben (mit E = €+ O).
Wir wollen die Gerade g durch O und E als Zahlengerade mit Nullpunkt O und
Einheitspunkt F verstehen. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass in der anschaulichen
Geometrie gilt

e Die Punkte ré+ O (r € Q) liegen auf g

e Fiir r;s,t € Q liegt der Punkt te'+ O liegt zwischen den Punkten r¢'+ O und
s€+ O genau dann, wenn r <t < soder s <t <r

e Ist r,, s, eine Intervallschachtelung auf @Q, so gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt P auf g, der fiir jedes n zwischen r,€ 4+ O und s,€+ O liegt.

e 7u jedem Punkt P auf g gibt es mindestens eine solche Intervallschachtelung.

Damit erhalten wir eine umkehrbar eindeutige (d.h. bijektive) Entsprechung r —
P(r) = P(r,0, €) zwischen reellen Zahlen und Punkten auf ¢ so, dass

e Piry=ré+ 0O fallsr € Q
e P(t) zwischen P(r) und P(s) genau dann, wenn r <t < s oder s <t <r

e Es gibt eine eindeutig bestimmte Anordnung < auf ¢ so, dass O < F und R
zwischen P und @) genau dann, wenn P < R < Q oder Q < R < P.

3.7 Reelle Vielfache

Um die Streckung um einen reellen Faktor auch fiir Vektoren erkldaren zu konnen,
bendtigen wir noch, dass die Zwischenrelation mit Verschiebungen vertréglich ist

e Aus PQ ~ RS, PU ~ RV und U zischen P und (@ folgt V zwischen R und S

Dann {ibertragen sich auch die Approximationen durch Intervallschachtelung bei
Verschiebung und es gilt fiir alle O, 0", € 40 und r € R

P(r,0',&) = 00 + P(r,0,&)

Korollar 3.5 Man erhdlt eine wohldefinierte Multiplikation von reellen Zahlen mit
Vektoren durch
ra+ 0 = P(r,0,qd)

und fir diese gelten die Gesetze (V6-8) und damit auch
ri=0 < r=0oderda=0
Die Geraden sind genau die Mengen der Form
{r@+ P |r € R} mit Richtung(svektor) @ # 0

Beweis. Dabei ergeben sich (V6-8) leicht aus den entsprechenden Gesetzen fiir ratio-
nale 7. durch Approximation. Daraus auch 07 = (0 + 0)7 = 07 + 07 und nun 0 = 07
durch Addition von —07 auf beiden Seiten. Nun 70 = r(00) = (r - 0)0 = 00 = 0. Ist
r#0,aber rd =0,s0 @ = 1d = (r"'r)d =r—'(rd) = r—

I
oL
O
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3.8 Unabhingigkeit

Aus dem Vorangehenden ergibt sich: Fiir Vektoren a, b sind dquivalent
(a) @ =0 oder es gibt ¢ € R mit b = t@
(b) Fiir einen/jeden Punkt O liegen O,d@ + O und b + O auf einer Geraden
(c¢) Es gibt r, s € R, nicht beide = 0, sodass ra + sb=10

Beweis. Gilt (a), so auch (¢) mit 7 = 1,5 = 0 falls @ =0 bzw. s = 1, 7 = t = 0 bzw.
s=—r=t%#0.Gilt (c)und s # 0 so b = (s~'r)d. Gilt jedoch s = 0, so @ = 0 und
r # 0 nach Voraussetzung, also @ = 0. O

In diesem Falle sind die beiden Vektoren J,g linear abhdingig - genauer geht es um
die Zweierliste, wobei es hier aber auf die Reihenfolge nicht ankommt.

Vektoren @ # 0 und b + 0 sind genau dann Richtungsvektoren zueinander paral-
leler Geraden, wenn sie linear abhéngig sind.

Ist a, b nicht linear abhéangig, so spricht man von linear unabhdngig. Somit hat man
die Aquivalenz folgender Aufsagen

° a, b ist linear unabhéngig

e Aus r5+sl;:6folgt stetsr=s5=0

e Fiir einen/jeden Punkt O liegen O,d + O, b+ O nicht auf einer Geraden
Insbesondere also @ # 0 # b.

3.9 Strahlensatz und Distributivgesetz

In einer kommutativen Gruppe, d.i. einem Z-Modul schreiben wir abkiirzend
C—d=c+(—a)=c+(-1)d

Wir stellen zunéchst fest, dass - auf der Grundlage der schon festgestellten Tatsachen

- das Distributivgesetz (V5) zu folgender Version des Strahlensatzes dquivalent ist

e Zu allen Vektoren @, ¢ und Skalaren r € R gibt es € R mit rd + z(¢—a) = r¢

Gilt nédmlich (V5) so wihle einfach x = r. Wollen wir umgekehrt (V5) herleiten, so
erhalten wir mit ¢ = d + b ein z € R mit 7d@ + xb = r¢ und, symmetrisch, ein y € R
mit ya + rb = rc. Es folgt

(r—y)a+(@z—r)hb=0alsor—y=x—r=0

und somit z = r falls @, b unabhéngig. Den Fall, dass @, b abhéngig sind, lassen wir
als Ubung. O

Um den Strahlensatz zu erhalten, stiitzen wir uns auf die folgende geometrische
Tatsache und ihre Konsequenz:
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e Liegen die Punkte P, (@, R nicht auf einer Geraden und die Gerade ¢ in der
durch P,Q, R aufgespannten Ebene und schneidet g die Strecke PQ (d.h. g
enthélt einen Punkt zwischen P und @ - P und @) eingeschlossen), so schneidet
¢ (mindestens) eine der Strecken PR und RQ).

e [st in einer Ebene eine Gerade zu einer Dreiecksseite parallel, so schneidet sie
die anderen beiden Seiten entweder beide in Inneren oder beide im Ausseren.

Seien nun @, ¢ und r gegeben und ein Punkt O gewihlt. Sei X = ra+ O, g die Gerade
durch X mit Richtung ¢— @ und Y der Schnittpunkt von ¢ mit der Geraden h durch
O mit Richtung ¢. Insbesondere gibt es ein € Rmit Y = z(¢—a) +rd+ O. Es gibt
eine Intervallschachtelung r,,s, € Q fiir r, d.h. X liegt echt zwischen r,a + O und
Spa+ 0. Ausserdem wissen wir, dass die Vektoren ¢—a und s,,¢— s,ad linear abhéngig
sind - mit (V5) fiir rationale Skalare. Daher ist g zur Geraden durch s,d + O und
snC + O parallel, also muss Y zwischen O und s,¢ + O liegen. Analog erhilt man,
dass r,c 4+ O zwischen O und Y liegt. Damit liegt Y zwischen r,¢+ O und s,¢+ O
fiir alle n, was aber gerade Y = r¢ bedeutet und den Strahlensatz beweist. O

3.10 Resumee

Theorem 3.6 Die Vektoren bilden hinsichtlich der oben eingefiihrten Multiplikation
mit reellen Skalaren einen R-Vektorraum V', d.h. es gelten (V1-8). Durch die Wirkung
T &+ P vonV wird der Punktraum zum affinen Raum, d.h. es es gelten (A1-3).
Die (affinen) Geraden g sind genau die Punktmengen

{rd@+ P |r € R} mit Richtungsvektor @ # 0

Zu gegeben g wdhlt man P und R # S auf g beliebig und dann a = RS. Geraden
sind parallel genau dann, wenn ihre Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind
und gleich, wenn sie zusdtzlich noch einen gemeinsamen Punkt haben. Die Zwischen-
relation ergibt sich aus der Anordnung von R

ta+ P zwischenrd+ P und sa + P & r<t<soders<t<r

Umgekehrt sei ein R-Vektorraum V' gegeben und eine Wirkung auf einer Punktmenge
P so, dass (A1-3) gilt. Die Geraden definieren wir dann als die Teilmengen {ra +
P | r € R} und parallel sind sie, falls ihre Richtungsvektoren abhéngig sind. Die
Zwischenrelation wird so eingefiihrt, wie im Theorem suggeriert - und dann passt
alles (wenn es mindestens zwei unabhéngige Vektoren gibt): der Raum der Vektoren
ist ein zu V' isomorpher R-Vektorraum verméoge

PO 7eV & Q=7+P

3.11 Diskussion

Um nachzuweisen, dass Vektoren und Punkte einen @Q-Vektorraum und affinen Raum
bilden, waren die Axiome (P1-5) ausreichend. Um zum R-Vektorraum zu kommen,
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mussten wir auf die Elementargeometrie zuriickgreifen, ndmlich die Begriffe Gera-
de, Inzidenz und Anordnung mit den zugehérigen Axiomen und den Axiomen der
Stetigkeit. Nicht benutzt haben wir die Begriffe von Léngen- oder Winkelgleichheit
und die zugehdrigen Kongruenzaxiome. Damit haben wir noch die Option, andere als
die kanonischen Metriken einzufiihren - insbesondere solche, die dem relativistischen
Bild der Raumzeit entsprechen.

Eine Alternative besteht darin, die Skalare als geometrische Objekte einzufiihren,
d.h. als Verhéltnisse paralleler Vektoren analog der Einfithrung rationaler Zahlen.
Dann kann man Koérper- und Vektorraumeigenschaften allein aufgrund geeigneter
Inzidenzaxiome nachweisen - und hat auch jeden Vektorraum als Modell. Die Axio-
me der Anordnung bedeuten dann, dass der Skalarenkorper angeordnet ist. Kommt
Stetigkeit hinzu, so muss es sich um einen zu R isomorphen Korper handeln. Die-
ser Weg ist viel aufwendiger, entspricht aber besser der historischen Entwicklung des
Konzepts der reellen Zahlen. Welcher Weg wissenschaftstheoretisch angemessener ist,
bleibt zu diskutieren.

Zu beachten ist, dass Koordinatensysteme bis jetzt keinerlei Rolle gespielt haben.
Wir werden sie spater als ein Hilfsmittel zur numerischen Beschreibung geometrischer
Sachverhalte benutzen. Sie konnen jedoch geometrische und algebraische Begrifflich-
keit nicht ersetzen. Unreflektiertes Verwenden von Koordinaten ist meist das grosste
Hindernis fiir Versténdnis.

3.12 Exkurs: Geschwindigkeit nach Galilei

Eine Bewegung eines Massenpunktes im Raum kann man durch eine Abbildung der
reellen Zeitachse in den Punktraum beschreiben

¢»:R—=P, t— P(t)=¢(t)

Hat man einen Ursprung O ausgezeichnet, so kann man die Bewegung auch durch
Ortsvektoren beschreiben
t— P(t)=2(t)+ O

Die Bewegung ¢ ist gleichformig, wenn zu gleichen Zeitdifferenzen h dquivalente Pfeile

—

gehoren, d.h. wenn es nur von h abhéngige Vektoren d(h) gibt mit

—

P(t+h)=d(h) + P(t) fir alle t,h € R

und wenn der Bewegungsablauf geradlinig und mit dem zeitlichen Ablauf gleichge-
richtet ist, d.h. wenn gilt

P(t) zwischen P(r) und P(s) firaller <t <sin R

In diesem Falle ist die Annahme, das P(t) fiir alle ¢ definiert sein soll, bequem und
akzeptabel.

—

Satz 3.7 Die Abbildung h — d(h) ist vertriglich mit Addition und Streckung von
Zewtintervallen

- — — — —

d(h+ 1) =d(h) + d(Il), d(rk) =rd(h) fir alle h,}/,r € R
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und es gibt einen eindeutig bestimmten Vektor v, den Geschwindigkeitsvektor, mit

P(t+h)=hv+ P(t) firallet,h € R

- —

Beweis. d(h+h’) P(t) = P(t+h+h') =d(h)+ P(t+h) = (h)+d(h)+P(t), also
d(h+h') = d(h)+d(I). Es folgt d(0) = d(0+0) = d(0)+d(0), also d(0) = 0. Weiterhin
mit Induktion d((n 1)h) = d(nh+h) d(nh) +d(h) = nd(h) +d(h) = (n+1)d(h).
Nun md(Eh) = d(m mh) = d(nh) = nd(h), also ch( h) = d(rh) fir r = % und damit

auch d(—rh) + d(rh) = d(—rh +rh) = d(0) und d(—rh) = —d(rh
haben wir die rationalen Streckfaktoren abgehandelt.

= —rd(h). Damit

Fiir reelles  benutzen wir eine rationale Intervallschachtelung r,,, s, und erhalten
aus der zweiten Voraussetzung, dass d('r’h)—i—P( )= P(t—i—rh) zwischen r,d(h)+P(t) =
d(rah) + P(t) = P(t + ryh) und s,d(h) + P(t) = d(s,h) + P(t) = P(t + s,h) liegt
und somit nach Definition der Streckung von Vektoren cf(rh) = rcf(h) gilt. Hat man
nun zwei Zeitdifferenzen h # 0 und h’, so gibt es ein € R mit A’ = rh und es folgt

-

=
S~—
]
g
>
5
=
]
= |
>
4
=
S
DIH
§
<y

Korollar 3.8 ¢, € R, ¢ ein Vektor und P(ty) ein Punkt so erhdlt man eine gleichformi-
ge Bewegung

tis P(t) = (t — to)7 + Plto)

mit Geschwindigkeitsvektor . Umgekehrt entsteht jede solche Bewegung auf diese
Weise und ist durch Vorgabe von v und P(ty) eindeutig bestimmt. Zwei gleichformige
Bewegungen t — P(t) und t — Q(t) haben denselben Geschwindigkeitsvektor genau
dann, wenn fir ein/alle to gilt

Q(t) = P(to)Q(to) + P(t) fir allet

Der Addition von Geschwindigkeitsvektoren entspricht die die komponentenweise Zu-
sammensetzung von Bewegungen: Sind ¢ — Q(t) und t — R(t) gleichféormige Bewe-
gungen mit Geschwindigkeitsvektoren @ und @ und Q(ty) = R(ty) =: O, so ist
t — P(t) mit P(ty) = O eine gleichférmige Bewegung mit Geschwindigkeitsvektor

T=wd+u < 0Q(t) ~ R(t)P(t) firallet e R

Die Streckung von Geschwindigkeitsvektoren entspricht der Multiplikation der Ge-
schwindigkeit um einen Faktor: Ist ¢ +— P(t) eine gleichformige Bewegung mit Ge-
schwindigkeitsvektor ¥/, so ist t — Q(t) mit Q(ty) = P(to) =: O eine gleichférmige
Bewegung mit Geschwindigkeitsvektor

ri & Q)0 = rP(t)é fiir alle t € R
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4 Basen und Koordinaten in der Ebene

4.1 Ebenen

Lemma 4.1 Ist P ein Punkt und sind d’,g linear unabhdngige Vektoren, so sind
P, d+ P und b+ P 3 Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen und die von ihnen
aufgespannte Ebene € besteht genau aus den Punkten ) mit der Parameterdarstellung

Q:p6+)\5+P mit p, A € R.
Die Parameter p und i sind durch Q) eindeutig bestimmt.

/1a97/eb2.eepic  /1a97/eb2.eepic

Beweis. Sei g die Gerade durch P,a + P und h die Gerade durch P, b+ P. Dann
g,h C e und @Q liegt auf der Parallelen k zu g durch Ab + P € h. Die Ebene § durch
g und k hat mit € die 3 Punkte P, @+ P und b+ P gemeinsam, also § = € und somit

QEe.
Ist umgekehrt () € £ gegeben, so seien k und [ die Parallelen durch @) zu g bzw. h.

Diese liegen in e und &k }t b, L }t g, da g }f h. Folglich gibt es Schnittpunkte R = gNl und
S = hNk. Wegen Thm.3.6 gibt es Skalare p und g mit R = pa@+ P und S = ,u5+ P.
Nach Konstruktion bilden PSR(Q) ein Parallelogramm, also @ = pad + ug + P nach
Def. der Addition.

Aus Q = p(‘i+,ul;+ P = A@+vb+ P folgt pa + ug — \d@+ vb nach (A2) und somit
p = A, 4 = v nach Absch.3.8. |

4.2 Vektorebenen

Sei € eine Ebene und sei
V. = {PQ|P,Q € ¢}.
Dann gilt

o 0 V.
edcV.undbeV. >a+beV.
e adcV.=>—ae.
edcV.undpeR=paeV.
eadgcY.undPeec=a+Pecec
Wir sprechen auch von der zu der(affinen) Ebene e gehorigen vektoriellen Ebene V..

Lemma 4.2 a Zu jeder Ebene € gibt es unabhingige u,v in V.
b Seien d, b Vektoren in V.. Dann sind dquivalent

1 6,5 sind linear unabhdingig
2 pEH—)\g:a = p=A=0 - fir alle p, A
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3 Jedes v € V. hat hichstens eine Darstellung v = \a + ug
4 Jedes v € V. hat mindestens eine Darstellung v = Ac?—l—ug

Beweis. a) Wihle 3 Punkte P,Q, R auf ¢, die nicht auf einer Geraden liegen und
U= @, # = PR. Dann sind @ und 7 linear unabhingig.

b) Die Aquivalenz von 1-3 und 1 ~» 4 ergibt sich sofort aus Abschn. “Unabhingig-
keit”. Gelte 4. Angenommen, a, b ist linear abhéngig. Dann 0.B.d.A. b= pa. Fiir jedes
v € V. haben wir nach 4, dass ¥ = \d + /d; =A@ + ppd = (A + pp)d. Damit wéren
alle Vektoren (# 6) in V, parallel, im Widerspruch zu a. O

4.3 Basen und Koordinaten fiir Vektoren der Ebene

Definition 4.3 FEin Paar & : dy, dy unabhdngiger Vektoren von V. heisst eine Basis
von V.. Die eindeutig bestimmten Skalare ' und x® mit ¥ = 2@, + 2%dy heissen die
Koordinaten von & bzgl. @ und wir schreiben

L& !
X =
ZEQ

/1a97 /eb3.eepic  /1a97/eb3.eepic
/1a95fig/ebb.eepic  /1ad5fig/ebb.eepic

Lemma 4.4 Ist a eine Basis von V., so gilt fir 2,7 € V. und r € R

F+ =7 +7% (rD) Y =@

(he) ~(2)= (=)

Dabei ist fiir Spalten von Skalaren definiert

2! yl xl—l—yl 2!
<x2)+(y2)_<x2+y2 y T 22

Beweis. Sei

also
T=xay+x"az, Y=y a+ya

T4y =ald + 2%dy + y'dy + yid, = (:lc1 + yl)cfl + (33'2 + y2)62

r¥ = r(x'd + 2%dy) = ratd + rotd, O

4.4 Ortsvektoren

Zeichnet man einen Punkt O aus, so hat man nach (A1-2) eine bijektive Entsprechung
zwischen Punkten und Vektoren

G P o §=0P < P=5+0
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bzw. den Pfeilen OP. Man spricht dann von Ortsvektoren beziiglich des Ursprungs
O und erlaubt sich oft einen etwas lockereren Umgang mit diesen Begriffen - den wir
uns aber vorerst noch verkneifen mochten. Denkt man in Ortvektoren, so kann man
sich bei & = rd+ & (r € R) baw. & = 1@+ pub+ & (r, u € R) die Parameterdarstellung
einer Geraden bzw. Ebene denken - mit P = ¢+ O und @) = £+ O. Insofern hat man
mit den Ortvektoren eine unausgereifte Vorstufe des Begriffs des affinen Raums. Sie
liefern jedoch einen Hinweis, wie man Koordinaten fiir den affinen Raum bzw. Ebene
einfithren kann.

/1a95fig/eb8.eepic  /1a95fig/eb8.eepic

4.5 Affine Koordinatensysteme der Ebene

Definition 4.5 FEin Koordinatensystem o« der Ebene ¢ wird gegeben durch einen
Punkt O, (Ursprung von «) und eine Basis d : dy, ds von Ve (wo kein Missverstandnis
mdaglich ist, werden wir auch die Basis mit o notieren). Fir jeden Punkt Q) € € gibt
es nach Lemma 4.1 eindeutig bestimmte Skalare ¢, ¢*, die Koordinaten von @ bzgl.
a, mit

1
Q = ¢'d, + ¢*dy + O,. Wir schreiben Q* = (32)

Wir bemerken
RQY=7% & Q=0+0,

PG =Q" - P*
Q*=09+P*<Q=0v+P

/1a97 /eb4.eepic  /1a97/eb4d.eepic

4.6 Matrizen

Eine 2 x 2-Matriz ist ein Quadrupel von Skalaren, geschrieben als quadratisches

Schema _
t; t
r- (4 2) |

(t? t3
Das Produkt von Matrix und Spalte definieren wir durch
oty (@) _ (hat + it
t2 13 ) \ a? 22t + t52?

/1a95fig/eb6.eepic  /1a9bfig/ebb.eepic

4.7 Basistransformation

Gegeben seien zwei Basen von V.: die alte @ : d@;, d> und die neue ,5 : l;l, 52 . Dann
gibt es eindeutig bestimmte Skalare ¢;;, die die neue Basis in der alten ausdriicken

T+ #a, 2T+t
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Die Transformationsmatrix 5T5 ist

th !
&'T-’ — 1 2 )
(% 7

In den Spalten der Transformationsmatrix stehen die Koordinaten
der Vektoren der neuen Basis bzgl. der alten Basis

Lemma 4.6 79 = &TEU

Beweis. Sei v = /\151 + )\252. Dann

U= M(Ha, + 2a1) + Mo(tyay + taay) = (Mt] + Xot?)a@y + (Mits + Mot3)dy. O

/1a95fig/eb7.eepic  /la95fig/eb7.eepic

4.8 Koordinatentransformation

Lemma 4.7 Gegeben seien zwei Koordinatensysteme o und 8 der Ebene. Dann

P = T3P’ + (05)* = 4T3 P’ + 7% wobei & = 0,05,

Beweis. Sei

Dann

4.9 Basen im Raum

Lemma 4.8 Fir Vektoren a, I;,E des Raumes V des Raumes und eine gegeben Ur-
sprung O sind die folgenden Aussagen dquivalent

1 Geeignete Reprdsentanten von d, Z;,E’ liegen in einer FEbene, d.h. a, l;,é’
liegen in einer vektoriellen Ebene.

2 Die Punkte a + P, b+ P.c+ P, P liegen in einer Ebene.

3 FEs gibt Skalare r, s, t, nicht alle 0, mat ra+sb+1é = 0, d.h. die Vektoren
a,b, ¢ sind linear abhéngig

4 Sind d’,g nicht parallel, so kann man noch hinzufigen: ¢ = ra + sb fiir

passende T, s
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Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar. Ist @ || 5, so liegen A+ P,b+ P, P
schon auf einer Geraden und man kann in (3) ¢ = 0 nehmen. Andernfalls hat man
in (3) t # 0also @ =T 'rd + ¢t 'sb und somit &+ P in der von @ + P,b + P, P
aufgespannten Ebene. Liegt umgekehrt ¢+ P in dieser Ebene, so ¢+ P = ra + sb+ P
mit passenden 7, s, also rd@ + sb + (—1)Z = 0. O

Die Dreidimensionalitit des Raumes driickt sich nun so aus: Ist eine Liste o dreier
unabhéngiger Vektoren €7, €3, €5 gegeben (und solche gibt es!), so hat jeder Vektor Z
eine Darstellung

7 = 2'e + 226, + 23€; mit Skalaren z', 22, 3. Wir schreiben 7% = | z
3

X

Die Koordinaten x* sind eindeutig bestimmt: Aus @ = y'€; + y26, + 36 folgt 0 =
(x' —yher + (2% — y?)ésy + (22 — y?)és, also yt = 2l y? = 22,93 = 2° wegen der
Unabhéngigkeit von €}, €5, €3. Daher bilden €7, €5, €3 eine Basis o des Raumes. Aus
den Vektorraumaxiomen folgt sofort, dass man mit Koordinaten komponentenweise
rechnet:

2+ g ol 21 y!
(T+*=|22+y* |, (rD)*=|r2* | fixd*=|22], = | v
23 4y 3 23 %

Die Regeln fiir Koordinatentransformation gelten ganz entsprechend. Die Transfor-
mationsmatrix ist hier eine 3 x 3-Matrix mit

T = Tz’

/1a97 /eb9.eepic  /1a97/eb9.eepic Dabei ist fiir eine Matrix 7" und Spalte x

oty
T= tz té t§ , = (z! 22 %)
ty ty t3

definiert
tia! + tha? + tiad
Tx = | 3z + 32 + 327
3zt + t3x? + 328

5 Struktur der Vektorraume

5.1 Spalten- und Funktionenraum

Ist X eine Menge, so bildet die Menge KX aller Abbildungen von X in K einen
K-Vektorraum mit

(f +9)(x) = f(x) + g(z), O(x) =0, (rf)(z) =7 f(z) VreX
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Ist X = {1,...,n}, so kann man die Funktion f : X — K mit dem n-Tupel
(z!,...,2") iiber K identifizieren, falls f(i) = ' fiir i = 1,...,2". Man erhilt somit
den K-Vektorraum K" der n-Tupel, die wir bevorzugt als Spalten notieren wollen.
Somit ist K™ der Vektorraum der n-Spalten iiber K mit komponentenweiser Addition
und Multiplikation mit Skalaren

1 1,1
X! Y x4y ! rat

+1 | = : ol | =
x" y" " + oy x" re
Ist X das reelle Intervall [a, b], so erhalten wir mit R den R-Vektorraum der auf

dem Intervall [a, b] definierten reellen Funktionen

5.2 Untervektorraume

Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V' ist ein (K )-Untervektorraum oder linearer
Teilraum, wenn sie unter den Operationen von V' abgeschlossen ist, d.h. wenn

0in U, @+ 0in U, r@ in U fiir alle @,7 in U, r in K.
U ist dann mit den von V' geerbten Operationen selbst ein K-Vektorraum.
Beispiele.
e V und 0 (fiir Pedanten {0}) sind die trivialen Untervektorriume von V.
e Vektorielle Ebenen und Geraden im vektoriellen Anschauungsraum.
e Ein Untervektorraum von R heisst ein Funktionenraum

— Die stetigen Funktionen bilden einen R-Untervektorraum von RI®?)

— Die differenzierbaren Funktionen bilden einen IR-Untervektorraum von
R

Lemma 5.1 Sind die U;, ©+ € I K-Untervektorriume von V', so auch

(U ={Z|Vie L. ZcU;}

el
Beweis. 0 € U fiir alle 1, also 0elU = ; Ui. Seien @, 7 € U; fiir alle 4. Dann auch
ru € U; und 4 + v € U;, da U; Untervektorraum. Somit rv € U und u +v € U. O

5.3 Erzeugen

Sind oy, ..., ¥, im Vektorraum V gegeben, so ist

m
v 4., = E ri; mit . " in K
i=1
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eine Linearkombination der ¥; und

zn:K@:K771+...+Kz7n ::{irimrief(}

i=1 i=1

das Erzeugnis der vy, ..., u,. Fiir m = 0, d.h. die leere Liste, sei 0 das Erzeugnis.
Lemma 5.2 Z?:l Kuv; ist der kleinste K-Untervektorraum von V, der vy,...,0,
enthdlt.

Man spricht auch von dem von 4y, ..., v, erzeugten oder aufgespannten Untervektor-

raum. Beispiele: Parameterdarstellung vektorieller Geraden und Ebenen.

Beweis: Die angegebene Menge von Linearkombinationen bildet einen Untervektor-

raum:
Z riv;, + Z s, = Z(rl + 89, 7 Z rig, = Z(rr’i)ﬁ}
3 (2 3 K3 K3
Andererseits muss jeder Untervektorraum, der vy, ..., 7, enthilt, auch alle diese Li-
nearkombinationen enthalten. O

Korollar 5.3 Sind die w; Linearkombinationen der v;, so ist jede Linearkombination
i der w; eine Linearkombination der v; und somit 3_; Ky C 3, KU

Beweis. Das ist klar, wir kénnen es aber auch rechnen.

Q=S s, @ =S i= 3 s = 33 s
U= E sjw;, W=y ru; = d=Y sr'ti=>) (Y s;rY)y; O
J 1,J J

) %

5.4 Unabhingigkeit und Basis

Lemma 5.4 Sei U der von v1, ..., U, erzeugte Untervektorraum des K -Vektorraums
V. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

(1) Die Darstellung der Elemente von U als Linearkombinationen der

vy, ..., U, ist eindeutig.

(2) r'vi+...+7"0, = 0 ist nur in der trivialen Weisert = ... =r" =0
maoglich.

(3) Fir kein j ist U; Linearkombination der ¥y, ..., U;—1,Ujt1, - -, Un.

(4) 04,..., 0, ist ein minimales Erzeugendensystem von U, d.h. fir kein
J wird U von den vy, ...,U;—1,Tj41,. .., U, erzeugt.

Beweis. (1)=(2) trivial. (2)=(1): Aus 3. r't; = 3. s'7; folgt S (r* — s°)7; = 0, also
rt — st = 0 fiir alle i. (2) < (3): Y. r'0; = 0 mit festem 7 # 0 ist gleichbedeutend
mit ¥ = 3, (r7)"'r'vi. (3)=(4) trivial. (4)=(3) mit Korollar 5.3. O

Trifft eine der Aussagen zu, so sind die 4, . .., ¥, (linear) unabhdngig und bilden eine
Basis a des von ihnen erzeugten Untervektorraums U. Der Raum 0 hat die leere
Basis.
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Beispiele. Je drei Vektoren des Anschauungsraumes, die nicht in einer Ebene liegen,
bilden eine Basis.
Eine m x n-Matrix (a;;) ist untere Stufenmatriz, wenn es 1 < iy < iy < i < m gibt
so, dass

aijjyéO, CLZ‘]‘:O fur]:]_,,kf undi<ij

aij:0 fur]>k

Die Nicht-Null-Spalten einer solchen Matrix sind unabhéngig im Vektorraum K™ der
m-Spalten iiber K. Insbesondere bilden die Einheitspalten

1 0 0
0 1 0
€1 = : , €2 = : y ey €m = :
0 0 1

die kanonische Basis des Spaltenraums K™.

Bemerkung 5.5 Sind @, ...,7, unabhingig, so kommt unter ihnen 0 nicht vor,
und auch kein Vektor mehr als einmal. Bei der Unabhdngigkeit und beim Erzeugen
kommt es auf die Anordnung nicht an und man kénnte auch von unabhdngigen bzw.
erzeugenden Mengen von Vektoren sprechen. Beim Begriff der Basis ist die Anord-
nung aber fir fast alle Anwendungen wesentlich: Durch Vertauschen der Reihenfolge
erhdlt man wieder eine Basis desselben Raums, aber eine andere.

5.5 Elementare Umformungen

Lemma 5.6 Die folgenden elementaren Umformungen dndern nichts am Erzeugnis
bzw. der Unabhdingigkeit einer Liste von Vektoren

e Addition eines Vielfachen eines Vektors zu einem anderen
o Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar # 0

o Vertauschen zweier Vektoren

Beweis: Die Vektoren der neuen Liste ergeben sich als Linearkombinationen aus der
alten, liegen also im Erzeugnis. Jeder der Umformungsschritte kann durch einen ent-
sprechenden Umformungsschritt wieder riickgéngig gemacht werden: Subtraktion des
Vielfachen, Multiplikation mit dem inversen Skalar, nochmaliges Vertauschen. Also
liegen auch die Vektoren der alten Liste im Erzeugnis der neuen.

Die Lange der Listen bleibt gleich. Ist also die eine unabhéngig, d.h. ein minimales
Erzeugendensystem fiir den von ihr erzeugten Untervektorraum, so auch die andere.
OJ

Korollar 5.7 Eine Liste von Vektoren ist linear unabhdngig, wenn sich thre Koordi-
natenspalten (bzgl. einer Basis) durch elementare Umformungen in die Spalten einer
unteren Stufenmatriz ohne Nullspalten umformen lassen. Die Liste ist abhdngig, wenn
sich durch elementare Umformungen eine Nullspalte erzeugen ldsst.
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5.6 Basisauswahl- und Erginzung

Lemma 5.8 Sind vy, ...,0, in V unabhdingig, so gilt fiir jedes v € V

entweder Uy, ...,U,, 0 unabhdingig

oder v Linearkombination der vy, ..., v,
Beweis. Sind 4, ...,%7,,; = ¥ linear abhingig, so gibt es 7% nicht alle 0 mit 0 =
rio, + ... "0, + r"*14, 1. Da ¥, ..., ¥, unabhingig sind, muss r"* # 0 sein, also
Tpy1 = (r"™H=lgy + oo+ (T 7, 0
Satz 5.9 Sei vy,...,7, ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums U. Dann gilt

o Jede maximal unabhingige Teilliste ist eine Basis von U

e Sind vy, ...,U, unabhdngig, so kann man sie durch passende Auswahl aus den
Ukt 1, - - - Un 20 einer Basis von U ergdnzen.

Beweis. Nach Umsortieren sei v, . . ., U, maximal unabhéngige Teilliste, d.h. v3, ..., ¥}, 7;
linear abhéngig fiir jedes j > m. Dann ist nach dem Lemma jedes ¥; Linearkombina-
tion der vy, ..., v, und diese somit nach Korollar 5.3 ein Erzeugendensystem von U.
Theoretisch konnen wir also eine gegebene unabhéngige Teilliste zu einer maximalen
und damit einer Basis ergénzen. O

5.7 Dimension

Satz 5.10 Hat ein K-Vektorraum V eine Basis vy, ..., U,, dann

(a) besteht jede Basis von V' aus n Vektoren
(b) ist n die Maximallinge von unabhingigen Listen von Vektoren in V/
(c) ist n die minimale Elementanzahl von Erzeugendensystemen von V'

(d) bilden je n unabhdngige Vektoren eine Basis

Im Fall des Satzes heisst n = dimg V = dim V' die Dimension von V. Wir schreiben
dim V' < oo, falls V' eine endliche Basis hat. Insbesondere dim K" = n.

Beweis. Sei 0y, . .., W, eine weitere Basis. Indem wir den Ergénzungssatz auf
Way ooy Wy Uty e e oy Uy
anwenden und umsortieren erhalten wir eine Basis
wg,...,wm,ﬁn,...,ﬁlkl mit 171]'6{171,...,17”}
Indem wir den Ergénzungssatz auf

w3a"'7wnavll7'"7vlk1avlv"‘7vn
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anwenden und umsortieren erhalten wir eine Basis
Ws, ..., Wy, V11, -« s Vkys Doty - - -, Vagy it U5 € {U7,...,Tp}

usw.. Wegen der Minimalitédtseigenschaft einer Basis ist stets k; > 0 und, da kein
Vektor in einer Basis zweimal auftreten darf, ist man nach spétestens m Schritten
am Ende - also m < n. Durch Vertauschen der Rollen folgt n < m und damit n = m.

(b) folgt nun sofort mit dem Ergénzungssatz. Hitte man ein Erzeugendensystem
mit weniger als n Elementen, so auch ein minimales, also eine Basis mit m < n
Elementen. Dann hétte man aber fiir diese Basis einen Widerspruch zu (a). Hat man

—

n unabhéingige Vektoren jy, ..., w,, so sind nach (b) fiir jedes ¢ die y, ..., Wy, 0
linear abhéngig, also nach dem Lemma 5.8 ¥ Linearkombination der ;. ]

Korollar 5.11 Fiir Untervektorrdume U, W eines Vektorraums gilt
o W endlich erzeugt = dim W < oo
e UCW = dimU <dimW
e UCW wund dimU =dimW <o = U=W

6 Affine Riaume

6.1 Axiome

In Analogie zum Anschauungsraum sagen wir, dass ein affiner Raum gegeben wird
durch eine ‘Punktmenge’ P, einen Vektorraum V und eine Abbildung von V x P
nach V

(U,P)»U+PeP

so, dass die Axiome (A2-4) gelten

(A2) Zu (je zwei) Punkten P, gibt es genau einen Vektor ¥ mit QQ = ¢+ P
(A3) (W+v)+P=w+ (V+ P)

(Ad) O+P=P

(A3-4) besagen, dass man eine Wirkung der Gruppe V auf P hat und es folgt —v +
v+ P = P, d.h. die Verschiebungen (Translationen) P — ¢ + P sind bijektive
Abbildungen von P.

(A2) besagt, dass die Wirkung von V' scharf transitiv ist und wir schreiben den durch
P und @ eindeutig bestimmten Vektor v als

F=P0 & Q=7+P

Es folgt, dass die Wirkung auch trew ist: verschiedene Vektoren bewirken verschiedene
Verschiebungen.
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6.2 Affine Teilrdume

Ein affiner Teilraum eines affinen Raums ist eine Teilmenge von P der Gestalt
U+P={u+PlucU}

mit einem Untervektorraum U von V und Punkt P € P. Dabei ist U eindeutig
bestimmt und

U+P=U+Q & PQeU

Also kann man dim U als Dimension von U + P definieren. Die leere Menge soll auch
als affiner Teilraum gelten. Beispiele sind Punkte, Geraden, Ebenen des Anschau-
ungsraums mit Dimension 0, 1, 2.

Beweis. Aus U+ P =W +Q folgt P = @+ @ fiir ein @ € W und ebenso Q = «+ P
mit « € U. Dann P = @ + 4 + P, also 4 = —. O

Geraden und FEbenen eines affinen Raums sind die 1- bzw. 2-dimensionalen affinen
Teilrdume. Man kann dann zeigen (Ubung!), dass es zu je 2 Punkten P, # P, genau
eine sie enthaltende Gerade gibt und zu je drei Punkten P, P,, P;, von denen keine
zwei auf einer Geraden liegen, genau eine sie enthaltende Ebene. Schliesslich ist X C
P genau dann affiner Teilraum, wenn mit den P; auch die durch sie bestimmte Gerade
bzw. Ebene in X liegt (ist 1 + 1 # 0 so geniigt es, die Geraden zu betrachten).

6.3 Affine Struktur eines Vektorraums
Jeden Vektorraum V' kann man als affinen Raum mit Punktmenge P = V' auffassen:
(0,p) = U+ p

d.h. man versteht die Elemente von V' einerseits als Vektoren, andererseits als Orts-
vektoren. Damit kann man auch von affinen Teilrdumen eines Vektorraums sprechen.
Sie sind von der Form

U+tp={u+p|ucU}
mit festem Untervektorraum U und (Orts)Vektor p.

7 Koordinaten

7.1 Lineare Abbildung

Sind V, W zwei K-Vektorrdume, so ist eine Abbildung ¢ : V' — W linear (genauer:
K-linear), wenn folgende Linearitdtsbedingungen gelten

AT+ Y) = d(Z) + oY), o(rd) =rp(x) firalle Z 5 in V, r in K.

Lemma 7.1 Ist ¢ : V — W linear, so gilt

¢(0) =0 ¢<Zri@-) = Zrid)(@-)
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Beweis. ¢(0y) = ¢(00y) = 0¢(0y) = Oy Die zweite Behauptung folgt leicht mit
Induktion iiber n (und der Wohldefiniertheit von ¢):

n n—1 n

n—1
(1) = 6 ') + 0(rm5) = Y r'e(T) +r0(7,) = Y r'en O
i=1

i=1 i=1 i=1

Lemma 7.2 Seien V,W Vektorriume tber K, v1,...,v, eine Basis von V und
Wy, ..., W, Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V — W
mit ¢(U;) = w; firi=1,...,n.

Beweis. Definiere
gzﬁ(z r'T;) = Z riap;)  fiir jede Wahl von r' € K

Die Wohldefiniertheit folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Darstellung Y, 70; in V.
Zur Linearitét:

G2 i+ 32 8'0) = 630, (r' + 8")0) = 3,(r" + 5)(0h)
= 2,700 + 2 5 00) = G2 T) + $(2;5'0) |
G(s 22, 7'0) = @32, sr'ti) = 22, sro(0;) = s 32, ' o(0) = sp(32, 1'i)

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus dem vorangehenden Lemma. O

7.2 Isomorphie

Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : V' — W heisst auch ein Isomorphismus. Gibt es
einen Isomorphismus von V' auf W, so heissen V' und W isomorph und man schreibt
V = W. Insbesondere ist dann ¢~! ein Isomorphismus von W auf V.

Bespiele: Der Anschauungsraum ist isomorph zu R®. Der Zeilenraum K™ ist iso-
morph zum Spaltenraum K™. Ist ¢ eine Permutation von {1,...,m}, so erhilt man
einen Isomorphismus von K™ auf K™ durch

2 201
o
™ o

Korollar 7.3 Sei ¢ : V. — W ein Isomorphismus. Dann gilt fir v,vy,...,0, in V
und U CV

7=0 s @) =0

U1, ..., U, unabhingig in V. <  ¢(v1),...,0(t,) unabhingig in W

U Untervektorraum von' V. < ¢(U) Untervektorraum von W

U erzeugt von Uy, ..., 0, < o(U) erzeugt von ¢(v), ..., o(U,)

U1, ...,U, Basis von V & o(th),...,¢(U,) Basis von W

dimV =dimW wund dimU = dim ¢(U) fir jeden Untervektorraum U von V
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Bei einem Isomorphimus iibertragen sich
alle Eigenschaften analog auf die Bilder.

Korollar 7.4 Seien V,W Vektorrdume idber K, vy,...,v, eine Basis von V und
wi,...,w, eime Basis von W. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : V. — W
mit ¢(v;) = w; firi=1,...,n.

Beweis. Wir wissen schon ,dass es eine lineare Abbildung ¢ gibt. Ist w € W so hat
man eine Darstellung @ = Y, r'a0; also & = ¢(>, 7'0;). Alsoist ¢ : V. — W surjektiv.

Gelte ¢(v) = ¢(v"). Da die v4,..., 9, erzeugen, hat man Linearkombinationen ¥ =
und @ = Y, 7"'7;, und es folgt >, r'uw; = ¢(w) = ¢(w') = Y, r"w;. Dann r* = r", da
die @y, ..., w, unabhéngig sind. Das ergibt v = ¢ und die Injektivitit von ¢. O

Korollar 7.5 Sind V,W K-Vektorraume und dimV < oo so
V=W & dmV=dmW, dmV=n<oo=V=K"|
Korollar 7.6 K"= K™ <& n=m.

7.3 Koordinaten

Korollar 7.7 Ist a : v,...,0,, Basis des K-Vektorraumes V', so hat man den
(Koordinaten-) Isomorphismus x von V auf K™

1.1

e UZ-HeZ-

F=) a'l m K(E) =
xm

o Vektoren ¥y, ... %, sind unabhdngig genau dann, wenn thre Koordinatenspalten

Ty, ..., % unabhdngig sind.
o 7' ist im Erzeugnis der Ii,...,T, genau dann, wenn IT® im FErzeugnis der
e, ... 20 st

R

® 7y,...%, ist Basis von V' genau dann, wenn n = m = dimV wund Z7,... 20
Basis von K™

7.4 Affine Koordinaten

Ein Koordinatensystem « eines affinen Raums besteht aus einem ausgezeichneten
Punkt (Ursprung) O, und einer Basis dy, .. .d, des Vektorraums V. Dann hat jeder
Punkt P € P eine eindeutige Darstellung

P = irid}-—l—Oa
=1

und die r* sind die Koordinaten des ‘Ortsvektors’ Oaﬁ bzgl. der Basis ay, . . ., a,, die

wir auch mit & notieren. Wir schreiben die Koordinaten als

Tl

pr=|:|=0.8"
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8 Matrizen und Koordinatentransformation

8.1 Matrizen

Definition. Eine m x n-Matrix

A= (&;) = (a;)mxn =

m
aq

6 KmX’fL

m
an

iiber K wird angegeben durch ein (rechteckiges) Schema von Zahlen (Koeffizienten,
FEintrdgen) a} aus K, wobeii=1,...,m;j5 =1,...,n. Oder eine mit den Paaren ij

indizierte Liste. Die Eintriige a!, . ..

,a’ bilden die i-te Zeile, die Eintrige a;, coal

]

die j-te Spalte. Zeilen bzw. Spalten kénnen demnach als Spezialfille von Matrizen

aufgefasst werden. Man lese: m kreuz n Matrix.

8.2 Addition

Matrizen kann man mit Skalaren multiplizieren
rA = (ra’)mxn
und Matrizen gleichen Formats kann man addieren
A+ B = (a} +b")mxn
Die Nullmatriz hat nur Eintrdge 0 hat und wird mit O ggf. mit O,,x, bezeichnet.

Bemerkung 8.1 Die m x n-Matrizen iiber K bilden einen K-Vektorraum

1 1 1 1
a; ... a, ra; ... ra, 0 ... 0
[ : N : ; : , O=
m m m m
ay ar raf* ... ral 0 ... 0
1 1 1 1 1t 1 pl
a; ... a, by ... b, a;+b; ... a,+0,
: S e ol TR = : : :
m m m m m m m m
ay ap byt ... by ai’ + by ayt + by

Bezeichnen wir die Spalten von A und B mit a; und b;, so hat A + B die Spalten
a; + b; und rA die Spalten ra;.

8.3 Matrix mal Spalte

Fiir eine m x n Matrix A = (a}) iiber K und eine Spalte b aus K" wird definiert

al ... al bl apb' + ...+ ald”
Ab = : : : | = : in K™
alt ...oa? b" apbl + ... 4 amon
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d.h. die i-te Komponente von Ab erhélt man, indem man die i-te Zeile von A kom-
ponentenweise mit b multipliziert und dann aufaddiert. Daher miissen die Zeilen von
A genauso lang sein wie die Spalten b.

ot v |
aj ... al | aib+...+alb"
a'ﬁ” a;,? apbt + . Fanb”

Aus den Regeln (K1-10) fiir das Rechnen in Korpern erhdlt man sofort
Ab+c¢)=Ab+ Ac A(rb) =r(Ab), A0=0, (A+ B)c= Ac+ Be

Bemerkung. Fiir das zweite Gesetz braucht man das Kommutativgesetz (K10). Das
konnte man vermeiden, indem man Matrizen und Skalare auf verschiedene Seiten
schreibt, z.B. Abr oder, wenn man von links nach rechts schreibt, rbA mit b als
Zeile. Dabei erkennt man, dass es nur um das Assoziativgesetz (K5) geht.

8.4 Matrizenprodukt

Die n x n-FEinheitsmatriz E, hat Diagonale e! = 1 und sonst iiberall Null

10 ...0
1
e B
0 .1

Das Produkt einer I x m-Matrix A mit einer m X n-Matrix B iiber K ist die [ X n-
Matrix C = AB

(aé‘)lxm(bi)mxn = (Ci;)lxn = (aibllg +.o.ot ainb;cn)lxn

D.h. man rechnet i-te Zeile von A komponentenweise mal k-te Spalte von B und
addiert auf, um ¢, zu erhalten. Manche mogen’s so

T T
bl b
m m
b b
aij ... a. llapbl+...+alb? .. aibl + ... 4 al ™
ay ..oooal |[abt 4+ +al b abbl + .+ al bm

Proposition 8.2 FEs gelten dann die folgenden Regeln, soweit die Operationen fiir
die Matrizen tiberhaupt ausfithrbar sind

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC
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(rA)B=r(AB) = A(rB), A(BC)=(AB)C
E,A=A=AFE,.
Fiir festes n bilden die (quadratischen) n x n-Matrizen einen Ring mit Eins.
Beweis. Wir beweisen nur die Assoziativitdt - alles andere folgt sofort aus den Ge-

setzen fiir ‘Matrix mal Spalte’. Auch dabei konnen wir annehmen, dass C' = ¢ eine
Spalte ist. Wir rechnen
bler + ...+ bley
A(Be) = A :

bi'e; + ...+ b'c,
aj(bicy + ...+ biey) + ...+ al (Vfcp + ...+ b7¢y,)

al(bley + ...+ bley) + ... +d (Bey + ...+ b7c,)
(albl + ... +alb™er + ...+ (aibl + ...+ al b™)e,

(bl + ... +al b™)ey + ..+ (albl + ...+ al b™)e,
= (AB)c

Warnend sei vermerkt, dass fiir Matrizen im Allgemeinen AB # BA, und dass man
aus AB = O nicht auf A = O oder B = O schliessen kann.

8.5 Matrixalgebra

Ist K ein kommutativer Korper, so ist eine (assoziative) K-Algebra (mit Eins) ein
K-Vektorraum V' und gleichzeitig ein Ring mit Eins, beides beziiglich derselben Ad-
dition, und es wird noch verlangt, dass

Vre KNv e VNw e Vor(v-w) = (rv) -w=wv- (rw)

Somit gilt

Die n x n-Matrizen iiber dem Kérper K bilden eine K-Algebra K™*"

8.6 Invertierbare Matrizen
Eine n x n-Matrix A heisst invertierbar oder requldr, wenn es eine Matrix B gibt mit
AB=BA=F

B ist dabei eindeutig bestimmt: aus AC' = F folgt B = BAC = EC = C. Wir
diirfen daher schreiben
B=A"1

Es folgt fiir invertierbare A, B
(AB)'=B1'A"Y (AhHl=4
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Korollar 8.3 Die invertierbaren Matrizen in K™ ™ bilden eine Gruppe GL(n, K)
bzgl. der Multiplikation.

Spéater werden wir zeigen, dass A schon dann invertierbar ist, wenn das Gleichungs-
system AX = E aus n? Gleichungen lésbar ist - und dann X = A~

8.7 Koordinatentransformation

Seien « : v,...,U, und S : wh,...,w,, zwei Basen des K-Vektorraums V. Wie
rechnet man die Koordinaten 7 und #° ineinander um? Es sei S = T} die Trans-
formationsmatriz mit den Koordinatenspalten @ der w; bzgl v als Spalten, also

—a —a . 1 m—
S= Tp= (... d,), Wj=sU1+...+ 87Uy,

Dann ist S invertierbar und es gilt:

= Ter? 20 = PTz> mit °T, = °T;"

Die Transformationsmatrix S = “Tj leistet die Koordinatenumrechnung
von der ‘neuen’ Basis [ in die ‘alte’ Basis a. In ihren Spalten stehen die
Koordinaten der neuen Basisvektoren bzgl. der alten Basis. Fiir die Um-
rechnung von ‘alt’ auf ‘neu’ benutzt man die inverse Matrix S~ = AT,

Beweis.
P S = S S = S = S
j j i i, i
Also 7% = O‘Tﬁfﬁ . Durch Vertauschen der Rollen 2 = AT, 2%, also #* = “Ts ST,z
Das gilt insbesondere fiir die * = e;, also £ = “T3°T,E. O

Ist eine Basis o des m-dimensionalen K-Vektorraums V' gegeben, so kann man jede
invertierbare m x m-Matrix S auf genau eine Weise als Transformationsmatrix S =
“Tp auffassen, ndmlich mit der Basis 8 deren Koordinaten bzgl. o durch die Spalten
von S gegeben sind.

8.8 Affine Koordinatentransformation

Lemma 8.4 Gegeben seien zwei Koordinatensysteme o und [ eines affinen Raums
und “Ty die Transformationsmatriz fir die Basen a, (. Dann

P* = T3 PP+ (05)" = “T3P? + 7% wobei ¥ = 0aOp.
P =P+ 0,0, fallsd =75

Beweis wie fiir die Anschauungsebene. Sei
P:f+0a:g7+05.

Dann
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8.9 Elementarmatrizen

Eine elementare Umformung der Spalten einer m x n-Matrix A ergibt eine neue
Matrix AS wobei S eine n x n-FElementarmatriz ist - sie ensteht aus E durch die
entsprechende elementare Umformung. Die 2 x 2 Elementarmatrizen sind

1 r 1 0 r 0 1 0 0 1
0o 1)/’ r 1)’ 0 1)’ 0O r)/)’ 1 0
i gl

Im Allgemeinen, hat man die entsprechenden Eintrége in den Positionen s, s, s;, s7,
wenn die i-te und j-te Spalte betroffen sind, ansonsten 1 auf der Diagonalen, 0
ausserhalb.

Die Elementarmatrizen sind invertierbar (weil die Umformungschritte riickgéngig
gemacht werden konnen. Bei den 2 x 2-Matrizen haben wir die Inversen

b ) GG G (o)

8.10 Verfahren zur Matrixinversion

Lemma 8.5 Sei A eine n X n-Matriz und E die n X n-Einheitsmatriz. Kann man
durch elementare Umformungen

A - F

F B

erreichen, so ist B die Inverse von A.

Beweis. Wir haben nach Voraussetzung

E A .
(B):(E)-S mit S =5;---9;

und elementaren, also invertierbaren S;. Also sind auch S invertierbar und
E=A.-5 B=FE-5=S8

Es folgt
ST1=FES ' =ASS'AE =4, A'=S
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9 Unitare und euklidische Riaume

9.1 Inneres Produkt in der Elementargeometrie

Wir setzen voraus, dass wir eine Lidngenmessung haben, d.h. dass zu je zwei Punkten
P,Q einen Abstand d(P, Q) so, dass die Aussagen der Kongruenzgeometrie erfiillt
sind. Insbesondere sind also gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms gleich
lang und wir konnen die Lange von Vektoren als die Lange représentierender Pfeile
definieren

PG| = d(P,Q)
Den Zusammenhang zwischen Skalaren und Langen miissen wir aber in die geome-
trische Axiomatik einbauen
rdl = |r|-|d|

Den Begriff des rechten Winkels kénnen wir nun definieren

e /QPR ist recht genau dann, wenn P = () oder wenn es Q' auf der Geraden
durch PQ gibt mit d(P,Q) = d(P,Q’), d(R,Q)=d(R,Q’)

o @Lbe ein/alle ZQPR mit PO = @, PE = b sind recht

Wir miissen aber wieder auf die Elementargeometrie zuriickgreifen, um Folgendes
behaupten zu kénnen

e dlb=rdlsb

e 7Zu jeder Geraden g mit Richtungsvektor @ und Punkt @) gibt es genau einen
Punkt R € g (den Fusspunkt des Lotes von @) auf g) so, dass RQ) L @

Damit kénnen wir nun den auch physikalisch grundlegenden Begriff der Komponente
¢ eines Vektor b in der durch einen Vektor @ gegebenen Richtung definieren durch
die Bedingungen (Fig. 1)

¢eRd, (b—-2d) La

In der Tat, ist @ # 0, so wihle man einen Punkt O und g als die Gerade durch O
mit Richtungsvektor @ und ) = b+ O. Dann erglbt sich ¢ elndeutlg als ¢ = O? mit
R dem Fusspunkt des Lotes von ) auf g. Ist @ = O so auch &= 0.

/1a97 /fig/eu3.eepic  /1a97/fig/eu3.eepic

Das skalare oder innere Produkt {(d| l;) ist nun mithilfe der Komponente ¢ definiert

durch
I 0 falls @
@]b) = { T falls @

0
= ra

|a]

i+0

b) ist @ - b. Insbesondere ist (7 | @) = |d|>?
1L

Die wichtigste andere Schreibweise fiir (a |
und es gilt (@ | b) = 0 genau dann, wenn @ L b. Geometrische Uberlegungen fithren

zu den Regeln (E wie Euklid)

— = —

(E1-3) (a@|b)=(b|a), (si|by=s(@|b)y=(al|sb), (@|b+e =(@|by+(al|a,
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(E4) (@|ad) >0 fird@+#0und |@| = /(@] a).
Beweis. (Fig. 2) Zu (E2). Fiir s@ # 0 anstelle von @ haben wir dieselbe Komponente
(@lb) . _ s{@fb)

CTap T eapr ™t T sap

also (s |b) = s(@|b) nach Definition. Fiir sb anstelle von b haben wir sb — s =
s(b—¢) L d, also die Komponente

und damit (@ | sb) = s(a@|b).

/1a97 /fig/eud.eepic  /1a97 /figonienieich.cepic  /1a97 /fig/eub.eepic

Zu (E3): Den Beweis fiir den Fall |d| = 1 entnimmt man der Zeichnung. Fiir
@ = 0 ist (E3) trivial. Andernfalls hat man @ = s@ mit s = |@ und @ = Ld, also
|d@'| = 1|d] = 1. Mit (E2) und dem bekannten Fall: (@ b+ E} = (s@ | b+7) = s(a@ |
b+¢) =s((@ | b)+ (@ | ) =s@|b)+s@|d=(@|b+(ale. Nach dem
gleichen Muster geht die Reduktion von (E1) auf den Fall |@ = |b| = 1 und dieser

folgt entsprechend der Zeichnung.
/1a97 /fig/eub.ecpic  /1a97 /fig/eub.eepic

Satz 9.1 (Pythagoras) Fir ein Dreieck PQR gilt

@\2 + ]]?[%F @]2 genau dann, wenn @ 1 PR.

Beweis. Sei d = P@ und b = PR. Dann ist }w — G—b. Nun gilt [d—b]2 = (@+(—1)b |

G+ (=1)b) =g (@] @)+(@ | (D) +((~1)b | @)+ (b | b) =m0 |a*—2(a@ | &) +[b].
Somit gilt |@ — b|2 = |@ + |b[? genau dann, wenn 2(@ | b) = 0, d.h. wenn (@ | b) = 0.
Man kann sich natiirlich darum streiten, welchen Sinn die Herleitung des Pythagoras
aus (E1-4) macht, steckt doch in der Begriindung dieser und der vorangegangenen
Regeln ein Quantum an Geometrie, das das fiir den Pythagoras benotigte weit {iber-
steigt.

9.2 Komplexe Zahlen

Skalarprodukte behandelt man am besten gleich so, dass komplexe Vektorrdume mit
eingeschlossen sind. Wir geben daher eine knappe Einfithrung der komplexen Zahlen
- eine ausfiihrliche Diskussion folgt spéter.
Die Elemente des Korpers € der komplexen Zahlen haben eine eindeutige Dar-
stellung der Form
a+bi, a,beR

wobei ¢ ein ausgezeichnetes Element von € ist mit der Eigenschaft

|
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und R als ein Unterkorper von € aufgefasst wird (d.h. Addition und Multiplikation
reeller Zahlen wie gehabt). Damit ist auch das Rechnen in € eindeutig festgelegt. Es
bleibt nur die Frage der Existenz, die wir bis auf weiteres den Dogmatikern iiberlassen.
Wichtiger ist uns die Operation des Konjugierens

z=a+bi—Z=a—bi

Diese ist mit Addition und Multiplikation vertréglich, trivial auf R und ihre eigene
Umkehrung

I
N
N
Mm

x
|

Il
N

H+w=z+w, z-w=Z-w, Z

Insbesondere ist
z-Z=a*+b €Ryy fiir 2 =a+ bi

und wir konnen den Betrag definieren durch
|z| =Vz-Z
und haben sofort

2wl = |z] - Jw]

9.3 Skalarprodukte

Sei K = C bzw. K = Rund V ein K-Vektorraum (wer sich dabei wohler fiihlt, darf
sich auf K = R und A = X beschrinken). Ein Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung
® .V xV — K, wir schreiben

(7, y) = (]

derart dass fiir alle Z, ¥, 2 € und A € K gilt

(Z+2y) = @+ (Zy), M|y = MZ|y) semilinear im ersten Argument
(Zly+2) = (Z|y)+(Z]2), (@] \)) = MZ|y) linear im zweiten Argument
(7| ) = (Z]Y) hermitesch bzw. symmetrisch
(| 7) > 0, (Z|Z) =0 & F=0 positiv definit

(manche Autoren vertauschen die Rollen der Argumente, aber so ist’s praktischer).
V' zusammen mit dem Skalarprodukt heisst auch ein unitdrer und im reellen Fall ein
euklidischer (Vektor) Raum. Beispiele sind die Skalarprodukte auf dem Raum der
Vektoren und das kanonische Skalarprodukt

(x|y) = Zx auf R"

(x|y) szy auf C"
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Allgemeiner gilt: ist 1, ..., v, Basis des reellen bzw. komplexen Vektorraums V' und
sind die A\; > 0 in R, so erhélt man ein Skalarprodukt auf V' durch

O(F, ) = ATy fir I=Y 2’0, =Y y'l

Wir werden zeigen, dass sich jedes Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen
Raum bzgl. einer passenden Basis so beschreiben ldsst (und zwar mit A; = 1 - d.h. dass
man stets eine ‘Orthonormalbasis’ hat. Weiterhin werden wir zeigen, das wenn man
zwei Skalarprodukte (|) und ® auf V hat, man bzgl. des ‘metrischen’ Skalarprodukts
(]) eine Orthonormalbasis finden kann, sodass ® wie oben beschrieben wird - das ist
der fiir die Mechanik wichtigste Fall der ‘Hauptachsentransformation’.

Weitere Beispiele sind die Radume der quadratisch summierbaren Folgen & = (vy|k =
0,1,...) reeller bzw. komplexer Zahlen (d.h. >, |vg|* < 00) mit

o0

< :B|y >= Zﬁkwk
k=0

und die Rdume von integrierbaren Funktionen v(¢) vom reellen Intervall [a, b] nach
R bzw. €, die [|¢(t)[*dt < oo erfiillen (z.B. die stetigen ¢ auf kompaktem [a, b]),
mit

b_
< P(B)]é(t) >= / B0 6 (t)dt.
9.4 Cauchy-Schwarz

|(0]| W)| < |U] - |Wl| Cauchy-Schwarz

Beweis. Fiir @ = 0 oder @ = 0 ist die Behauptung trivial. Andernfalls kénnen wir
|@| = 1 annehmen. Setze r = (| ¥) Dann 0 < |0 — rdf|* = (T — rd |0 — rdf) =
(O] V) —r (V| W) — 76 | U) +T7r (0 | W) = |U]? —rT —7r +7r = |0]? — |r|?, also |r| < |].

9.5 Norm

Da (Z|Z) € R>o (wegen der hermitischen Eigenschaft) kann man die Ldnge oder
Norm eines Vektors definieren als

Héufig wird auch ||#]| geschrieben. Es gelten dann die von einer Norm verlangten
Eigenschaften
’flEIRzo, \f]zO@sz

|r@| = |r||Z| fir alle r € K

|0+ | < |U] + |W| Dreiecksungleichung.
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—

Beweis. [o+di[* = (0| 0) + (0] &) + (0 | 0) + (| &) <[] +2{ ] o] + [ @] = (|o7]+ [ od]).

Ein Vektor von Lénge 1 ist ein Einheitsvektor oder normiert. Ist & # 0, so erhlt
man durch Normieren den Einheitvektor

—_

=7
7]

9.6 Metrischer affiner Raum

Hat man einen affinen Raum mit Punktmenge P und euklidischem oder unitdrem
Vektorraum V', so kann man den Abstand zwischen zwei Punkten so definieren

a(P.Q) = |PQ)|
Damit wird P zum metrischen Raum - es gilt
d(P,Q)=d(Q,P) € Ry, d(P,Q)=0&P=(Q

d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R)

Aber: Es gibt auch andere Metriken auf affinen Rédumen, z.B. die 1-Metrik d(P, Q) =
> 2" mit @ = ]@a bzgl. eine Basis « - fiir die reelle Ebene ist das die “Taximetrik”
in einer Stadt mit Strassennetz bestehend aus 2 Parallelscharen.

9.7 Orthogonalitéit

Zwei Vektoren stehen aufeinander senkrecht
¥ 1L ¢ genau dann wenn (Z'|y) = 0.
Es gilt ¥ 1 < ¢ L & und der Satz von Pythagoras
U4 0| = |0 + |u]* & T L.

In reellen Fall ist der Winkel ¢ zwischen zwei (von 0 verschiedenen) Vektoren ¢ und
w gegeben (bis auf Vielfache von 7) durch

(0, w)

9.8 Orthogonalraum

Fiir X C V erhalten wir einen Untervektorraum, den zu X orthogonalen

Xt={geV|Vvie X. 7 L7}

X NX*+={0}. Wird U von X erzeugt, so U+ = X+

Beweis. Trivialerweise U+ C X+. Ist ¥ € X+ und @ € U, so u = > ri#; mit 7; € X,
also (7] @) = S ri{y| %) = 0. Also ij € U+,
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9.9 Normalengleichung

Einen n — 1-dimensionalen affinen Teilraum 7" in einem n-dimensionalen metrischen
affinen Raum (z.B. eine Gerade g in der Ebene bzw. Ebene E in Raum) kann man
bei ausgezeichnetem Ursprung O auch durch eine Normalengleichung beschreiben:

T={PcP|(ii|PQ) = d}

Dabei ist 7 ein Normalenvektor, der auf T' senkrecht steht, und d eine reelle Zahl. Ist
7 und ein Punkt P € T bekannt, so ergibt sich d = (77 | @) und man hat

T={a}*+P

Durch Multiplikation mit +|7|~* kann man die Gleichung in Hessesche Normalform
iiberfithren, d.h. erreichen, dass |7i| = 1 und d > 0. Dann bedeutet d den Abstand
von T vom Ursprung und 7 zeigt von O in Richtung auf T'. Sind T} und 75 beide in
dieser Form gegeben, so ergibt sich der Abstand als

d = |dy — d

/1a97 /fig/eu8.eepic  /1a97 /fig/eu8.eepic
/1a97 /fig/eu9.eepic  /1a97 /fig/eu9.eepic
/1a97 /fig/eul0.eepic  /1a97/fig/eul0.eepic

9.10 Orthonormalbasen

Ein System i, ..., 0, von Vektoren ist orthogonal, falls v; L vj; fiir alle ¢ < j, und
orthonormal, falls auch |v;| = 1 fiir alle 7. Fiir ein Orthonormalsystem gilt (Fig.3)

=20 +...+ 20, = 2= (0;|7)

also ist es insbesondere unabhéngig und damit Orthonormalbasis , kurz ON-Basis,

des von ihm erzeugten Untervektorraums. Die kanonischen Basen von €™ bzw. R"

sind offensichtlich ON-Basen bzgl. des kanonischen Skalarprodukts.
/1a97/fig/euT.eepic  /1a97 /fig/euT.eepic

/1a97/fig/eull.eepic /1a97/fig/eull.eepic

Ist é1,..., €, eine ON-Basis von V', so berechnet sich auch das skalare Produkt aus
den Koordinaten :

(wre) + ...+ ae, | yteL+ ..y =Tt L Ty
Beweis. (0, 2'¢; | 32, 9°6)) = yla'er| X;0765) = i X(a'es | ') = 22,50, 2"y (6 | €) =
> 2"yl O Es folgt

@) =D (@18 - (@lg) =D _(¢i|9) - (Fl&) Parseval



42 9 UNITARE UND EUKLIDISCHE RAUME

1Z)? = Z |(&;| ©)|* Plancherel

=1

Durch die Festlegung einer ON-Basis « geht der n-dimensionale
euklidische bzw. unitédre Vektorraum V isomorph und isometrisch in
R™ bzw. €™ mit dem kanonischen Skalarprodukt iiber - via & + 7

Ein affines Koordinatensystem, das durch Ursprung und ON-Basis gegeben ist, heisst
im Volksmund auch ein kartesisches Koordinatensystem. Legt man ein kartesisches
Koordinatensystem « fest, so geht eine Normalengleichung (bzgl. des Ursprungs O,,)
iiber in eine Koordinatengleichung

T={PeP|P" = ), mat Fnea® 4+ npa” = d).

9.11 Orthonormalisierung

Bilden s, . . . , w,, ein ON-System, sO erhélt man zu jedem Z einen auf den wh, . . . , W,

senkrechten Vektor, d.h. ein Lot auf den von diesen ausgespannten Untervektorraum
W, durch

g=7— Y (7| jw; £ 0 falls 7 ¢ W
In der Tat (uj; | §) = (uf; | ) — 3270 (s, @ | ) | i)ty = (w; | &) — (i | £) - 1 = 0.
Dies liefert ein Verfahren (Gram-Schmidt) um aus einem Erzeugendensystem

1, ...,0, eines Untervektorraums U von V eine Orthonormalbasis s, ..., w,; von
U herzuleiten:

» Bestimme k minimal mit v} # 0. Setze dy = 1 und w; := = Uk

> Uiy = Uk — ((Wh | U)Wy + ..+ (W, | Tp1)Wa,),

— N . - = S S
» Falls v, # 0, 80 dyq1 1= d + 1 und Wy, ,, = Tpy1 = 7] k1

» Sonst dyi1 := dj und Uyyq = 0

» Wi, ..., Wy mit d = d, ist ON-Basis von ) " | K

Mit dem Basisergénzungssatz erhéilt man

Korollar 9.2 Jeder Untervektorraum U eines endlichdimensionalen unitiren bzw.
euklidischen Raums V' hat eine ON-Basis und jede ON Basis von U lisst sich zu
einer ON-Basis von V' ergdnzen.
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9.12 Orthogonale Projektion

Lemma 9.3 Zu jedem endlichdimensionalen Untervektorraum U eines unitiren bzw.
euklidischen Vektorraums 'V gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung wy mit

W@ elU, ZeU=n@) ==& mn@=07clU"
Fiir jede ON-Basis vy, ..., U, von U gilt
(2) 7u(Z) = (O | D)L + . .. + (T | D) T
Weiterhin fir alle ¥ € V

(3) # — mp(Z) € U und |7 — mp(Z)| = qli(51|f—ﬁ|.
ue

Die Abbildung 7y heisst die Orthogonalprojektion von V' auf U.

Beweis. Nach Gram-Schmidt hat U mindestens eine ON-Basis. Definiert man 7 nach
(2) so ist die Linearitéit klar und es gilt (1). Namlich 7y (Z) = 0 genau dann, wenn
(T;|Z) =0 fiir i = 1,...,m genau dann, wenn & € U+,

Sei nun 7y mit (1) gegeben. Dann 7y (2 — 7TU(£L’)) = ) — my(my(Z)) = 0
also ¥ — my(%¥) € UL, Ist nun @ € U so my(%) — @ € U d nach Pythagoras
|7 = my(D)? < |7 = 7y (D) + |y (Z) — af = (7 - 7TU( P) + (my(Z) — )| = |7 —al*.

Indem man 7y durch (2) definiert folgt: @ — >, (7; | £)v; € U~*. Die Linearitét
ergibt fiir jedes my mit (1), dass (und somit (2) und Eindeutigkeit)

0=y (& =Y (6| )W) = 7y (&) = Y (@ | D)my (@) = 7u(&) = (6 | 2)7;

Sl

o (%
un

9.13 Orthogonale Zerlegung

Korollar 9.4 Jedes © € V hat eindeutige Darstellung ¥ = i +w mit @ € U,w € U+
Wir schreiben V- =U @ U+ und haben dimU + dim U+ = dim V.

Beweis. Haben wir auch ¢ = @ + ', so € — @ = & — @' € UNU*L, also = 0. Zur
Existenz: ¢ = 7y (V) + (¥ — 7y (¥)). Eine Basis von V' erhélt man nun als Vereinigung
von Basen von U und U+. O Wir definieren

X 1Y genau dann, wenn & L g fiir alle ¥ € X, y €Y.
Seien Uy, ..., U Untervektorrdume von V' mit U; L Uj; fiir alle ¢ # j. Dann ist fiir
U=U+...+U={ur+...tu|u; € U; fir i + 1,... k}.
die Darstellung eindeutig und wir schreiben
U=Ua"...8" U,

und sprechen von einer orthogonalen Zerlegung von U. Beachte U N U+ =Y i Uj-
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9.14 Transponierte Matrix

Zu einer m x n-Matrix A = (a})mxn erhilt man die transponierte n x m-Matrix A?,

indem man die Eintrdge an der Diagonalen ‘spiegelt’:
Al = (a*)ym mit al* = al.
Es gelten dann die Regeln
A=A, (A+B)Y =A"+B", (rA'=rA", (AB) =B'A", E'=FE.

A invertierbar = A’ invertierbar (At)*1 = (Afl)t
Beweis. (Ab)' = bl At und A A = (ATA)Y = FE' = E O

9.15 Adjungierte Matrix

Die Matrix A = (a;l) erhélt man durch Konjugieren der Eintrdge. Aus den Isomor-
phieeigenschaften des Konjugierens folgt

A=A A+B=A4+B, (rA)=7A, AB=A-B, E=E.

5N

?

A invertierbar = A invertierbar A ' = A1
A ist reell, genau dann, wenn A = A.
Die adjungierte zu einer komplexen Matrix A = (a})

—t

A=A
Es gilt analog
A=A, (A+B)"=A"+B", (rA)=rA*, (AB)"=B"A*, E*=F.
A invertierbar = A* invertierbar (A*)™! = (A™1)*
A ist reell, genau dann, wenn A* = A°.
Korollar 9.5 Das kanonische Skalarprodukt auf K™ kann man so schreiben

(x|ly) ="y

9.16 Bestapproximierende Losung

Ist ein Gleichungssystem Ax = b iiber R oder € unlosbar, so kann man nach bestap-
proximierenden ‘Losungen’ & suchen, fiir die |AZ — b| minimal wird. Die Gauss’sche
‘Methode der kleinsten Fehlerquadrate” konnen wir wie folgt fassen - und erhalten
die Existenz eines £ mit der Orthogonalprojektion.

Bemerkung 9.6 Folgende Aussagen sind dquivalent
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e I bestapproximierend fir Ax = b
e Ax = my(b), U Spaltenraum von A
o A*Ax = A*b

Beweis. {Ax |z € K"} ist gerade der Spaltenraum U von A also 1 < 2 nach Lemma
9.3. Und A*AZ = A*b < EA*(Az - b) =0 < (Ay)"(Az - b) = y*A* (A2 —b) =0
fir alle y & AZ —be Ut & Az = my(b)

Ausgleichsrechnung: Gegeben seien Messwerte f(¢;), i = 1,...,n. Die Idee ist,
dass es sich um fehlerbehaftete Messungen der Werte einer reellen affinen Funkti-
on f(t) = at + b handelt. Deren Graph ist die Ausgleichgsgerade. Also ist fir das
Gleichungssystem

die bestapproximierende Losung a, b zu bestimmen. In Matrixform

f(t1) tp 1
A<Z>:f mit f = : und A = s
f(tn) tn 1

Dies fiihrt zu der “Normalengleichung”
(th th) (a) _ (Ztif<ti>)
Y.tioon b > f(t)
9.17 Unitare und Orthogonale Matrizen

Eine Matrix S € K™ " heisst unitir bzw. orthogonal, wenn K = € bzw. K = R
und die Spalten eine ON-Basis von K™ bilden. Insbesondere sind die reellen unitéren
Matrizen genau die orthogonalen.

Korollar 9.7 Sei dimV = n, o ON-Basis von V und S € K™"™. Dann sind dqui-
valent

e S ist unitdr/orthogonal
o S = Tz mit einer ON-Basis [5.
Insbesondere sind unitdre/orthogonale Matrizen invertierbar.

Beweis: V' geht via a-Koordinaten isomorph und isometrisch in K™ iiber. [J Insbeson-
dere sind die Permutationsmatrizen 7,3 orthogonal, wobei 3 aus denselben Vektoren
wie «, aber in moglicherweise anderer Reihenfolge besteht - d.h. eine Permutations-
matrix hat in jeder Zeile bzw. Spalte genau eine 1, sonst 0.

Korollar 9.8 Folgende Aussagen sind dquivalent

o S ist unitdr/orthogonal
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e S*S=F
.S*:Sfl
e SS*=F

Die Zeilen von S bilden ON-Basis des Zeilenraums K™*

Beweis. 1 und 2 nur verschieden Schreibweisen. Ist S unitér, so invertierbar und
S* = 5*8S571 = ES™1 = S~1. Also sind 1,2,3 dquivalent. Wenn man alles mit Zeilen
statt Spalten macht und die Reihenfolge von Matrixprodukten umdreht, sieht man,
dass 3,4,5 dquivalent sind.

Korollar 9.9 Die unitiren bzw. orthogonalen Matrizen bilden bzgl. der Multiplika-
tion eine Gruppe U(n) bzw. O(n).

9.18 Orthogonale Koordinatentransformation

Im Raum sei die Orthonormalbasis « : €7, €5, €3 mit Ursprung O und ein weitere
Orthonormalbasis [ : ﬁ, fé, f_;; mit Ursprung () gegeben. Fiir einen Punkt P seien
a2t 22, 23 die Koordinaten des Ortsvektors # = OP beziiglich der ersten Basis und
2V, 22, 2 die Koordinaten von & = QP beziiglich der zweiten Basis. Wie erhilt
man die 2" aus den z°? Das geht jetzt viel einfacher als bei schiefen Koordinaten.
Beziiglich des ersten Basis seien v!,v%,v3 die Koordinaten des Verschiebungsvektors
U= O_Q und fjl, f2j, f3; die Koordinaten von f;, d.h.

T =0v'e) +v°6 + e, fj = fjlgl + foj€2 + f3;€3

(Tl) ZL‘i = iil’ll + figlﬂ + figx'3 + Ui

Dann gilt @’ = ¥ — v also
(T2) 2" = (ﬁ | %= 0) = fu(z' —v") + fa(z® —v?) + fai(2® —0?).

Geht es um Vektoren, nicht um Ortsvektoren, so kann man natiirlich immer mit dem
Verschiebungsvektor v = 0 arbeiten. Wie erhilt man die Koordinaten e;, ea;, e3; des
Vektors €; aus der alten Basis bzgl. der neuen Basis? Ganz einfach nach (T2) mit
Verschiebungsvektor @ = 0:

(T3) e =(fil&)=F.

Scholion. Hat man eine Ebene E durch die Koordinatengleichung nixt + nox? +
nsx® = d gegeben, so erhdlt man eine Koordinatengleichung fiir die neuen Koordina-
ten 2, indem man x' nach (T1) einsetzt. Ist umgekehrt E durch die Koordinaten-
gleichung n}x"t +nha +nfa" = d' fir die neuen Koordinaten gegeben, so erhilt man
eine Gleichung in den alten Koordinaten z*, indem man die " nach (T2) einsetzt.
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Die Beziehungen zwischen den Koordinaten des Normalenvektors 11 der Ebene E sind
wie folgt

m iny + fomy + f3ng
A% = ny | = | finh + finh + finy | = “Tpeii’
ng P+ fony + fing
n fing + fing + fins
i’ = nh | = | fini+ fing + fing | = THa™ = O‘Tﬁ_lﬁo‘
g fana + fing + fins

Die Physiker sagen: Normalengleichungen transformieren sich kovariant oder kogre-
dient.

Beweis. Man erhilt die Gleichungen (fln;+ fins+ fing)x +(fani+ fang+ fing) x>+
(fsm1 + fina + fina)a™ = d — (ving + v*ng + v'ng) bzw. (fin] + fony + fyng)a' +
(finy + finy + fins)a? + (finy + finy + finy)a® = &' + [(flv' + ffo® + fio*)n) +
(f2v' + f3v° + f50d)my + (fsv' + f50% + f3v7)n)].

Das folgende Beispiel ist der Einfachheit halber in der Ebene mit orthonormalem
Koordinatensystem « : €, €5, O. Sei

> a e — o a3 . o4
(1) 5 (1) ommee () 0P (5)

Dann hat der Punkt P im Koordinatensystem f:, f;, Q die Koordinaten 2! = 3,2 =

1. Der Vektor ¥ hat bzgl. der Basis fi, fo die Koordinaten % und —1. Die Gerade

mit Gleichung ¢ : 32! + 422 = 5 im System « hat im Koordinatensystem ﬁ, f;, O
die Koordinatengleichung g : z/* = 1. (Fig. 5) Die Verallgemeinerung folgt auf dem
Fuss.

9.19 Kontravariante Transformation

Die Indizes von Koordinaten eines Vektors beziiglich einer Basis « : €7, ..., €, schrei-
ben wir oben
1
Xz n
% = : @f:E r'e; =: 1'¢;
x" i=1

nach der Einsteinschen Summenkonvention: taucht ein Index je genau einmal oben
und unten auf, so ist der Ausdruck iber diesen Indexr zu summieren.

Sind a : €y,...,€, und B : é),...,¢é, zwei Basen des Vektorraums V', so haben wir

e n

die Transformationsmatrix so definiert
o o 7 . -/ 1—- =
Tﬁ = (tj) mit €; —tj61+...—|—tn]6n
also fiir ¥ = 2''éy' + ...+ 2e,’

- /j iz Hipiye 1o no i 1 4
x—g I'JE tjei—g (E aVt)e; = xiey + ...+ ae, mltx—g ]
J i J j

( J



48 9 UNITARE UND EUKLIDISCHE RAUME

T = Ty

Die neuen Koordinaten eines Vektors ergeben sich also aus den alten nicht mit der
Matrix T}, die den Ubergang von den alten Basisvektoren zu den neuen beschreibt,
sondern mit der inversen, also ‘gegenléaufig,” man sagt kontravariant

i “Tﬁ_lf“ kontravariant

9.20 Linearformen und kovariante Transformation

Eine Linearform auf einem K-Vektorraum ist eine lineare Abbildung f : V — K.
Bzgl. einer Basis « : €7, ..., €, von V wird sie beschrieben durch

F@) =3 it = - F mit = (a,...,a,), a5 = (&)
In einem euklidischen oder unitédren Raum hat man die Beispiele
f(@) = (A|Z) @ mit |7i] =1 fest

und jedes Beispiel sieht so aus - mit eindeutig bestimmtem 7 mit 7% = f bzgl.
ON-Basis «a.

Die Menge aller Linearformen auf dem K-Vektorraum V' ist der Dualraum
V*=A{f]|f:V — K linear}

Das ist selbst wieder ein Vektorraum - das wollen wir aber jetzt nicht thematisieren.
Eine Linearform f sieht ihren Lebenszweck also darin, Vektoren zu fressen und dafiir
Skalare auszugeben - die angemessene Vorstellung ist also, je nach Geschmack: black
box, Vektoren-Messgerit, vektorlifressende Nachtigall.

Ist fiir V' eine Basis o bekannt, so kann man die Linearform f schon erkennungs-
dienstlich behandeln, indem man ihr die Basisvektoren €; zu fressen gibt und die
Ergebnisse a; = f(€;) notiert. Namlich wegen der Linearitét

£L‘1

@) =2 f(&) = (ar,...,a,) - | fir 7 =) a'¢;

"
Folglich kann man die a; als Koordinaten von f bzgl. a ansehen und schreiben
fa=(a1,...,a,) mita; = f(&)
und hat dann die bequeme Matrixschreibweise
f@) = fo- 2

Will man nun die Koordinaten von f in der neuen Basis 8 angeben, so geht das ganz
einfach, eben kovariant mit derselben Matrix, die den Ubergang der Basen beschreibt

f(@) = Z$’jf(@ ) = Z:U’j Zt;f(a) = Zx’ja;- mit a} = Ztéui
J J i j i

f,B = (allv""a;) = (ala--wan)(t;) = foaaT,B
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fa = fo“Ts kovariant

Das folgt auch direkt mit der Matrixbeschreibung und der ‘Substitution’ 2% = “Tz7”
aus

f(f):fa'fa:fa' aTﬁ'fﬂ
9.21 Hyperebenen
Die ‘homogene Gleichung’ f(¥) = 0 beschreibt den Untervektorraum

U= (7] 1) = 0}

Hat man einen affinen Raum P mit Vektorraum V', so beschreibt die ‘inhomogene
Gleichung’ f(Z) = ¢ bzgl. des Ursprungs O den affinen Teilraum

H={&+0| f(Z)=c} =P+ falls f(OP) =

Dieser hat, falls nichtleer (d.h. falls nicht f = 0 und ¢ # 0) die Dimension dim V' — 1
und ist somit eine Hyperebene. Bzgl. eines Koordinatensystems « : O, €1, .. ., €, wird
dieser affine Teilraum beschrieben durch die Gleichung

fach = Zaixi =cC

—

Fiir einen neuen Ursprung O' = ' + O ergibt sich (iiber § = & — 7)
H={y+0"| f() =} mit =c— f(V)

und fiir ein neues Koordinatensystem 5 : O, €}, ..., e, die Gleichung

n

fFYP =¢ mit ff = froTs, & =c— f°O

9.22 Integrale als Linearformen

Sei X C P ein kompaktes Volumen des Anschauungsraums, z.B. ein Voll-Quader.
In der Analysis lernt man, wann eine Funktion f : X — R auf X das bestimmte

Integral
/f(P)dV:/f(f+ 0) d#

besitzt, dass die integrierbaren Funktionen einen Untervektorraum des Funktionen-
raum R bilden, und dass die Abbildung

fH/f(P av

eine Linearform auf diesem ist, d.h. dass gilt

/(f+g dV/ P)+ g(P))dV = /f dV+/ (P)dV
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/(rf)(P)dV:/rf(P)dV:r/f(P dv

Ausserdem ist das Produkt P — f(P)-g(P) integrierbarer Funktionen f, g intergrier-
bar. Als Physiker darf man sich dV = d& als klitzekleinen Wiirfel mit Mittelpunkt
P = 74 O denken, und das Integral als die Summe der Zahlen f(P)-|dV| genommen
iiber eine Zerlegung von X in solche Wiirfelchen. Hat man eine ON-Basis €7, €5, €3, S0
kann man das Integral iiber den Quader X, der von den Kanten a;€; + O aufgespannt
wird, als Mehrfachintegral schreiben und vielleicht sogar ausrechnen

/f(P) dV = /0%(/0&2(/0@1 f(at, 2% 2%) dzt) da?) dz®  wobei f(z!, 22, 2 Zx €+0)

Fiir das Folgende ist es bequemer, wenn man die nur auf X definierte Funktion f zu
einer auf dem ganzen Raum P definierten Funktion fortsetzt, indem man setzt

F(P)=0 fir P& X

9.23 Schwerpunkt

Ein physikalischer Korper sei durch seine Massendichte P +— m(P) angegeben (die
ausserhalb eines Quaders = 0 ist). Wir gehen davon aus, dass diese Funktion inte-
grierbar ist. Die Gesamtmasse ergibt sich dann als

M:/mwdv

Beziiglich einer durch Aufpunkt O und Richtungsvektor @ gegebenen orientierten
Geraden g betrachtet man das Integral

fo(@) :/<6|f> m(F+ 0)dV

und nennt O einen Schwerpunkt bzgl. dieser Geraden, wenn dieses Integral 0 ergibt.
Ist |@| = 1, so spricht man vom Massenmoment erster Ordnung. Aus den Linearitéts-
eigenschaften von Integral und Skalarprodukt folgt sofort

fo ist eine Linearform auf dem Raum der Vektoren.
Ist €1, €, €5 eine Basis, so

3 3
i)=> dfoé) fird=> ae
=1 =1

Dabei sind sowohl die Massendichte m wie der Aufpunkt O konstituierend fiir die
Form fo - man denke sich die Masse ersetzt durch den in O gelagerten Hebel g mit
der Massendichte

mﬁﬁzﬁﬂpm@+OMA(Pem
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d.h. man summiert iiber die Ebene durch P senkrecht zu g und bestimmt nun das
Moment zu

fol(d) = /IRm -m(xd + O) dx

Wie sind nun diese Formen bei fester Massenverteilung m aber unterschiedlichen
Urspriingen miteinander verbunden: Aus dieser physikalischen Uberlegung oder noch
einfacher durch Rechnung erhalt man

foro(@) = fo(a) — (@|v)M
Nimlich fy,0(d@) = [(@|§ym(G+ T+ 0)dV = [(@| 7 — &)ym(Z + O)dV
= [((@| Z)ym(Z + 0)dV — (@| D)) [ m(Z+ 0)dV = fo(@) — (@|®)M. O

S heisst Schwerpunkt der Massenverteilung m, wenn fg(@) = 0 fiir alle @, d.h. wenn
S Schwerpunkt fiir alle Geraden durch S ist.

Satz 9.10 Ist S Schwerpunkt bzgl. dreier nicht in einer Ebene liegenden Geraden,
so ist es der Schwerpunkt der Massenverteilung. Jede Massenverteilung hat einen
eindeutig bestimmten Schwerpunkt; dieser wird bzgl. einer ON-Basis €7, €5, €3 und
Ursprungs O bestimmt durch

, , 1
S = Z s'e;+0 mit s' = i /(@ | ZYym(Z+ O)dV, M = Gesamtmasse

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der Linearitdt von fg. Somit ist § =
>: 8¢ + O Schwerpunkt genau dann, wenn fg(€;) = 0 fiir ¢ = 1,2,3. Wir haben
aber

fs(@) = fol&) — (&> s'E)M = fo(é;) — s'M

also fs(€;) = 0 genau dann, wenn fo(&;) = s*M. [J

10 Orientierte Flichen, Vektor- und Spatprodukt

10.1  Orientierung

Naive Mathematiker orientieren eine Ebene, indem sie ihre Uhr drauflegen und mit
‘positiver Orientierung’ meinen ‘gegen den Uhrzeigersinn’. Im Klartext: Eine Ori-
entierung der Ebene ist eine Abbildung, die jedem Paar nichtparalleler und von 0
verschiedener Vektoren ein o(Z, ) € {1, —1} zuordnet so, dass

nau dann, wenn 2 zwischen & und ¢ oder ¥ zwischen ¥ und
+2) = o(Z,9).

¢}

g

Xy
=
=
o
o
o
=
=

=

\'&l

<y
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Dabei liegt Z zwischen ¥

und 3, falls fiir ein/alle P

es ein A > 0 gibt so, dass /la97/fig/det6.cepic /1a97/fig/det6.eepic

A7+ P zwischen 7 + P und

i+ P liegt

Zu einer Orientierung o ist —o mit (—o0)(Z,y) = —o(Z,y) die entgegengesetzte
Orientierung.

10.2 Fliachenmafle in der Ebene

Ein Flichenmaf M fiir Parallelogramme ordnet jedem Paar nicht paralleler und von
0 verschiedener Vektoren der Ebene einen Skalar M (7, %) so, dass gilt

o M
o M
o M(Z,y+2)=M(Z,y) — M(Z Z2) falls o(Z,y) = —o(Z, 2) = —o(Z, ¥ + 2).

/1a97 /fig/det1.eepic /1a97/fig/detl.eepic /1a97/fig/det2.eepic /1a97/fig/det2.eepic

/1a97 /fig/det3.eepic /1a97/fig/det3.eepic /1a97/fig/det4.eepic /1a97/fig/detd.eepic
/1a97/fig/detb.eepic /1a97/fig/det5.eepic /1a97/fig/detda.eepic /1a97/fig/detda.eepic

M (Z,3) verstehen wir als die Fliche des von den Vektoren &, i/ an einer beliebigen
Ecke P aufgespannten Parallelogramms, d.h. des von den Punkten P, 7+ P, i+ P, ¥+
¥y + P aufgespannten konvexen Polygons. Die Verschiebungsinvarianz des Flidchen-
mafles haben wir also mitpostuliert.

10.3 Orientierte Flachen und Determinanten

Handlich wird das Ganze erst, wenn wir Orientierung und Flachenmafl kombinieren
zu Determinanten. Eine Determinantenform F auf der Ebene ordnet jedem Paar
(d, g) von Vektoren einen Skalar F'(d, E) derart zu , dass fiir alle Vektoren @, b, ¢ der
Ebene und Skalare A
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Lemma 10.1 Gelten (D1-2) so sind dquivalent

1. F(Z,Z) =0 fir alle ¥

(
2. F(Z+4+ \y,y) = F(&,y) fir alle Z,y und A
3. F(Z,§+ \¥) = F(Z,9) fir alle Z,§ und X
4. F(Z,9) = —F(y,2) fir alle 2,y

Beweis. Gelte 1. Dann
F(Z+ M. 3) = F(& )+ FO.9) = F(@ )+ AF(5.5) = F(@ §) + A0 = F(Z. ).
Gelte 2. Dann
F(Z,7) = F(Z—2,@) = F(0-0,Z) = 0- F(0,%) = 0.
Also ist 1 zu 2 dquivalent. Ebenso ist 1 zu 3 dquivalent. Gilt nun 1 so
FZ,y)+Fy.2)=F@+7.9)+Fy+2,2) =F(@+y,2+1) =0.

Gilt umgekehrt 4 so F(Z,7) = —F(Z,Z) also 2F(Z,Z) = 0 und somit F(Z,Z) = 0
solange 2 # 0. O Gelten (D1-3) so ist F' eine alternierende Bilinearform.

Satz 10.2 Fine bijektive Beziehung zwischen Paaren (M, o) von Flichenmafen und
Orientierungen einerseits, Determinantenformen F andererseits wird hergestellt durch

L. [0 falls2=0vVg=0VZ| ¥
F@g) = { o(Z,y) - M(Z,y) sonst

0

= o S 1 alls F(Z,y
M) = |F(@@ ), o<x,y>:{ falls (¥ ? 0

>
—1  falls F(Z,y) <

10.4 Existenz und Eindeutigkeit

-

Wihlt man eine Basis é),é; der Ebene, so kann man F(d@,b) durch F(éy,é) aus-
driicken

(x) F(a@,b) = (a'b® — a®b") - F(&,,&)

namlich F(a151 + a2€2, blgl + 6252) = F(a151 -+ (1252, blgl) + F(alf?l + a2€2, b252) =
F(a'é),b'e)) + F(a’ey,blé)) + F(a'é), b%ey) + F(a*ey, b%ey) = 0 + a®b' F(ey, éy) +
a'b’F(é), ey) + 0. Insbesondere ist also C' = F (€}, ) # 0 und F bis auf den ‘Skalie-
rungsfaktor’ C' eindeutig bestimmt. Umgekehrt rechnet man leicht nach, dass durch
(*) eine Determinantenform definiert wird.

Korollar 10.3 Die Ebene hat genau zwei Orientierungen. Zu jedem (echten) Paral-

lelogramm gibt es genau ein Fldchenmaf so, dass dieses Parallelogramm die Fliche
1 hat.



o4 10 ORIENTIERTE FLACHEN, VEKTOR- UND SPATPRODUKT

Orientierung bzw. Flichenmafl kénnen wir also durch eine Basis festlegen, die positiv
orientiert sein soll bzw. ein Parallelogramm von Fléache 1 aufspannen soll.

Beweis. Wie eben bemerkt, gibt es eine Determinantenform Fj. Dann werden durch
Fj und (—1)F; zwei entgegengesetzte Orientierungen o; und —o; definiert. Aulerdem
ist |F1| ein FlachenmaB. Ist o, eine weitere Orientierung, so kommt sie von einer
Determinantenform F, und es gibt A # 0 mit F;, = AF}. Also sind o; und o, gleich
oder entgegensetzt je nachdem ob A > 0 oder A < 0.

Das gegebene Parallelogramm werde von @y, ds aufgespannt. Wie eben bemerkt,
kann man F1 SO Wéihlen, dass M1<61,62) = F1<61,62) =1 fur M1 = |F1| Ist MQ ein
weiteres Flachenmafl mit Ms(d;,dy) = 1, so kommt M, von einer Determinanten-
funktion F» und Fy, = AF} mit |A\| = 1. Also My = M;.

Korollar 10.4 Ist eine Lingeneinheit mit zugehorigem Skalarprodukt gegeben und
ist M ein Fldchenmaf so, dass ein Quadrat von Seitenlinge 1 die Fliche 1 hat, so
ergeben sich die Parallelogrammfiichen als: Grundseite x Hdéhe

M(Z,9) = 12| - |y — (71 9) 7| /1a97/fig/det7.eepic  /1a97/fig/det7.eepic

ol

Ist zusdtzlich eine Orientierung gegeben, so gibt es genau eine Determinantenform
det so, dass

det(Z,7) = 1 fiir jede/eine positiv orientierte ON-Basis

Wir sprechen dann von det als ‘der Determinante’ - bzgl. der gegebenen Langenein-
heit und Orientierung. Bzgl. einer positiv orientierten ON-Basis berechnet sie sich so
aus den Koordinaten

at bt
a’? b?

-

det(a,b) =

— a1b2 _ &2171

Beweis. Zu zeigen ist fiir eine Determinantenform F: wenn F(el,eg) = 1 fiir eine
gegebene ON-Basis dann |F(@,b)| = 1 fiir jede ON-Basis @, b. Das kénnen wir jetzt
zu Fuf} rechnen oder spéter nebenbei erhalten.

10.5 Winkelmessung *

Wie wir schon frither bemerkt haben, kann die Betragsgleichheit von Winkeln iiber
das Skalarprodukt, die Orientierungsgleichheit iiber die Determinante ausgedriickt
werden. Genauer: ist ein kanonisches Skalarprodukt und eine Orientierung gegeben,

so definiere Abbildungen (V+ = V. \ {0})
c:VIxVE 5 [-1,1], s: VI xVF—=[-1,1]

C(‘Tay): - :>7 3( s ): _F_,)
|7][9] |79/
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Fiir jede positiv orientierte ON-Basis €7, €5 gilt dann
VI |7 =1 T = c(é1,7)é) + s(€1,7)é
Vi € [-1,1)Vo € [-1,1].x°+0*=1=3F |[Z| =1Ac(6,%) =k As(6,7) =0
Zudem sind die orientierten Winkel ZZ, ¥ und Zu, v gleich genau dann, wenn
(@, y) = c(u,v) A s(Z,y) = s(u, V)

Damit kann man Winkel durch ein Paar von Mafizahlen bestimmen, aber es fehlen
wiinschenswerte Eigenschaften wie etwa die Additivitét.

Satz 10.5 Es gibt eine Zahl ™ > 0 in R und surjektive Abbildung
Lo VI x V= 0,21r) CR

so0, dass fiir alle ¥, u,v € VI

o Z4,(Z,y) =

falls AN > 0. 2= ATV iy = \Z oder

Z
o /,(Z,y) = o(Z,2) = IATFU. ¢(Z, 1) = (&, y)No(Z, 1) = 1
Lo(Z,2) + Z,(Z,7) — 21 sonst
0
1
2
T
3
2

T ¥ Llyno(@y) =1
S IN<0. =\

Man kann nun Funktionen
cos: R—[-1,1], sin: R —[-1,1]
definieren so, dass fiir k € Z
cos(w + 2km) = c(Z,9) Asin(w + 2km) = s(Z,§) < Lo(7,9) =w

Wenn wir von einem Winkel w und seinem Cosinus und Sinus sprechen, ist das
in diesem Sinne zu verstehen. Man kann nun alles beweisen, was man so braucht.
Insbesondere hat man zu gegebener positiv orientierter ON-Basis €7, €3

|7] = 1< Jw. &= coswé] + sinw &,

und w ist dabei bis auf Addition von 2k7 eindeutig bestimmt und man hat bijektive
Abbildungen

0s: [0,7] —» [~1,1], sin: [—g, g} > [=1,1]



56 10 ORIENTIERTE FLACHEN, VEKTOR- UND SPATPRODUKT

Zum Beweis: Mithilfe der Winkelaxiome sehen wir, dass man zu jedem Winkel Zu, ¥

einen eindeutig bestimmten betrags- und orientierungsgleichen Winkel Zé7,Z mit
|Z] = 1 findet. Wir definieren nun im Falle o(u,¥) = 1 das Winkelmaf} als die Bo-

genldnge des Kreisbogens

n

Lo, 0) = sup{ > _ |T—Ti|| o = &), &y = &, |T;] = Lho(Fimy, F) = 1 fiir i =1,

=1

0 falls 3 > 0. v = \u
Lo(u,0) =< m falls IN < 0. U= \u
Lo(t,—7) + 7 falls o(@,v) = —1

Elementare Alternative: Approximation von Winkeln durch ‘fortlaufende Halbie-

rung’. d.h. durch Summen von Winkeln der Grosse 27 /2F.

10.6 Vektorprodukt

Reichlich naiv definieren wir mal: Ein Tripel unabhéngiger Vektoren bildet ein Rechts-
system im Raum, wenn ihre Richtungen (in der gegebenen Reihenfolge) mit den Rich-
tungen von gestrecktem Daumen und Zeigefinger und abgewinkeltem Mittelfinger der
rechten Hand identifiziert werden kénnen - Beweglichkeit des Daumens bis zu 180°
gegeniiber dem Zeigefinger vorausgesetzt. Entsprechend hat man Linkssysteme fiir
die linke Hand. Jedes unabhéngige Tripel von Vektoren bildet entweder ein Rechts-
oder ein Linkssystem . Welche Hand die rechte ist, ist mathematisch gesehen jedoch
eine Frage der Definition: es wird irgendein unabhéngiges Tripel zum Rechtssystem
deklariert und dadurch die Orientierung festgelegt. Alle anderen Rechtssysteme erge-
ben sich hieraus durch Drehung des Tripels insgesamt und stetigen Scherungen eines
der Vektoren gegen die beiden anderen, bei denen die drei Vektoren in keinem Sta-
dium in eine gemeinsame Ebene zu liegen kommen. Wir definieren nun das Vektor-

oder dufere Produkt ¢ = a x b durch die Bedingungen

-

|d] = | det(@,b)|, @L @b und @b, & Rechtssystem oder abhingig.

Die wichtigsten Rechenregeln sind

(G1-3) @xb=0<«abparallel, @xb=—bxa, r(@xb) = (rd) xb=a x (rb)

(G4) @x b+ =axb+axc b+ xa=bxa+exa.

Zum Beweis des ersten Distributivgesetzes diirfen wir zunéichst annehmen, dass |@| =

,n}

1. Die Grundfliche dndert sich weder nach Betrag noch nach Vorzeichen, wenn man

b léings einer Parallelen zu @ schert, , also darf man bla annehmen, ebenso ¢ L a.
Dann liegen b und ¢ in einer Ebene mit Normale @ und man erhélt @ x b, @ x ¢,
@ x (b+ C) in dieser Ebene, indem man b, ¢ und b + ¢ jeweils um 90° dreht.

Eine typische Anwendung des Vektorprodukts ist es, aus zZwel nicht parallelen Rich-
tungsvektoren b ¢ einer Ebene einen Normalenvektor i = b x & zu berechnen. Wihlt
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man als Koordinatensystem des Raumes eine Orthonormalbasis « : €7, és, €3, die
Rechtssystem ist, so hat man

51X€2:€3,€2Xg3:gl g3><€1 52
und die Koordinatendarstellung
axb=a'b’e; + bla’e, + a*b’e, — a’v’e) — bPaté, — a’ble,
a* v?
3 13
a’ b
a’b® — a’h? R at bt
(@xb)*=| a®b' —a'b® | = R fir @ = | a® | ,0*= | V?
a1b2 . a2b1 1 ! a3 b3
a b
CL2 62

10.7 Grassmannscher Entwicklungssatz

(@xb) x &= (@|db— (b|da.

Beweis. Wegen der Linearitéitseigenschaften von Skalar- und Vektorprodukt bleibt die
Giiltigkeit der Formel beim Ubergang zu Linearkombinationen erhalten: gelten z.B.
(axg) x&=(a|Ab—(b|&dund (@ xb)x &= (@ | &Ab—(b| &)@ fiir gegebene Vektoren
a,a,b,é so gelten auch (r@ x b) x &= r(@| b — (b|&rd und ((@+ @) x b) x & =
(EL’—l—a’ | E}b (b| & (a@+a). Man rechnet némlich nach, dass (r@xb)x &= (r(@xb))x& =
r((@ x B) x &) = r((@| 36 — (5] 8@) = r(@| &b — 15 Aa — (@] &b — (5]3) () —
r@ |0 — (b|&rad und (G+ @) x b) x T= (@x b+ ad x b) x &= (@ x b) x ¢+ (@ x
b)x &= (@lab— (plaa+ (@|ab— blaa = (@l +(@|a)h— (b|aa+a) =
(@+a|&)b—(b| &) (a+a). Entsprechend verfihrt man bei Linearkombinationen von
b’s bzw. &@s . Also geniigt es, den Fall zu betrachten, dass @, b ¢ Vektoren aus einer
Orthonormalbasis sind. Ist b= a, so a X b=0,also LS =0 = RS. Sei also d # b
Dann ist @, b axb eine positiv orientierte ON-Basis und ¢ = @, ¢ = boder @ = £axb.
Ist @ = d, so LS = b, da @ x b, @, b positiv orientiert (zykhsche Vertauschung ), und
RS = b, da (@& = 1,(b,é) = 0. Ist = b so LS = —adaaxbbanegatlv
orientiert, und RS = —@, da (@|&) = 0,(b|&) = 1. Ist @ = @ x b, so LS = 0 und
(@|&) = (b &) =0, also auch RS = (. Es folgt

X (bX @) +bx (Exa)+Tx (@xb)=0 Lagrange Identitact

10.8 Spatprodukt und Volumen

Nachdem das Volumen des Einheitswiirfels als 1 festgelegt ist, ergibt sich das Volumen
eines Spats zu “Grundfliche mal Hohe”. Wir definieren nun die Determinante oder

das Spatprodukt als . .
det(a@,b,0) = (@ x b | ) =€V,
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wobei V' das Volumen des von (den Ortsvektoren) a, 5, ¢ aufgespannten Spats ist und
e =1, falls a, g, ¢ Rechtssystem, e = —1, andernfalls. Man erhélt so eine alternierende
Trilinearform, d.h. die Regeln (D1-3) gelten entsprechend, z.B. det(rd@ + sa', b, &) =
rdet(d, 5,5) + sdet(a ,5,5) d.h. Linearitdt in der ersten Spalte und entsprechend
in den anderen Spalten, und det(b,@,&) = — det(@,b, @) d.h. Vorzeichenwechsel bei
Vertauschung zweier Spalten. Eine positive orientierte ON-Basis €7, €5, €3 hat Deter-
minante 1 und es gilt fiir die Koordinaten

A op
det(@,b,é) = | a®> b* 2 | =a'b’c® +b'Pa’ + c'a’h® — a’bPct — v’ cFal — PaPh.
a v

Ersetzt man hier ¢* durch €;, so erhilt man das Vektorprodukt @ x b und damit das
Entwickeln nach der letzten Spalte

al bl
a® b2

al bl
a® b

a® b2
a® b

det(@, b, @) = " —c +c

Mit Grassmann und Determinante beweist man

(@xb|&xd)=(a|e)@|d)— (b|&)(@|d) Lagrange.
Beweis. (@ x b | éxd) = (@xd | @xb)y =det(Z,d,dxb) = det(a x b, d) =
(((@xb) x ¢|d) = {(@|b)c— (b|eya|d) = (@|e){b|d) — (b c)(@|d).

Preisaufgabe: Entwickle auch fiir den Raum eine einigermaflen konsistente Theorie
von Orientierung, Vektor- und Spatprodukt und Volumen.

10.9 TUbersicht iiber die diversen Produkte

Skalar mal Vektor ergibt Vektor: ra. Man kénnte auch ar = rd definieren. Dann gel-
ten alle Rechenregeln, es kann aber in einem Produkt nur ein Vektor auftreten und
dividieren darf man durch Vektoren auch nicht. Aber man darf kiirzen: Aus r@ = rb
folgt @ = b falls r =% 0; aus ra = sa folgt r = s falls a@ # 0.

Das skalare Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar: (@ | b). Das Assoziativgesetz
fiir drei Vektoren: @(b | @) = (@ | b)@ gilt nur, wenn @ und & parallel sind. Kiirzen
darf man Vektoren auch nicht (und erst recht nicht durch Vektoren dividieren): Aus
(@] b) = (@| & folgt nur, dass @ auf b — & senkrecht steht. Immerhin hat man noch
Kommutativitdt und Distributivitat; und Assoziativitdt soweit nur zwei Vektoren
beteiligt sind.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist ein Vektor: a x b im Raum. Statt Kommutati-
vitit haben wir Antikommutativitat, statt Assoziativitit den Grassmann. Immerhin
gilt noch das Distributivgesetz, und man kann Skalare herausziehen. Aus a x b=axc
folgt nur, dass a, b, ¢ linear abhéngig sind.

Die Determinante dreier (zweier) Vektoren ist ein Skalar. Dabei muss eine Orientie-
rung des Raums (der Ebene) vorgegeben sein. Man hat die Linearitétseigenschaft in
jeder Spalte. Aus det(a, b, ¢) = 0 folgt nur, dass @, b, € linear abhéngig sind.
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10.10 Schlussbemerkung zum Anschauungsraum

Unsere Vorstellung vom Raum V' unserer Anschauung und Erfahrung (d.h. des idea-
lisierten physikalische Raums) mit Skalarenbereich K, Skalarprodukt (Z,¢) — (2| ¥)
bzw. Léngenmessung # — |Z| und Orientierung haben wir so préazisiert: V ist Vek-
torraum iiber dem Korper K, d.h. (V1-8) und (K1-10) gelten. V ist dreidimensional,
d.h. je 3 unabhéngige Vektoren bilden eine Basis - und es gibt solche. K ist ein
archimedischer und vollstédndiger angeordneter Kérper. Das Skalarprodukt geniigt
(E1-4) und ist bis auf Skalierung (Wahl der Léngeneinheit) eindeutig bestimmt (es
ist ndmlich vorgegeben, welche Strecken gleichlang sind) . Es beschreibt die Ortho-
gonalprojektion einer Vektors b auf die Richtung @ und ermégliche Langenmessung.
Es gibt genau 2 Orientierungen. Durch die “Rechte-Hand-Regel” wird erkldrt, wann
eine Basis positiv orientiert ist. Flichen bzw. Volumen kénnen durch den Betrag der
Determinante gemessen werden, wenn man ihre Einheiten entsprechend der Léngen-
einheit festgelegt. Uber Skalarprodukt und Determinante kann man Winkel messen.

10.11 Steinerscher Satz

Zu festem Punkt O ist das Trigheitsmoment bzgl. der durch den Punkt O und die
normierte Richtung @ gegebene Achse

JO(a):/|a><g|2m(g+0)dvz/<a><g|axg>m(g+0)dv

es ist namlich |@x i der Abstand des Punktes '+ O von der Achse. Fiir die Trigheits-
momente gilt nach Huygens und Steiner

Satz 10.6 Ist S der Schwerpunkt des Kdrpers mit Masse M, so gilt
Jo(@) = Js(@) + |@ x OS|2- M falls |a) = 1

Beweis. Seiz_)':O?d.h.S:ff—i—O, P=y+0 =2+ S mit y = £+ ¢. Dann gilt

Jo(a@) = /<axg|axg’>m(g+0) dV = /(|c7><f|2+|dxz7|2+2<c?xf|d’xz7>)m(P)dV
:/(\fo\Qm(aﬂ—S) dV+]cY><17|2/m(P) dV—|—2/((6\6><6\a’:’)—<6|6)<6|f})m(P) dv

— Js(@) + |@ x OS[2M + 2] /<17| Fym(E + S)dV — 2(5|a) /<a| Bym(E+ S)dV

— Js(@) + |@ x O8I’ M + 2|alfs(5) — 2(7| @) fs(@) = Js(@) + [OS]*M

da das auf den Schwerpunkt bezogene Massenmoment fg konstant 0 ist. [
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11 Determinanten

Wir betrachten nun wieder beliebige Korper und Vektorrdume. Die Determinante
ist eine Invariante, aus der man Eigenschaften einer n x n-Matrix A = (aé-) bzw.
der durch sie definierten Bilinearform oder linearen Abbildung ablesen kann. In
euklidischen Vektorrdumen gibt sie Volumina an. Insbesondere hat man im Falle
K = R",n = 2,3 die Ubereinstimmung mit der im vorigen Paragraphen betrachte-
ten Determinante. Auch in R",n > 3 kann |det A| als Volumen des von ay,...,a,
aufgespannten n-dimensionalen Parallelflachs angesehen werden und der Begriff der
positiven Orientierung durch det A > 0 eingefiihrt werden.

11.1 Regeln

Seien ein Korper K und eine natiirliche Zahl n gegeben. Eine (normierte) Determi-
nantenform ist eine Abbildung det, die jeder n x n-Matrix A

A=(ay...a,)
iiber K einen Skalar
|A| = det A = det(ay, ..., a,)

aus K zuordnet so, dass die folgenden Regeln gelten:
(D1) det(ay,...,a; +bj,...,a,) =det(ay,...,a;,...,a,) +det(a,...,bj,...,a,)

(D2) det(ay,...,ra;,...,a,) =rdet(ay,...,a;,...,a,)

d.h. det ist linear in jeder Spalte. Eine Determinante mit zwei benachbarten gleichen
Spalten ist Null:
(D3) det(...,a,a,...)=0.

(D4) det E, = 1.

Ob’s sowas gibt, wissen wir vorerst nicht, ziehen aber munter unsere Folgerungen
iiber “die Determinante”.

FEine Determinante mit zwei gleichen Spalten ist Null:
(D3%) det(...,a,...,a,...)=0.

(D5) Die Determinante dandert sich nicht, wenn man zu einer Spalte ein Vielfaches
einer anderen addiert,

(D6) Die Determinante dndert das Vorzeichen, d.h. man muss mit —1 multiplizieren,
wenn man zwei Spalten vertauscht.

Beweis: Wir zeigen zunéchst (D5) und (D6) fur den Fall, dass die j-te und k-te Spalte
benachbart sind.

det(...,a;,...,raj+ay,...) =pydet(...,a;,...,ra;,...)+det(...,a;,...,ax,...)

=2 rdet(....a;,...,a;,...)+det(...,a;,...,ay,...) =3 0+det(...,a;,...,a,..

det(...,aj,...,ap,...)+det(...,ax,...,a;,...)

).
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=ms) det(...,a;,...,a;+ag,...)+det(...,ay,...,ar+a;j,...)

=(D1) det( N 7 +ag,...,a; + a;,.. ) =(D3) 0.

Hat man (D6) fiir benachbarte Spalten, so folgt (D3*) aus (D3) durch Induktion iiber
den Abstand der zwei gleichen Spalten

det(...a...ba...)=—det(...a...ab...)=0

Und dann folgen (D5) und (D6) mit obigem Beweis allgemein. [J

11.2 Eindeutigkeit und Berechnung

Eine obere (untere) Dreiecksmatriz hat unter (iiber) der Diagonalen nur Nullen.

Satz 11.1 Zu gegebenem n und K ¢ibt es hochstens eine normierte Determinanten-
form. Man berechnet det A durch Umformen nach (D5) und (D6) auf Dreiecksform
(mit Bericksichtigung der Vorzeichenwechsel) und dann Produkt tiber die Diagonale.
Es gilt det A # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist. Es gilt sogar

Zu c € K gibt es hichstens eine Abbildung mit (D1-8) und det E,, = ¢

Beweis. Durch elementare Spaltenumformungen nach (D5) und (D6) kann man A
in eine Matrix A’ in unterer Stufenform mit det A’ = det A oder det A’ = —det A
iiberfithren - und man weis, welcher Fall vorliegt. Hat A’ eine Spalte 0, so det A’ =0
nach (D2). Andernfalls handelt es sich wegen der Stufenform um eine untere Drei-
ecksmatrix mit Diagonaleintrigen af # 0 und man hat nach (D2) det A’ = af' -
...-ardet A" wobei A” untere Dreicksmatrix mit Diagonaleintrédgen 1 ist. Weitere
Umformung nach (D5) iiberfithrt A” in E,,, also det A” = det E,, = c.

Nun ist A genau dann invertierbar, wenn es eine Transformationsmatrix ist, d.h.
wenn die Spalten eine Basis von K™ bilden. Und diese Eigenschaft bleibt bei elemen-
taren Umformungen erhalten. Also: A invertierbar genau dann, wenn A’ keine Spalte
0 enthalt.

11.3 Cramersche Regel

Ist A invertierbar, so erhélt man die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssy-
stems Ax = b durch

2 =det(ay...,a;_1,b,aj1,...,a,)/det A.

Beweis. b = Ya'a;, also nach (D5) durch Subtraktion der z'a;, i # j,
det(ay,...,b,...,a,) =det(ay,...,27a,,...,a,) =2/ det(ay,...,aj,...,a,).
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11.4 Produktsatz.

det(AB) = det A det B

Beweis. Sei A fest, B variabel. Die Abbildung b — Ab ist linear, also erfiillen beide
Abbildungen
B+ det AB  und B+ det A-det B

die Bedingungen (D1-3) und E,, — det A. Daher stimmen sie iiberein. [J

Wir vermerken die wichtigen Spezialfille

1
__an -1 _ -1 —
det(rd) =r"det A, det A~ = ot A det(STTAS) = det(A).

Korollar 11.2 Sind A, B € K™"™ mit AB = E, so sind sie invertierbar und zuein-
ander invers.

Beweis: det A-det B = det AB = det E =1, also det A # 0 und det B # 0 und somit
A, B invertierbar. Es folgt A™' = A7'E = A~'AB=EB = B. 0

11.5 Transponieren und Zeilenumformungen

Satz 11.3 det A = det A* und die Regeln (D1)- (D6) gelten entsprechend fiir Zeile-
numformungen

Beweis. Ist A nicht invertierbar, so auch A und det A® = 0det A. Ist A eine Element-
armatrix, die aus E,, durch Addition des r-fachen einer Spalte zu einer anderen ent-
steht, so det A = det E,, = 1. Da A! vom selben Typ ist, hat man det A = 1 = det A’.
Fiir die beiden andern Typen von Elementarmatrizen gilt A = A’

Ist A eine beliebige invertierbare Matrix, so konnen wir A mit Gauss-Jordan mit
elementaren Umformungen in F,, iiberfithren. Wir zeigen nun die Behauptung durch
Induktion iiber die Anzahl der benétigten Schritte. D.h. wir haben A = FE,, oder
eine Elementarmatrix S so, dass wir det(AS)" = det AS schon wissen. Nun folgt
det A = det A aus

det Adet S = det AS = det(AS)" = det STA" = det S"det A" = det S - det A" O
Korollar 11.4 Ist A orthogonal oder unitdr, so |det A| = 1.

Also: Einheitwiirfel haben Volumen 1. Beweis. Wird A durch Umformungsschritte
(D5) und (D6) in die untere Dreicksmatrix B iiberfiihrt mithilfe der Elementarma-
trizen S;, so A mithilfe der S;in B und det A = edet B, det A = e det B mit ¢ = +1.
Also det A = e [[ b, = e[Ib: = det A. Es folgt

det A* = det A" = det A = det A

und fiir unitiires A: |det A|?> = det A-det A = det A - det A* = det AA* = det F = 1.
U
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11.6 Permutationen

Ist o eine Permutation von {1,...,n}, d.h. eine bijektive Abbildung dieser Menge
in sich, so ist die Permutationsmatrix P, € K™*" dadurch definiert, dass in AP, die
j-te Spalte von A durch die o(7)-te ersetzt wird. Also entsteht AP, aus A, indem die
o(7((j))-te Spalte in die Position 7(j) riickt, und daraus AP, P,, indem die Spalte
von der Position 7(j) in die Position j weiterriickt. Somit

}%DT ::}%"}L

Proposition 11.5 Jede Permutationsmatriz P hat det P = 1 und ist Produkt ele-
mentarer Vertauschungsmatrizen. det P = 1 bedeutet, dass die Anzahl der Faktoren
in einer/jeder solchen Darstellung gerade ist.

Beweis. Dass P Permutationsmatrix ist, bedeutet dass in jeder Zeile und Spalte genau
eine 1, sonst 0 steht. Also werden im Gauss-Jordan-Algorithmus nur Vertauschungen
bendtigt und man erhélt stets wieder Permutationsmatrizen. Insbesondere ist E die
Stufenform von P. Weiterhin wegen Alternation detT" = —1 fiir eine Vertauschungs-
matrix 7. Rest mit Produktsatz. O

Wir schreiben sign o = det P,, wenn P, die Permutationsmatrix zu der Permutation
o ist und nennen o gerade bzw. ungerade je nachdem ob signc = 1 bzw. —1

Korollar 11.6 Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen (=Vertau-
schungen zweier Werte). Die Anzahl der Faktoren in einer solchen Darstellung ist
gerade genau dann, wenn signo = 1.

Eine Permutation o von {1,...,n} ist zyklisch von Lénge [ > 1, wenn es ein k gibt
so, dass

a(k) =k

(M| =1 fir M = {k,o(k),c?(k),..., 0" (k)}

o(j)=4 firjgM
d.h. man kann o so notieren k +— o (k) — ... — o7 k) — k

Bemerkung 11.7 Fir einen Zyklus der Linge | gilt — signo = (—1)"7!

Beweis. Induktion, Produktsatz und

o=k ok)— ... =" k)= ko [0 (k) = o (k) — o' (k)]

11.7 Explizite Formel

Es gilt
det A = Z (sign 0‘) Qo)1 " -+ - " Go(n)n

gESy

Dabei ist S5, die Menge aller Permutationen von N = {1,...,n}. Fiir n = 3 heisst
das die Sarrus’sche Regel.
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Beweis. Sei NV die Menge aller Abbildungen von N nach N. Mit (D1,2) erhilt
man sofort folgende Gleichung und daraus die Behauptung mit (D3).

det A = Z aj -...-a? det(e;,....e; )= Z (H ay;) det(egy, . . ., egn).

Jtredn=lywm $ENN i+l

Korollar 11.8 Zu jedem n gibt es ein Polynom Det(zi,z}... "

,2") in n? Variablen
mit Koeffizienten in Z (sogar in {0,1,—1}) so, dass fir jeden Korper K und n x n-
Matrix

A=(al) gt detA= Det(al, a3, ..., an,)

11.8 Abstrakte Determinantenformen

Fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V konnen wir n-Determinantenformen als
Abbildungen ¢ definieren, die jedem n-Tupel von Vektoren aus V' einen Skalar in K
zuordnen so, dass D1-3 gelten und ¢ nicht konstant 0 ist. Dann gilt fiir jede Basis
€1,...,en, von vV

olay,...,a,) =det A- o(eq,...,e,)

wobei die j-te Spalte von A die Koordinaten von a; bzgl. der Basis enthélt. Umgekehrt
erhélt man so fiir jede Basis und Skalar ¢(eq,...,e,) # 0 eine Determinantenform
auf V.

11.9 Entwicklung

Als zweckmiissige Notation fithrt man ein: Der Minor A*\ ist die n—1 xn— 1-Matrix,
die man aus A durch Weglassen der k-ten Zeile und [-ten Spalte erhélt. Dann hat
man die Entwicklung nach der j-ten Spalte bzw. der i-ten Zeile

det A = Z(—l)i”a} det ANV, det A = Z(—l)”ja; det ANV
=1 i=1

+ - +
Die Faktoren (—1)""/ merkt man sich am - + -
besten nach der ‘Schachbrettregel’ + - +
Beweis fiir Spaltenentwicklung - Zeilen durch Transponieren. Seien aq,...,a, die

Spalten von A und j fest. Dann a; = ajl-el + ...+ aje;, also wegen Multilinearitét
det A = a;det(al,...,el,...,an) + ...+ ajdet(ay,... e, ..., ay)

wobei jeweils die j-te Spalte ersetzt wurde. Durch Subtraktion des a-fachen der j-ten
Spalte von jeweils der k-ten werden alle Eintridge der i-ten Zeile 0, ausser der 1 in
der j-ten Spalte. Durch ¢ + j Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen bringen wir diese
1 in die linke obere Ecke und haben

1 0

det(ay,...,€;,...,a,) = (—1)"" det <O AN

) = (—=1)""7 det A"V,
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Fiir den letzten Schluss benutzen wir wieder die Eindeutigkeit, hier fiir n — 1 und die
Abbildung

1 0
(n—1)x(n-1)
de@(o B), BekK

11.10 Adjugierte Matrix *

(adA)A = (det A)E, mit adA = ((—1)"* det A™)!

Beweis. Die Berechnung des j-ten Diagonalelements von (adA)A entspricht gerade
dem Entwickeln nach der j-ten Spalte. Um zu sehen, dass in Position j, k mit k # j
eine Null steht, betrachte man die Matrix B, die aus A entsteht, wenn man die k-te
Spalte durch die j-te ersetzt - und selbige beibehélt. Dann ist A"* gleich BN bis
auf eine (fiir alle i gleiche) Vertauschung und man erhélt den Eintrag bis auf das
Vorzeichen als die Entwicklung von B nach der j-ten Spalte, was aber wegen zweier
gleicher Spalten Null ergibt. O

11.11 Orientierung

—

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Zwei Basen v7, . . ., ¥, und i, . .., @,
heissen gleichorientiert, wenn es eine stetige Abbildung f : [0,1] — V™ gibt

f0) = (01,...,0,), f(1)=(d,...,d,)
f(t) = (@(t),...,a,(t)) ist Basis fir alle t € [0, 1]

Lemma 11.9 Die Basen vy, ...,0, und Wy, ..., w, vonV sind gleichorientiert genau
dann, wenn fir eine/jede Determinantenfunktion det auf V' gilt

det(ﬁl, c.. ,’Un) . det(zﬁl, . ,wn) >0

Beweis. Ist f gegeben, so betrachte die Funktion d(t) = det(d(t), ..., d,(t)). Das ist
eine stetige Funktion mit d(t) # 0 fiir ¢ € [0, 1], also d(0) - d(1) > 0.

Umgekehrt gibt es zu jeder Matrix A mit det A # 0 eine stetige matrizenwerti-
ge Funktion t — A(t) definiert auf [0, 1] so, dass A(0) = A, det(A(t))det(A) > 0
fiir alle ¢, und A(1) Diagonalmatrix mit allen Diagonaleintragen = 1, nur der letzte
+1. Dazu bauen wir in jeden der Gauss-Umformungsschritte einen Zeitparameter
ein. Die benétigten Schritte sind Scherung, Vertauschung zweier Spalten mit Vorzei-
chenénderung in einer, Streckung um Skalar r > 1, Streckung um Skalar 0 < r < 1
und Multiplikation zweier Spalten mit —1. Wir notieren nur die relevanten 2 x 2-
Untermatrizen und passende Parametrisierung

(5 T)eeon, (S0 ) wen)

sin w cos w

(6 w)eetm (5 3)eern (G ) webn
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Mit diesen Schritten bekommen wir zuerst Diagonalgestalt mit +1 auf der Diagonalen
und von da in die behauptete Form. Durch Streckung und Verschiebung kénnen wir
die Parameterintervalle zum Parameterintervall [0, 1] zusammenbauen. O

Folglich gibt es auf V' genau zwei Orientierungen und wir kénnen durch eine Basis
festlegen, welche die positive heissen soll.

11.12 Existenz *

Man kann die Funktion det induktiv entsprechend der Entwicklung nach einer Zeile
oder Spalte definieren. Oder man definiert det(P,) und dann det A entsprechend der
expliziten Formel. In beiden Fillen hat man (D1-4) nachzuweisen.

Beweis. Im Falle n = 1 sei det A = al. Sei nun die Behauptung fiir n-1 schon
erfiillt. Definiere fiir n x n Matrizen det A durch die Entwicklung nach der ersten
Zeile. Beim Nachweis von (D1-2) betrachten wir festes j und Matrizen A, B, C' mit
Spalten aj, = by = ¢; fiir alle k # j, also A" = BY = C™"_ Gilt ¢; = a; + bj, so
folgt mit Induktion det C"¥ = det A"* + det BY'* fiir k # j und man berechnet

det C' = (—1)"*(aj + b)) det C'V + By z;(—1) " ay det C*

= (=1)""7(a} det A" + b} det B"N) + Sjz;(—1)"*ay det (A" + BF)

= (—=1)"ajdet AMY + Ypsi(—1)"Fay det AN
+ (=1)19b1 det BN 4 Syp;(—1)H+rbi det B

=det A+ det B
Gilt ¢; = ra;, so gilt nach Induktion det C'"* = rdet A'"* fiir k # j und somit

det C' = (—1)"raj det C"V + Sy (—1)"*ay det O

= (=1)""rajdet A" + Sy 4;(—1)"ayr det A = rdet A

Hat A zwei gleiche Spalten a, = a;, | = k + 1, so gilt das auch fiir alle A"V
mit j # k,l, also det AV = 0. Die Minoren A"* und A\ stimmen iiberein und
treten mit demselben Vorfaktor al = a! aber entgegengesetztem Vorzeichen in der
Entwicklung auf. Also det A = 0.

Schliesslich det E,, = (—1)*det(E,)'" + ¥,.,0det(E,)"V = det E,,_; = 1.

11.13 Geschichte *

Matrizen traten zuerst als Koeflizientenmatrizen linearer Gleichungssysteme auf. Der
sog. Gauss-Algorithmus zur Losung solcher Systeme war in China seit -100 als Fang-
Cheng-Regel bekannt. Gauss hat erkannt, dass er genauso in den Kérpern Z , funk-
tioniert. Da in Europa Gleichungen als Zeilen geschrieben werden, wurde der Al-
gorithmus in der Form von Zeilenumformungen gerechnet. Wir haben uns hier fiir
Spalten entschieden, da Spalten in der herrschenden Tradition die priméren Objek-
te der linearen Algebra sind (sie entsprechen den Vektoren des Raumes) und alle
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grundlegenden Anwendungen des Verfahrens Spalten betreffen. Die ‘Matrizenalge-
bra’ entstand im 19.Jh.

Determinanten, in expliziter Form, wurden von Leibniz und Seki Kowa, fiir das
Publikum von Cramer (1704-52) zur Losung linearer Gleichungssysteme benutzt. In
der Linearen Algebra und ihrer Numerik haben sie, ganz im Gegensatz zum Gauss-
Algorithmus, keine praktische Bedeutung mehr. Sie sind jedoch ein unentbehrliches
theoretisches und auch praktisches Hilfsmittel der Algebra, Geometrie und Analysis.
Letzteres insbesondere deshalb, weil die Determinante einer reellen Matrix, wie wir
das im Falle n = 2 gesehen haben, als das Volumen des durch die Spalten bestimmten
Parallelepipeds verstanden werden kann.

12 Lineare Gleichungssysteme

12.1 Geraden in der Ebene

Hat man in der Ebene ein Koordindatensystem « : O, €1, € gewéhlt, so kann man
Geraden durch Koordinatengleichungen beschreiben. Sind aq, as, nicht beide 0, und
b im Skalarenkorper fest gewéhlt, so bilden die Punkte

1
X mit X¢= <22) und a1z' + asz? = b

eine Gerade g. Mithilfe des Matrizenprodukts sieht’s so aus
g=AX1(a1az)  X* = b}

Und jede Gerade g kann man so beschreiben - dabei sind die aq, as, b bis auf einen
gemeinsamen Faktor ¢ # 0 eindeutig bestimmt. Die Geraden durch O sind gerade die
mit b = 0. Die Gerade ¢’ mit Koordinatengleichung ajz! + abz? = b’ ist zu g parallel
genau dann, wenn es ein ¢ # 0 gibt mit @} = ca; und a), = cas.

Zum Beweis gehen wir davon aus, dass Geraden durch Parameterdarstellungen be-
schrieben werden und betrachten zunéchst die Ursprungsgeraden mit Parameterdar-
stellung
g={X=r7+0|reS8} mit Richtungsvektor v # 0
Mit
( 42 > =7 @zt +ax® =0
erhélt man eine Koordinatengleichung fiir ¢ und umgekehrt aus der Koordinatenglei-

chung einen Richtungsvektor. In der Tat

1
Xeg <= IreS. X=ri+0 = Ired. (;):X‘”:rﬁa:fr( a2>

<> reS. a2t =raANrz?=—-ra; <& az' +ax? =0
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In der Tat, ist a;2! + asz? = 0 so wihle man

x? !
r=——fallsa; #0, r=—— fallsay #0
ay a2

- eines von beiden tritt ein, das ¥ # 0 vorausgesetzt war.
Die Richtungsvektoren von g sind nun gerade die ¢ mit ¢ # 0, entsprechend den
Koordinatengleichungen ca;x! + cazz? = 0.

Die Parallele h zu g durch P hat die Parameterdarstellung
h={X=rv+P|reS}

1 1 o 1.1
Pa:<p2) ,Xa:<l‘2),P—AX) :Xa—Pa:<x2 p2)
p T = —=p

Xeh <> IreS. PX =ri <> ay(zt —p') = ay(2® — p*) =0

Mit,
folgt

<> ar +2%2% = apt +ayp® <> (a1ay) - X* = (ayay) - P*

Ist eine Koordinatengleichung gegeben
a1z? + ax? =b und apt + asp® = b

so beschreibt sie diese Gerade. Solche p', p? kann man immer finden: Ist a; # 0, so

withle man p? beliebig und
1

1:_b_ 2
p al( asp?)

12.2 Ebenen im Raum

Entsprechendes gilt fiir Ebenen ¢ im Raum: Jede Ebene im Raum wird durch eine,
bis auf einen Faktor ¢ eindeutig bestimmte Koordinatengleichung beschrieben

X*€ce & azt + asx® + asz® = b wobei nicht alle a; = 0

und jede solche Gleichung beschreibt eine Ebene. Ist die Gleichung gegeben, so be-
stimme man unabhéngige Vektoren ¢, w und Punkt P mit

(a1aza3) -0 =0, (ayazaz)-w* =0, (a1azaz)-P*=0
um eine Parameterdarstellung von ¢ zu erhalten
e={ro+si+P|r,secS}

Ist z.B. a; # 0, so kann man z.B. v3, w?, p* beliebig wiihlen und

_1 3 _1 2 1y _ 3
o-agv oW o (b — asp?)
0 -

vt = 0 we = 1 pP* =
1 0 1
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Ist die Parameterdarstellung gegeben, d.h.

1 1 1

v w P
,1704 — U2 , ’lﬁa — w2 , Pa — p2
U3 w3 p3

so finde man eine nichtrriviale Losung aq, as, az des Gleichungssystems

a vt + asv?® +azv? = 0
aw! + aw? + azw® = 0

und setze
a1p' + asp® + azp® = b

um die Koordinatengleichung fiir € zu erhalten

a1zt + asz? + azzd = b

12.3 Losungsraum eines Gleichungssystems

Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen in n Variablen

x!, ..., 2" mit Koeffizienten in K wird angegeben in der Form

Ax=b mit A € Mat(m,n,K), be K™

Sein Lésungsraum ist

{z € K"| Az = b}.

Das System Az = 0 ist homogen und heisst auch das zu A (oder Ax = b gehorige
homogene System.

e Der Losungsraum eines homogenen Systems Ax = 0 ist ein Untervektorraum U
von K™ - insbesondere hat man die triviale Lisung 0. Eine Basis vy, ..., v, von
U heisst auch ein Fundamentalsystem von Losungen und man hat die allgemeine
Lésung in der Form

x=nrv+...+rv, mit Parameternr; € K

e Der Losungsraum von Ax = b ist dann affiner Teilraum von K"
U + s wobei s beliebige spezielle Losung d.h. As =b
d.h. die allgemeine Losung von Ax = b ist von der Form

x=x,+ s, x, allg. Lsg. des homogenen Systems, s spezielle Lsg.

was immer man sich bei diesem altertiimlichen Gerede denken mag. Beweis. Aus
Av = 0 und Aw = 0 folgen A(v+w) = Av+ Aw = 0+vo = 0 und A(rv) = rdv =
r0 = 0.

Gelte As = b. Wenn Axj, = 0, dann A(xy, + s) = Az, + As =0+ b =b. Gilt
Ax =b,dann A(x —s) = Az —As=b—-b=0
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12.4 Umformungen

Die [-Zeilen iiber K bilden einen Vektorraum K™ = K'*! der Dimension [ - der
auf offensichtliche Weise zum Raum K" der Spalten isomorph ist. Entsprechend
den elementaren Umformungen von Listen von Vektoren in diesen Raum hat die
elementaren Zeilenumformungen einer m x [-Matrix.

Der Rang der Matrix A bzw. des Gleichungssystems Ax = b ist die Dimension
des von den Zeilen von A erzeugten Untervektorraums von K*™.

Mit (A|b) notieren wir die um die Spalte b erweiterte Matrix A.

Satz 12.1 Entsteht (C|d) aus (A|b) durch elementare Zeilenumformungen und Weg-
lassen oder Hinzufiigen von Nullzeilen, so haben die Gleichungssysteme Ax = b und
Cx = d denselben Lisungsraum in K™ und denselbem Ranyg.

Beweis. Wegen der Umkehrbarkeit der Umformungen geniigt es zu zeigen: Ist v
Losung von Ax = b und entsteht Cx = d durch einen Umformungsschritt, so ist v
auch Losung von Cx = d. Werde z.B. zur k-ten Zeile (Ay|b;) das r-fache der [-ten,
(A;|by), addiert. Dann

(Ak—l-T'Al)'v:AkU+TAlU:bk+7“bl

12.5 Beispiel

Beispiel 1 ist homogenes Gleichungssystem, die néachsten beiden Spalten geben die
rechten Seiten fiir Beispiel 2 und 3 an. Man kann die Losung aus der Stufenform durch
Riicksubstitution bestimmen oder aus der ausgerdumten Stufenform direkt ablesen.

Beispiel 1. Die letzten beiden Gleichungen der Stufenform kénnen weggelassen wer-
den und man kann x° = r frei withlen. Aus der dritten Gleichung folgt dann z* = r
und aus der zweiten weiterhin 2* = Zr. Man kann nun 22 = s ebenfalls frei wéhlen
und erhilt aus der ersten Gleichung 2! = —%r — 2s. Wir haben also unendlich viele
Losungen mit zwei ‘Freiheitsgraden’, hier ausgedriickt durch die beiden freien Para-

meter 2% = r, * = 5. In Spaltenform hat man
! —%7‘ —2s —%T —2s —% -2
x? s 0 s 0 1
x=| 2 | = Ir | = Ir [+ 0 |=r Tl +s 0
x? r r 0 1 0
x® r r 0 1 0

also allgemeine Losung

r=rv+sw, r,sin K mitv=

— = NN O Nw
Il
O OO =N
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12.5 Beispiel
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Beispiel 2. keine Losung wegen Gleichung 0 = 2.

Beispiel 3. Im umgeformten System sind die letzten beiden Gleichungen von der Form
0 = 0, kénnen also weggelassen werden. Wie in Beispiel 1 koénnen wir 2° = r frei
withlen und erhalten dann aus der dritten Gleichung z* = 1 + r. Eingesetzt in die

zweite Gleichung ergibt sich 2% = % + %r. Nun ist 22 = s wieder frei wihlbar und
13

x' = —3 — 9r — 2s aus der ersten Gleichung. In Spaltenform

_1_3,._
5 — 5T 2s

s
%+%r =a+rv+swmit a =
I+r

r

|
N[ —=

O == O

und v, w aus Beispiel 1. Der Losungsraum des Gleichungssystems bzw. die allgemeine
Losung lésst sich also so angeben:

T =a-+7rv+ swmitr,sin K.

12.6 Stufenform

Ein Gleichungssystem in (oberer) Stufenform ist von der Gestalt

ay, T+ aTPt L a @t ag, L ta = by
a2j2$32—|— c a2ji.1']i—|— . Gij.TJp—i- et Fag " = by
CLZ'jiSL’]i—l— C. CLUPSL’JP—F .. Fapat = bz
arj, ¥+ ... t+az" = b,
0= by
0= 0

mit Zahlen a;;, # 0 rechts neben den Stufenkanten, den Pivots. Die entsprechenden
Variablen 2/i heissen Pivotvariable, die anderen Variablen 27 heissen Parameterva-
riable und wir schreiben j € Par. Die Zahl p ist der Rang des Systems. Fiir p = m
hat man keine Gleichungen 0 = b;. Bei ausgerdumter Stufenform hat man fiir alle
Pivots

a;j, =1, ag;, =0 fiir k #14

Die entsprechenden Begriffe fiir Zeilen einer Matrix A ergeben sich, wenn man sie als
Koeffizientenmatrix eine homogenen Systems auffasst. Man spricht dann von unterer
Stufenform oder Zeilen-Stufenform.

12.7 Fang-Cheng alias Gauss-Algorithmus

Gegeben eine Matrix A, sei ng > 0 maximal so, dass die ersten ny Spalten von A eine
Stufenmatrix bilden mit den Pivotstellen j;,7 < p. Die Matrixumformung A ~» A’
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heisst nun ein Gauss-Schritt, wenn ng < n und einer der folgenden Fille vorliegt

Z(p -+ 1) < Zl], [ > p + 1, Ap+1,n9+1 = 0, Al no+1 7é 0
Zk:=Zk+ (—rsHZ(p+1), k>p+1, apiings1=8#0, agper1=71%#0

Dabei steht Z1 fiir die I-te Zeile; also werden entweder die Z[ und Z(p+1) vertauscht
oder zu Zk ein Vielfaches von Z(p + 1) addiert. Das kann man durch Multiplikation
mit einer Elementarmatrix 7" beschreiben: A’ = T A.

Eine Anwendung des Gauss-Algorithmus mit ¢-Schritten auf eine Matrix A besteht
in einer Folge A; = TYA,..., Ay = T;A;_1 von Gauss-Schritten. Sie terminiert mit
Ay, wenn A; keinen weiteren Gauss-Schritt zulasst.

Satz 12.2 Jede Anwendung des Gauss-Algorithmus auf eine mxn-Matriz terminiert
nach hichstens q(m — 3(q + 1)), ¢ = min{n, m} Schritten mit einer Stufenmatriz.

Beweis. Induktion iiber Anzahl der Zeilen von A. Sei eine Anwendung A; = T1A, ..., A, =

Ti A1 des Gauss-Algorithmus mit mehr als g(m — %(q—l— 1)) Schritten gegeben. Nach

h < m—1 Schritten erhélt man dabei eine Matrix A" = Aj mit a}; = 0 fiir alle i > 1.

Ist a}; # 0, so lasse man in A, und den 7j, i > h die erste Zeile und Spalte weg:

man erhélt eine Anwendung des Gauss-Algorithmus fiir m — 1 x n — 1-Matrizen und

einen Widerspruch zur nach Induktionsannahme maximal méglichen Schrittzahl. Ist

al; = 0,30 h =0 und A = A und man erhélt ebenso einen Widerspruch durch

Weglassen der ersten Spalte. |
Rechnet man in Q oder R, so nimmt man aus numerischen Griinden zusétzliche

Vertauschungen vor, muss also auf andere Art das Terminieren sichern.

Korollar 12.3 Jede Matriz kann durch elementare Zeilenumformungen in eine aus-
gerdumte Stufenmatriz iberfihrt werden. (Die ist sogar eindeutig bestimmdt.)

Korollar 12.4 Der Rang einer m x n-Matriz A ist die Dimension (Spalten-Rang)
des von den Spalten von A erzeugten Untervektorraums von K" (Spaltenraum) .

Beweis. Abhéangigkeit bzw. Unabhéngigkeit von Spalten dndert sich bei Zeilenumfor-
mungen nicht, also auch nicht der Spaltenrang. Und fiir eine ausgerdumte Stufenform
wird der Spaltenraum gerade von den Pivotspalten erzeugt. [

12.8 Scholia

Satz 12.5 Fir Ax = b in ausgerdumter Stufenform gilt
e Das homogene System Ax = 0 hat die allgemeine Losung axy mit

¥ = 7 Parameter, falls j € Par

Ji — e i Pi
V= =) iepar @igT?  falls §i Pivot
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Ein System vy, t € Par von n — p Fundamentallosungen fir Ax = 0 erhdlt
man, indem man jeweils einen Parameter = 1 setzt, alle anderen = 0. Also hat
man einen n — p-dimensionalen Lésungsraum.

1 falls 7 =t
(vi); =4 —ay fallsj=7, <t
0 sonst

Das System Ax = b ist unlosbar, genau dann, wenn b,y # 0. Ist b,p1 = 0 so
hat man die allgemeine Losung

= Parameter, falls j € Par

al = by =Y icpar@it’  falls i Pivot

Beweis. Zu zeigen ist nur, dass man durch die angegebenen Spalten v;, j € Par,
in der Tat eine Basis des Losungsraums von Ax = 0 erhilt. Fasst man die n — p
Spalten zu einer Matrix zusammen, so hat man eine Untermatrix E,_,, also lineare
Unabhéngigkeit. Und © = >, _p,. 70,

Satz

12.6 e Die Dimension des Lisungsraums eines homogenen Systems Ax =
0 in n-Variablen ist n — Rang A

Ein homogenes System Ax = 0 hat genau dann nur die triviale Losung, wenn
A invertierbar ist.

Ein System Ax = b ist genau dann eindeutig l0sbar, wenn A invertierbar ist -
die Losung ist dann © = A~'b

Das System Ax = b ist losbar genau dann, wenn b Linearkombination der
Spalten von A ist, d.h. wenn Rang A =Rang (Alb)

Fiir eine invertierbare Matriz ), z.B. eine Permutationsmatriz gilt

Az =b & AQy=b N x=Qy

Gilt PAQ = LR mit invertierbaren P,Q, L so

Ar=b < Ry=L"'Pb A x=Qy

Letzteres besagt, dass Spaltenvertauschungen legitim sind, wenn sie im Ergebnis
beriicksichtigt werden. Die LR Zerlegung fiir Gleichungssysteme erfolgt natiirlich
mit oberer Stufenmatrix R, unter Dreicksmatrix L mit 1-Diagonale (leicht zu inver-
tieren) und Permutationsmatrizen P, Q) - @ fiir eventuelle Spaltenvertauschungen.
Die Zerlegung ist von Vorteil, wenn mehrere Gleichungssysteme mit demselben A
gelost werden sollen.



12.9 Numerische Probleme * 75

12.9 Numerische Probleme *

Rechnet man mit reellen Zahlen nicht exakt, sondern mit numerischen Naherungs-
werten, so ist das Verfahren zu modifizieren, um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten.
Bei der Auswahl der Pivots: man wihle diese betragsmiéssig moglichst gross, eventu-
ell sogar unter Vertauschung von Variablen (was man natiirlich bei der Darstellung
des Ergebnisses beriicksichtigen muss). Der Grund: man muss ja durch die Pivots
dividieren, und bei betragsméssig kleinen Zahlen wirken sich auch kleine Rundungs-
oder Messfehler gravierend im Kehrwert aus. Beispiel:

(I) 0.00012 +y =1, (1) z+y = 1.9999

Die exakte Losung ist x = 1,y = 0.9999. Rechnet man aber (11") = (II) — 10000(])
und daraus y & 1, so erhélt man x = 0, also eine deutliche Abweichung von der
richtigen Losung. Vertauscht man die Gleichungen, (I') = (1) und (/1') = (I) und
rechnet dann (/1”) = (II') — 0.0001(") so erhélt man ndherungsweise y ~ 1 und
dann aus (I') auch = ~ 1.

Es gibt aber auch (schlecht konditionierte) Probleme, bei denen das nicht hilft,
z.B. die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden mit anndhernd gleicher Stei-
gung in der Ebene (schleifender Schnitt). Beispiel

(I)z+y=2, (II)z+1.0001y = 2.0001

Die exakte Losung ist y = 1,z = 1. Eine leichte Storung der Daten kann jedoch das
Ergebnis dramatisch verédndern. Ersetzt man (/1) durch x + 1.0001y = 2.0002, so ist
die exakte Losung y = 2,2 = 0. Ersetzt man (/1) durch z + y = 2.0001, so gibt es
iiberhaupt keine Losung. Ersetzt man (/1) durch x4y = 2, so gibt es unendlich viele
Losungen.

12.10 Dualraum und duale Basis

Ein Tensor erster Stufe oder Linearform auf einem K-Vektorraum V ist eine K-
lineare Abbildung ¢ von V' in den K-Vektorraum K, d.h. es ¢ ist ein Vektorlifresser
und es gilt fiir alle v, W € V und r € K

OV + W) = ¢(0) = (), ¢(rv) =re(v)

Die Linearformen bilden einen Untervektorraum des Funktionenraums K" und damit
einen K-Vektorraum V*, den Dualraum zu V:

(¢ +9)(@) = $(T) +9(T), (r$)(T) = r($(7)) w(@) =0

Sei nun « : €, ...,€, eine Basis von V. Dann gibt es zu jeder Linearform ¢ auf V'
eindeutig bestimmte ay, ..., a, in K so, dass

p(zter + ...+ a"E) = a1t + ...+ apa” fiir alle v = z'ey + ... +2"€, in V.
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Némlich a; = ¢(€;). Umgekehrt wird durch gegebene ay, ..., a, in K auf diese Weise
auch eine Linearform definiert. Somit erhélt man einen Isomorphismus zwischen V*
und dem Zeilen-Vektorraum K™

¢ = ¢o¢ = (¢(€1)a ce 7¢(€n))

O(T)* = o = (a1,...,ay) -

xn

Die Entsprechung zwischen der Basis o von V' und der kanonischen Basis von K"
€l,...,6n <> €1,...,€,

wird dabei ergdnzt durch die Entsprechung zwischen der zu o dualen Basis o* von
V* und der kanonischen Basis von K™

*

*
617---76 H 617...,en

Somit: Die zu der Basis « : &},...,€, von V duale Basis o* : é},...,€" (auch als
e, ..., é" notiert) ist bestimmt durch die Bedingungen

v 1 fallse=y

(@) _{ 0 fallsi#j
Sei nun S : fl, ce f,; eine weitere Basis von V und “Tj die Transformationsmatrix

mit 7% = *T7%. Fiir die Koordinaten ¢, und ¢ der Tensoren ¢ € V* bzgl. der
dualen Basen o* und £* erhélt man aus

O(T) = Pal® = ¢o “Tpi’

Cbﬁ - Qba aTB

also ¢, = gb;. Anders ausgedriickt:

Die Koordinaten von 5* bzgl. a* stehen in den Zeilen von *Tj !

Das kann man auch so einsehen: Ist A = “Tj, d.h. stehen in den Spalten von A die
Koordinaten der Vektoren @; aus §, und in den Zeilen von B die Koordinaten der
a;, so folgt BA = E sofort aus den Dualitidtsbedingungen

7(d;) = 1 fallsi=j
N1 0 fallsi #£ g
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12.11 Reziproke Basis

Fiir den Raum V der Vektoren sei Léngeneinheit und Orientierung festgelegt und
dadurch Skalar-, Vektor- und Spat-Produkt definiert. Fiir ein unabhéngiges Tripel
dy, dy, as von Vektoren ist das reziproke ( in der Physik: duale) Tripel definiert durch

, I 1 L, R
a9 XAz, A3 — ——5 5 503 X0A1. A3 — —— 55 5 a1 XQ2

a —— ——
! det(dy, dy, ds) det(ay, s, ds)

—

N det(ﬁl, 62, a3)

Ist durch die Basis d@y, ds, ds ein (Kristall)Gitter {d°, 2'a@; | z; € Z } gegeben, so ste-
hen steht der Vektor d@; auf der Gitterebenenschar senkrecht, die die beiden anderen
Basisvektoren a;, @, als Richtungsvektoren hat. Der Abstand benachbarter Gitterebe-
nen dieser Schar ist die Hohe der primitiven Zelle (Spat), also Volumen/Grundflache

= 1/la;’|.
Satz 12.7 Sei €7, ey, €3 eine ON-Basis und
F:V'=YV, F()=¢
der dadurch gegebene Isomorphismus. Dann gilt
o(%) = (F(¢) |2y firalleZ €V, ¢V
Weiterhin gilt fiir jede Basis dy, ds,ds von V
F(@j) = C_ii/

d.h. die duale Basis wird mit der reziproken Basis identifiziert. Stehen in den Spalten
von A die Koordinaten der d;, so in A™" = (A™')' die der d;’ - bzgl. der Basis
€1, €y, €3 und es gilt

ATTA=F
also ; .
1 fallsv=j
a'|d;) = 0, det(ay,dy d3') = —————~
;" dj) 0 fallsi#j (@1, @' dy) det(dy, dy, ds)
Weiterhin @;" = d;; sowie @;' = d; (i = 1,2,3) genau dann, wenn dy, ds,ds ON-Basis
15t.

Beweis. Die erste Gleichung ist linear in allen Argumenten, also geniigt es, sie fiir €;
und €f nachzupriifen

o 1 fallsi=5 Loy e
@ ={ o mias b= @18 =FEE
Es folgt
i 1 fallsi=
(@) @) = a(@) _{ 0 fallsi+#k }
also F(@}) = r’/d;' und dann

, j .
1= (73, | @) = —————— det(@,, @, @3) = 1’

a det(d’l, as, CL3)

Die Zeilen von A~! enthalten die Koordinaten der @; und somit der F(a}); d.h. die
Spalten von A~ enthalten die Koordinaten der a;’. O
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12.12 Affine Teilrdume

Einem linearen Gleichungssystem entspricht in Sinne des Dualraums ein System
®(Z) = b von Gleichungen ¢'(Z) = b;:

¢1<f) = b g by
O(7) =b < : & A" =b mit A= : ,b=1
¢m(f) — bm gbma bm
Satz 12.8 Die Liosungsridume {& € V| ®(Z) = b} linearer Gleichungssysteme sind
gerade die affinen Teilrdume von V.

Beweis. Die eine Richtung ist klar wegen des Isomorphimus’ auf K. Fiir die umge-
kehrte Richtung folgende Prozedur des Rollentauschs

e Sei der affine Teilraum U + a gegeben durch @ und ein Erzeugendensystem
U1, ..., U, von U

Lose das folgende System von k Gleichungen in den Unbekannten aq,...,a,
(wenn’s der Psyche hilft, so transponiere alles)

(ay,...,a,)00 =0, ... ,(a1,...,a,)0, =0
e Wiihle die ¢!, ..., ¢™ so, dass die Koordinatenzeilen ¢, ..., ¢™ ein Fundamen-
talsystem von Losungen bilden
e Setze b; = ¢'(a)
e Dan U+ ad={T €V |d"(T) =0by,...,0"(Z) = bp}
Sei nun (3 : ﬂ, cee ﬁL eine weitere Basis von V und “Tj die Transformationsmatrix

mit 7% = an;f'B . Dann hat man

AT*=b & A°T,®=b

d.h. die Matrix A des Gleichungssystems geht bzgl. der neuen Koordinaten iiber in
A*Ts wéhrend die ‘rechte Seite’ b unverdndert bleibt.

12.13 Dualitiaten

Aus etwas abstrakterer Sicht kénnen wir der Verhéltnis Zeilenraum zu Spaltenraum
bzw. Dualraum zu Vektorraum , so sehen: Wir haben K-Vektorrdume W und V und
eine binire Relation L zwischen W und V, so dass fiir alle ¢, ¢*, ¢*> € W, v, v1,v5 € V.
und 17?2 € K

N LongE Lo=riet +172¢02 Lo, o Loy Ad Loy = ¢ L rloy 4+ r?o,

In den Beispielen haben wir

(al,...,an)Laz@Zaixi:O, bzw. ¢ L U< ¢(v) =0
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Definieren wir nun fiir ® C W und X C V den jeweiligen Orthogonalraum durch
Pr={veV|Voecd ¢ Lv}, Xt ={pecW|WweX. ¢Luv}
so gilt trivialerweise

PCUY=TLCP, XCY=VYICXt dCXt & XCot

und es folgt leicht & C &+t X C X+t
PCUV =0 CUH XCYV = XH Cytt
PLlll — gLl Uilil _ L

Schliesslich sind ®+ und U+ Untervektorraume von V bzw. W und fiir Untervek-
torrdume ¢, ¥ von W und X,Y von V gilt

(@ +W) =0t NTt, (X +Y) =Xt Nyt
Unsere Beispiele (und auch die noch anstehenden) haben folgende Eigenschaft
(*) 0o > dimW = dimV = dim ®4dim ®* = dim U+dim U fiir Untervektorriume

Bemerkung 12.9 Fiir eine Dualitit mit () ist ® — & eine bijektive Abbildung
vom System der Untervektorriume von W auf das von V und U w U+ ist die
Umkehrabbildung. Insbesondere gilt

ot =@, U =U fir Untervektorriume

Beweis. Wegen (x) gilt dimU = dim U++. Da U C U+ folgt Gleichheit. Entspre-
chend fiir die ®. Damit ist Bijektivitét klar.

13 Sesquilineare Formen

13.1 Sesquilineare Formen

Gegeben sei im Folgenden der Kérper K = R mit ‘Involution” z* = = bzw. K = C
mit z* = T und ein K- Vektorraum V. Eine (sesquilineare) Form auf V ist eine

Abbildung
O:VxV K dh o0 W) ekK

Qv+, u) = OV, 0)+ *(w,u)  P(u, v+
O(rv,w) = r*®(V,w) O(v,r

) = ®(a@,7) + (i, W)
) = r®(0,7)

g &

Ist dabei K = R und x* = x so sprechen wir von einer reellen Bilinearform oder
einem kovarianten Tensor 2.Stufe.
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13.2 Beispiele
e ‘das’ kanonische Skalarprodukt (&, %) — (Z|¢) der Ebene oder des Raums

e das Skalarprodukt eines euklidischen bzw. unitdren Raumes
e die Determinantenform (Z, ) — det(Z, %) der Ebene

e Jede Matrix A € K™ definiert eine Form auf K™ durch

O(x,y) =z Ay = Y _ a;z}y;

ij

13.3 Gram-Matrix

Gegeben sei ein ein K- Vektorraum V mit Basis « : vy,...,v,. Dann gibt es eine
bijektive Entsprechung zwischen Formen ® auf V' und Matrizen A € K™*" vermoge

(7, 9) = ()" Ay, A= ((U;, U)))nxn

A = ®, heisst dann die (Gram)-Matriz von ® bzgl. a.

13.4 Adjungierte Form

Zu einer Form ® haben wir die adjungierte Form &*
(7, 7) = (7. 2))"

Beweis. ®*(rZ,y) = (®(7,r%))* = (r&(y, %)) = r(®(¢,7))" = r*®*(Z,y) und
(', ry) = (P(ry, @) = (r®(y, )" = r(®(Z, y))* = r®*(7,y).

Zur adjungierten Form gehort die adjungierte Matrix (da (y*Ax)* = z*A*y)

((I)*)a - ((I)a)*

13.5 Hermitesche und quadratische Formen

Eine Sesquilinearform ® auf V' heisst hermitesch oder selbstadjungiert, wenn ® = ®*
VZ,ye V. Oy, 2) = oz, y)" dh. & = (P%)* bzgl. einer/jeder Basis a

Ist * die identische Abbildung von R, so ist ® eine reelle symmetrische Bilinearform.
Eine Matrix ist hermitesch bzw. symmetrisch , wenn A = A* bzw. A = A"

Die zu einer hermiteschen Sesquilinearform ® gehorige quadratische Form () ist ge-
geben durch

Q(:z:> = (I)(‘fa f) = (fa)*Afa = Zaijxf:cj mit A = (I)a,a} =r¢
ij



13.6 Tréagheitstensor 81

Q ist durch die Werte auf Vektoren der Lange 1 schon eindeutig bestimmt, da

Q(AT) = [M*Q(Z)
Man ® aus @) zuriickgewinnen
— = 1 — — — —

RO(Z,9) = ;RUQET +9) - QF) - Q)
Ist ® symmetrisch, so kann man schreiben

Z qu + Z ¢ijriv;  mit g = a; und g;; = 2a;;

1<J
und muss dann, wenn man die ¢;; und die Matrix A angeben will beachten, dass
a. — 4 i falls i = 5
Y 3qy fallsi < jbaw. j <i

Eine reelle quadratische Form auf R" ist natiirlich eine reelle Funktion in n Variablen
und man veranschaulicht sich sie durch Niveau-Hyperflachen, fiir n = 2 also durch
Ho6henlinien. Jede hinreichend oft partiell differenzierbare reelle Funktion lésst sich
nach Taylor in der Nihe eine Stelle g = (xoy, . . ., To,) ndherungsweise so darstellen

f(xla"'v NCLO—FZCM Ti — To; +Q($1—I01,...,In—$0n)

mit einer quadratischen Form ). Fiir das Vorliegen eines Extremwerts ist es not-
wendig, dass der lineare Anteil verschwindet, d.h. dass a; = 0 fiir alle ¢ und dann
reduziert sich die Frage weitgehend auf die Untersuchung der quadratischen Form Q.

13.6 Tragheitstensor

Bzgl. eines ON-Koordinatensystems seien Punkte #+ O gegeben durch ihre Ortsvek—
toren # und ein Kérper mit Massendichte m(Z), also mit Gesamtmasse [ m(Z)dz.
Das Tragheitsmoment beziiglich der Achse durch O mit Richtung @, |a] = 1 ist deﬁ—

niert als
_ /m(f)\f:x q|?di.

Es ist namlich |Z x @| die Flidche des von # und @ aufgespannten Parallelogramms,
also der Abstand des Punktes # von der Achse a. Fiir eine punktformige Masse wére
das Tragheitmoment gerade Masse mal Abstandsquadrat . Nach den Steinerschen
Satz kann man die Bestimmung der Momente auf den Fall reduzieren, dass O der
Schwerpunkt ist. Beziiglich der Koordinatenachsen €; hat man die Momente

Jzran /m (z3423) dT, Jppey = /m (21423) dT, oy /m (z34a3) dT .

Die Deviationsmomente sind definiert als

Jiz; /m T)xx; d.
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Satz 13.1 Das Trigheitsmoment ist eine quadratische Form und setzt sich aus den
Trigheitsmomenten bzgl. der Koordinatenachsen und den Deviationsmomenten zu-
sammen

- 2 2 2
J(@) = afJpyay + 5T 0pny + A5 0gns — 2010205 2y — 20103 T3y 0s — 20203 1y -

Beweis. Durch

wird eine symmetrische Bilinearform definiert mit J(a) = ®(a, ). Also

= Zaiaj /<f X é;’.f X €j> dx = Zaiaijixj
Y]

i?j

da nach Lagrange

2.1 — a2 falls i = j
2

s lE s EmE e — a1 m {1
wxalaxs) = loEe) - @l - { (1L 00

Die zugehorige Bilinearform heisst dann der Tragheitstensor . Seine Hauptachsen
(was das ist, wird bald gesagt) heissen die Haupttrdagheitsachsen und die Eigenwerte
Haupttragheitsmomente . Die Form ist bei einem rechten Korper positiv definit, also
ist die Kennfliache ein Ellipsoid, das Trdgheitsellipsoid .

13.7 Transformation

Ist (8 eine weitere Basis, so gilt

Oy = “T5d, T

Beweis. 7% = “T31", §* = *Tsy”, also

(@) T0a “Tpy” = (“Tpr") Doy = (&) o™ = (7, 7)

13.8 Hauptachsenformen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Raum mit ON-Basis « : €},...,¢€,. Eine Ab-
bildung @ : V — K heisst Hauptachsenform bzgl. des Hauptachsensystems o mit
FEigenwerten A1, ..., \, € K, falls

Q) = Mlzi[* + .. Moz |? il £= 26



13.9 Kegelschnitte 83

Ist V = K™ mit der kanonischen Basis, so hat man
Q(x) = M|z1)® + ... M|z ?

d.h. man kann () als eine reelle bzw. komplexe Funktion in n Variablen auffassen.
Um eine solche Funktion zu verstehen, betrachtet man ihren Graphen

Graph(Q) = {(z1, ..., 2n, 2) | 2= M|z1|* + ... An|znl?}
und ihre Hohenlinien bzw. Niveau(hyper)fiichen zu den Niveaux ¢ € K
{x e K" | M|zi]* + ... \iJaa? = ¢}

Fiir ¢ = 1 spricht man von der Kennfiiche von () - ist das die leere Menge, so muss
man statt dessen ¢ = —1 nehmen. Die zugehorige Gleichung Q(x) = 1 bzw. Q(x) =
—1 heisst auch Hauptachsengleichung. Betrachtet man einen affinen Raum mit Ur-
sprung O und ON-Basis «;, so ist die Niveauhyperflichen zum Niveau ¢ natiirlich die
folgende Punktmenge (mit Mittelpunkt O)

{T+01Q(7) =}

13.9 Kegelschnitte

Sei nun K = R, n =2 und A\; > Ay und A\; > 0 und die Kennlinie gegeben durch die
Hauptachsengleichung
Mz + Aoz =1

Wir diskutieren die geometrische Bedeutung der Eigenwerte. Setze, sofern definiert,

1 1
a= , b=
VIM| VIl
x? a2
—; +22=1 Ellipse mit Achsen aé; und bés
a b2
2 2
—; — b_22 =1 Hyperbel mit Asymptoten xy = j:g:cl und Scheitelpunkten =+ ae; + O
a
r1 = *a Paar paralleler Geraden mit Abstand 2a

In allen Féllen hat man Spiegelsymmetrie am Mittelpunkt O. Man bemerkt, dass die
EW und, ausser im Falle Ay = Ay auch die Hauptachsen aus der Kennlinie abgelesen
werden konnen.

Fiir n = 2 ergeben sich also neben dem uninteressanten Fall Ay = Ay = 0, die
folgenden Félle (¢ # 0, Ay > A9)

’ Eigenwerte ‘ Definitheit ‘ Hohenlin ‘ Flache ‘ offen ‘ lok. Verh. ‘
A1 >0, >0 positiv definit Ellipse | ellipt. Paraboloid | oben | Min.echt
A <0, <0 negativ definit Ellipse | ellipt. Paraboloid | unten | Max.echt
A1 >0,2 <0 indefinit Hyperbel | hyperbol.Parabol. Sattelpkt
A1 > 0, A = 0 | pos.semidef. ausg. | par. Ger. | parabol.Zylinder | oben | Minimum
A1 < 0, A2 =0 | neg.semidef. ausg. | par. Ger. | parabol.Zylinder | unten | Maximum
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Fiir ¢ = 0 hat man Punkt, 2 schneidende Geraden, bzw. Doppelgerade als Hohenlinie.

Aus der Hauptachsenform (und der Parametrisierung des Einheitskreises) ergibt sich
sofort die Parameterdarstellung von Ellipsen bzw. Hyperbeln

{acos¢pé +bsinger+0 | ¢ €0,2m)}, {acoshpéy —bsinhge, +0 | ¢ €[0,2m)}

Bei der Diskussion der Planetenbahnen ist folgende Beschreibung durch eine Glei-
chung in Polarkoordinaten von Nutzen (s. T.M.Apostol, Calculus I, 6.30) mit der
Exzentrizitat ¢ und dem Direktriz-Abstand d

r=e(d—rcose)

=1 Parabel
g2 <1 Ellipse
> 1 Hyperbel

Wir formen in eine Gleichung in kartesischen Koordinaten um

x=rcoso, y=rsing, r*=z?+ 1>

22+ 2 =e%(d— )%, (1—e?)a? 4 28%dw + y? = 2d?

Parabel 2e2dx + y? = ¢2d? fallse =1

andernfalls gibt es ¢ mit 2(1 — &2)zc + 2e%dz = 0 fiir alle z

Verschiebung z := z + ¢ ergibt (1 —?)2% + (1 — &?)c? + 2&2%dc + y? = 2d?
(1—e?)22+y? =e*d® — (1 — ) — 2%dc

Der Name ‘Kegelschnitte’ rithrt daher, dass Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln gerade

die Kurven sind, die sich als Schnitte von Ebenen mit Doppel-Kegeln ergeben.

13.10 Formen im Raum

Den Graphen wird man sich hier nicht so gut vorstellen konnen, eher schon die
Funktion selbst, z.B. als Temperaturverteilung oder eine andere skalare Grosse. Daher
betrachten wir die Kennflichen. Wenn wir den uninteressanten Fall Q(Z) = 0 fiir alle
Z ausschliessen, ist O.B.d.A. ist A\; > 0 und A3 > A3 und wir haben die Gleichung

MT3 + Xoxs + Aazy = 1

Wir haben dann folgende Fille
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e )y = \3 = 0: Zwei zur x5 — 23-Ebene mit Abstand 1/4/)\; parallele Ebenen

A2 > 0, A3 = 0: Elliptischer Zylinder um die x3-Achse

e )\y =0, A3 < 0: Hyperbolischer Zylinder um die x5-Achse

A2 > 0, A3 > 0: Ellipsoid mit Achsenlidngen 1/v/)\;

A2 > 0, A3 < 0: Einschaliges Hyperboloid um x3-Achse

Ao < 0, A3 < 0: Zweischaliges Hyperboloid um z1-Achse

Man merkt es sich am besten so, dass die beiden Hélften des zweischaligen Hyperbolo-
ids durch die Ebene x; = 0 getrennt werden, weil die Gleichung )\102+)\2x§+)\3x§ =1
keine Losung hat.

13.11 Eigenvektoren

Wir wollen nun Sesquilinearformen ® nach Mdéglichkeit unitér auf eine Hauptachsen-
form transformieren. Dazu definieren wir: Ein Vektor ¢ # 0 heisst Figenvektor von
®, wenn gilt

O(Z,0) = ¢(v,7) =0 fiir alle & L ¢

Der Skalar

1 1
= —@ U.U) = —— U
A= (0 0) = Q)

heisst dann der Figenwert zu diesem Eigenvektor. Dann ist auch v (r # 0) Eigenvek-

tor mit demselben Eigenwert \. Die Eigenvektoren mit Eigenwert A\ bilden zusammen
mit 0 den Figenraum E\ zu A.

Satz 13.2 Sei ein unitdrer bzw. euklidischer Raum mit ON-Basis a gegeben und eine
Sesquilinearform ® mit Gram-Matriz A bzgl. o. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent

o V besitzt eine ON-Basis [ : vy, ...,U,, die aus Figenvektoren von ® besteht.

e FEs gibt eine unitire/orthogonale Matriz S so, dass S*AS Diagonalmatriz ist.

o O hat bzgl. einer passenden ON-Basis Hauptachsenform

Dabei sind die Diagonaleintrige \; gerade die Eigenwerte der v;.

Beweis. S = “Tj. O Die Basisvektoren 7; aus 8 bzw. die durch sie bestimmten
Achsenrichtungen bilden dann ein Hauptachsensystem fiir ®.
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13.12 Hauptachsentransformation

Spektralsatz 13.3 Fine Sesquilinearform ® hat genau ein Hauptachsensystem mit
reellen Eigenwerten, wenn sie hermitesch ist.

Beachte, dass die zu einer hermiteschen Form & gehorige quadratische Form Q(Z) =
¢ (7, ) = ¢*(Z, Z) nur reelle Werte annimmt.

Korollar 13.4 e Q hat an 0 ein (striktes) Minimum ndmlich 0, genau dann,
wenn alle Figenwerte \; > 0 (> 0). Man sagt, () sei positiv semidefinit (positiv
definit )

e () hat an 0 ein (striktes) Mazimum ndamlich 0, genau dann, wenn alle Figen-
werte \; <0 (< 0), Man sagt, Q) sei negativ semidefinit (negativ definit)

Korollar 13.5 Das Mazimum von @ unter der Nebenbedingung |Z| = 1 ist der
grosste Figenwert Apay, das Minimum der kleinste Figenwert Ay, . Sie werden gerade
auf den zugehorigen Figenrdumen angenommen.

Zusatz 13.6 Fir jede hermitesche Form aufV gilt:
e Die Figenrdume sind Untervektorrdume

o FEigenrdume zu veschiedenen Eigenwerten stehen aufeinander senkrecht und ih-
re Summe ist V'

e ON-Basen der Figenrdume ergdnzen sich zu einem Hauptachsensystem und
jedes Hauptachsensystem entsteht so.

e Die Hauptachsenform ist bis auf Vertauschung eindeutig bestimmdt

Die Korollare liest man sofort ab. Den Beweis von Satz und Zusatz fithren wir {iber die
hermitesche Form ® und ihre Matrix A. Wir beginnen mit n = 2. Sei eine ON-Basis
a gegeben. Wir suchen ON-Basis

U1, Uy mit ®(v;,7,) =0 und somit ®(vh, ) = O(v,705)" =0

Dazu der Ansatz
Ulﬂ (ml)’ US ( T9 )’ <x1) | ( To ) 0
i) —I1 i) —T1

2 2
(all — CL22)1’11’2 — Q127 + 21Ty = 0

Also

. T2
at? +bt —a* =0 mitt=", a=ap =03, b=a; — axn
T

1
tl/g = 2—(—b:l: Vb2 + a*a
a
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Daraus x; und 2z, und die ¥; durch Normieren. Hat man A = A\; = Ay so ist der
Eigenraum die ganze Ebene und auch A eindeutig, ndmlich A = Q(Z) fir alle &
auf dem Einheitskreis. Andernfalls sind A; und Ay als maximaler bzw. minimaler
Wert von @ auf dem Einheitskreis bestimmt und werden gerade an den Hauptachsen
angenommen - weshalb die auch eindeutig sind.

Nun gehts weiter mit Induktion. Mit analytischem Gelaber folgt, dass es auf der
Einheitshyperkugel |Z| = 1 irgendwo am heissesten ist, d.h. es ein ¢ gibt mit Q(v;) =:
1 maximal. Die darauf orthogonalen Vektoren bilden einen Untervektorraum U und
fiir die Einschrénkung von ® auf U konnen wir’s schon nach Induktionsannahme.
d.h. es gibt ON-Basis vy, ..., 1, von U mit

O, 0;) =0 firi#jij>1

Fiir jedes ¢ > 1 haben wir aber den von #;, v; aufgespannten 2-dimensionalen Un-
tervektorraum U; und da haben wir’s ehrlich schon gemacht, sogar mit Zusatz. Weil
Q(v1) maximal ist und o7, v; ON-Basis von Uj; ist’s ein Hauptachsensystem fiir die
Einschrankung von ® auf U;, also

O(6y,7) =0 fiiri > 1

Das war’s fiir den Satz. Offensichtlich ist p als Maximum eindeutig bestimmt. Hat
man die Eigenvektoren so sortiert, dass gerade die ersten k zu p gehéren, so ist der
zugehorige Eigenraum ist

E, = {Ui1,. ., U}

und wird gerade von den ¥ mit || = 1 und Q(v) = u erzeugt. Weil ein 9, das auch
Anteile in anderen Achsenrichtungen hat, den Maximalwert nicht annehmen kann.
Hat man nun irgendein Hauptachsensystem, so liegen die Achsen zu Eigenwerten \; <
w1 in dem Raum Ej aller zu F,, orthogonalen Vektoren. Der und die Einschrénkung
von ¢ sind eindeutig bestimmt es folgt alles weitere mit Induktion.

Hat man umgekehrt eine unitéire bzw. orthogonale Matrix S so, dass S*AS = D
reelle Diagonalmatrix ist, so folgt

A=8DS* A*"=8S"D*'S*=5SDS*=A
d.h. die Form ist hermitesch. O

Korollar 13.7 Fine reelle quadratische Form ist durch ithre Kennhyperfiiche ein-
deutig bestimmi.

Beweis. Fiir n = 2, 3 liest man aus obiger Klassifikation ab, dass Eigenvektoren und
Eigenwerten von Hauptachsenformen durch die Kennhyperfliche bestimmt sind -
und das tibertrigt sich nun auf beliebige reelle quadratische Formen. Fiir beliebiges
n geht’s so. O.B.d.A. gibt es ein # mit Q(Z) > 0 - sonst nehme man —@ oder man
hat @ = 0. Nun ist Q(Z) = s > 0 gleichbedeutend zu Q(\/Lgf) = 1. Also ist die
Zuordnung 7 — Q(Z) > 0 schon durch die Kennhyperflache bestimmt. Man suche
nun eine Basis 4y, . .., W, so, dass Q(w;) > 0 und Q(w; + ;) > 0 fiir alle ¢, j. Diese
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Werte sind, wie gesagt, schon durch die Kennfliche bestimmt und man erhélt aus
ihnen die ®(;, ;) und damit alle Werte von ®. Um so eine Basis zu finden, wéhle 4
mit a = Q(v;) > 0 und ergénze zu Basis ¥, . .., t,. Fir alle ¥ € V und r € R gilt nun
Q(rvy +7) = r?a+2rb+c = (ry/a+ \%)2— ¥ 4 emit b = ®(7,7) und ¢ = Q(7). Lisst
man 7 variieren, so erhélt man eine nach oben offene Parabel, hat also ein r[9] so,
dass Q(rty + ) > 0 fiir alle r > r[0]. Wéhle nun r grosser als alle r[7;] und r[v; + 7j].
Dann erhélt man mit @, = v; und w; = v} + v; eine Basis der gewiinschten Art.
da 2r > rw; + w,]. O

13.13 Beispiel

Gegeben sei bzgl. einer ON-Basis « : €7, €5, €3 eines euklidischen Raums die Form
Q(f) = 2332(371 -+ 273) fir 7 = xlé'l + 13252 —+ 1’353

Gesucht ist unter den Vektoren mit |Z| = 1 einer mit Q(#) maximal. Bei festem x5
liegen die (x1, x3)" auf einem Kreis und man hat z7 + 23 zu maximieren. Aus Symme-
triegriinden muss dann x; = x3 sein. Das gesuchte Maximum ist also max 4x,x; auf
dem Kreis {Z]|Z| = 1,27 = x3}. Wieder aus Symmetriegriinden wird das Maximum
bei zy = 1/4/2 angenommen. Ergéinzung zu ON-Basis.

(! (V2 1 (!
o= V2 wy == -1 |, W= — | V2

A:
2\ 1 AW V2 | 3

o = O

1
0
1

S = O

(o0 o)) (< D\ e 1
B<q)(7ﬁ37“72) (s, ws) ) _aw2 ) ti=ay/ay, t t—1=0,

th =2, t Lyt = — !
1= y L2 = 77—/, 2 1W3 = —=

\/§ \/6 -3 \/6 32
Hauptachsenrichtungen von ®|(Rw; + Ruws). Die Hauptachsen durch Normierung,.

1 (] 1!

B=—| 0 | . =5 -V2]|, EWX=0@,#), A =v2 \a=0, A\s=—-V2.
V2 2\ 1

Die Kennfldche ist ein hyperbolischer Zylinder.

13.14 Ausartung

Die symmetrische Bilinearform ® bzw. die zugehorige quadratische Form () heisst
ausgeartet, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt

(1) 0 ist ein Eigenwert
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(2) Es gibt ¥ # 0 mit &(v, %) = 0 fiir alle &
(3) det ®, = 0 fiir eine/jede Basis «

Beweis. 1 = 2: In einem Hauptachsensystem wihle ¢ zum Eigenwert 0. 2 = 3. Bei
Basistransformation det S'AS = (det S)?det A. 3 = 1: Fiir ein Hauptachsensystem
B ist det g =[[; \i. O

Korollar 13.8 Fine nicht ausgeartete quadratische Form ist pos./neg. definit genau
dann, wenn sie pos./neg. semidefinit ist.

13.15 Zerlegung

Untervektorrdaume Uy, ... Uy von V bilden eine Zerlegung der quadratischen Form @
auf V. falls V =U; @ ... ® Uy (vgl. Kap.15) und fiir die zugehorige Bilinearfrom &
gilt ®(Z,9) =0 fir alle i # j, £ € U;, y € U,.

Satz 13.9 Zu jeder quadratischen Form @ aufV gibt es eine Zerlegung
V - V+ EB V, EB %

so, dass Q|V positiv definit, Q|V_ negativ definit und Q|Vy ausgeartet ist. Die Di-
mensionen dieser Teilrdume sind eindeutig bestimmt. Die Zerlegung kann orthogonal
gewdhlt werden und so, dass es Ay >0 > A_ gibt mit

QB) > AT VT € Vi, Q@) < AT VEE V., Q@) =0vF eV

Beweis. Vj = Ey und V, bzw. V_ Summe der Eigenrdume zu positiven bzw. negativen
Eigenwerten. A\, der kleinste positive, A\_ der grosste negative Eigenwert. Sind die
U;, (1 € I) die Hauptachsenvektoren zu den A; > 0 so

Q) =Q wiw) =3 Na? <3 Na? =AY a? = M JP firve v,

iel el il i€l

Beachte, dass Vo = {7 € V | ®(Z,y) = 0Vy € V }eindeutig bestimmt ist (V. und
V_ nur wenn man Orthogonalitit der Zerlegung verlangt). Daher kénnen wir (durch
Ubergang zu V' = V/V; (sprich V modulo V — 0 - die Elemente von Vj werden
einfach wie Nullen behandelt, formal ersetzt V' durch die Menge der Nebenklassen
(=affinen Teilrdume) Z + Vj und rechnet damit ‘reprisentantenweise’ - mit der Form
O(Z+Vy, 7+ Vi) = ®(Z, 7)) beim Beweis der Eindeutigkeit der Dimensionen 0.B.d.A.
annehmen, das V5 = 0. Sei nun V =V, +V_ = U, + U_ mit Q|V; und Q|V, positiv
aber Q|V_ und Q|V_ negativ definit, so

V+ﬂV_=V+ﬂU_:U+ﬂU_=U+ﬂV_=O
also nach dem Dimensionssatz

dimV_ =dimV/V, > (dimV,; +U_)/V, =dimU_
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und analog dimU_ > dim V_ also dimU_ = dim V_ und ebenso dim V; = dimU,..
O Die Eindeutigkeit der Dimensionen heisst auch der Trdgheitssatz von Sylvester. Es
gibt auch einen altmodische Version.

Satz Zu jeder hermiteschen Form ® gibt es eine Basis 3 so, dass

E, O O
=0 -E, O
O O O

Dabesi ist die Signatur p,q der Form ® eindeutig bestimmd.

Beweis. Mit Diagonalisierung erhélt man eine hermitesche Diagonalmatrix T*AT
mit reellen Eintragen d;;. Setze S = TDP, wobei D Diagonalmatrix mit Eintrigen
cin. = 1/4/|dii] bzw. 0 ist und P passende Permutationsmatrix. Natiirlich kann auch
schon vorher permutiert werden.

Zur Eindeutigkeit geniigt es, den Fall zu betrachten, dass A’ = S*AS und A
Diagonalmatrizen sind, und die ersten p bzw. k Diagonaleintrige 1, die néchsten ¢
bzw. [ —1 und die restlichen 0 sind. S*A = A’S™! hat offenbar Spaltenrang p + ¢
und Zeilenrang k + [, also r = p + q¢ = k + [. Mit der Koordinatentransformation
y = Sz gilt
U o e o o IV SRR [ VY R I
Angenommen p > k. Dann wird durch z,,; = 0,...,2, = 0 und y; = [S™'z]; =
0,...,yx = [S7'x]p = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem von weniger als n
Gleichungen in den Variablen zy, ..., x, gegeben, also hat man eine Losung « # 0.
Dann folgt aber |z1|*> + ... 4+ |2, = —(Jyes1)®* + ... + [y-[*) < 0, und damit z; =
...z, = 0 und doch & = 0. Den Fall p < k schliesst man durch Vertauschen der
Rollen von A und A’ aus.

13.16 Symmetrischer Gauss *

Die Eigenwerte kann man im wirklichen Leben nur numerisch bestimmen - und
auch das ist ziemlich aufwendig. Wir brauchen oft aber nur ihre Vorzeichen und
die koénnen wir, dank Sylvester, ablesen, wenn wir SAS? diagonal haben mit inver-
tierbarem S = O‘Té. Um ein S zu finden, erinnern wir uns, dass nach Gauss jede
invertierbare Matrix ein Produkt von Elementarmatrizen ist (solchen die die Zeile-
numformungen beschreiben). Wir machen also jeweils eine Zeilenumformung gefolgt
von der analogen Spaltenunformung, um die Symmetrie zu erhalten, bis wir am Ziel
sind.

4 =2 2 4 0 0 4 00 1 00
-2 10 2 |~1093]~1090]~|010
2 2 4 03 3 0 0 2 001
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e Gegeben sei symmetrische Matrix A mit Diagonalmatrix Dy,

D O
beti k1 -+ Drgin

4=1 9

bn,kJrl <o bnn

o Ist byt k41 7# 0, so bewirke durch Zeilenscherungen, dass die neue k+ 1-te Zeile
von ‘A’ ausserhalb der Diagonalen nur noch Nullen enthélt. Andere die Werte
iiber der Diagonalen von ‘A’ so, dass wieder eine symmetrische Matrix entsteht

o Ist byt14+1 = 0 so suche vorher ¢ > k + 1 mit b;; # 0 und vertausche £k + 1-te
und i-te Zeile in ‘A’, ebenso fiir Spalten von ‘A’

o Ist b; = 0 fiir alle 7 > k£, so suche vorher j > ¢ > k mit b;; # 0 und b;; +b;; # 0.
Addiere in ‘A’ die j-Zeile zur i-ten und die j-te Spalte zur i-ten. Das ergibt
i-ten Diagonaleintrag b;; + b;; # 0.

e Ist dummerweise immer b;; + b;; = 0, so addiere in ‘A’ das b;;-fache der j-te
Zeile zur i-ten Zeile das b;;-fache der j-ten Spalte zur i-ten Spalte. Das ergibt
i-ten Diagonaleintrag 2b;;b;; # 0.

e Sind alle b;; = 0 fiir j > 7 > k, so rufe ‘Gott sei Dank’

13.17 Definitheitskriterium
Satz 13.10 Fir eine symmetrische Matriz A sind gleichwertig:

e A ist positiv definit.
e [s gibt eine invertierbare Matriz S mit A = WW?,

o Die Hauptminoren A<y = (a;j)1<ij<k von A haben det A<, > 0.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar nach dem Trigheitssatz. Also ist
fiir positiv definites A die Determinante det A = det(W'W) = det Widet W =
| det W|? > 0. Andererseits sind fiir positiv definites A alle Hauptminoren A< positiv
definit: fiir die durch A<y definierte quadratische Form Q< gilt: Q<p(xy,...,2x) =
Q(z1,...,2,0,...,0) > 0 falls ein z; # 0. Also det A<, > 0 fiir alle k.

Sei nun (3) vorausgesetzt. Nach Induktionsannahme ist Einschrankung Q|U mit U =
Re; + ... + Re,_; positiv definit. Angenommen, @) selbst ist nicht positiv definit.
Dann gibt es eine Zerlegung R" =V, & Vo ®V_ mit W = V5 + V_ # 0 und es ist die
Einschrankung Q|W negativ semidefinit. Wegen der unterschiedlichen Definitheiten
gilt UNW =0; also dim W =1 wegen dimU = n — 1. Also dimV, =n — 1. Wihlt
man nun n — 1 Basisvektoren in V. und einen in W, so gilt fiir die Matrix B = S*AS
von Q: det B = b, - det B<,, 1 < 0 also det A = (det S)?det B < 0. Widerspruch.
O
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13.18 Quadriken *

Wir verallgemeinern den Begriff der Hohenlinie einer quadratischen Form: Gegeben
seien ein affiner Raum P mit euklidischen bzw. unitdrem Vektorraum V', eine Sesqui-
linearform ® mit quadratischer Form @, eine Linearform f : V — K und ein Skalar
c. Dann ist bzgl. eines Ursprungs O € P

Q(0,Q, f,¢) ={7+ 0| Q) + f(T) = ¢}

die durch diese Daten gegebene Quadrik. Wahlt man einen neuen Ursprung O' =
U+ O, so erhilt man, indem man 7 = ¢+ ¢ d.h. T+ O = ¢+ O’ setzt,

Q0,Q, f,0) ={y+ (v + )IQ() 20(0,9) + f(y) = ¢} = Q0 Q, [, )
mit ¢ = ¢ —[Q(V) + f(V)], [(§) =29(0,9) + [(Y)]

Somit hingt es nicht von der Wahl des Ursprungs ab, ob eine Punktmenge eine
Quadrik ist. Eine rein elementargeometrische Charakterisierung der Quadriken ist
moglich aber miithsam.

13.19 Koordinatengleichungen von Quadriken *

Bzgl. eines Koordinatensystems « : O, dq, ..., d, hat man durch die Einsetzung von
P =7+ O,, d.h. 2* = P, die Koordinatengleichung (wobei Q, = ®, Gram-Matrix
von ) bzgl. «)

Q:=0Q(0,,Q, f,c) ={P € P|P"Q.P* + f*P* =}

Indem man in der Beschreibung von Q bzgl. Oz = O, bzw. Qs = U + O, die
quadratischen und linearen Formen bzgl. der Basis @ und ﬁ ausdriickt erhélt man
die Transformationen

e Fester Ursprung: Og = O,, S = T}

Q={PeP|P"(S*Q.S)P’ + (f*S)P? = ¢}

e Verschiebung: Og = v+ O,, gleiche Basen

Q= {P € P|P*QuP’ + (207 Qo + f)P* = '}

o Allgemein: S = “T,, O, =7+ O,

Q= {P e P|P"(S*QuS)P" + (20™*QuS + f*S)P" = ¢}

e mit ¢ =c— [U™Q.U* + fU*]}
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13.20 Normalformen fiir Quadriken *

Satz 13.11 Jede reelle Quadrik in zwei Variablen hat bzgl. eines geeigneten (wenn
man will: kartesisch bzgl. eines gegebenen kanonischen Skalarprodukts) Koordinaten-
systems v : O, ¢1,Ca eine Gleichung (fir P = z1¢1 + 226 + O, € Q) von einer der
Gestalten

Alzf + )\gzg =u oder /\12% + vz =0

Es handelt sich also um eine Hohenlinie einer quadratischen Form, eine Parabel, eine
Gerade, die leere Menge oder die ganze Ebene.

Beweis und Algorithmus.

e Beziiglich eines (kartesischen) Koordinatensystems « sei Q gegeben durch
Q={P e P|P"Q.,P*+ f*P* =c}
o Ist ), = O die Nullmatrix, so wihle O = v + O, mit f(¥) = ¢ und ¢ mit

f(¢1) = 0 und ergénze zu (ON-)Basis. Das ergibt Gleichung vzo = 0.

o Ist ), # O, so transformiere mit S = “Tj auf 3 : Oa,gl, b so, dass Ay # 0 -
bei kartesischer Transformation wihle by, by als Hauptachsensystem fiir @

ylgl + 9252 + 04 € Q& MNY; + \a¥s + [l1y1 + Halo = C

e Bestimme t; so, dass man mit der Substitution y; = t; + z; erhélt
— M2+ X2t =4 falls Ay # 0 oder Ay = pip = 0.
— M2+ vz =0 falls Ao = 0, pg # 0
— Beachte |2)\;t; = —pu; falls \; #£ 0 und t5 = 0 falls us =0

e Setze U = tlgl + tggg und v : U+ O, l;l, 52 d.h.

o ==5 (tl) und ¢' = i-te Spalte von S

Analog geht’s in mehr Variablen.

14 Affine und lineare Abbildungen

14.1 Beispiele

Wir geben im Folgenden Beispiele affiner Abbildungen ¢ : P — P’ zwischen den
Punktrdumen affiner Rdume an. Wenn vorhanden, wéhlen wir O als Fixpunkt. Fiir
die zugehorige lineare Abbildung ¢g : V' — V diskutieren wir Matrixbeschreibung,
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Eigenrdume FE), Kern und Bild - bijektiv bedeutet Kerngy = 0 und Bildgg = V"’ (ins-
besondere bei Bewegungen). Ggf. sind euklidische bzw. unitédre Rdume zu betrachten.
Winkel w € (O, 27) im Bogenmass. Ausser bei 11. gilt P = P’

1. Identische Abbildung ¢ = idp mit ¢y = idy, Matrix E, E; = V. bijektiv

2. Zu jedem Vektor v ist die Verschiebung oder Translation ¢ = 73 eine affine Selbst-
abbildung
P— Tg(P) =Uv+ P

¢p = idy . Sie ist durch das Bild eines einzigen Punktes eindeutig bestimmt:
U= Po(P), T50Ts=Tars Ty =Tz
3. Punktspiegelung an O mit ¢o(Z¥) = —Z. Matrix —F, E_; = V, bijektiv

4. Zentrische Streckung an O um r mit ¢o(Z) = rZ. Matrix rE, E, = V, bijektiv
falls r # 0, sonst Bild= 0.

5. Parallelprojektion mit Kern K =Kerngy auf U + O mit U =Bild¢g. Ey = U,
Ey = K. Bijektiv nur fiir r = 0. Matrix bzgl. Basis v, ..., ¥, mit 91, ..., ¢, Basis von

U und v,,4, ..., v, Basis von K.
E. O
O O

Bei der Orthogonalprojektion ist K = U+ und bzgl. ON-Basis gilt

i=1
Ist dabei U Hyperebene (r = n — 1) und 7 = #,, Normalenvektor, so
¢o(¥) = 7 = 2(i [ Z)7

6. Spiegelung an Hyperebene U 4 O wie in 5. Achse=Normale. Bewegung.

¢o(T) =2 —2(ii | ¥)yn, Matrix (E”_l 0

O _1),U:E1,Kﬁ:E_1

7. Drehung in der reellen Ebene mit Zentrum O um Winkel w - gegen die Uhr.
Bewegung. Bzgl. ON-Basis Matrix

cosw —sinw
sinw  cosw
Keine reellen EV, komplexe EV von Betrag 1 und Argument +w.

8. Drehung im reellen Raum mit Achse Rv; + O um Winkel w - positiv im Sinne der
Rechten Hand. Bewegung. Bzgl. ON-Basis o}, U2, U3 Matrix

1 0 0

0 cosw —sinw |, E; =R, E,1:E1l<:>w:7r
0 sinw cosw
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9. Drehungspiegelung im reellen Raum mit Achse Rv; +O um Winkel w # 7 - positiv
im Sinne der Rechten Hand. Bewegung. Bzgl. ON-Basis ¢}, U2, U3 Matrix

-1 0 0
0 cosw —sinw |, F_1 =Ry
0 sinw cosw

10. Scherung in der Ebene ldngs der Achse Kv; + 0. Matrix bzgl. Basis 07, s

1 r -
(O 1)7 El:Kvl

11. Zentralprojektion ¢ der Ebene U + O auf die parallele Ebene U + O" des Raumes
mit Zentrum Z ¢ U + O U U + O'. Dabei ist ¢(P) der Schnittpunkt der Geraden
durch PZ mit der Ebene U + O’. Hier ¢y : U — U und mit Normalenvektor 7 von U

¢o(T) = % wobeiri+ZeU+0, si+ZeU+0
r

14.2 Affine Abbildungen *

Gegeben seien affine Raume P und P’ mit K-Vektorraumen V und V'. Eine Abbil-
dung ¢ : P — P’ heisst affin wenn gilt

APQ = BS = Ad(P)o(Q = o(R)o(S) fiir alle P,Q,R,S € P, A€ K

Ist dabei P = P’, so sprechen wir von einer affinen Selbstabbildung. Die Hintereinan-
derausfithrung von affinen Abbildungen ist affin.

Lemma 14.1 Sei dimV > 2. Fine injektive affine Abbildung bildet Geraden auf
Geraden ab und erhdlt Parallelitit und Streckungsverhdltnisse.

Beweis. Sei ¢ affin. Sei g die Gerade durch P, @ und h die durch ¢(P), ¢(Q). Liegt R
auf g, so gibt es A mit PR = )\@, also ¢(P)¢(R) = Ao(P)¢(Q) und somit ¢(R) auf
h. Andererseits lidsst sich jeder Punkt auf h auf eindeutige Weise so darstellen. Also

h = ¢(g). Ist ¢’ parallel zu g, wird ¢’ von Punkten R, S mit RS = ]@ aufgespannt,
also ¢(¢') von ¢(R), ¢(S) und das ist parallel zu h. O

14.3 Lineare Abbildungen
Eine Abbildung ¢q : V' — V' haben wir linear genannt, wenn

Go(Z + 4) = do(T) + ¢o(y), do(r¥) =r¢o(¥) firalleZ,geV,re K
Ist V =V’ soist ¢g ein Endomorphismus.

Satz 14.2 Sei O € P fest. Es gibt eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen
affinen Abbildungen ¢ : P — P’ und linearen Abbildungen ¢o : V — V' so, dass

G0() + 6(0) = o(7 + ), dh. 6o(OP) = H(0)6(P)
Die lineare Abbildung ¢o hdngt nicht von der Wahl von O ab.
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Beweis. Sei ¢ gegeben. Nach dem Axiom (A2) des affinen Raums ist ¢ wohldefiniert
und eindeutig bestimmt. Die Definition von affiner Abbildung ergibt sofort ¢g(rz) =
r¢o(Z) und

Go(Z +§) + ¢(0) = ¢(T + ¥+ O) = ¢o(L) + ¢(§ + O) = ¢o(Z) + ¢o(¥) + ¢(O)

also (7 + 4) = ¢o(Z) + ¢o(¥)
P(T+Q) = ¢(T+T+0) = go(T+0)+0 = ¢o(T)+¢0(V)+0 = ¢o(T)+(7+0) = ¢o(Z)+¢(Q)

falls Q = v+ O, was die Unabhéngigkeit von der Wahl des Punktes O beweist. Sei
umgekehrt ¢q linear. Sei p'= OP usw. und M7 —p) = )\1@ — RS = §— 7 Dann

\

S(R)B(S) = H(0)A(SS — H(O)A(R) = ¢0(5) — do(F) = do(5 — 7)

= 6o(MT— 7)) = Ado(T - §) = A(P)o(Q).

O Ist P = P’ und O ein Fixpunkt von ¢ (d.h. ¢(O) = O) und wihlt man diesen als
Ursprung, so wird bei der beliebten Identifikation von Punkten mit Ortsvektoren die
affine Abbildung ¢ mit der linearen Abbildung ¢, identifiziert.

Korollar 14.3 Die affinen Selbstabbildungen ¢ mit Fixpunkt O entsprechen umkehr-
bar eindeutig den linearen Abbildungen ¢o vermdge ¢(Z + O) = ¢o(Z) + O

Korollar 14.4 Sei O fest. Jede affine Selbstabbildung ldsst sich eindeutig als Hinter-
einanderausfihrung einer affinen Abbildung ¢o mit Fizxpunkt O und einer Translation
T schreiben

¢=Topo, mitT(0)=0(0), ¢o=7"00¢

Korollar 14.5 FEine affine Abbildung ist injektiv, surjektiv bzw. bijektiv genau dann,
wenn es die zugehorige lineare Abbildung ist.

14.4 Bewegungen und orthogonale Abbildungen

Eine Bewegung ist eine abstandserhaltende Abbildung ¢ : P — P eines euklidischen
affinen Raums in sich

[9(P)p(Q)] = [PQ|  fir alle P,Q € P

Lemma 14.6 Jede Bewegung ist eine affine Abbildung. Die Hintereinanderausfihrung
von Bewegungen ist Bewegung. Translationen sind Bewegungen.

Beweis. Die Gleichung )\]@ — RS kann dquivalent durch eine Bedingung an A und
die Absténde der Punkte P, Q, R, S ersetzt werden. O

Ein Endomorphismus ¢ eines euklidischen oder unitdren Vektorraumes V' ist eine
orthogonale bzw. unitire Abbildung, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen
gilt (die Aquivalenz ergibt sich daraus, dass die quadratische Form aus der Sesquili-
nearform definiert werden kann und umgekehrt)
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o ((Z)|o(¥))) =(Z|y) firalle Z, g€V o |¢(Z)| = |Z| fiir alle ¥ € V

Korollar 14.7 Fine affine Selbstabbildung ¢ eines euklidischen affinen Raumes ist
genau dann eine Bewegung, wenn die zugehorige lineare Abbildung ¢g orthogonal ist.

Beweis. |Z] = |O,a‘:’+i$\, 60(Z)] = |¢(0)(Z + O] und die Behauptung ist klar.
O Beispiele von Bewegungen mit Fixpunkt O sind in der Ebenen Drehungen und
(senkrechte) Spiegelungen an einer Geraden, im Raum Drehungen, Spiegelungen und
Drehspiegelungen. Wir werden spéter zeigen, dass damit alle Falle erfasst sind.

14.5 Beschreibung durch Matrizen

Satz 14.8 Seien V., W K-Vektorraume mit Basen « : €1,...,€, bzw. [ : ﬁ, o fm

Dann gibt es eine bijektive Entsprechung zwischen linearen Abbildungen ¢ -V — W
und Matrizen A € K™ ™ vermdge

o(Z)° = Az™, A= Po, heisst die Matrix von ¢ bzgl. a, 3

In den Spalten der Matrix stehen die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren

Ist V = W und betrachten wir nur eine Basis so schreiben wir
b0 = “¢o Matrix von ¢ bzgl. «

Beweis. Ist ¢ gegeben und soll es ein A geben, so muss es das angegebene sein: man
setze T = € ein, d.h. €} = e; und Ae; ist die j-te Spalte von A. Es folgt

S(E) =) a7p(e)" =D alde; =AY ale;) = AT fiir ¥ =) a¢)
J J J J

Ist A gegeben, so erhédlt man die Linearitit von ¢ indem man die Isomorphieeigen-
schaft der Koordinatenzuordnung benutzt

O(@+y)" = AT +9)" = A +§°) = AT + Ay’ = ()" + ¢(9)” = (6(2) + ¢(¥))°

also ¢(Z + ) = ¢(Z) + &(Y)
o(ri)? = A(rz)’ = Ard® = rAT® = r¢(2)° = (ro(2))°  also ¢(r7)) = ro(7)

Sind « bzw. 8 Koordinatensysteme der affinen Raume P bzw. P’, so hat man fiir die
affine Abbildung ¢ : P — P’ die Koordinatenbeschreibung

¢(P)B = gb(Oa)B + ngOaPa

Hat man eine Selbstabbildung und o = 3 so heisst
{a = Oa(b(oa
der zugehorige Translationsvektor und man hat

G(P)* = to + “poa P
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14.6 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Fiir einen Endomorphismus ¢ eines endlichdimensionalen euklidischen bzw. unitaren
Raumes sind dquivalent

(1) ¢ ist orthogonal bzw. unitir
(2) Das Bild einer/jeder ON-Basis ist ON-Basis
(3) Bzgl. eines/jedes Paares von ON-Basen ist “¢3 orthogonal bzw. unitér

Beweis.1 = 2 ist trivial. 2 = 3. Die Spalten der Matrix ¢, von ¢ bzgl. der ON-
Basen «,  sind die Koordinaten der Bilder ¢(€;) der ON-Basis « : €,...,é, also
orthonormal, da die ¢(€;) eine ON-Basis bilden. Also ist ¢, unitér.

3= 1. Sei A = A¢, unitir. Dann

(6(2) | 6(7)) = (D)) ¢(§)” == (AT*)"Ag™ = (I°) A" Ag™ = (&) By~ = (Z|7)

Korollar 14.9 Fine orthogonale bzw. unitire Abbildung ist durch die Bilder von
dim V' — 1 unabhdngigen Vektoren schon zweideutig bestimmt - eindeutig ber Vorgabe
der Orientierung.

Korollar 14.10 Die orthogonalen bzw. unitiren Endomorphismen bilden eine zur
Gruppe O(n) der orthogonalen bzw. U(n) der unitiren Matrizen isomorphe Gruppe.
Die Bewegungen eines euklidischen affinen Raumes bilden eine Gruppe.

14.7 Drehstreckungen und komplexe Zahlen

Fiir eine lineare Abbildung ¢ der vektoriellen Anschauungsebene £ in sich sind &dqui-
valent

e ¢ = ry mit x orthogonal und r > 0

e Bzgl. einer/jeder ON-Basis a hat ¢, die Gestalt
o = a —b\ _ o[ Cosw — sin w
“\b a ) \sinw cosw

Dann ist ¢ eine Drehstreckung. Eine Drehstreckung ist also entweder bijektiv oder
die Nullabbildung 0 mit 0(Z) = 0 fiir alle Z. Sind ¢ und ¢ Drehstreckungen, so auch

0, ¢+, —¢=(-1)p, Ao, id, o und ¢~ falls ¢ # 0

Satz 14.11 Die Drehstreckungen bilden bzgl. der angegebenen Operationen einen
kommutatien Kérper €  mit Einselement id = 1g sowie einen R-Vektorraum
und

AW o) =1ho(Ag)
C enthilt einen zum Skalarenkdrper R isomorphen Unterkorper {rlq |r € R} und
ein Element © genannt imaginére Einheit mat
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1 ist zweideutig bestimmt. Ist es gewdhlt, so haben die Elemente von € eine eindeutige
Darstellung

z=a+bi milabeR

Beweis. Korper und Vektorraum-Eigenschaft sofort aus den Gesetzen des Vektor-
raums € und Ubung. (1 o (A9))(Z) = ¥((A0)(Z)) = (A(@(Z))) = Ap(o(T)) =
A(¢ 0 9)(Z)) = (A (¢ 0 ¢))(Z). Dass R isomorph zu einem Unterkorper von C ist,
bedeutet: Die Abbildung r +— r1q ist bijektiv und

7’+SH(T+S)1C:T1Q —i—Slq:, OHO:OG, —7"—>(—7‘)1¢:—(qu:)

rs— (rs)lg =rlgslg, 1—=I=1q, r'wrllg=(r1g)”"

)
Ist eine Orientierung gegeben, so ist ¢ die Drehung um den Winkel 7 d.h. bzgl.
einer/jeder ON-Basis gilt
(1)
“\1 0

Daraus folgt sofort Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung. O

Aus den Korpergesetzen folgen dann die Rechenregeln

a+bi+c+di=(a+b)i=(c+d)i, (a+bi)(c+di)=ac—bd+ (ad+ bc)i

L a—bh . a —b
a+bi  (a+bi)(a— bi)

R

Héufig ist die Polardarstellung vorzuziehen, die sich direkt aus der Definition als
Drehstreckung ergibt mit Betrag |z| = r und Argument w

z =r(cosw + isinw)

Bei der Multiplikation (d.h. der Hintereinanderausfiihrung der Drehstreckungen)
multiplizieren sich die Betrdge und addieren sich die Argumente

r1(coswy + isinwy )ra(coswy + isinwy) = rra(cos(wy + we) + isin(w; + we))

(r(cosw +isinw))™! = r~!(cos —w + i sin —w)

Wir definieren die konjugiert komplexe Zahl zu z als ’z =a+bi—Z=a—W
und stellen fest

z+w=zZ4+w, zZ-w=zZ w, z=z<z€R
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2P =a?+b =2z, 2'= %

Zwecks einer vektoriellen Veranschaulichung sei nun eine positiv orientierte ON-Basis
a — 1,d, des Ebene gegeben. Dann erhélt man eine bijektive, mit Addition und
Multiplikation mit Skalaren vertragliche, Abbildung

C%Emltlcrﬁc—z’l, Z'-)Eiz ¢:z:a+bz»—>¢(cfl):aﬁl—|—b52

In der Tat, eine Drehstreckung ¢ ist durch das Bild eines einzigen Vektors # 0 schon
eindeutig bestimmt. Dabei haben wir die Skalare, die Elemente von R, die Vektoren
rd; und ggf. die Punkte auf der Ursprungsgeraden mit Richtung d; (der reellen Achse)
jeweils identifiziert. Die Gerade mit Richtung @, heisst auch imagindre Achse. Jetzt
erweist sich |z| als die Lange des zugehorigen Vektors und die Konjugation z — Z als
Spiegelung an der reellen Achse.

/1a95 /kompl.eepic /1a95/kompl.eepic /l1a95/komp2.eepic /1a95/komp2.eepic
Fiir 2 = a + bi mit a,b € R erhélt man den Realteil a und Imagindrteil b zu

R(z)=a=13(z+2), Sk)=b=45(z-7)

14.8 Transformation

Sind «, f Basen von V' und ~, 4 Basen von W so gilt

"0 = °T, 6o T = "Ty "¢ “Tp
und, falls falls V =W, a =~,8 =4,

S5 = 5 00 T,
Beweis. 3957 = (0(7))° = ST, ((7)" = °T, 19ad®™ = °T, "6 “Tyi?

e Anwendung 1. Sei A’ beziiglich einer ‘giinstigen’ Basis § bekannt. Man bestim-
me Matrix A von ¢ bzgl. der kanonischen Basis.

e Anwendung 2. Die Matrix A von ¢ beziiglich der kanonischen Basis sei be-
kannt, sagt aber wenig iiber die Struktur. Man bestimme eine ‘giinstige’ Basis
B, sodass man der Matrix A’ von ¢ bzgl. 5 geometrische Eigenschaften von ¢
ansehen kann. Bzw. so, dass man das durch A’ gegebene, zu A gleichwertige,
(Differential) Gleichungssystem l6sen kann. Das ist das Thema der Eigenwert-

theorie.
Hat man in einem affinen Raum Koordinatensysteme o und 3 mit
7=0,05, S=°T; dh. P* ="+ SP? fir alle P

so gilt fiir affine Selbstabbildungen die Transformationsformel

$(P)? =1+ ¢osP’  mit T = ST — ™ + ¢pat™) und o5 = S PpaS
Beweis: ¢p(Op) = to+ (V) + Of = T, +
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14.9 Fortsetzung

Korollar 14.12 Seien V,W K-Vektorrdume, « : €i,...,€, eine Basis von V und
seien Wy, ..., w, i W. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢
von V in W so, dass ¢(€1) = Wy, ..., p(€,) = W,.

Beweis. Wiihle Basis 8 von W und P¢, = (@b, ... @?).
Korollar 14.13 Seien P und P’ affine Riume mit_l)(-Vektorrdumen V ound V.
Seien O, Py, ..., P, Punkte in P so, dass Wﬂ, ...,OP, Basis von V ist (d.h. man

hat Koordinatensystem von P. Seien O, P{,..., P inP'. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte affine Abbildung ¢ : P — P’ mit (O) = O', ¢(P) = P{,...,6(FP,) = P,

14.10 Komposition

Sind V,W,U K-Vektorraume mit endlichen Basen «, 8,7 und ¢ lineare Abbildung
von V nach W, ¢ von W nach U, so ist ¢ o 1 lineare Abbildung von V' nach U und
die Matrix ergibt sich als Produkt der Matrizen

Yo dla= "5 ¢a

Beweis. (1(¢(1)))" = "pd(&)” = "5 ¢aZ)".

14.11 Inverse

Fiir eine lineare Abbildung ¢ von V nach W und Basen « von V', g von W sind
dquivalent

o ¢:V — W ist bijektiv
e A¢, invertierbar fiir ein/jedes Paar o, 8 von Basen von V, W.

Die inverse Abbildung ist dann auch linear und hat die inverse Matrix

a(¢_1)ﬁ = (6¢a)_1

Beweis. Ist ¢ bijektiv, so ist auch ¢! linear: sei ¥ = ¢ und ¢ = ¢v. Dann T + ¢ =
o+ 0), also oY T+ ¢) = 4+ T = ¢~ T + ¢~ 'yj. Entsprechend fiir rZ. Es folgt
a(qbil)ﬁ o = (¢~ 0d)o = “idy = E.

Ist %@, invertierbar, so erhilt man mit “¢5 = (?¢,)~! die inverse Abbildung.
Durch Wahl einer festen Basis a erhélt man

Korollar 14.14 Die invertierbaren Endomorphismen eines n-dimensionalen K -Vek-
torraums bilden eine zu GL(n, K') isomorphe Gruppe.
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14.12 Kern und Bild
Definition. Sei ¢ lineare Abbildung von V' nach W. Setze

Kern¢ = {z in V|¢(z) =0} und Bild¢ = ¢(V) = {é(z) |z in V'}.

Lemma 14.15 Kern ¢ ist Untervektorraum von V und Bild ¢ Untervektorraum von
W. Es ist Kern ¢ = 0 genau dann, wenn ¢ injektiv ist und Bild ¢ = W genau dann,
wenn ¢ surjektive Abbildung von V' auf W ist.

Beweis. Ist ¢ injektiv und ¢(v) = 0, so wegen ¢(0) = 0 sofort v = 0. Sei umgekehrt
Kern¢ = 0. Ist ¢(v) = ¢(w), so ¢(v —w) = ¢(v) — p(w) = 0, also v —w = 0 und
v =w. Also ist ¢ injektiv.

‘ dim Kern¢ 4 dim Bild ¢ = dim V' Dimensionsformel. ‘

Anwendung: Die linearen Abbildungen vom Raum auf die Ebene sind von der Form
1 o, wobei 7 eine Parallelprojektion des Raumes auf die Ebene und 1 eine lineare
Selbstabbildung des Ebene ist.

Beweis. Wahle eine Basis 7, . .., U}, von Kern ¢ und erginze zu einer Basis v, ..., U,
von V. Dann hat man fiir jedes w in Bild ¢ eine Darstellung

w=¢(Y riv) =Y rie@) = > o) =¢( Y r'v)
i=1 i=1 i=k+1 1=k+1

und diese Darstellung ist eindeutig, da sie fiir den Spezialfall w = 0 eindeutig ist :
in diesem Fall ist > 7" 1 r'%; in Kern ¢, ist also auch Linearkombination Zle s,
und da 7, ..., ¥, unabhéngig ist, sind alle 7%, s* Null.

Korollar 14.16 FEin Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums V
1st genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist.

Korollar 14.17 Sei ¢ lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdum-
en V und W und r = dim Bild ¢. Dann es gibt Basen o von V' und 8 von W mit

E. O L, @ ingektiv & r=dimV
B _ T
Po = ( O O) und es gilt ¢ surjektiv < r=dimW -

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = 0 kann man auch so verstehen: zu
¢ K" — K™ mit ¢(x) = Az ist Kern ¢ gerade der Losungsraum.

14.13 Symmetrie und Hauptachsen *

Eine orthogonale Abbildung ¢ des euklidischen Raumes V' ist eine Symmetrie der
symmetrischen Bilinearform ® bzw. zugehorigen quadratischen Form (), wenn eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt
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e Q(7¥) =1< Q(¢p(2)) =1 fur alle 7,
d.h. die Kennhyperfliche wird auf sich abgebildet

o Q(4() = Q(7) fiir alle & & B(4(T), o(7))) = B(F, ) fiir alle 7,

Satz 14.18 Fir dimV = 3 ist jede Achse einer Dreh- oder Drehspiegel-Symmetrie
# +id einer quadratischen Form Hauptachse. Ist der Drehwinkel # 180°, so haben
die Vektoren senkrecht zur Achse alle denselben Figenwert und man hat Rotations-
symmetrie bzgl. dieser Achse.

Beweis. Sei der Winkel # 180°. Der Vektor ¢ ist genau dann Eigenvektor, wenn es
¢) ist und beide haben denselben Eigenwert. Da es ein Hauptachsensystem gibt,
gibt es einen Eigenvektor ¢ nicht parallel zur Drehachse g. Nun sind ¢ und ¢(?)
linear unabhéngig, spannen also einen zweidimensionalen Untervektorraum U des
Eigenraums E) zu ¢ auf. Wihle @ L U. Ist @ € E), so ist die Kennflache eine Kugel.
Andernfalls U = E, und V = E)\ &' E,, mit eindimensionalem Eigenraum zu p # .
Da ¢(U) = U, muss ¢ auf U Drehung sein, d.h. die Drehachse ist parallel U+ = E,,.
Wir haben also ein Hauptachsensystem mit o3 in Richtung von g und

Q%) = M(@)? + (@) + (")’

Wir lesen ab, dass jede Drehung um ¢ eine Symmetrie von () ist.

Bei der 180°-Drehung withle @ in Achsenrichtung, also ¢(v) = 0. Ist ¥ L 7,
so ¢(¥) = =&, also ®(Z,V) = P(¢(7),p(V)) = &(—Z,0) = —P(&,¢) und somit
o (7, 0) = 0. Also ist ¢ ein Eigenvektor von ®. O Die identische Abbildung und die
Spiegelung am Ursprung fallen nicht unter den Satz, weil sie keine wohldefinierte
Achse haben.

Ein Bewegung, d.h. abstandserhaltende Abbildung ¢ : P — P des Punktraumes ist
eine Symmetrie des Korper mit Massendichte P — m(P), wenn gilt

m(¢(P)) = m(P) fir alle P € P

Satz 14.19 Jede Symmetrie eines Korpers hat den Schwerpunkt als Fixpunkt und
tberfihrt das Trdagheitsellipsoid in sich.

Beweis. Wegen ¢(Z + S) = ¢o(Z) + ¢(S) mit orthogonaler Abbildung ¢, folgt

0= /(5|f>m(f+ S)dV = /<¢o(5)!¢o(f)>m(¢o(f) +¢(5))dV

also ist ¢(S) Schwerpunkt bzgl. der durch ¢(S) und ¢o(@) gegebenen Geraden. Nach
Lemma 14.20 folgt @ L S¢(S). Das gilt fiir alle @, also S = ¢(5). Nun

J(o(@) = / 160(@) X Go(@)Pm($(F + §)) AV = / @ x ZPm(F + 5)dV = J(@)

Lemma 14.20 Sind g und h parallel und S Schwerpunkt bzgl. g, so ist der Fusspunkt
T =w+ S des Lotes von S auf h Schwerpunkt bzgl. h.
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Beweis. Fiir die Verschiebung P + w + P gilt
(@|w+7) = (@|w) + (@| L) = (@] T)

und damit

/<a| Bym(i+ S)dV = /<a|g>m(g+ ™dav O

15 Direkte Summen und Produkte

Sei V' ein K-Vektorraum mit Untervektorraumen Uy, ..., U,,.
U+...4Up={th+...4 Uy, |t inU,... U0,ioU,}

ist der von der Vereinigung der Untervektorrdume Uy, ..., U, erzeugte Untervektor-
raum von V', d.h. der kleinste Untervektorraum, der alle Uy, ..., U, umfasst, und
heisst deren Summe. Ebenso ist der Schnitt

Uon...nU,={veV|vely,...,.veUy,}

ein Untervektorraum. Man rechnet ndmlich sofort nach, dass es sich wirklich um
Untervektorrdume handelt.

Satz 15.1 Fir gegebene Untervektorrdume Uy, ..., U, und U eines Vektorraums V
sind dquivalent:

(1) U=U+...4U,, und jede Liste von Vektoren iy # 0inln, ..., U #
0 in U,, ist linear unabhdngig.

(2) Fiir jedes u aus U gibt es genau eine Darstellung u = iy + ... + Uy,
mit iy in Uy, ... Uy, inU,.

(3) Jede (eine) Vereinigung von Basen der Uy, ..., U,, ist Basis von U.

allei =1,...m.

G)YU=U+...4U, und (Uy+ ...+ Up_1)NU, =0 fiirl <k <m.
(6) im FalledimV < oco:dimU = dim U +...+dim U, und U = ), U;.

Wir sagen dann, die Summe sei direkt und schreiben
U=U,®...0U,.

Korollar 15.2 Ist V' unitir/euklidisch und gilt U; L U; fir alle i # j so ist die
Summe Uy + ... + U, direkt - man spricht auch von orthogonaler Summe
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Beweis. (1) = (2): Aus w = S.; = Y. @’ folgt 0 = S mit o; = @; — @;’, dabei
braucht man natiirlich nur iiber die @ # 0 zu summieren. Gébe es solche, so hitte
man eine nichttriviale Darstellung von 0 in Widerspruch zu der in (1) vorausgesetzten
Unabhéngigkeit.

(2) = (1): Sind die @; # 0 und 0 = S 7', so ergibt 0 = 0 + ... 4+ 0 und die
vorausgesetzte Eindeutigkeit, dass alle ri%; = 0 und somit r* = 0.

(2) = (3): In einer Linearkombination u der Vereinigung der Basen ergeben sich nach
(2) die Teilsummen #; zu den Basiselementen aus U; eindeutig, und zu diesen dann
die Koeffizienten.

(3) = (1): Man ergénze jeweils ; zu Basis von Uj.

(2) = (4):2B.i=1. Aus i =0+ s+ ...+ iy folgt @ = 0.

(4) = (5): trivial. (5) = (1): Sei 0 = 3. ri@Z; mit @; # 0. Induktiv setzen wir voraus,
dass r' = 0 fiir i > k. Dann —r*a, = rld + ... + ¥ Y in Uy + ... + Up_1) N U,
also 7%, = 0 und r* = 0.

(3) = (6) trivial. (6) = (3): Die Vereinigung der Basen ist ein Erzeugendensystem
mit dim U vielen Elementen, also minimales Erzeugendensystem.

Zum Korollar: U; L 37, U, also U; N Y-, Uy = {0}

Nach dem Muster der Raume K™ kénnen wir die Vektorrdume Uy, ..., U,, auch “ex-
tern” zu einem neuen Vektorraum. dem direkten Produkt, zusammenfassen:

Uy X oo X Up ={(th,...,Uy) |ty € Uy,...,U0, € Uy}
Durch komponentenweises Rechnen erhalten wir einen K-Vektorraum.
Korollar 15.3 Die Summe U = Uy + ...+ U, ist genau dann direkt, wenn
(U1, tp) = Uy + o+ Uy,

ein Isomorphismus von Uy X ... X Uy, auf U ist ist.

16 Eigenvektoren von Abbildungen

16.1 Eigenvektoren

Sei V' ein K-Vektorraum ¢ ein Endomorphismus, v € V und A € K. Dann sind
dquivalent
o )(T) =\0 o (A—AE)7™ =0 mit A= @, bzgl. einer/jeder Basis a

—

e Liir jede Basis 8 : vy,...,0; =,...,0, ist Ae; die j-te Spalte von A" = ¢g

Ist 7 # 0 so heisst ¥ ein Eigenvektor (EV) von ¢ und X ein Eigenwert (EW). Ist
A ein Eigenwert, so hat man den Figenraum (ER) E) von ¢ zum EW X und die
geometrische Vielfachheit dim F)

By = {7 € V|6(7) = A7}
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Geometrisch bedeutet dies, dass ¢ auf dem Eigenraum eine Streckung um den Skalar
A ist. Insbesondere ist jeder Eigenraum von ¢ ein ¢-invarianter Teilraum : ¢(E)) C
E.

Hat man eine Matrix A € K™ gegeben, so hat man die analogen Bezeichnungen
bezogen auf V' = K" und ¢(x) = Ax. Man beachte aber die Abhéngigkeit dieser
Begriffe vom Korper K - die Matrizen der Drehungen der Ebene (um Winkel #
1807, 360° haben keine reellen EW und EV, wohl aber komplexe. Beispiel.

1-A 1 0
Fiir welche A\ hat(A—\E)x = 0 1-Xx 0 =0

11
A=10 1
0 0 0 0 2—-A

N OO

eine nichttriviale Losung? Nur dann, wenn mindestens ein Diagonaleintrag Null ist,
d.h. A =1 oder A = 2. Hier hat man die eindimensionalen Losungsraume

1 0
ElzR O ,EQIR 0
0 1

16.2 Invariante TeilrAiume und Blockzerlegung

Sei ¢ ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Ein Untervektorraum U von V ist
¢-invariant | falls ¢(U) C U. Dann ist die Einschrénkung ¢|U ein Endomorphismus
von U.

Lemma 16.1 Sei o : vy,...,0, Basis von V und U = Kvyy1 + ... + KUgim. Ge-
nau dann ist U ein ¢-invarianter Teilraum, wenn die Matriz von ¢ bzgl o folgende
Blockgestalt hat

A O A
Ga = | A Az Ay mit Ay € KM%, Ay € K™ ™
Az O Ass
Dann ist Age die Matriz von ¢|U bzgl. der Basis Ugi1, ..., Ugtm von U.

16.3 Summe von Eigenrdumen

Lemma 16.2 EV ¢,..., U, von ¢ zu lauter verschiedenen EW Ay, ..., A\, sind linear
unabhdngig. Insbesondere gibt es hdochstens n = dimV verschiedene EW zu ¢.

Beweis durch Induktion iiber k. Sei angenommen, dass 771, ..., Ux_1; unabhéngig sind
und (1): 0 = Zle riv;. Dann 0 = A\, Y r'0; = Y_ri\t; und 0 = (> r'v;) =
STrig(v;) = . r'\0;. Durch Subtraktion folgt 0 = >~ r¢(A\x — \;)0;. Da hier der k-te
Summand 0 ist, folgt aus der Unabhingigkeit der o7, ..., Ux_1, dass r'(Ax — A;) = 0
fiir i < k. Da Ay # \;, folgt % = 0 fiir i < k und dann aus (1), dass r*@, = 0. Wegen
¥, # 0 hat man also auch r* = 0. Mit Satz 15.1 folgt
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Korollar 16.3 Die Summe von Figenrdumen zu verschiedenen EW ist direkt

Korollar 16.4 Wdhit man v, . .., U4, als Basis des Eigenraums Uy, fir die paarwei-
se verschiedenen EW A\, ..., Ag, so erhdlt man eine unabhdngige Liste von Vektoren.
Ergdanzt man zu einer Basis 8 von V', so erhdlt man zu ¢ eine Matriz der Gestalt

MEy ... O+
@) 0] :
Op = :
: MoEg,
O O +

16.4 Diagonalisierung

Korollar 16.5 Fir einen Endomorphismus ¢ bzw. Matriz A = ¢, sind dquivalent
e ¢ bzw. A ist diagonalisierbar
e s gibt invertierbare Matriz S mit ST AS diagonal
o V besitzt eine Basis 5 von EV von ¢ bzw. A
o V ist Summe der Eigenrdume von ¢

o dimV st die Summe der geometrischen Vielfachheiten der EW

Man beachte den Unterschied zur Diagonalisierung von Formen.

16.5 Charakteristisches Polynom
det(A—EE) = (=1)"¢" + (=1)" a4+ ... + @)+ ...+ detA, A= ¢,

ist das charakteristische Polynom von ¢ bzw. A. Es ist vom Grade n in der Varia-
blen £ und héngt nur von der linearen Abbildung ¢, nicht von der Basis a ab, da
det(STITAS — EF) = det(STH(A — €E)S) = det(A — €F) - diese Rechnung macht
man im Polynomring K [¢] oder einem ihn umfassenden Kérper, z.B. dem Korper der

rationalen Funktionen %, p(x),q(x) € K[z]. Dann sind dquivalent

e )\ ist Eigenwert von ¢ bzw. A

e es gibt ¥ # 0 mit ¢(¥) = M d.h. (¢ — \id)(7) =0

e es gibt v # 0 mit Av =X v dh. (A—AE)v=0

o A— A\E bzw. ¢ — Aid ist singulér, d.h. nicht invertierbar
o det(A— AE) =det(¢p — Aid) =0

Korollar 16.6 Sei ¢ beziiglich einer Basis o durch die Matriz A gegeben. Dann sind
die EW von ¢ bzw. A gerade die zu K gehorigen Nullstellen A des charakteristischen
Polynoms.
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Die Vielfachheit des EW X als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist seine
algebraische Vielfachheit. Mit Kor. 16.4 folgt sofort

’ geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit ‘

0 1 1 L 3 3 1
Beispiel. A = % 1 0 -1 g?araktetrlst)\lscﬁes_f%\ynor_n 1—6 Tt
1 ~1 o genwerte Ay = —1, g3 = 3
-1 1 2
Eigentdume FEF ;=R|[ 1 |, E% =R|{1] +R| 1
1 0 1

16.6 Determinante einer Abbildung

Sei V ein K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus. Da det(S™tAS) = det A nach
dem Produktsatz, kann man die Determinante von ¢ definieren als

det ¢ =det A  wobei A = ¢, fiir beliebige Basis «

Fiir einen euklidischen Vektorraum und ON-Basis o kann man det A als das Volumen
des Bildes des Einheits(hyper)wiirfels auffassen, also det ¢ als den Faktor, mit dem
sich Volumina bei Abbildung unter ¢ dndern.

16.7 Schwingung *

Fiir die gekoppelte Schwingung zweier Massen m; und ms an zwei Federn mit Kon-
stanten ¢;, ¢y hat man fiir die Auslenkungen y; = y;(¢),y2 = y2(t) die Differential-
gleichungen

miy) = —ciyr + caya — Y1), Mays = —Cay2 — Y1)

Schreiben wir nun bzgl. einer ON-Basis «
i) = i = ()
Y2

so kommen wir zur

7' = o mitA:%:(—cl—@ 02).

Co —Cy
Der Ansatz
Y; = v;coswt, also y=coswtv mit v* = (2)
fithrt zu .
i = —w?coswt U, ¢(v) = —w?b.
Wir haben also Eigenwerte A = —w? und zugehorige Eigenvektoren von ¢ bzw.

A = ¢, zu bestimmen. Das charakteristische Polynom ist

et — ey — 1
det(( == A c2 A):)\2+(cl+202))\+0102, )\1/2:§(cl+202:|:\/c%+4c§).

C2 —Cy —
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Man erhédlt also zwel verschiedene reelle Eigenwerte, falls nur ¢; # 0 oder ¢ # 0.
Folglich gibt es eine Basis 3 : by, by von Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; bzw.
Ao und wir erhalten zwei ‘unabhéngige’ Losungen

Y11 = byy cos wt Y12 = b1 cos wt it B — by
Y21 = ba1 cos wt Y29 = bog cOS Wi 7\ by

und daraus alle Losungen durch Linearkombination

yi = ribjpcos wt +  robiycos wt
Yo = 7Tibgrcos wt +  robay cos wi

Fiir m; =msy =1, ¢y = 3,¢c3 = 2 hat man z.B.

Ea—<1> ga_(2> y1 = lrjcost + 22COS\/6t
1 2 y Y2 T )

—1 Yo = 2rjcost — 2rycos V6t

17 Spektraltheorie

In diesem Abschnitt sei V' ein n-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum mit
dem Skalarprodukt (Z|y) (wer will, denke sich R" bzw. €™ mit dem kanonischen
Skalarprodukt). Wir betrachten nun zusétzlich eine Form ® bzw. Endomorphismus
¢ auf V und suchen nach fiir die Beschreibung von ® bzw. ¢ giinstigen ON-Basen /.
Anders ausgedriickt: wir suchen zu einer n x n-Matrix A (= ®,, bzw. = ¢, bzgl. einer
vorgegebenen ON-Basis «, z.B. der kanonischen) Transformationen (auf eine schone
Gestalt) S*AS = @5 bzw. ST'AS = ¢ mit unitirem S.

Von der Hauptachsentransformation (die wir nocheinmal mit beweisen) wissen
wir, dass die Symmetrieeigenschaft einer Form der Grund fiir die Existenz einer sol-
chen Transformation ist. Wir werden dies verallgemeinern und auf Endomorphismen
iibertragen.

17.1 Assoziation von Formen zu Endomorphismen

Sei ¢ ein Endomorphismus ¢ von V' und ® eine (sesquilineare) Form auf V. Dann
sind dquivalent

e ¢ und P sind zueinander assoziiert (bzgl. des Skalarprodukts (|)
o VZ.VY. ®(Z,9) = (Z] (%))

e Bzgl. einer/jeder ON-Basis o von V' ist die Matrix von ¢ die Gram-Matrix von
®, also: ¢, = D,

Beweis. ®(Z, ) = (2*)*Ag™ = (Z| o(¥)))

Satz 17.1 Die Assoziation ¢ <+ ® ergibt eine bijektive Entsprechung zwischen En-
domorphismen und Formen. Fiir normierte v

’ v ist EV von ¢ zum EW X < U st rechter EV von ® zum EW X
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Dabei ist ¥ mit |U] = 1 ein rechter Eigenvektor von ® zum rechten EW & (7, ¢/), wenn
VieV.Z L 7= &(#7)=0

Beweis. Fiir die bijektive Entsprechung benutze ON-Basis. Fiir die EV eine ON-Basis
U] =U,...,U,. Dann geht es beidesmal darum dass die erste Spalte von ¢, = @,
den ersten Eintrag A, sonst 0 hat.

17.2 Komplexifizierung

Fiir den Spektralsatz wollen wir, aus Bequemlichkeit, den Fundamentalsatz fiir C be-
nutzen. Der besagt, dass jedes Polynom >, a;2* mit Koeffizienten a; € C' mindestens
eine Nullstelle in € hat. Es folgt sogar, dass jedes solche Polynom sich als Produkt
a][,(x — «;) von Linearfaktoren mit «, a; € € schreiben lésst.

Wir kénnen problemlos von R zu C iibergehen, indem wir R™ als R-Untervektorraum
von C" auffassen und das kanonische Skalarprodukt auf R™ als Einschrankung dessen
von €. Ebenso konnen wir eine reelle n x n-Matrix als komplexe Matrix auffassen
und die durch sie definierte Form bzw. Abbildung auf R™ als Einschrinkung der auf
C" definierten Form bzw. Abbildung Koordinatenfrei sagt sich das so:

Bemerkung 17.2 Zu jedem euklidischen Raum V' mit ON-Basis a und Form ® bzw.
Endomorphismus ¢ gibt es einen unitiren Raum V mit ON-Basis o und eine Form ®
bzw. Endomorphismus ng so, dass V' R-Untervektorraum von V| dimg V' = dimg v,

das Skalarprodukt auf V' Einschrinkung dessen auf V und @ FEinschrinkung von P
bzw. ¢ Einschrinkung von gb

17.3 Schur’sches Lemma

Lemma 17.3 In einem endlichdimensionalen unitdren Raum besitzt jede sesquili-
neare Form bzw. Endomorphismus einen Figenvektor.

Beweis. Sei A = &, = ¢, bzgl. ON-Basis. Nach dem Fundamentalsatz gibt es A €
C mit det(A — AE) = 0 und dazu dann einen EV, dessen Koordinaten bzgl. «
nichttriviale Losung des homogenen Gleichungssystems sind. O

Satz 17.4 Zu jeder Sesquilinearform ® bzw. Endomorphismus ¢ auf einem endlich-
dimensionalen unitdren Raum gibt es eine ON-Basis vy, ..., U, so, dass

Jede komplexe n x n—Matrix kann durch eine unitire Matriz S auf obere Dreiecks-
gestalt A’ = S*AS transformiert werden mit den EW auf der Diagonalen. Ist A reell
mit nur reellen EW, so kann S reell gewdhlt werden.

Beweis durch Induktion iiber n: Wihle ¢, nach dem Lemma und v, ..., v, als ON-

Basis des Orthogonalraums o7 von @, und im Hinblick auf die Einschriinkung ®|v;-.

Algorithmus (fir Ubungsaufgaben)
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» Gegeben Form ® durch Gram-Matrix A = &, bzgl. ON-Basis «

» Bestimme das charakteristische Polynom Det(A — £F) und seine Nullstellen
d.h. EW Ay, ..., A, in € (in ihrer Vielfachheit).

» Berechne nun eine Folge A4g = A | Uy = E,..., A, | U, von Matrixpaaren
wobei U, unitar und

M+ +
o Dk + . o 0 >\2 +
0 ... 0 X\

» Iterationschritt: Bestimme EV v,,; € €% von B, zum EW )\, aus dem
Gleichungsystem (By, — A1 E)x =0

» Erginze v, zu ON-Basis vj,1,...,v, von C*7*
» Sei T' die Matrix mit Spalten vy 1,...,v,. Setze
E., 0 E 0 E, O
U/rc+1=U1<:(O]C T)’ Apr1 = (Ok T*>Ak<0k T)

= U} AU, ist obere Dreiecksmatrix, U,, unitér.

A,
(1 3 0 det(A—EE)=(1-6B—-&)(2i— &) —12—4(1—€) —3(4i — &)
A= 1 3

V2 =4 -8 -4 +4E-4) =
V2 V2 4@ = (=4 — &) +4] = —(£ —4)(£ — 20)?
-3 3 0 1
EW4: (A—4E)= 1 -1 22 |x=0 EV |1
—V2 V2 —444i 0
normieren 1 1 -1 0 4 2 2 4 4
und ergéinzen S1=—4= |1 1 0 |, A =S/ASi=|0 0 2 |= <O B>
zu ON-Basis V2 0 0 V2 0 2 4
det(B —¢E) = —€((4i — &) —4 = €% —4i¢ —4 = (£ —2i)?, EW 2i

‘ _9i 9 |\ Rormieren L /1
(B_QZE)m:< ' .)m:O, EV (z) und ergéinzenT:—( ! )

2 2 j
! zu ON-Basis \/5 e
e L1 =i\ [0 2 1 i (2 4
TBT_ﬁ(—z‘ 1)(2 4@)(2' 1 )_(o 2@)

1 0 (V2 00 V2oL
52:(0 T):— 0o 1 ], 525152:§ V2 o1 i
V2 0 i 1 0 iv2 V2

4 V242 V22
S*AS =10 21 4
0 0 2
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17.4 Adjungierte Formen und Endomorphismen
Za einer Form ® haben wir die adjungierte Form ®*
o*(Z,7) = (5. 2))"

Beweis. ©*(rZ,y) = ((§,r7))" = (7‘@(% 7)) = r(®(@,y))" = (L, ¥) und
(7, rf) = (B(rf, D) = (FOF,D)* = rH(®(F 7)) = r& (7 7). O Zur adjun-
gierten Form gehort die adjungierte Gram Matrl (da (y*Ax)* = x*A*y)

(q)*)a = ((I)a)*

U mit |v] = 1 ist ein linker Eigenvektor von ® zum linken EW & (v, ¥), wenn

VIeV.ZLi= &F,7) =0

’ ¥ ist rechter EV von ®* zu A\ < ¥ ist linker EV von ® zu). ‘

Das bedeutet: In der ON-Basis « : v1,...,v, ist der Vektor o; linker EV zum lin-
ken EW A\ fiir &, genau dann, wenn in der Gram-Matrix ®, die i-te Zeile gerade
(0,...,A,...,0) ist mit A in Position .

Fiir zwei Endomorphismen ¢ und v von V' sind dquivalent
e 1 ist zu ¢ adjungiert, man schreibt ¢ = ¢*
e Die assoziierten Formen ® und ¥ sind zueinander adjungiert, d.h. ¥ = ®*
o VIVY, (Z[o()) = (¥(Z)|7)
e Bzgl. einer/jeder ON-Basis « ist ¢, = (¢o)*

Beweis. (¥ | ()7 AJ" = (A"F)" = ((&) | 7).

17.5 Spektralsatz

Theorem 17.5 Fir eine Sesquilinearform ® und assoziterten Endomorphismus ¢
auf einem endlichdimensionalen unitdren Raum V' sind die folgenden Aussagen dqui-
valent

(1) V besitzt ON-Basis aus rechten/linken EV von ® bzw. ¢
(2) Es gibt ON-Basis f von V' so, dass ®3 = ¢5 diagonal

(3) Jeder rechte/linke EV von ® baw. ¢ zum EW X ist rechter/linker EV von ®*
bzw. ¢* zum EW X\ und umgekehrt

(4) Jeder rechte EV von ® ist auch ein linker EV

(5) Bzgl. einer ON-Basis o von V ist AA* = A*A fiir A= ®, = ¢,
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(6) pog*=¢*0¢
(7) Bzgl. jeder ON-Basis o von V' ist AA* = A*A fiir A= &, = ¢,

Sesquilinearformen, Endomorphismen bzw. Matrizen wie im Theorem heissen nor-
mal.

Beweis. Klar sind (fiir rechte EV) 1 < 2,3 = 4 (nach 16.2), 2 = 5 (je zwei Diagonal-
matrizen kommutieren) und 5 = 6 = 7 = 5. Hinsichtlich der linken EV betrachte
man einfach die Adjungierten.

4 = 1:. Wihle EV @, von ®. Der ist auch link. Fiir die Einschrinkung ®|o{- von ®
auf den Orthogonalraum von 7 gilt (4) und wir kénnen nach Induktionsannahme
eine ON-Basis 0y, . .., ¥, von EV wihlen. Da #; link ist, haben wir auch ®(#;, ;) =0
fiir ¢ > 2, also ist v, ..., 7, ON-Basis von V aus EV von ®.

7 = 4. Sei ein EV v gegeben. Ergénze zu ON-Basis a. Sei A = &, = ¢,. Dann

ai;r ag ... Qip 611 0 R 0
0 S a + ... +

A= : : , A= -12 .
o + ... a1, +

Also ist der erste Eintrag von AA* = A*A
11011 + 12012 + . .. + Q1pG1n = Q1107171
Es folgt |apl*+... +la,*=0 und ap=...=a, =0
Somit ist ¥; ein linker EV.
Korollar 17.6 e A normal < 3S unitir . S*AS diagonal
e FEine Dreicksmatriz ist genau dann normal, wenn sie diagonal ist (Ubung!)
o Fiir normale Formen brauchen wir rechts und links nicht zu unterscheiden

o [st & normale Form bzw. ¢ Endomorphismus aufV', so ist V orthogonale Sum-
me der Eigenrdume. Insbesondere stehen diese aufeinander senkrecht.

e Fine ON-Basis besteht aus EV genau dann, wenn die Gram-Matriz diagonal
ist. Dann stehen die EW entsprechend der Vielfachheit (hier: geometrisch =
algebraisch) auf der Diagonalen

Algorithmus (fiir Ubungsaufgaben)

» Gegeben Form @ oder Endomorphismus ¢ durch Matrix A = &, = ¢, bzgl.
ON-Basis «

» Uberpriife obs normal ist, d.h. AA* = A*A
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» Bestimme das charakteristische Polynom Det(A — £ E) und seine verschiedenen
Nullstellen d.h. EW Aq,..., A\, in C

» Bestimme zu jedem \; eine ON-Basis 41, ..., U, des Eigenraums aus dem
Gleichungsystem (A — \;E)x = 0

» Diese ON-Basen ergeben zusammengenommen eine ON-Basis ¢11, . .., U, von

V aus EV

» Die Koordinatenspalten dieser Vektoren bzgl o ergeben die Spalten der Trans-
formationsmatrix S

» Die Diagonalmatrix S*AS hat die Diagonaleintrage A1, ..., A1, ..., A\, -5 A

k1 km

17.6 Orthogonalprojektion

Satz 17.7 Fir einen Endomorphismus m eines euklidischen bzw. unitiren Raumes
sind dquivalent

e 7 ist normal mit komplexen EW in {0,1}
e 7 ist Orthogonalprojektion auf einen Untervektorraum U

e Bzgl. einer/jeder ON-Basis hat w eine Matriz QQ* wobei QQ Matriz mit ortho-
normalen Spalten.

o 7 ist selbstadjungiert und idempotent: ¥ = 1w = w2

Beweis. 1 = 2: U = B, und U+ = E,,. 2 = 3: Wihle ON-Basis 71, ..., 7, von U und
@ mit den Koordinatenspalten der v;. Dann gilt fiir die Matrix P von 7

k k k
piy = (@1 m(@)) = (@1 Y _(T|e)T) =Y (@ 1T (&) =D ain-Tn
h=1
3 = 4: Wegen der Orthonormalitdt der Spalten von () ist Q*Q) = Ej, also QQ*QQ* =
QELQ* = QQ*. 4 = 1: Aus 7 = 72 folgt fiir die EW 0 = A2 — X = A(A — 1) und

somit A € {0,1}. O.

Korollar 17.8 Genau dann sind die P; Matrizen der Orthogonalprojektionen auf U;
und V =U; &+ ... &+ Uy, mit U; L U; fiiri # j, wenn gilt

P’=P =P PPj=0firi#j PP+...+P,=E

Beweis. Ist P die Matrix der Orthogonalprojektion auf U, so ist £ — P die Matrix
der Orthogonalprojektion auf U+ und P(E — P) = 0. Nun mit Induktion. O
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17.7 Orthogonale Zerlegung

Korollar 17.9 Fin normaler Endomorphismus ¢ eines unitiren Raums ist durch
seine Eigenrdume eindeutig bestimmt: Sind \q, ..., \p die verschiedenen EW, so

¢ =Mm + ... 7 7 Orthogonalprojektion auf E,
Zum Beweis iiberpriife man die Gleichung auf einer ON-Basis von EV.

Korollar 17.10 FEine komplexe quadratische Matriz A ist genau dann normal mit
EW \; und Matrizen P; der Orthogonalprojektionen auf die Eigenraume E), wenn

A=MP+...+ NP, mit PP=P,=P' PPj=0firi#j P+...+P=FE

17.8 Hermitesche Formen

® heisst hermitesch, falls ®* = & (und dann ®(Z, Z) € R. ¢ heisst selbstadjungierter
Endomorphismus oder hermitescher Operator, falls ¢ = ¢*, d.h. falls die assoziierte
Form hermitesch ist.

Korollar 17.11 e Fine Form ist hermitesch genau dann, wenn die EW reell sind
und eine (nicht notwendig reelle) ON-Basis von EV existiert.

o FEine komplexe Matrix ist hermitesch genau dann, wenn sie sich unitdr auf reelle
Diagonalgestalt transformieren ldsst.

e [ine hermitesche Form/Matriz ist positiv bzw. negativ definit (®(Z,Z) > 0 fir
T #0) genau dann, wenn die EW alle > 0 bzw. < 0 sind

e [ine hermitesche Form/Matriz ist positiv bzw. negativ semidefinit (P(Z,Z) > 0
fiir alle ¥) genau dann, wenn die EW alle > 0 bzw. < 0 sind

Eine ON-Basis f von EV von ® heisst auch ein Hauptachsensystem von ®. Die zu-
gehorige quadratische Form @) ldsst sich dann mithilfe der EW Ay, ..., \, in Haupt-
achsenform angeben

Q@) = ©(Z,7) = Myi|* + ... + Afyu|* mit y = 2”

Korollar 17.12 Fiir eine hermitesche Form ® werden Maximum und Minimum von
O (7, &) unter der Nebenbedingung |Z| = 1 angenommen - und das nur bei EV.

Beweis. Sind A\; = ... = \; die maximalen EW, so hat man in der Hauptachsenform
offenbar ein Maximum, wenn y; = 0 fiir j > k, d.h. wenn man nix an kleinere EW
verschenkt.

Korollar 17.13 e Fine Form auf einem euklidischen Raum ist symmetrisch ge-
nau dann, wenn die EW reell sind und eine ON-Basis von EV existiert.

e Fine reelle Matriz ist genau dann symmetrisch, wenn sie sich orthogonal auf
eine reelle Diagonalmatrix transformieren ldsst.
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17.9 Definitheitskriterium
Satz 17.14 Flir eine hermitesche Matriz A sind gleichwertig:

o A ist positiv definit.
e FEs gibt eine invertierbare komplexe Matriz S mit A = 5*S.

e Die Hauptminoren A<y = (a;j)1<ij<k von A haben reelle det A< > 0.

Beweis. 2 = 1: x*Ax = (Sx)*(Sx) > 0, falls  # 0 und damit auch Sx # 0. 1 = 3:
Ist A positiv definit, so auch alle alle Hauptminoren A<y: fiir die durch A<, definierte
quadratische Form Q< gilt: Q<x(z1,...,2x) = Q(z1,...,2£,0,...,0) > 0 falls ein
x; # 0. Insbesondere ist die Determinante als Produkt der EW reell und positiv.

3 = 2: Insbesondere a;; € R, da A hermitesch, und a;; > 0. Sei T' die Matrix,
die bewirkt, dass passende Vielfache der ersten Spalte von den anderen Spalten so
abgezogen werden, dass in der ersten Zeile ausser a;; nur noch Nullen stehen. Dabei
dandern sich die Determinanten der Hauptminoren nicht. Wendet man 7™ von links zur
Bewirkung von Zeilenoperationen an, so erhélt man wieder eine hermitesche Matrix

T*AT = B = (a“ ©

O C) s det Agk = det ng = a1 det Cgk—l

Also haben die Hauptminoren von C reelle Determinanten > 0 und wir erhalten nach
Induktionsannahme eine Matrix U mit C' = U*U. Dann

_ ox . _ [ veanu ) *
A= 5"S mit S—( 0 U T

17.10 Quadratwurzel

Satz 17.15 Zu jeder positiv semidefiniten Matrix A gibt es genau eine positiv semi-
definite Matriz B mit B> = A.

Beweis. Es gibt unitéres bzw. orthogonales S mit S*AS = D Diagonalmatrix, wo-
bei die Diagonaleintriige die Eigenwerte ); sind, also reell und \; > 0. Sei v/D die

Diagonalmatrix mit Diagonaleintréigen v/\;, somit /D > = D. Dann geht’s mit
B = SvVDS*

Zur Eindeutigkeit. Ist ¥ EV von B zum EW pu, so ist ¥ EV von A zum EW p?.
Also ist der Eigenraum E,(B) von B zu g in dem Eigenraum E,2(A) von A zu 2
enthalten. Wegen p > 0 fithren verschiedene p zu verschiedenen p2, also

Y dimE,(B)=n=>Y udimE,.(A), E,(B)C E,(A)

und somit £,(B) = E,2(A). Daher sind die Eigenréume von B und somit B eindeutig
bestimmt. O
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17.11 Polarzerlegung

Satz 17.16 Zu jeder invertierbaren komplexen Matrix A gibt es eindeutig bestimmite
positiv definite hermitesche Matrix H und unitdre Matrix S mit

A=HS nimlich H=+vVAA*, S=H'A
Ist A reell, so auch H und S.

Beweis. Ist A = HS, so H = AS* und H?> = HH* = AS*SA* = AA*. Wihlt man
umgekehrt H = v AA* und S = H'A so folgt

SS* =H '"AAH ™ =H 'AA'H'=H 'H*xH '=F
Korollar 17.17 Fir kleines reelles A = (6;5), d.h. 0;;06 =~ 0 gilt

1
E+A=(F+ §(A + A")S S orthogonal

Beweis. (E+ (A + AN = E4+ A+ A+ IAA +IAZ AR E+ A+ Al &
E+ A+ A"+ AA"=(E+ A)(F+ A)'. O Hier beschreibt

9y1 Ay1 Ay1
1 + o1 Oz Ox3
A=E+ A= Oy 1+ 9 Oy2
oz Oz Oxs
Oy3 dy3 Oy3
o0z 0z 1 + Ox3

eine Deformation ¢ des Materials eines Koérpers. Die orthogonale Matrix S beschreibt
den Anteil o der Verriickung, der sich allein aus der Starrheit des Korpers ergibt.
Eigentlich interessant ist daher die Matrix H = E+ 3(A+ A") des Dilatationstensors
v,

(@] oy) = V(Z, o)), x'(Ay) =x"H(Sy)

18 Orthogonale und unitire Endomorphismen

18.1 Isometrieen

Satz 18.1 Sei V' euklidisch oder unitdr. Fir eine Abbildung ¢ -V — V' sind dqui-
valent

o ¢ ist linear und (¢(Z) | p(v)) = (Z|y) fir alle Z,5 €V
e ¢ ist linear und erhdlt Langen VYZ.NY. |¢p(Z)| = |7
e ¢ erhdlt das Skalarprodukt: YZNY. (¢(Z) | ¢(7)) = (Z] )

o ¢(0)

0 und ¢ erhilt Abstinde VZNY. |p(E) — o(7)| = |7 — 7
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Eine solche Abbildung heisst Isometrie von V' auf sich.

Beweis. 1 & 2 = 3, da Skalarprodukt und Lénge bzw. |.|* wechselseitig auseinander

definiert werden kénnen. Ebenso 3 < 4 da die Linge der Abstand von 0 und 0 der

einzige Vektor von Lénge 0 ist.

3= 2. [rg(T) — o(rD)[* = [r[*|o(D) | — r*(o(Z) | §(rE)) — r(d(rD) | §(F)) + |o(rT)[* =

17|72 — r*{(Z| rZ) — r{rZ| Z) + |rZ|* = |rZ — rZ]* = 0 also r¢(T) = ¢(rd).

Wir haben stets |Z+y]? = |Z]*+2R(Z| ) + |y]* wobei R der Realteil bezeichnet. Also

9(7 + ) — [6(7) + SN = |6(F + DI — 2R(6(F + ) | 6(2)) — 2R(0(7 + ) | (7)) +

!¢( £)]? + 2R(0(7) [ 6(9)) + [6()° = |7+ §I* — 2R(Z + 7| ) — 2R(Z + 7| 9) + |Z]” +
2R(E| )+ [g1° = |2 + 2R(F | ) +[91* — 2|7)° — 2RT(F | ) — 2R(F| ) — 2[g1* + |7)° +

2R(Z|G) + [J° = 0, also ¢(F + §) = ¢(Z) + ¢(3)). O

18.2 Orthogonale Abbildungen

Satz 18.2 Sei V endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Fir
eine lineare Abbildung ¢ -V — V sind dquivalent

e ¢ ist eine Isometrie von V, (|) auf sich
e Das Bild ¢(€1),...,¢(é,) einer/jeder ON-Basis ist ON-Basis

o Bzgl. eines/jedes Paares o, 3 von ON Basen ist die Matriz ® ¢, unitir
o« o' =g
e ¢ hat (ggf. in der Komplezifizierung) ON-Basis von EV mit EW vom Betrag 1

Man nennt solches ¢ unitdr, auch orthogonal falls K = R.

Korollar 18.3 Unitire Abbildungen bzw. Matrizen sind normal, haben Eigenwerte
und Determinante vom Betrag 1.

Beweis.1 = 2 ist trivial. 2 = 3. Die Spalten der Matrix “¢,, von ¢ bzgl. der ON-Basis
a sind die Koordinaten der Bilder ¢(€;) also orthonormal, da die ¢(€;) eine ON-Basis
bilden. Also ist “¢, unitir und damit auch #¢, = #T, “¢,.

3= 1.8ei A= “¢, unitidr. Dann

(0(2)[0(y)) = (AZ*) Ag™ = (2°)" A" Ag™ = (2) By = (T]9)

3 = 4daU* = U fiir unitiire Matrizen. 4 = 5: ¢ ist normal, da ¢*o¢ = id = pog*.
Also kann man Spektralsatz benutzen. Ist v EV von ¢ so auch von ¢* (zum EW \)
und

IN2T = DT = ¢*(\T) = ¢ (6(7)) = 7. also |\ = 1

5 = 3: die Matrix ist unitidre Diagonalmatrix.
Die Normalitéit folgt aus ¢! o ¢ = id = ¢ o ¢~ !. Fiir eine unitire Matrix A ist
det A = det A* = det A* = det A~! = 1/det A also det Adet A =1. O
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18.3 Spur

Die Spur einer n x n-Matrix A = (a;;) tiber einem beliebigen Korper K ist definiert
als die Summe der Diagonaleintrige

SpurA=ay1 +as+ ...+ Gyp.
Es gilt: Spur(A + B) = Spur A 4+ Spur B, SpurrA = rSpur A
Spur(AB) = Spur(BA), Spur(S~'AS) = Spur A.

Beweis. Spur(AB) = Y, >, ainbni = Y5, >; bnicir, = Spur(BA). Spur(S~1AS) =
Spur(ASS~1) = SpurA. Die letzte Formel erlaubt, fiir lineare Abbildungen ¢ von V'
in V' zu definieren Spur¢ = Spur¢,,

18.4 Orthogonale Abbildungen im Raum

Satz 18.4 Sei ¢ eine orthogonale Abbildung eines 3-dimensionalen euklidischen Raums
und A = ¢, bzgl. einer Basis o. Dann det A = +1 und es gibt es eine ON-Basis
B 1, Wo, ws, wh EV zum EW det A, mit

detA 0 0
g = 0 Cosw —sinw
0 sinw  cosw

Jenachdem ob det A = 1 oder —1 handelt es sich um Drehung bzw. Drehspiegelung
mit Winkel w und Achse w,. Ist a-ON-Basis, so ist A orthogonal, der Cosinus des
Drehwinkels ist

1
cosw = §(SpurA — det A)

und die Drehachse ergibt einen EV von A — A', Der Drehwinkel ist 0° oder 180°
genau dann, wenn A = At. Andernfalls gilt

32 — 23
’LD? =T —Aasy -+ a3
21 — Q12

Bei einer Drehspiegelung im Raum wird erst um die Achse gedreht (ggf. um 0°) und
dann an der Ursprungsebene senkrecht zur Achse gespiegelt.

Korollar 18.5 Die Inversen von Drehungen sind Drehungen, von Drehspiegelungen
sind Drehspiegelungen. Die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen bzw. zweier
Drehspiegelungen ist eine Drehung an eulerweiswelcher Achse.

Beweis. Euler zu Ehren geben wir auch einen direkten Beweis. Das charakteristische
Polynom von A bzw. ¢ ist ein reelles Polynom p(\) = —A3 + a\? + b\ + ¢, also
p(A) = —oo fiir A = oo und p(A) — —oo fiir A = —oo. Nach dem Zwischenwertsatz
hat man mindestens eine reelle Nullstelle, d.h. EW A; und Ay = £1. Sei A = —
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falls —1 EW ist. Sei w; normierter EV zu A; und ergénze zu ON-Basis 3 : W, wo, wWs.
Also hat ¢ bzgl. 8 die orthogonale Matrix

A0 0
A/ — O bn b12
O b21 b22

Insbesondere ist B = (b;;) orthogonale 2 x 2-Matrix, det A = Ay det B und die EW
von A sind A; und die EW von B. Ist det B = 1, so B Drehmatrix und A\; = det A.
Andernfalls hat B EW 1, —1 mit zueinander orthogonalen EV. Also gibt es ON-Basis
wh, Wy, Wy so, dass ¢ die folgende Matrix hat

-1 0 O
0 1 0
0 0 -1

Durch Vertauschen ergibt sich die gewiinschte Form mit w = 7.

Fiir die Aussagen iiber den Winkel beachte, dass diese invariant sind unter Ba-
sistransformation S. Zunéchst: $(SpurA’ — det A') = 1(Spurd — det A). Mit A’ in
obiger Normalform liest man die Behauptung aber einfach ab.

A = Al bedeutet ¢? = id, also w = k180°. Da ¢ und ¢! dieselbe Achse 1, haben,
ist diese EV von ¢ — ¢! zum EW 0, also @ EV von A — A zum EW 0. Es gilt aber

0 —2 —y T a3z — a3
A-A'=|2 0 —az|mA-Az=0 mit |y | =] —as + a3
(T 0 z a21 — Q12
Beispiel:
1 1 -2 2 1 9
A:§ 2 2 1 ], detA=—1, SpurA:§7 cosw:g
2 -1 =2
(32 — Q23 1 -2 1 -1
—a31 + a3 = = 0 @Ul = — 0
91 — A12 3 4 \/g 2

18.5 Eulersche Winkel

Satz 18.6 Zu zwei gegebenen aufeinander senkrechten Achsenrichtungen d@ und b im
Raum ldsst sich jede Drehung in der Form ¢ = ¢3 0 ¢2 0 ¢p1 schreiben, wobei ¢y, ¢3
Drehungen um a und ¢o Drehung um b.

Beweis. Es geniigt zu positiv orientierten ON-Basen €; und ﬁ Drehungen ¢, ¢3 um
€ und ¢o um €, so anzugeben, dass ¢(f;) = €; fiir ¢ = ¢35 0 ¢ 0 ¢1. Dazu wihle
¢1 so, dass ¢1(f)1 € Re) + Res. und ¢y so, dass ¢o(¢1(f1)) = €. Nun bilden
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é1, o201 ( fg)), o201 ( f;;)) eine positiv orientierte ON-Basis und diese kann durch
@3 in €1, €s, €3 iiberfithrt werden. O Hat man Drehungen ¢;, ¢35 um €3 mit Winkeln

1 und w und ¢ um €; mit Winkel # so erhélt man bzgl. dieser Basis die Matrix

coswcosY — sinwsiny cosf  —sinwcosy — coswsiny cos  sinsinf
coswsiny + sinw cosY cos  —sinwsiny + cosw cos cos  — cos Y sin
sin w sin cosw sin @ cos 6

Hierbei ist ¢; die Drehung um e3 mit Winkel w, ¢, die Drehung um é; mit Winkel 0

und ¢3 die Drehung um é3 mit Winkel .
Dieselbe Drehung (mit derselben Matrix)

kann man aber auch als Hintereinander-
ausfithrung x3 o y2 0 x; von 3 Drehungen um
zwel der (mitbewegten) Achsen ay, a3 eines
Korpers sehen:

e a3 liegt in Richtung €3 und y; ist die
Drehung um az mit Winkel v

e @, liegt nun in Richtung von x;(€;) und
X2 ist die Drehung um a; mit Winkel

e a3 liegt nun in Richtung von x2x1(€3)
und 3 ist die Drehung um ag mit Win-
kel w

Das folgt sofort aus folgendem

Lemma 18.7 Sind bzgl. einer ON-Basis A und B die Matrizen der Drehungen ¢
bzw. x um die Achse d bzw. b mit Winkel w bzw. 0, so ist AB die Matriz von po ¢,

wobei p die Drehung um ¢(b) mit Winkel 0 ist.

-

Beweis. Die ON-Basis sei €;. Die Matrix von p bzgl. der Basis ¢(¢é;) ist B, da ¢(b) bzgl.
dieser Basis dieselben Koordinaten hat wie b bzgl, €;. Die Matrix A ist auch die Matrix

der Basistransformation von der neuen Basis ¢(€;) zuriick zur alten Basis €;. Somit
hat p bzgl. der alten Basis die Matrix ABA™! und po ¢ die Matrix ABA™'A = AB.
0.

18.6 Normalform unitirer Matritzen

Ist A unitir, so sind die EW vom Betrag 1, d.h. von der Form e = cosw + i sin w.
Es gibt dann nach dem Spektralsatz eine unitdre Matrix S mit

e 0
A=8571A5=1 o Lo
0 ... elwn

Fiir n = 2 hat eine Drehmatrix

A - (cosw —sinw
sinw  cosw
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mit Winkel w bzgl. einer ON=Basis €1, €5 die komplexen Eigenvektoren

.1 L .1 (i 1 — 1 [
U:E(wl—i_@):ﬁ(l)’ :E(—zel—i-eQ)::E(l)
und die unitdre Normalform .
(v )
0 e™

cosw —sinw 1 1CcOsw —sinw iw [0
) = .. e
sinw  cosw 1 7sinw  cosw 1

Entsprechend hat man fiir n = 3 die unitdre Normalform

<l

In der Tat

1 0 0
0 e« 0
0 0 e

18.7 Reellifizierung

Die Normalform fiir unitdre Matrizen fithrt zu Normalformen fiir orthogonale und
allgemeiner reelle normale Matrizen. Dazu miissen wir aber den Ubergang vom Kom-
plexen ins Reelle beherrschen, vgl. die Situation bei linearen Differentialgleichungen.

Wir betrachten nun den Korper € der komplexen Zahlen und C-Vektorrdume V,
z.B. €". V ist auf natiirliche Weise auch ein R-Vektorraum: wir betrachten halt nur
die Skalare r € R.

Lemma 18.8 Ist vy,...,v, Basis des C -Vektorraums V', so ist vy,ivy,..., U, 10,
Basis des R-Vektorraums V.

Wir betrachten €. Fiir eine Matrix A = (a;;) sei A = (@) die konjugierte. Die
Matrix iiber C' ist reell, wenn alle ihre Komponenten reell sind, d.h. wenn A = A.
Diese Notation iibertrigt sich auch auf Vektoren.

Lemma 18.9 Der von v und v aufgespannte C-Untervektorraum U von C" hat eine
Basis aus reellen Vektoren: entweder v reell oder

L _—_—iv—ﬁz S(v u:iv V)= v
m(v_v)_\/ﬁ( ) = V2S(v), u, \/5( +73) = V2R(v).

Dies st auch eine Basis des R-Vektorraums der reellen Vektoren aus U, der ein
Untervektorraum von R" ist. Gilt v L 0, so auch w; L uy und |u;| = |v|.

u, =

Dabei stehen $(v) und (v) fiir Real- und Imaginérteil von v, d.h. sie liegen in R"
und v = R(v) + i (v). Beweis:
! —u; + —=uy und U = ! —=u; + — :
1 2 1
V2 \/_ NG
1

(ur,us) = S(|vf* = o] = (¥,v) + (v,)) = 0

2

7(|v|2 +[o]* — (,v) — (v, ) = |v]".

vV =

(ur,uy) =
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18.8 Eigenwerte reeller Matrizen

Satz 18.10 Ist v EV der reellen Matrix A zum EW X, so ist der konjugierte Vektor
v EV von A zum konjugierten EW X\. Die Wirkung von ¢(x) = Az auf dem zu den
beiden EV gehirenden Untervektorraum U = (Cv 4+ Cv) N R"™ von R™ wird, wenn
A die Polardarstellung X = r(cosw + isinw) hat, beziglich obiger Basis  : wi, s
angegeben durch die Matriz

(U5 = < TCOSW —TSINW >

rSINW  TCOSW

Beweis.
AT =AT=Av =\ =)\T
Auy = A (0 - B) = —(Av — AT) = —— (v — )
TR 2 NG
1 — 1 _ _
= Z[)\(zul + UQ> — )\(—iul + UQ)] = Z[(A + )\)Z"Uq + ()\ — )\)UQ]

1 —
= 5()\ + Nur + = (A = Nus = RIV)uy + S(N)uy = recoswuy + rsinwus.

1 —
AUQ = A—(’U + ’U) = 5[)\(2’(1,1 + UQ) + )\<—Z.’u,1 + UQ]

= %()\ — Nug + 5(/\ + Nuz = =S(Nur + R(A)ue.

18.9 Normalform normaler reeller Matrizen

Lemma 18.11 Ist A reelle normale Matriz und v EV von A zu nicht reellem EW
A, so giltv L.

Beweis. T ist EV zu EW X # X von A4, also nach dem Spektralsatz v L .

Satz 18.12 Fine reelle Matriz A ist normal genau dann, wenn eine orthogonale
Matriz S gibt so, dass

nD, O ... O
A=stas=| 5
Tlle O

O .. 0 D

) . . cosw, —sinw
mit v, € R, reeller Diagonalmatriz D und D, = ok k.
sinwp,  COS W
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Beweis. Seien Ay, ..., A\, die EW von A so angeordnet, dass \g;y 1 = Noi # Ao fiir 1 =
1,...,lund \; € R fiir © > 2. Sei vy, ..., v, nach dem Spektralsatz zugehorige ON-
Basis von EV. Dann bilden nach 18.10 und 18.11 die vy, vy, ..., v, U}, Vi41, ..., U, €i-

ne ON-Basis von EV und nach 18.9 bilden v/23w1, vV2Rv1, . . ., V230, V2Rv;, v141, . . .

eine ON-Basis. Die Wirkung von A auf V230, V2Rv,, wird durch eine Matrix T, Dy,
beschrieben, auf den v, mit k£ > [ durch einen Streckfaktor. Umgekehrt sind die Ma-
trizen der angegebenen Gestalt offenbar normal, also auch A = SA’'S*.

Korollar 18.13 Fiir eine orthogonale Matriz hat man in obiger Normalform ry = 1
und D mit £1 auf der Diagonalen

Man hat also eine orthogonale Zerlegung von R™ in einen Unterraum, auf dem A
trivial wirkt, einen weiteren, auf dem A als Spiegelung am Ursprung wirkt, und
Ebenen, in denen A jeweils als Drehung um einen passenden Winkel wirkt.

19 Jordan-Normalform

19.1 Klassifikation ebener Abbildungen

Satz 19.1 Sei ¢ eine lineare Abbildung der reellen Ebene mit charakteristischem
Polynom

XA =A=XM)A=X) NeC

Die X\; sind bis auf die Rethenfolge eindeutig bestimmt und es tritt genau einer der
folgenden Fille ein

Zentrische Streckung fiir jede Basis 3

! MO
(¥ A=X€EeR ¢ﬁ:(01 /\1)

Scherung es gibt Basis 3 mit

u ANl
(i) AM=X€EeR ¢ﬁ:(01 )\1)

(verzerrte) Achsenstreckung es gibt Basis f mit

(Z”) )\1, )\2 c IR, )\1 7é )\2 ¢5 == /\1 0
0 X

(verzerrte) Drehstreckung es gibt Basis 5 mit

sin w CoS W

(iv) )\1/2=T(C08w:tisinw)§_i|R qbﬁzr(COSW —s1nw>
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o Im Full (i) ist der erste, in Fall (1ii) sind beide Basisvektoren bis auf skalare
Vielfache eindeutig bestimmd.

e In Fall (i) und (1) kann man B stets als ON-Basis wdhlen

e [n Fall (111) kann man B genau dann zur ON-Basis normieren, wenn ¢ selbst-
adjungiert ist, d.h. wenn bzgl. einer/jeder ON-Basis « gilt

¢ta:¢a

e [n Fuall (iv) kann man  genau dann zu einer ON-Basis normieren, wenn ¢
normal ist, d.h. wenn bzgl. einer/jeder ON-Basis a gilt

(ba(bta = ¢fx¢a
Ist ¢ normal, so hat man zu jeder ON-Basis dieselbe Matriz. Andernfalls ist

die Basis B bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmd.

Beweis. Zu Fall (i) und (iii) siche 17.4. In Fall (iii) sind die b; Eigenvektoren zu den
A; mit eindeutig bestimmten Richtungen.

Zu Fall (ii), d.h. A\; = A2 € R, aber ¢ # A\ I. Wihle @; als Eigenvektor und ergénze

zu Basis « : dy, do. Dann haben wir die Matrix

o Al arp
o= o)

und ass ist Eigenwert, also ass = A;. Folglich

2
6= (3 %) miv o a6 20 - (5 %)= (3 1),

Also (¢ — Mid)> =0, ¢ — Ajid # O.  Wihle by mit by := (¢ — A1id)(by) #£ 0
Es folgt (¢ — Aid)(by) =0, d.h. ¢(by) = Aby und ¢(ba) = by + Aibs

Dann ist b; ein Eigenvektor, nicht jedoch by. Also bilden sie eine Basis B mit ¢g wie
gewiinscht. Um eine ON-Basis zu erhalten wahle by L a;.

Fall (iv) vgl. Satz 18.8. Drehstreckungen sind offensichtlich normal und haben fiir jede
ON-Basis dieselbe Matrix. Ist ¢ normal mit konjugierten EW, so nach Satz 18.8 in
der Tat eine Drehstreckung und wird bzgl. einer ON-Basis durch eine entsprechende
Matrix beschrieben. Die Eindeutigkeitsaussagen folgen mit

Lemma 19.2 Sind A, B Drehstreckungsmatrizen (aber eine # rE) und C~'AC = B
so ist C' ebenfalls Drehstreckungsmatriz oder sE

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass C' normal ist. Dabei kommt es auf eine unitére
Transformation nicht an. Mit einer solchen kénnen wir jedoch A und B gleichzeitig
auf Diagonalgestalt bringen (s. 18.6). Also diirfen wir annehmen, dass A und B
diagonal sind mit Eintrdgen A\, X bzw. u, i und AC = CB. Es folgt Abj; = uby; also
A=pu & Rund A\byy = Abia, also bys = 0. Ebenso by = 0. Also C' normal. O
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19.2 Differenzengleichungen und Matrixiteration

Ein System linearer Differenzengleichungen erster Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten ist eine durch eine lineare Abbildung v bzw. ¢ gegebene Bedingung an
Vektorfolgen ), mit k£ € N

Die Vektorfolge ist dann durch den Startvektor @, (oder jeden anderen) eindeutig
bestimmt. Man beachte die Analogie zu Systemen linearer Differentialgleichungen
(kontinuierlicher Zeitparameter)

Korollar 19.3 Sei A = ¢, diagonalisierbar mit Eigenvektoren vy, Vs und Figenwer-
ten A1, Ao. Gilt fiir den Startvektor iy = c1v) + coUy (und solche ¢; gibt es dann), so
ergibt sich die Losung der Differenzengleichung als

Vk. iy = o) NP+ o\,

Umgekehrt bestimmen je zwei c¢q,co eine Losung der Differenzengleichung.

Die durch ¢ gegebene Differenzengleichung w11 = ¢(u}) heisst

stabil falls | V. limg_,o |tx| = 0
neutral stabil | falls | Viy.ICVEk. |ux| < C
unstabil falls | . VC.3k. |ty > C

Lemma 19.4 Ist ¢ diagonalisierbar mit Figenwerten Ay, Ao oder (verzerrte) Dreh-
streckung mat Streckfaktor r, so gilt fiir die zugehorige Differenzengleichung

stabil falls |A1], [A2] < 1 bzw. |r| <1
neutral stabil | falls |A1], [A2] <1 bzw. |r] <1
unstabil falls | |M\] > 1V [\ > 1] bzw. |r| > 1

Beispiele Gegeben sei eine ON-Basis a der Ebene und die Matrix ¢, einer linearen
Abbildung und ein Startvektor.

A 0 r (1 -1 o 1
o (3 ) et 7) 5 ()

mit \; € {3, 2, 1, 2, I} und r € {3, 1, 2}. In Fig.1 haben wir fiir einige dieser
Abbildungen die iy, —10 < k < 10 geplottet (hier ist ¢ invertierbar). Der Pfeil gibt
die Richtung k + k + 1 an. Beachten Sie die unterschiedlichen Skalen!

In Fig.2 hat man dieselben Matrizen, nur dass jetzt a : dy,ds nicht ON-Basis ist
sondern bzgl. einer ON-Basis ¢ gilt

1\ 5 (1
=) %)
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19.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

Ein System von n linearen DGLn wird gegeben durch eine n x n-Matrix A

dy
a Ay(t)

Bei der Transformation

y(t) = S=z(t), fz(t)=S""fy(t)
geht es iiber in
dz dy
— =912 = ST AS2(t
dt dt =()
Ist S—1AS eine Diagonalmatrix mit EV );, so hat man die Losungen (auch im
Komplexen)
Cle’\lt
z(t) = :
C,ert
Ist S—1AS obere Dreiecksmatrix, so hat man immerhin die letzte Komponente von
dieser Gestalt und kann dann die weiteren Losungen von unter nach oben fort-
schreitend bestimmen. Ubersichtlicher wird es, wenn S—1AS in Jordan-Normalform
ist. Fiir den Fall A € R**? haben wir diese bestimmt und kénnen die Bahnen
{y(t) | t € R} der zugehorigen Losungen wie in Fig.3 und 4 skizzieren. Die Stabilitéts-

betrachtungen gehen analog zu den Differenzengleichungen (vgl. Janich, Analysis fiir
Physiker).

19.4 Potenzen von Dreiecksmatrizen

Lemma 19.5 Sei A eine obere Dreiecksmatriz mit Diagonale \; und Blockmatrix

A A A
A= O Ay Ay |, Az mit Null-Diagonale
@] O Ass

Dann Ist B = A* obere Dreiecksmatriz mit Diagonale ¥ und Blockmatriz desselben
Formats mit

By Bz DBis
B = O By Bss |, Bay mit1-te bis k-te oberer Null-Diagonalen
@) O Bass

Insbesondere Bayy = O falls Ayy € KF¥F,

Beweis durch Induktion iiber k. C' = BA wird blockweise berechnet

3
(Ci; = Z B;A;, also Cj; = B;; Ay
k=1
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Nun scharf hinsehen. O

ay + + bl + e T Cllbl + +
0 a9 + 0 bQ -+ . 0 CL2b2 +
0O 0 ... a, 0o 0 ... b, 0 0 anby,
00 + + ...+ 0 + + + + 0 0 0 +
o0 0 4+ + + o0 + 4+ + + 0 0 0 O
0 0 + 0 + + | 0 0
0 0 0 + o0
0 0O 0 O 0 0O 0 O 0 0O 0

19.5 Jordan-Blocke
) Ein k-Jordanblock zum Eigenwert A ist eine k x k-Matrix
A1 0 ... 0
0O x 1 0 0
N o1
0 ... ... 0 A
Sei ¢ eine lineare Abbildung von V' in V und X ein EW von ¢. Dann bilden 7, . .., U}

aus V' eine A\-Jordankette der Lange k mit Kopf vy, und Schwanz vy fiir ¢ genau dann,
wenn k minimal ist mit

0= ¢(th) — Ath, U1 = (V) — Ay, Uy = @(U3) — AU, ..., U1 = @(Tk) — AT},
bzw. mit ¢, (z) = ¢(x) — Az, d.h. mit ¢, = ¢ — \id

0= ¢r(0h), U1 = Pa(Vh), Ua = ¢a(Ts), ..., Uk—1 = Or(Vk).

0 ¥ ¥ ¥y 1 7,
0= 0= LS =< @
PA o P P

Ist V=K" v, =v{ und A = ¢, so schreibt sich das so
0=(A—AE)vy, v1 = (A= AE)vs, ...,v51 = (A — AE)vy,

Lemma 19.6 Die Matriz einer Abbildung ¢ wvon V in V bzgl. einer Basis B :
U1, ..., Uy von V ist von der Form

J O

O +

mit einem k-Jordanblock zum EW X\ genau dann, wenn v1,. .., U eine \-Jordankette
fiir ¢ ist. Der Schwanz v einer A-Jordankette ist stets ein EV zum EW .
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19.6 Jordan-Matrizen

Eine Jordanmatriz J ist blockdiagonal mit Jordan Ké&stchen auf der Diagonale.

Korollar 19.7 Die Matriz einer Abbildung ¢ von V in' V' bzgl. einer Basis [ ist eine
Jordan-Matriz genau dann, wenn [ eine Aneinanderreihung von \-Jordanketten zu
EW X von ¢ ist.

Eine solche Basis heisst eine Jordan-Basis von ¢. Die einzelnen Jordan-Ketten ent-
sprechen dabei den Blécken und erzeugen invariante Teilrdume.

Satz 19.8 Zu jeder komplexen n x n-Matriz A (genauso gehts in jedem algebra-
isch abgeschlossenen Kdérper) gibt es eine komplexe invertierbare Matriz S so, dass
A" = STYAS Jordanmatriz ist, die Jordansche Normalform. Diese ist bis auf die
Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig bestimmit, insbesondere stehen auf der Dia-
gonalen die Figenwerte gerade entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit und die
Anzahl der Jordanbliocke zum EW X ist gerade dessen geometrische Vielfachheit. Die
Transformationsmatrixz kann man reell wihlen, wenn A und alle seine Figenwerte
reell sind.

Beispiel. Fiir jeden Eigenwert A sei die geometrische Vielfachheit entweder 1 oder
gleich der algebraischen. Fiir erstere bestimmen wir einen Eigenvektor vy, dann einen
Hauptvektor vy mit (A — AE)vy = vy, zu diesem wieder ein vz mit (A — AE)vs = v,
und so weiter solange bis es nicht mehr geht (das passiert, wenn man m = algebraische
Vielfachheit viele Vektoren hat). Auf diese Weise erhélt man jeweils eine Jordankette
und insgesamt zusammen mit den Basen der restlichen Eigenrdume eine Jordanbasis.

3 =2 0
A= -1 0 -1
-1 3 2

A1 = 1 doppelter EW, Ay = 3 einfacher EW. Eigenvektoren

1 1
V11 = 1 zu )\1, '1)21 = 0 zu )\2.
—2 —1

Aus (A — 1F)x = vy; erhélt man Hauptvektor

3

2

V2 = 1
_7
2

somit

w O O
n
I
—
— N
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19.7 Hauptvektoren und verallgemeinerte Eigenrdume

Sei ¢ Endomorphismus des n-dimensionalen Vektorraums V' mit Matrix A = ¢,,. Ist
A ein EW von ¢ so heisst

Vi =Kern (¢))" = {Z € V|[(A— AE)"Z* = 0}.

verallgemeinerter Eigenraum oder Hauptraum von ¢ zum EW A. Die Vektoren aus
V) heissen auch Hauptvektoren von ¢ zum EW A. Offensichtlich gilt

e V), wird erzeugt von den A\-Jordanketten

e allgemeiner: das Erzeugnis der Jordan-Kette von Lénge < k ist

Vir = Kern (9))f = {# € V| (A — AE)*7* = 0}

Korollar 19.9 Ist A die Matriz von ¢ bzgl. irgendeiner Basis und 8 eine Jordanbasis
von ¢, so ist die Anzahl der A\-Jordanketten von Ldnge > k aus 3 gegeben durch

dimV — Rang(A — A\F) = dim E) falls k = 1.

Rang(A — AE)"™' — Rang(A — AE)* falls k > 1

Beweis. Eine Basis von V) erhélt man, wenn man aus jeder Kette zum EW \ der
Jordanbasis die vordersten £ Glieder nimmt. Also ist die Anzahl der k-ten Glieder
gerade dim V), — dim V);_;. Das Beispiel zeigt zum EW X Blocke der Lange 7 (2
mal), 5 (1 mal), 3 (2 mal), 2 (1 mal)

= =< =< =< =< = °
¢ o< < < o< o< o< °
1./
§ = L= o= o< ®
\“._E““)\ —
\ = °
Vi V2
I RS Vs Vs Vs Ve Var
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19.8 Zerlegung
Lemma 19.10 Sind A, ..., \,, die verschiedenen EW von ¢, so

° V:VM@---@V)\W

dim V), st die algebraische Vielfachheit m; von \;

Die Vy, und ihre Summen sind invariant unter allen ¢,

oAV ist nilpotent, d.h. es gibt k so, dass (¢x|VA)* Nullabbildung
o 0, Zu# V., ist bijektiv

Beweis. Nach Schur diirfen wir voraussetzen, dass A eine obere Dreiecksmatrix ist
so, dass gleiche EW auf der Diagonale benachbart sind - also m; Kopien von ),
hintereinander. In A — )\; sind die entsprechenden Diagonaleintrage 0. Nach Lemma
19.5 haben wir in (A — \;E)™ den entsprechenden Diagonalblock als Nullmatrix,
die anderen Diagonalelemente von 0 verschieden. Somit hat (A — \;E)™ den Rang
n —my, also dim Vy, = m,.

Die Vektoren von V), konnen nur an den Nicht-Pivotstellen (die den Diagonal-
positionen von A; entsprechen) von 0 verschieden sein, d.h. V), wird von den ersten
m; Basivektoren aufgespannt und ist wegen der Dreiecksform invariant und ¢y, |Vy,
ist nilpotent.

Der Dreiecksform sieht man ebenfalls an, dass Z:’:ll V), ist invariant und die
Einschrikung von ¢,, darauf bijektiv ist.

Nun kann man aber bei Schur die EW nach Belieben anordnen, also gelten diese
Aussagen fiir jede Permutation der \;

Wi E V), invariant
JF#i

qb;w |V)\1 nilpotent s ¢>\Z| Z V)\j lethlV
JFi

V)\imZV)\j :O, V:év&
=1

J#i i

Also

Tipp. Will man die Jordan-Normalform bestimmen, so
» suche man fiir jeden EV )\; ein minimales k; mit Rang(A4 — \;E)% = n — m;,

» und dann jeweils eine Basis des Losungsraums von (A —\;E)*x = 0 - d.h. eine
Basis v; des Hauptraums V).

» Nun bestimme man Die Matrix A; von ¢|V,,

» und dazu eine Jordan-Basis (; bzw. Transformationsmatrix S; und Jordan-
Normalform J; = Si_lAiSi.
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» Zusammengenommen ergeben die ; eine Jordanbasis von V.

» Die Jordan-Normalform J von ¢ bzw. A und die Transformationsmatrix S =
T4 sind blockdiagonal aus den J; bzw. S; zusammengesetzt.

» Die endgiiltige Transformationsmatrix ist “T3 = *7,S

19.9 Verschiebung
Lemma 19.11 Sei € C. Dann gilt
S7HA — uE)S = STAS — uE.

S~YAS in Jordan-NF < S™Y(A — uE)S in Jordan-NF.
A m-facher EW von A < X\ — o m-facher EW von A — pE.

Beweis klar - fiir die letzte Behauptung wieder mit Schur. O Zusammen mit der Zer-
legung haben wir den Beweis des Satzes und die Berechnung der Jordan-Normalform
also auf den Fall reduziert, dass 0 der einzige EV von A ist und damit A” = 0 - eine
solche Matrix nennt man nilpotent.

19.10 Normalform nilpotenter Matrizen

Sei K ein beliebiger Korper. Ein Endomorphismus ¢ : V' — V' heisst nilpotent, wenn
es ein k gibt mit ¢*T! = 0, die Nullabbildung. Gleichbedeutend: A* = O mit A = ¢,
fiir eine/jede Basis o von V. Wiahlt man k£ minimal, so

Voo(V)D*(V)D...0¢"(V)D0=¢" (V) also k <n=dimV

andernfalls hiitte man ein ¢'(V) = ¢"*H(V) = ¢ (V') #£ 0 fiir alle k > [.

Satz 19.12 Jeder nilpotente Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums hat eine Jordan-Basis.

Wir fiithren ad hoc einige Bezeichnungen ein: Jordan-Rang JR(¥) und Schwanz o(7)

JR(%) = min{k | ¢*(7) = 0}, o(0) = { f;““” iﬁif = JR(@) >0

Es gilt offensichtlich
JR(rv) = JR(V), o(rv) =ro(v) fallsr#0

JR(T) = JR(¢(0) + 1 falls T # 0, o(0) = o(p(7) falls ¢(7) # 0

—

U1, ..., Uy heissen J-unabhdngig, falls die o(v}), ..., 0(¥,,) linear unabhéngig sind.
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Lemma 19.13 v, ..., 4, sind J-unabhéngig genau dann, wenn die Familie
(¢ (1) |0 <k < JR(; 1 <i < m)
linear unabhdngiq ist - diese ist disjunkte Vereinigung von Jordanketten - und es gilt
TR Y {rud™ (@) | k < JR(5)}) = max{JR(¢* () | ra # 0}
Beweis: Induktion iiber max; JR(7;). Sei
D Arad" (@) | k < JR(@)} =0
Dann ¢(¢*(7;)) = 0 fiir k = JR(7;) also
ZZ{w’f ) |k < JR(6(7)} = ZZ{¢ riwd® (@) | k < JR@)} = 6(0) =0

also 7y = 0 fiir £ < JR(7;) mit Induktion. Somit

und nach Voraussetzung 7;sg,) = 0. O

Konstruktion einer Jordan-Basis. Wir fangen mit nix an. Sind J-unabhéngige
U1, - .., Uy schon gewéhlt, und gibt es ¢ so, dass v4,...,7,, U J-unabhéingig ist, so
wahlen wir v, als eines mit maximalem Jordan-Rang unter diesen - dadurch ist
garantiert dass

Andernfalls héren wir auf und es bildet die Vereinigung der Jordan-Ketten zu den
i1, ..., U, eine Jordan-Basis von V.

Sei némlich U der von diesen erzeugte Untervektorraum und angenommen v ¢ U.
Da ¢ nilpotent ist, gibt es dann auch ein @ ¢ U mit ¢(?) € U also

o(0) = 0D {rad" (@) | k < JR(@)}

Nach Konstruktion JR(¢(V) < JR(¥;), weil es sonst ein erstes ¢ gibe mit JR(V) =
JR(p(V)) + 1 > JR(7;), im Widerspruch zur Konstruktionsvorschrift. Also r;; = 0
fiir alle 7 nach dem Lemma. Wir setzen nun

W=0=3 Y {rud (@) [k < JR()}

Dann @ ¢ U, da @ & U. Aber ¢() = ¢(0) — ¢(7) = 0, also @y,..., 0, T J-
unabhéngig, Widerspruch. O.

Tipp.
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19 JORDAN-NORMALFORM

» Bestimme minimales k mit A* = O.

» Suche unter den gegebenen (kanonischen) Basisvektoren von V' = K™ die rechte

Zahl von Rang A*~1-vielen Képfen v; von Jordan-Ketten der (maximalen) Linge
k, d.h. A¥ 1y, #£ 0.

» Hat man die richtige Anzahl J(I) von Jordan-Ketten mit Lénge > [ schon
erfolgreich bestimmt, so

>
>
>

sei U der von ihnen erzeugte Untervektorraum
withle h < | maximal mit d = RangA" — RangA! — J(I)(1 +1—h) >0

erginze die Jordan-Ketten durch Vektoren aus ker A" zu einer Basis von
v

wihle aus den neuen Basisvektoren d aus, die nicht in ker A»~! liegen und
mit den schon vorhandenen Koépfen J-unabhéngig sind

fiige die zugehorigen Jordan-Ketten zu den schon vorhandenen hinzu und
setze J(h) = J(I)+d

man darf aber auch gleich d passende neue Kopfe finden, ohne Basi-
serginzung. Dabei hilft der Dreh

» Bei h = 0 ists fertig.

Beweis. Der Tipp folgt der Konstruktion, also ist sichergestellt, dass die vorhandene
Jordan-Basis von U zu einer von V' ausgebaut werden kann. Insbesondere V = U +
ker A" und es gibt die gesuchten neuen Képfe in ker A*. Wiirde man sie nicht schon
unter den ergiinzten Basisvektoren finden, so ergiibe sich fiir ¢"(V') eine zu kleine
Dimension. O Der Dreh folgt sofort mit dem vorangegangenen Lemma.

Lemma 19.14 Dreh: Secien v1,...,0,, J-unabhdingig und zu gegebenem v sei | mi-
nimal so, dass ¢'(¥) im Erzeugnis der ¢*(v;). Sei dabei | > 0 und

G0) =D ) (@), Wi=T-> ) rig" (W)

i k>l i k>l
Dann ist ¥y, ..., Uy, W J-unabhingig und JR(W) = .
001 1 0 0 1 0 0O 000 2 00 3
001 -1 0 0 20 0O 000 0 2 00
0O oo 0 1 1 00 0000 O0O0TO0O0
A Ooo0oo0 o0 1 -1 0 2 42— 0 000 0 O0 0 O
0o 0o o0 0 0 0 0 0f}f” 0 OO0 0 0 O0 O
0 0o 0 O 0 00O 0 OO0 0 0 O0 O
0 00 0 0 0 01 0O OO0 0 0 0O
0O 00 0 0 0 00 0O 000 O0O0O0O0
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A3 = O, RangA? = 2. A?5 = 2e; und A%es = 2e, sind linear unabhiingig, also e
und eg die rechten Kopfe. In den Jordanketten kommen jeweils noch Aes = e3 + ey
und Aeg = e3 — ey, also hat U Basis eq,...,es und ey, eg liefern Basiserginzung.
Mir den Dreh v = 2eg — 3es5 € ker A2 und Av = —3e, + e, +2e; € U, also ist v der
gesuchte neue Kopf und wir sind fertig.

19.11 Reelle Jordansche Normalform

Satz 19.15 Zu jeder reellen quadratischen Matrix A gibt es eine Transformations-
matriz S so, dass A’ = STYAS Blockdiagonalmatriz mit Blécken der Form

a —b 1 0 0O 0 0 0
b a 0 1 ... 0 0 0 O
0 0 a -0 " 0 O
0 0 b a 0 0
0 0 0 O a —-b 1

0 0 0 0 b a 0 1
0 0 0 0 0 0 a —D
0 0 0 O 0 0 b a

Dabei entspricht ein solcher Block einem Jordankdstchen zum Eigenwert A = a + bi.

Beweis. Man wéhle eine Jordanbasis so, dass man zu jeder Jordankette zu einem EW
A auch die konjugierte Jordankette zum EW X\ in der Basis hat. Man sortiere die
Basis so um, dass jeweils ein Vektor und sein konjugierter aufeinander folgen und
ersetze dann dieses Paar komplexer Vektoren durch ein Paar reeller Vektoren. Dann
hat man eine Basis von R" beziiglich derer die lineare Abbildung Z + A durch eine
Matrix der Form A’ beschrieben wird.

19.12 Satz von Cayley-Hamilton

Fiir ein Polynom p(z) = a,z™ + ...a1x 4+ ag und eine quadratische Matrix, konnen
wir die Matrix p(A) = a, A" +. .. a1 A+ agF ausrechnen. Bei Basistransformation gilt
p(STLAS) = a,(STTAS)" + ... + a1 ST'AS + aoF = a, STTA"S + ...+ a1 STTAS +
apST'ES = S71p(A)S. Haben wir

(B 9) woao (B 8) marn- (M 0

Satz 19.16 Fir das charakteristische Polynom x(z) von A gilt x(A) = O.

Beweis. Bei Basistransformation déndert sich y nicht, also diirfen wir annehmen, dass
A in Jordanscher Normalform ist. Fiir die Matrix J; mit den Jordankastchen zum
Eigenwert \; als Diagonalblocken haben wir (J—\;E,,)™ = O, d.h. (x— ;)™ (J;) =
O und somit auch x(J;) = O da x(z) = (—=1)"(z — A)™ -...- (. — A\g)™. Also wegen
der Blockstruktur y(A) = O. Mit demselben Argument sehen wir
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Satz 19.17 Fiir ein Polynom p(z) gilt genau dann p(A) = O, wenn das Minimalpo-
lynom pu(z) = (x —A\)-...- (w— M) Teiler von p(x) ist. Dabei ist l; das mazimale
Format eines Jordankdstenchens zum EW \;.

20 Pauli-Matrizen *

20.1 Spur Null

Sei H ein 2-dimensionaler unitdrer Raum. Fiir einen Endomorphismus ¢ : H — H
sind &dquivalent

e ¢ ist selbstadjungiert und Spur¢ = 0

e bzgl. einer/jeder ON-Basis wird ¢ beschrieben durch eine Matrix der Gestalt

Az(% —Ba) a€R

e ¢ besitzt ON-Basis von EV mit EW +£X € R

Fiir solches ¢ gilt o ¢> = \?id

20.2 Pauli-Matrizen

Satz 20.1 Sei H ein 2-dimensionaler unitirer Raum Die selbstadjungierten Endo-
morphismen von H mit Spur Null bilden einen 3-dimensionalen reellen Vektorraum

P(H)={¢:H— H|¢" = ¢, Spurg = 0}, (¢+¢)(T) = ¢(T) = ¥(Z), (rd)(T) = r(7)

Gibt man eine ON-Basis H vor, so erhdlt man eine Basis von' V' durch die Operatoren
mit den Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
ve(a) a0 7) 265

Beweis. Es ist sofort klar, dass P(H) unter Addition und Multiplikation mit reellen
Skalaren abgeschlossen ist. Die Matrizen A; entsprechen Elementen von P(H) und
man hat die eindeutige Darstellung

A =RBA; + IBA; + aAs

20.3 Skalarprodukt
Satz 20.2 P(H) wird zum euklidischen Vektorraum durch das Skalarprodukt

(619) = 5Spur(9o )
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und es gilt
|| = \/det¢p =X wobei \ der EW >0

(@) =0 & dop+1op=0

Bzgl. einer ON-Basis von H liefern die Pauli-Matrizen eine ON-Basis von P(H).
Jede ON-Basis von P(H) entsteht auf diese Weise.

Beweis. Aus 18.7 folgt, dass man eine bilineare und symmetrische Form hat. Zudem
(¢ | ¢) = 2Spurg? = X%, also positiv definit. Weiterhin

pop+1pogd=(¢p+1) — ¢ —¢* = pid

1 . 1
(oY) = Zspur(u'd) =Gh= 0 © u=0
Die Pauli-Matrizen haben EW =+1, also Lénge 1. Schliesslich

AAs + A A, = ((’) EZ) + (‘OZ S) =0

0 -1 0 1 0 2 0 —

Der Nachweis, dass man jede ON-Basis mit A, A5, A3 darstellen kann, und dass
die mit + A, alle derselben Orientierung entsprechen, ist ein bisschen aufwendiger.

20.4 Spin
Eine Richtungin P(H) ist ein “Strahl”

Reop={ro|reR, r>0}, ¢ P(H)
Die Richtungen entsprechen eindeutig den Zerlegungen orthogonalen Zerlegungen
H=H, &t H_

H.=E,, H =E_, A>0EW von ¢

H heisst auch der Zustand mit Spin-Projektion —i—%, in Richtung R.g¢ und H_ der
mit Spin —%.

20.5 Vektorprodukt
Das Vektorprodukt auf P(H) bzgl. der durch 4+ A, gegebenen Orientierung ist

bx =" (Bov—b00)

Das ist namlich linear in jedem Argument und macht auf den Pauli-Matrizen, was es
soll.



138 20 PAULI-MATRIZEN *

20.6 Produkt von Operatoren

P(H) ist nicht unter Produkt (=Hintereinanderausfiihrung) abgeschlossen. Schreiben
wir jedoch o; fiir den Endomorphismus zu A; (bzgl. fester ON-Basis von H) so gilt

(Z T;0;) 0 (Z Yioi) = Z»’lfiyiid + i(z T;0;) X (Z Yioi)
in Physiker-Schreibweise
(@ 3)(75) = (7 P)id + iz x 7) -5

und koordinatenfrei
$ot = (¢|)id +ip x ¢
Beweis. Wie in Satz 22.2.

-,

B0y~ i x v = 3(60Y +yod) = syid = (§] J)id

20.7 Quaternionen

Es folgt, dass der R-Untervektorraum
Rid + iP(H)

des Raumes aller Endomorphismen von H unter Hintereinanderausfithrung abge-
schlossen ist und damit eine R-Algebra. Also Basis haben wir sofort

1=id, ¢t = —i0y, J = —i0y, k= —io3
und die Multiplikation sieht so aus
2= 2=k =1
1) =—jJit=k, ki=—ik=3, jk=—-kj=1

In diesem Ring kann man auch dividieren (&hnlich wie in € ), man spricht vom
Schiefkorper der Quaternionen. In der Tat

(rid + i¢)(rid — i) = r*(id + ¢*) = sid

also

@m+@*:EWM—w)
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20.8 Uberlagerung

Sei « feste ON-Basis von H und oy, 09, 03 die zugehorige ON-Basis von P(H). Eine
unitére Matrix U kann man als Matrix einer Basistransformation U = “Tj auffassen.
Der ON-Basis f entspricht dann eine ON-Basis o}, 0}, 04 von P(H) und es gibt eine
eindeutig bestimmte orthogonale Abbildung von P(H) mit o; — o - ihre Matrix
bzgl. o; sei s(U), also orthogonal.

Stellen wir ¢ € H(P) durch komplexe 2 x 2-Matrizen dar, so konnen wir den
Ubergang

¢ = s(U)(¢)

auch als Basistransformation in H verstehen
A s(U)(A) =UAU' Abzgl

Satz 20.3 S — s(U) ist ein surjektiver Homomorphismus der Gruppe SU(2) der
unitdren 2 x 2-Matrizen mit det = 1 auf die Gruppe SO(3) der orthogonalen 3 x 3-
Matrizen mit det = 1.

Literatur: A.I.LKostrikin und Yu.I.Manin, Linear Algebra and Geometry

20.9 Uberlagerung

Sei « feste ON-Basis von H und oy, 09, 03 die zugehorige ON-Basis von P(H). Eine
unitére Matrix U kann man als Matrix einer Basistransformation U = Ty auffassen.
Der ON-Basis 3 entspricht dann eine ON-Basis o}, 0}, 0% von P(H) und es gibt eine
eindeutig bestimmte orthogonale Abbildung von P(H) mit o; — o) - ihre Matrix
bzgl. o; sei s(U), also orthogonal.

Stellen wir ¢ € H(P) durch komplexe 2 x 2-Matrizen dar, so konnen wir den
Ubergang

6 s(U)(9)

auch als Basistransformation in H verstehen
A s(U)(A) =UAU" Abzgl

Satz 20.4 S — s(U) ist ein surjektiver Homomorphismus der Gruppe SU(2) der
unitiren 2 X 2-Matrizen mit det = 1 auf die Gruppe SO(3) der orthogonalen 3 x 3-
Matrizen mit det = 1.

Literatur: A.I.LKostrikin und Yu.I.Manin, Linear Algebra and Geometry

21 Relativitat *

Gegeneinander bewegte Koordinatensysteme werden in der Physik seit Jahrhunder-
ten erfolgreich benutzt - insbesondere auch fiir die Formulierung des Relativitétsprin-
zips und damit fiir die Kldarung des Begriffs “Physikalisches Gesetz”. Der Ubergang
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von einem System ins andere kann jedoch nicht als Koordinatentransformation in
Sinne der Mathematik verstanden werden, jedenfalls nicht als Transformation von
Koordinaten rdumlicher bzw. raum-zeitlicher Punkte. Vielmehr handelt es sich, wie
von Einstein bemerkt, um gegeneinander bewegte Rdume bzw. Raumzeiten. Die-
se Bewegungen lassen sich als Abbildungen zwischen den Raumzeiten beschreiben.
Die Verwendung von Koordinaten verdunkelt dabei eher die Zusammenhénge bzw.
verfithrt zur Betrachtung rein formaler Koinzidenzen ohne inhaltliche Bedeutung.

21.1 Langengleichheit

Will man bei einem euklidischen Vektorraum von der Skalierung absehen, so kann
man das dadurch erreichen, dass man statt des Skalarproduktes bzw. der Lange die
binédre Relation ‘gleichlang’ betrachtet

P~ e 17 =1
Lemma 21.1 Das Skalarprodukt ist durch die Relation ‘gleichlang’ bis auf einen
Skalierungsfaktor eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien (|); (i = 1,2) Skalarprodukte auf demselben R-Vektorraum )V mit
zugehoriger Lange | |; und Langengleichheitsrelation ~;. Gelte & ~q §f < & ~q ¥ fiir
alle ¥ und y. Wihle eine Vektor € mit |€]; = 1 und sei p = |€]2. Jeden Vektor kann
man schreiben als Z = r7i mit |7i|; = 1 und r > 0. Es folgt

|Z]1 = r|i]y = rlely = rulely = rul|ily = plrily = plz];

weil € ~q 77 und damit auch & ~5 7. Driickt man die Skalarprodukte iiber die Lingen
aus, so erhélt man den Skalierungsfaktor p?. O

Einen reellen Vektorraum mit einer Aquivalenzrelation, die die Léngengleichheit eines
Skalarproduktes ist, und einen affinen Raum mit einem solchen Vektorraum wollen
wir pro-euklidisch nennen, wenn zusétzlich noch eine Orientierung gegeben ist z.B.
durch eine ausgezeichnete Basis und damit eine Abbildung

22 Relativitat *

Gegeneinander bewegte Koordinatensysteme werden in der Physik seit Jahrhunder-
ten erfolgreich benutzt - insbesondere auch fiir die Formulierung des Relativitatsprin-
zips und damit fiir die Klirung des Begriffs “Physikalisches Gesetz”. Der Ubergang
von einem System ins andere kann jedoch nicht als Koordinatentransformation in
Sinne der Mathematik verstanden werden, jedenfalls nicht als Transformation von
Koordinaten raumlicher bzw. raum-zeitlicher Punkte. Vielmehr handelt es sich, wie
von Einstein bemerkt, um gegeneinander bewegte Réume bzw. Raumzeiten. Die-
se Bewegungen lassen sich als Abbildungen zwischen den Raumzeiten beschreiben.
Die Verwendung von Koordinaten verdunkelt dabei eher die Zusammenhénge bzw.
verfiithrt zur Betrachtung rein formaler Koinzidenzen ohne inhaltliche Bedeutung.
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22.1 Langengleichheit

Will man bei einem euklidischen Vektorraum von der Skalierung absehen, so kann
man das dadurch erreichen, dass man statt des Skalarproduktes bzw. der Lénge die
binédre Relation ‘gleichlang’ betrachtet

P e |7 =
Lemma 22.1 Das Skalarprodukt ist durch die Relation ‘gleichlang’ bis auf einen

Skalierungsfaktor eindeutig bestimmdt.

Beweis. Seien (|); (i = 1,2) Skalarprodukte auf demselben R-Vektorraum )V mit
zugehoriger Lange | |; und Langengleichheitsrelation ~;. Gelte & ~; ¢ < T~y 4 fiir
alle 7 und ¢. Wahle eine Vektor € mit |€]; = 1 und sei p = |€]z. Jeden Vektor kann
man schreiben als ¥ = rii mit |7i]; = 1 und r > 0. Es folgt

|Z|1 = 7|y = rlely = rulely = rp|ily = plrily = plz

weil € ~1 7 und damit auch € ~y 7i. Driickt man die Skalarprodukte iiber die Léingen
aus, so erhélt man den Skalierungsfaktor p?. O

Einen reellen Vektorraum mit einer Aquivalenzrelation, die die Léngengleichheit eines
Skalarproduktes ist, und einen affinen Raum mit einem solchen Vektorraum wollen
wir pro-euklidisch nennen, wenn zusétzlich noch eine Orientierung gegeben ist z.B.
durch eine ausgezeichnete Basis und damit eine Abbildung

(fl,fg,fg) — sign(det(fl,fg,fg)) € {1, —1,0}

die angibt, ob die Vektoren positiv oder negativ orientiert sind bzw. linear abhéngig.
Eine positiv orientierte Basis heisse porthogonal, wenn ihre Vektoren gleichlang sind
und bzw. eines/jedes der zugehorigen Skalarprodukte aufeinander senkrecht stehen.

Sind A mit ~ und A" mit ~' zwei pro-euklidische affine Réume, so heisse ei-
ne bijektive affine orientierungserhaltende Abbildung ¢ : A — A’ (und auch die
zugehorige lineare Abbildung ¢g) eine Ahnlichkeit, wenn gilt

T~y & oI ~ oy
Korollar 22.2 Fir eine affine Abbildung ¢ : A — A’ sind dquivalent
e ¢ ist eine Ahnlichkeit

o ¢ ist orientierungserhaltend und bzgl. eines/jedes Paares (|) und (|) von zu
~ bzw. ~" gehorigen Skalarprodukten gibt es ein reelles r > 0 mit

(doZ'| Goif)" = r(Z| §)
e bzgl. eines/jedes Paares porthogonaler Basen wird ¢o durch ein passendes po-
sitives Vielfaches einer orthogonalen Matrix S mit det S = 1 beschrieben

Beweis. Sei ¢ eine Ahnlichkeit. Wenn wir ¢(P) mit P und ¢yZ mit # identifizieren,
fallen die Relationen ~' und ~ zusammen. O
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22.2 Kegel

Ist ) eine quadratische Form auf einem reellem Vektorraum so gibt es Basen, bzgl de-
rer () durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird (“symmetrischer Gauss-Algorithmus”
oder Hauptachsentranformation, nachdem man V' irgendwie euklidisch gemacht hat).
Nach dem Tragheitssatz von Sylvester sind dabei die Anzahl p der positiven und ¢ der
negativen Diagonaleintrige eindeutig bestimmt. Das Paaar (p, q) heisst die Signatur
von ()

Lemma 22.3 Fine quadratische Form Q der Signatur (n, 1) auf einem n+1-dimensio-
nalen reellen Vektorraum V ist durch ihren asymptotischen Doppel-Kegel {Z € V' |
Q(%) = 0} bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt, genauer: Ist Q' eine quadratische
Form mit Q'(Z) = 0< Q(Z) = 0. so gibt es r # 0 mit Q' =rQ.

Zusatz. Es gibt eine Basis bezgl. derer @ beschrieben wird durch —af + Y ¢ | a7.
Die zu Q) gehirigen Zeit-Kegel sind dann (fiir jede solche Basis dieselben bis auf
Vertauschen)

(TeV]Q@) <0, z0>0), {T€V]|Q) <0,z < 0}

Beweis. Es gibt eine Basis €y, ..., €,, bzgl derer ) durch eine Diagonalmatrix mit
Eintrdgen \; beschrieben wird mit Ay < 0 und A\; > 0 fiir ¢ > 1. Nach Ersetzung
von € durch |)\;|72€; wird Q(€p) = —1 und Q(¢;) = 1 fiir ¢ > 1. Und es gibt ein
Skalarprodukt, bzgl. dessen €y, .. ., &, ON-Basis ist. Sei Vz; = Réy und Vg = > | Re;
Dann haben wir

V=V ® Ve, Q) =7~ [Tz]"

Sei nun @' eine quadratische Form auf V mit Q'(¥) = 0 & Q(Z) = 0. Im Falle
n = 1 ist die Kennlinie von () eine Hyperbel und der asymptotische Kegel ist ein
Paar von Ursprungsgeraden symmetrisch zu Rey. Nach der Klassifikation der ebenen
Formen ist dann die Kennlinie von @’ ebenfalls Hyperbel und zwar mit denselben
Achsen, also Q'(xo€y + ©1€1) = poxo + prxy mit popy < 1 und |py/pe| = 1. Also
=1, o = —r fiir ein r # 0 und Q' = r@Q. Das gilt auch fiir die zugehorigen
Bilinearformen: &' = r® und insbesondere ®'(éy, €7) = 0.

Fir n > 1 und ¢ > 1 konnen wir den Fall n = 1 auf U; = Reéy + Reé; und die
Einschrankungen von ¢ und &’ anwenden und erhalten ®'(Z,p) = 0 fiir 2 € Rej und
P € Re;. Es folgt

P'(Z,p)=0, QW+2)=Q (P +Q'(2) firZeVy, pe Vg

Q) =-Q@) «QP+e)=0Q(F+é&)=0spl=1 firpely
Somit hat Q)'|Vz Sphéren als Kennhyperflichen und es gibt ein r # 0 mit Q' (p)
r|p] = rQ(p) fir p € Vi. Nach dem Fall n = 1 gilt Q'(ép) = —Q'(€1) = —rQ(é€y) =
rQ(ey), also Q' = rQ.

Ein Zeitkegel (bzgl. der gewahlten Basis) ist offensichtlich eine Zusammenhang-
komponente von V \ {Z | Q(Z) = 0}, d.h. eine maximale Teilmenge von V' so, dass je
zwei seiner Punkte durch einen Weg verbunden werden konnen, der keinen Punkt mit
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Q(Z) = 0 enthélt. Von diesen gibt es 4 Stiick und die Zeitkegel sind dadurch charakte-
risiert, dass sie ein Z mit Q(Z) < 0 enthalten. Also haben wir eine basis-unabhéngige
Charakerisierung. O Die euklidische Struktur auf V' war nur ein Trick, um uns auf die
Klassifikation der Formen berufen zu kénnen. Sie hat physikalisch keine Bedeutung.
Auch mathematisch lédsst sie sich vermeiden. Die Aussage des Lemmas gilt nicht fiir
definite Formen (die haben alle “Kegel” 0).

22.3 Galileisch bewegte Riume

Wir betrachten zunéchst den ‘Galileischen’ Fall, dass die Rdume dreidimensionale
pro-euklidische affine Rdume sind und die Zeit in einem separaten eindimensionalen
affinen Raum Z mit orientiertem Vektorraum V; = R lebt.

Seien Ap und A%, pro-euklidische affine Réume mit zugehorigen Vektorrdumen Vg
und V5. Eine Bewegung ¢ von Ay, gegen Apg wird gegeben durch eine Familie ¢(T') :
Al — Ag (T € Z) von Ahnlichkeitsabbildungen. Dabei wird durch P = ¢(T)(Q)
festgelegt, welchem Punkt in A der Punkt Q aus A’ zur Zeit T entspricht - z.B. weil
dort zur Zeit T' dasselbe physikalische Event stattfindet.

Die Familie der inversen Abbildungen bestimmt dann eine Bewegung von Ag
gegen A, - die inverse Bewegung. Ist eine Bewegung von A%, gegen A, durch die
¥ (T) gegeben, so bestimmen die ¢(7T") o (1) eine Bewegung von A’ gegeniiber Apg,
die Hintereinanderausfiihrung ¢ o 1.

Die Bewegung ¢ von A}, gegen Ap ist gleichmissig, wenn es eine Basis € von Vg,
Zeitpunkt Ty € Z und Vektor v € Vg gibt mit

(x) o(te+ To)(Q) = tv+ &(Tp)(Q) fiir alle Q@ € A, t € R
Fiir gleichméssiges ¢ gilt
o O(T)g=0o(T) fur alle T, T" € Z
e Zu jeder Basis € von Vz und Zeitpunkt Tj gibt einen Vektor v € V' mit (k).

o [st die “Zeiteinheit’ € festgelegt, so ist der Vektor v durch ¢ eindeutig bestimmt
7(¢) = ¢(T)(Q) (€ +T)(Q) beliebige T € Z, Q € Ay

e Hintereinanderausfithrungen und Inverse gleichméssiger Bewegungen sind gleich-
masssig

U(¢ o) =0(d) + ¢o(0(v)), T(¢™") =5 (~T(9))
Beweis. Zu T € Z gibt es t € R mit T' = te’+ Ty und somit QS(T)O(@) =

= ()@ (DR = 17+ 6(T)(Q) 15 + 6(T0)(R) = $(T)(Q) d(Ty)(R) = (To)o(QR)

Ersetzt man Ty durch T' = sé’+ T, so bleibt ¢ unveréndert. Ersetzt man € durch sé,
so hat man ¥ durch sv zu ersetzen. Schliesslich fiir @ € A%,

(¢ ov)(te+To)(Q) = o(te+ To) (v (t€' + To)(Q) = ¢(te + To)(tv(¢) + ¢ (10)(Q))
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= t0(¢) + ¢(To) (t0(¥) + »(To)(Q)) = t1(d) + ¢o(t(1)) + ¢(To)(¢(16)(Q))
= U(U(¢) + ¢o(U(¥)) + (¢ 0 ) (To)(Q) T
Als Veranschaulichung denke man sich Ag durch den am Bahndamm stehenden

Einstein gegeben, A%, als den vorbeifahrenden Zug und A% durch eine ans Fenster
eilende Frau - Raben haben sich fiir Einstein weniger interessiert.

22.4 Galileische Raumazeit

Zu einem dreidimensionalen pro-euklidischen affinen Raum Ag mit Vektorraum Vi
erhélt man die zugehorige Galilei-Raumzeit A indem man jeweils einen Zeit- und
Raumpunkt zu einem Paar zusammenfasst - und entsprechend fiir Vektoren. D.h.
man hat als Punktemenge bzw. als Vektorenmenge

A:ZX.AR V:VZXVR

wobei man mit den Vektoren komponentenweise rechnet und auch das Antragen
eines Zeit-Raum-Vektors (¢, ) an einen Zeit-Raum-Punkt (7, P) komponentenweise
ausgefiihrt wird

—

(t, %)+ (T,P) = (t+T,Z+ P)

Insbesondere gilt auch

(T1, P) (Ty, P, = (T\T, Pi. %)

Unter einer Raumzeit A verstehen wir einen affinen Raum, dessen zugehoriger Vek-
torraum ein vierdimensionaler reeller Vektorraum V ist mit zusétzlicher Struktur:

e dreidimensionalem pro-euklidischen Untervektorraum Vg

e cindimensionalem (und damit auf eindeutige Weise pro-euklidischen) orientier-
tem Untervektorraum Vy

e so dass jeder Vektor ¢ € V eine eindeutige Darstellung hat
T=2Tp+ Tz mit Tr € Vg, Tz € Vy
e ciner Orientierung, die durch eine Basis gegeben ist, die einen Vektor von Vj
durch eine positiv orientierte Basis von Vg ergénzt.
Die ausgezeichneten Untervektorrdume einer Galilei-Raumzeit sind
Vz x {0} 2V, {0} x Vg2 Vg

Durch Festlegung von Langen bzw. Zeiteinheit kann man in der Raumzeit Langen-
bzw. Zeitmessung betreiben. Sind positiv orientierte Zeiteinheit € und Zeitursprung
T, festgelegt, so heisst ein Koordinatensystem

(T0> 0)7 (gv 6)7 (67 gl)a (67 52)7 (67 é’3)

Galileisch, falls €1, €5, €3 porthogonale Basis des pro-euklidischen Vektorraums Vg
ist.



22.5 Galilei-Abbildungen 145

22.5 Galilei-Abbildungen

Verfihrt man mit A'g ebenso, so kann man die Familie ¢(7) : A" — A (T € Z) von
Abbildungen auch als Abbildung verstehen

p: A =ZxAp—A=ZxAgp mit ¢(T,Q) = (T,6(T)(Q))
Ist die Bewegung gleichméssig, so nennen wir ¢ eine Galilei-Abbildung

Lemma 22.4 Sei ¢ : A — A eine Abbildung zwischen Galileischen Raumzeiten.
Dann sind dquivalent

e ¢ ist Galileisch
o ¢o: A — A ist affin und es gilt

— o((T,Q) = (T, P(T)) mit passenden P(T) fir alle (T, Q)
— Fiir ein/alle Ty € Z ist die Abbildung Q — P mit (Ty, P) = ¢(T0, Q) eine
Ahnlichkeitsabbildung von Ay auf Ag

e ¢ ist affin und bzgl. eines/jedes Paares Galileischer Koordinatensysteme [ und
a von A" bzw. A mit Urspringen (Ty, O") und (T, O) = ¢(To, O') und Zeitbasis
€ wird ¢ beschrieben durch

t 1 0 0 0 t/ t

/ /

I aq ayp Q12 ap X . i
=o(T,Q)" = ‘ i Yomat | )| =(T,Q)°

X2 Q20 Q21 A22 A23 Ty To

/ /

xs3 a3p 31 Aazz2 A33 X3 T3

aix a1z ais
A= ay ax ax Drehstreckungsmatrix

31 asz A3z

Dabei sind ayg, agg, azo gerade die Koordinaten des Vektors v(¢) bzgl. des Vg-
Anteils des Koordinatensystems .

Korollar 22.5 Bei einer Galilei-Abbildung ¢ : A" — A ist der “Geschwindigkeits-
vektor” U(¢) fir die Bewegung von A" relativ zu A bzgl. der Zeitbasis € bestimmit
durch

-,

<Z50(57 0)

(€,9)

Man kann die Beziehung zwischen den Koordinaten von Bild (ungestrichen) und
Urbild (gestrichen) auch so schreiben

T T 4500)

t= t/, i) =A :c’2 -+ t/ Q90
/

T3 5133 aso

wie das bei der Galilei- “Transformation” {iblich ist - wer will, kann dann auch die
gestrichenen Koordinaten durch die ungestrichenen ausdriicken. Man darf aber nicht
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vergessen, dass es sich um die Beschreibung einer (affinen) Abbildung handelt, nicht
um Transformation von Koordinaten. Die Bahn des Bildes des Ursprungs O’ von A,
ist eine Gerade in Ag

{o(T)(0) | T € 2} =Ri(¢) + O
Statt der Bahn kann man ihren Graphen in der Raumzeit A betrachten, die Gerade

{(T,o(T)(0)) | T € Z} = R(€,1(9)) + (Tv, O)

Beweis. Sei ¢ Galileisch, T; = t;& 4+ Ty und ATy, Q1) (Th, Q2) = (T, Qs) (Tu, Q).

Dann

\ \

&(T3, Q3) 6(T1, Q) = (T3, 6(T3)(Q3)) (T1, 9(T4)(Q4)
= (Tfﬂi, tst + ¢(T0)(Qs) ta¥ + ¢o(To)(Q4)) = (T3T4, (ta—t3) T+ (To)(Qs) (o) (Q4))
= (Am, Atoa—t1)T+Ad(To) (Q1) ¢(To)(Q2)) = )‘(TlT; (ta—t1)T+0(T0) (Q1) (10)(Q2))

AN

= )\(Tl, ¢(T1)(Q1)) <T2, ¢(T2)(Q2)§ - )\éb(Tl, Ql) ¢(T2, sz

Die weiteren Eigenschaften sind offensichtlich. Setzt man diese voraus, so ergibt sich
die Matrixbeschreibung sofort. Und aus dieser folgt, dass ¢ Galileisch ist. Die Aussage
iiber ¥(¢) folgt, wenn man 7' = Ty und @ = O’ einsetzt. O

22.6 Kegel der Erreichbarkeit

Welche weitere Struktur auf einer einzelnen Raum-Zeit ergibt sich, wenn wir physi-
kalische Fragestellungen einbeziehen. Z.B. die, welche Raum-Zeit-Punkte in A von
O aus erreichbar sind, wenn man sich maximal mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegen
kann (als Licht oder auf dem Fahrrad) - bezogen auf das gewihlte Langenmass | |r
und Zeitmass | |z. Diese Raum-Zeit-Punkte gehoren gerade zu folgendem Kegel

{Z4+ 0| 7€V |Zg|r < c|¥z|z, 7 positiv}
Der Kegel ist schon durch seinen Mantel
K +0 wobei K@ ={# €V | |Zrlr = c|Zz|z, Tz positiv}

eindeutig bestimmt: die positive Zeitachse {Z € Vz | Z positiv} + O liegt im Inneren
des Kegels.

Lemma 22.6 Die pro-euklidische Struktur des Unterraums Vg von V' ist schon ein-
deutig bestimmt, wenn man die Orientierung und einen einzigen ‘Kegel’ K kennt.

Die Geschwindigkeit ¢ und Léngen- und Zeiteinheit braucht man dabei nicht zu
kennen. Beweis: Fiir 7, € Vg gilt

F~7 < esgibt positives t € Vy : f+F+O€Kjund§+f+O€Kj
& fiir alle positiven t € V1 T+t+0 € K & §+1+0 € K
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Lemma 22.7 Sei das Verhdltnis zwischen Lingen- und Zeiteinheit gegeben. Zu jeder
Geschwindigkeit ¢ gibt es eine quadratische Form Q) aufV mit

K ={7]Q(%) =0, Tz positiv}

Diese ist bis auf einen Faktor r > 0 eindeutig bestimmt: mit gegebenem Ldngen- und
Zeitmass gilt

Q@) = r(|Zrl% — |T2[%)
Umgekehrt ist ¢ durch K. eindeutig bestimmt. Die Einschrdinkung von ) auf Vg ist
positiv definit und passt zu der pro-euklidischen Struktur:

T~ e QF) =Q) firZ,je Vr

Die Einschrinkung von Q aufVyz ist negativ definit. Fiir die zugehorige Bilinearform
¢ gilt ©(Z,y) =0 fiir ¥ € Vz und § € Vg.

Dabei ist fiir zwei Langen bzw. Zeitmessungen | |g; und | |z; dasselbe Verhéltnis
zwischen Lingen- und Zeiteinheit gegeben, wenn fiir ein/jedes Paar von (Nicht-Null)
Vektoren Zr € Vi und ¥, € Vy gilt

Zrlr1 _ |Tr|Re

Z2lz1 17220

Eine Raumzeit zusammen mit vorgegebenem ¢ > 0 (der Lichtgeschwindigkeit) und
Verhéltnis von Léngen- und Zeiteinheit heisse eine FEinstein- Raumzeit und die zu-
gehorigen @ bzw. ® Minkowski- (Bilinear)-Formen. Beweis. Definiere die Standard-
Minkowski-Form durch
Q(T) = |Zrl% — |72

und rechne nach, dass ) quadratische Form mit allen gewiinschten Eigenschaften ist.
Sei nun @’ eine weitere quadratische Form, die denselben positiven Kegel definiert -
und damit auch denselben asymptotischen (Doppel)Kegel. Nach Lemma 22.3 gibt es
r # 0 mit Q" = r@Q. Dass die positiven Kegel dieselben sind, besagt r > 0. O

Korollar 22.8 Fir einen Raum-Zeit-Punkt P = ¥+ O gilt

Inneren Q(7) <0 (zeitartig)
P liegt im Mantel des Kegels K.+ 0 < < Q(Z) =0 (lichtartig)
Ausseren Q(Z) >0 (raumartig)

Die Geraden mit zeit- bzw. lichtartigem Richtungsvektor sind dann die Graphen
physikalisch méglicher gleichméssiger Bewegungen. Betrachtet man auch die Punkte,
von denen aus O erreichbar ist, so kommt man zum Doppelkegel

K. ={Z | |Zr|r = c|Zz|2}

Ist dieser durch die quadratische Form @ gegeben, K. = {Z | Q(Z) = 0}, so wird
der zugehorige positive Kegel genau dann durch @ definiert (K = {7 | Q(¥) =
0, ¥z positiv}), wenn es einen zeitartigen Vektor ¢ gibt mit Q(7) < 0.
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22.7 Einstein-Basen

Sei €y, €1, €2, €3 eine Basis der Einstein-Raumzeit A wobei €y positiv orientierte Basis
von V7 und €7, éy, €3 porthogonale Basis von Vg ist. Insbesondere ist sie positiv
orientiert und es gilt bzgl. jeder Minkowski-Bilinearform

Qo) <0, Q&) = Q(er) = Q(3) >0, (&, ¢;) =0 fiiri # j
Wenn man €, durch ein passendes Vielfaches ersetzt, erreicht man
’50’22’@\R238>0 fur2:1,2,3

fiir ein/alle im richtigen Verhéltnis stehenden Paare von Langen- und Zeit-Messung.
Wir wollen dann von einer FEinstein-Basis sprechen. Positive Vielfache von Einstein-
Basen sind wieder welche und fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ gilt

3
|ZR|? — P|Tz]? = 8% (22 + a5 + 23 — *x]) fiir ¥ = ina
=0

d.h. bzgl. einer Einstein-Basis sind die Minkowski-Formen der Einstein-Raumzeit
gerade die, die durch eine Matrix folgender Art gegeben sind

2
2 —C O .
rs ( O E3) mit r >0

Offensichtlich ist eine Matrix genau dann Matrix einer Transformation zwischen
Einstein-Basen, wenn sie von folgender Gestalt ist

a O .
(O aS) mit a > 0, detS =1, S orthogonal

22.8 Minkowski-Raum

Mathematische Abstraktion fithrt zum Begriff des Minkowski- Raums: Ein vierdimen-
sionaler orientierter reeller Vektorraum V' (und zugehorigem affinen Raum A) mit
symmetrischer Bilinearform ® (und zugehorigem @) der Signatur (3, 1) einer “Licht-
geschindigkeit” ¢ > 0 und einem der beiden Zeitkegel von @, dem “Zukunftskegel”

7+
Eine Einstein-Basis ey, . . . , €3 des Minkowski-Raums ist dann eine positive orientierte
Basis €y, ..., €3 mit

O(e;,€;) =0 firi#j (Q-orthogonal)

Q&) = Q@) = Q@) > 0, Q&) = ;—21@(51) c 7+

- d.h. € soll in positiver Zeitrichtung sein. Nach dem Tragheitssatz von Sylvester,
wird jede Q-orthogonale Basis zur Einstein-Basis nach passender Umnummerierung
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und Streckung. Jeder Einstein-Basis kann man eine Einstein-Raum-Zeit mit Licht-
geschwindigkeit ¢ zuordnen

V; = Rey, Vi = Ré; + Reé; + Reés

Ul = VQW) firy € Vg, |2z =+v—-Q) fir Z€V,

und den durch die Basis gegebenen Orientierungen. Insbesondere hat man
Q(T) = r(|Tr| — *|Tz|, T=Ir+ Tz Tr € Vg, Tz €Vy

Korollar 22.9 Zu jeder Finstein-Raumzeit erhdlt man einen Minkowski- Raum, wenn
man @ nach Lemma 22.7 wihlt. Mit einer gegebenen Einstein-Basis kann man aus
diesem Minkowski-Raum die Einstein-Raumzeit zurickgewinnen.

Das rechtfertigt die Definition

Q(7) <0 & T zeitartig
Q(7) =0 & I lichtartig
Q) >0 < & raumartig

KT ={7€V|Q(Z) =0 und es gibt raumartiges p und z € Z* mit ¥ = Z + p}

Korollar 22.10 Ein Minkowski-Raum ist durch den unterliegenden Vektorraum und
den “Lichtkegel” KT eindeutig bestimmt - dieser ist der Rand von Z* - bis auf
Skalierungsfaktor.

Lemma 22.11 [n einem Minkowski-Raum seien ds, ds3 unabhdngige raumartige Vek-
toren. Dann gibt es eine Einstein-Basis €y, . . ., €3 mit Rds +Ras = Res+Res. Ebenso
kann jeder Vektor ey € Z zur Einstein-Basis erginzt werden.

Beweis. Sei €),...,€) eine Einstein-Basis. Es gibt raumartiges a; € {éV, 3,3} so,
dass U = Raj + Rds + Ras 3-dimensional ist. Nun ist ®|U ein Skalarprodukt, also
gibt es nach Gram-Schmidt eine bzgl. ® orthonormale Basis €5, €3,¢; von U wie
gewiinscht. €y findet man nach demselben Rezept

G =¢ = e e)e

=1

Um die positive Orientierun zu erhalten, muss man ggF. €5 und €3 vertauschen. O

22.9 Lorentz-Abbildungen

Bei Galileisch gegeneinander bewegten Raumen bzw. Raumzeiten ist zu einer in A’
beobachten Geschwindigkeit einer Bewegung beim Wechsel der Beschreibung zu A
diese Geschwindigkeit in die Einheiten von A umzurechnen und die in A ausgedriickte
Geschwindigkeit der Relativbewegung von A’ bzgl. A zu addieren. Bei gleicher Be-
wegungsrichtung addieren sich also die Betrige der Geschwindigkeiten. Geht man
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davon aus, dass es in A und A’ jeweils eine maximale “physikalisch beobachtbare”
Geschwindigkeit gibt (die Lichtgeschwindigkeit), und dass diese bei der Umrechnung
ineinander iiberzugehen haben, so ergibt sich ein Widerspruch, wenn die beachte-
te Geschwindigkeit diese Maximalgeschwindigkeit ist und die Relativgeschwindigkeit
gleichgerichtet und nicht Null.

Somit ist das Konzept zur Beschreibung von gleichméssiger Relativbewegung abzu-
wandeln. Wir bleiben bei der Beschreibung als affine Abbildung der einen Raumzeit
in die andere. Nur verlangen wir jetzt, dass die Licht-Ausbreitungs-Kegel dabei in-
einander iibergehen sollen. Das ist theoretisch durch das Relatividtsprinzip im Verein
mit dem Prinzip der “Konstanz der Lichtgeschwindigkeit” zu begriinden, empirisch
z.B. durch das Michelson-Morley Experiment. Die kegelférmige Ausbreitung bedeu-
tet natiirlich auch, dass die Raumzeiten “inertial” sein sollen - was damit gemeint
ist, kann nur ein Physiker wissen.

e A und A’ sind affine Minowski-Raume mit ‘Licht-Geschwindigkeiten’ ¢ und ¢/,
‘Licht-Kegeln” K und K/J und Zukunfts-Kegeln Z* und Z'*.

e ¢: A — A ist eine bijektive affine Abbildung .

(i) ¢ ist orientierungserhaltend, d.h. ¢, bildet positiv orientierte Basen von V' auf
positiv orientierte Basen von V ab.

(i) ¢o bildet mindestens einen Vektor aus Z'* in Z* ab
(iii) do(K"+) = K+
Eine solche Abbildung soll eine Lorentz-Abbildung heissen.

Satz 22.12 Eine orientierungserhaltende bijektive affine Abbildung ¢ : A" — A mit
(i) zwischen Minkowski-Rdaumen ist genau dann eine Lorentz-Abbildung wenn es ein
(eindeutig bestimmtes) r > 0 so gibt, dass

Q(doy) =rQ'(§)  fir alle j € V" und somit ®(doy, poZ) = r®'(y, 7)

Beweis. Sei ® eine Lorentz-Abbildung. Wir definieren auf V"’
®/,(f7 g) - ¢(¢Ufu ¢0g)

Dann ist sofort klar, dass es sich um eine symmetrische Bilinearform handelt. Fiir
die zugehorige quadratische Form gilt

Q"(i) =0 < Qo) =0 & Q'(§) =0
Also definieren @' und £Q” mit passendem ¢ = =1 denselben Licht-Kegel. Nach
Lemma 22.6 gibt es r > 0 mit Q" = rQ’, also Q(¢poy) = Q"(¥) = er@’(y). Wegen
(ii) geht mindestens ein zeitartiger Vektor in einen zeitartigen iiber, folglich e = 1.

In der umgekehrten Richtung ist klar, dass die Doppelkegel ineinander iibergehen,
wegen (ii) aber auch die Licht-Kegel. O
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22.10 Lorentz-Matrizen

Wir wollen Lorentz-Abbildungen bzgl. geeigneter Koordinatensysteme beschreiben.
Gliicklicherweise lassen sich die so wéhlen, dass zwei der rdumlichen Koordinaten
problemlos sind.

Lemma 22.13 Zu jeder Lorentz-Abbildung ¢ : A — A’ gibt es Finstein-Basen €;
von A und &;’ von A’ so, dass

oo(€;') =€ firi=2,3. Es folgt po(€;) € Réy + Rey  fiiri=0,1

Wir sprechen auch von einem FEinstein-Basis-Paar. Beweis. Wir bené6tigen die leicht
zu beweisende Dimensionsformel fiir Untervektorraume eines Vektorraums

dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U N W)

(ergénze eine Basis von U N'W zu einer von U und zu einer von W. Zusammen gibt
das eine Basis von U+W). V und V' haben 3-dimensionale Untervektorraume W und
W' raumartiger Vektoren. Da auch dim ¢y ' (W) = 3 haben wir dim U > 2 fiir U =
W' N ¢y (W). Also gibt es nach Lemma 22.11 eine Einstein-Basis €’ von V'’ mit
U D Réy' + Res’. Wihle €; = ¢g(e;’) fir ¢ = 2,3 und ergénze (mit Gram-Schmidt)
zu Einstein-Basis von V. Da ®'(¢;’,¢;’) = 0 fiir ¢ = 0,1 und j = 2, 3 folgt fiir

F=¢od;' =) xpéy dass 1;Q(¢)) = B(F, ) = '(Z,¢oF;) =0
k
also z; = 0 und ¥ € Rep + Rey O.

Satz 22.14 Seien A und A’ Minkowski-Rdume mit ¢ = ¢ und FEinstein-Basis-Paar
€0y---,€3; €. .., 63" mit Q(ey') = Q' (e1') = 1. Sei ¢ : A" — A eine affine Abbil-
dung mit ¢o(€;') = €;, i = 2,3. Dann sind dquivalent

e ¢ ist eine Lorentz-Abbildung

o (i), (ii) und Q(¢oy) = Q'(y) fiir alle j € V'

e (i), (i1) und Q(¢oey’) = —c%, Q(po€;') = 1i > 1) und D(doé;’, po€;’) = 0 (i #
7)

o ¢ wird beschrieben durch eine Matriz (mit eindeutig bestimmtem) v mit |v| < ¢

A O | 1 (13
(0 &) m 4= =0 7)

C
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In Analogie zur Galilei- “Transformation” kénnen wir die Lorentz- “Transformation”

schreiben als

t ﬁ(t’ + %7) t' ﬁ(t L)
= =
T 11_ﬁ (vt' + ) @ 11_£ (—vt + 1)
C2 C2
To ), ), To
T3 xh xh T3

Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt aus Satz 22.12, da von
r@Q'(éy') = Q(¢ey’) = Q(ey) auf r = 1 geschlossen werden kann. Auch bei zugehorigen
Bilinearformen ergibt sich » = 1, womit die Aquivalenz zur dritten Aussage klar ist.
Sei diese angenommen. Man kann die erste Bedingung ersetzen durch

Qén-a) = 1

Sel nun
1 - / 1 — — -/ 1 — —
¢0260 = Sgeo +rey, @€ = quo + pex

also
(a) 1 —=s*=~1, p’—¢*=1, pr—gs=0
Wegen der in (ii), (i) haben wir

(b) s> 0 und ps—qr:det(i Z) >0

Es folgt p? = ¢* + 1, pr = ¢s und s = r? + 1 woraus (¢* + 1)r? = p?r? = ¢*s* =
¢*(r? +1), also 7? = ¢* und p? = s%. Somit r = eq und s = dp mit &, € {1, -1} und
(6—e)?+d=06p*—eq*>>0alsod =1dh

p=s>0, g=r, pPP=¢+1

1 k
L ey R N gy

mitk:g::E wobei k% < 1
P c
Wegen
— — — — 1—» —
Doy’ = pey + cqér, Poé1’ = C]zeo + per

erhalten wir die gewiinschte Abbildungsmatrix und ihre Inverse mit

A:(p %q)’ A1:<p —%q)z 1 (1 —C%)
cq p —cq p 1_% —v 1

Umgekehrt sind fiir eine solche Matrix offenbar (a) und (b) erfiillt und damit die
dritte Aussage. O
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22.11 Resumee

Will man die Bewegung des Ursprungs O’ von A’ im Raum A, d.h. die Abbildung
= o(f + O') (! € V},) beschreiben, so withle man fiir A den Ursprung ¢(0’) und
cin Einstein-Basis-Paar. Dann hat ¢ + O’ die Koordinaten ¢’ und z} = 25, = 24 = 0
und fiir die Koordinaten von ¢(# + O') folgt

1
t=—t =0t ayo=23=0

Also kann ve] = ¢g(€y')g (der raumliche Anteil des Bildes der Zeitbasis von A’) als
Geschwindigkeitsvektor der Relativbewegung von A’ gegen A interpretiert werden.
Dabei ergab sich aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und dem Begriff der
Lorentz-Abbildung (und somit im wesentlichen aus dem Relativitétsprinzip), dass
|v| < ¢. Anders ausgedriickt, der Geschwindigkeitsvektor ist zeitartig bzw. die Bahn
der Bewegung liegt im Innern des Erreichbarkeitskegels. Dies bedeutet, dass mit
grosserer Geschwindigkeit gegeneinander bewegte Koordinatensysteme zwar gedacht
werden konnen, aber keine mit den genannten Prinzipien vertrégliche Interpretation
zulassen - von der physischen Realisierbarkeit einmal abgesehen.

Die Konsistenz der Prinzipien mit einem physikalischen Gesetz bedeutet nun die
Invarianz des Gesetzes unter Lorentz-Abbildungen.

Korollar 22.15 Um die Invarianz fir ein Gesetz zu beweisen, hat man nur die im
Satz 22.14 beschriebene Situation zu betrachten.

Beweis. Beim Wechsel von einer Einstein Basis desselben Raums zu einer anderen
handelt es sich ja nur um eine wirkliche und wahrhaftige Koordinatentransformation
und man kann sich auf die koordinatenunabhéngige geometrische Bedeutung der
Begriffe berufen. O

Das Zwillingsparadox und damit Inertialsysteme nur im Rahmen der oben be-
schriebenen Begriffe behandeln zu wollen, wére jedoch eindeutig unserios.

22.12 Traumzeit

In der Literatur findet man meistens nur die Eine Raum-Zeit-Welt bzw. den Einen
Minkowski-Raum. Dabei handelt es sich um den Koordinatenraum und der ist bei
gegebenem c in der Tat eindeutig bestimmt - eine Quelle von Missverstidndnissen
und Mogeleien. Beliebt ist der Missbrauch des Relativitétsprinzips: Sind z; und 2}
Koordinaten desselben Punktes bzgl. zweier Koordinatensysteme, so wird derselbe
Kegel durch 377 2?2 — 22 = 0 wie durch 377, #? — ®z2 = 0 beschrieben, woraus
messerscharf >0 2?2 — 23 = S0 2 — 2xl? gefolgert wird. Oder, wenn man von
der Bewegung ausgeht, so hat man o'z’ = = — vt und ax = 2’ + vt’ und suggeriert
a = a’. Noch bequemer wire es, gleich mit dem Relatividtsprinzip auf v = —v zu
schliessen.

Einsteins Schriften, insbesondere seine Orginalarbeit zeichnen sich dagegen durch
eine sorgfiltige physikalische Begriindung aus - insbesondere wie die Léngen- und
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Zeitmessung in den unterschiedlichen Systemen korreliert werden kann. Und es ist
sich dessen bewusst, dass der Koordinatenraum nur ein mathematisches Konstrukt

ist. Minkowski gibt eine angemessene mathematische Interpretation. Erst Hermann
Weyl behauptet, die Welt im Sinne der speziellen Relativitatstheorie wire ein Min-
kowskiraum. Solide mathematische Behandlungen des Themas beginnen beim Minkowski-
Raums und seinen Isometrieen, etwa B.Artmann, Lineare Algebra oder, ausfiihrlicher
B.Huppert, Angewandte Lineare Algebra und kommen zur physikalischen Bedeutung

im Wege einer [llustration.

Wir betrachten nun eine Familie (V; (i € I) von (der Einfachheit halber) vektoriellen
Einstein-Raumzeiten mit Minkowski-Form @); und zu jedem Paar i # j eine lineare
Lorentz-Abbildung ¢; : V; — V. Insbesondere gibt es zu jedem i, j ein eindeutig
bestimmtes 7;; > 0 mit Q;(¢;;7) = r;;Q;(Z). Wiahle nun ein Element der Indexmenge
I, es heisse 0. Ersetzen wir ); durch Q) = r¢;@Q; und schreiben wir QQ = Qy, V =V,
Too = 1 und ¢00 = @dv SO gllt

Qi(¢0id) = Q(Z), Q(¢i;T) = ri;Qy(Z) mit rj; = rojrijre;

Wenn wir nun (V;, Q}) via ¢y;' mit der “isometrischen Kopie” (V, Q) “identifizieren”,
so heisst das, dass wir ¢;; ersetzen kénnen durch

QS;J = ¢ajl (@) QS’L] o ¢0i und haben Q(Cb;]f) - T;j ('f)

d.h. es reicht aus der Sicht der Mathematik im Prinzip aus, einen einzigen Einstein-
Raum und dessen Lorentz-Selbstabbildungen zu betrachten. Wiren alle 77, = 1, so
héatten wir nur Isometrieen. Das lauft aber darauf hinaus zu fordern, dass

rigri; = T fir alle 4, 7,k
Hinreichend dafiir ist die Voraussetzung
Gjr © Qij = ¢y, fiir alle 4, 5, k

die dann aber auch wieder physikalisch zu rechtfertigen wire.

22.13 Methoden der Verwirrung

Die Beschreibung von Objekten der Linearen Algebra bzw. Physik durch Koordi-
naten und Matrizen ist niitzlich und oft bequem. Dabei ist es unvermeidbar, dass
identische Beschreibungsmittel unterschiedliche Objekttypen beschreiben kénnen -
z.B. kann ein Koordinatentripel sowohl die Richtung einer Bewegung wie auch Ge-
schwindigkeit oder Beschleunigung beschreiben, obwohl das doch physikalisch einen
nicht unerheblichen Unterschied ausmacht.

Wir wollen im Folgenden die wichtigsten Quellen rein mathematischer Verwirrung
angeben. Dabei seien P und P’ affine Rdume mit reellen Vektorrdaumen V und V'
gleicher Dimension mit Koordinatensystemen o bzw. 8 mit Ursprung O, bzw. Og
und Basis @ bzw. 3 (bisher haben wir den Basisanteil einfach auch mit o und g
bezeichnet). Dabei bezeichne x die Koordinaten in P bzw. V' bzgl. a bzw. & und «’
die in P’ bzw. V' bzgl. 8 bzw. E
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o Ist P =P’ (also auch V = V') und O, = Op so wird die Koordinatentransfor-
mation im affinen Raum und im Vektorraum durch dieselbe Transformations-
matrix S beschrieben: x = Sz’

o Ist ¢ : P’ — P eine affine Abbildung, mit ¢(Og) = O,, so werden ¢ und die
zugehorige lineare Abbildung ¢¢ : V! — V durch dieselbe Abbildungsmatrix
beschrieben: & = Az’ sind die Koordinaten des Bildes, wenn 2’ die Koordinaten

des Urbildes sind

e Ist V = V' so ldsst sich der Koordinatentransformation & = S’ die lineare
Selbst-Abbildung ' — & = Sx’ des Koordinatenraumes R" zuordnen. Will
man von dieser Abbildung zuriick zur Transformation, so muss man eine der
beiden Basen @, E kennen.

e Ist P = P’ so lidsst sich der Koordinatentransformation & = Sa’ + v die
affine Selbst-Abbildung @’ — x = Sx’ + v des affinen Koordinatenraumes R"
zuordnen. Will man von dieser Abbildung zuriick zur Transformation, so muss
man eines der beiden Koordinatensysteme «, 8 kennen.

e Einer linearen Abbildung ¢q : V/ — V mit Matrix A bzgl. E und & ist die lineare
Selbstabbildung ' — & = Az’ von R" zugeordnet. Zur Riickgewinnung der
Abbildung ¢y muss man beide Basen &, 5 kennen.

e Finer affinen Abbildung ¢ : P’ — P mit Matrix A und Translationsspalte v
bzgl. 5 und « ist die affine Selbstabbildung o’ — & = Az’ 4+ v von R" zugeord-
net. Zur Riickgewinnung der Abbildung ¢ muss man beide Koordinatensysteme
a, B kennen.

Es ergeben sich hieraus vielfaltige Moglichkeiten, Abbildungen als Koordinatentrans-
formationen misszuverstehen und umgekehrt. Insbesondere wenn man alle R&ume mit
R" identifiziert.

23 Algortihmen und Beispiele

Transformation
0 2 2 (100 Zeilenoperation ~+! wird nur links aus-
1 ¢ 1+2{0 1 0 gefithrt. Die Kombination mit adjun-
0 1—7 1—4{0 0 1 gierter Spaltenoperation als ~* notiert
2 0 2 (010 t 1 142{0 1 0
~ i 1 1+i|1 0 0 ~ 2 0 2 (100
SLeS2 A\ s o 1-ijoo 1) 2222 \1-i01-io 01
S2:= 524151 i 0 0 |01 O
~ 2 21 20 |1 i i—1
S3:=53+(1—1)51 1—¢ 14+¢ 1+4|{0 0 1
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Z2 —ZQ—ZZl
zZ3 —ZB— (1+1)Z
>
S3 =
>
Z3:=73— 72
wy
w; A (w17w27w3)
w;

0
= 1
-1

*-Gauss und Definitheit
4 -2 211 0

—2 10 2|0 1
9 2
. 4
~ 0
1
§3:=93-1452 | |

1

—1
-1 1

410 0

Cholesky-Zerlegung

4 -2 2
2 10 2
2 2 4
2 0 0
(-1 o
1
2 0 0
=(-1 3 0
11

Orthonormalisierung

o © O
N OO

0
0
1

o O =

ALGORTIHMEN UND BEISPIELE

01 0
2' 1 i i—1
2—22 14+i 14i]0 0 1
0jo 1 -1
3 2@' 0[1 i —1
2-2 140 0/0 0 1
i 0 0|0 1 —1
3 2% 0|1 i —1
~1-2 1—4 0|0 0 1
0 1 0 2 2 0 1 -1
1 —i i 1+d |1 i -1
-1 -1 0 1—¢ 1—i) \o 0 1
2 2 i 0 0
i 0 = 3 2% 0
1—i 1+7 ~1-2 1—i 0
5§2:=52+381 (4 0 0[1 § —3
09 3/01 0
$3:=83-151 \ 0 3 3[0 0 1
S1:=19 1 1 =5
2 ¢ o L0013 5 54
1 -1 . 010/0 L+ =L
o 1) 5272 g0 1]o0 L
1 NG
3 := 5553 V2
0 2.0 0\ /2
0 o] (o
0 0
-1 1 2 0 0\ /2 -1 1
-1 3 0|0 3
0 1 0 0
-1 1 2 0 0\ /2 -1 1
31 -1 3 0|0 3 1
0 1 12/ \o o 2
4 1
0 -1 1| -1
0 , Vg -1 d1—17 w; = Vg 5 1
—4 ~1 —1
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4 1 1 0
[ o 1] -1 1l 1] o o
0 41 4l 0| =2 vi=0
—4 -1 -1 0
vy = v — (V7 [v4)v] — (V5 | v4) V3
3 1 1 1 1
| - 1] -1 1 IR R B o, 1] —
—1 —1 -1 1 1

Erginzung Erginze w;, w,, ws zu ON-Basis von R?. Dazu Gram-Schmidt fiir be-
liebige Ergénzung zu Erzeugendensystem, z.B. wi, wsy, w3, e, es, €3, ey

e — <’lU1 | el>w1 — ('w2 | €1>’lU2 — ('w3 | €3>w3

1 1 1 1 ~1
o 1| -1 1| 1 If-1] 1f-1
“lo] 2| 1 ol =1 | 2 -1] 2| -1

0 —1 —1 1 ~1

1 1 1 -1

1] -1 1 1 11 -1 11 -1

ON-B&SIS 5 1 s 5 1 s 5 _1 s 5 _1
QR-Zerlegung

1 3 4 3 1 1 0 1
_ —1 1 0 —1 _ _ "o 0 _1 —1 1 0 -1
A_ 1 -1 0 -1 _QR7 Q_(’vl7,02”v3)’v4)_2 1 -1 0 -1
-1 -3 -4 -1 -1 -1 0 1

o] (V] [v2) (v [vs) (V] |v4) 2 2 4 2

R 0 |va| (vy|vs) (vyfog) [ _ |0 4 4 2

0 0 1 (0| v4) 00 1 0

0 0 0 |04 00 0 2
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Approximation
1 3 3
-1 1 -1 .
A= EEE b= 1 minimiere |Az — b
-1 -3 —1

1.Methode: U = Rv; + Rv,, lose Ax = 7y (b)

2 1 312 1 3] 2 1 3|2
ro(b) = 0 -1 10 | |0 42 | 042 mzl(
v 0]’ 1 =110 0 —4| -2 0 0(0 |’ 2

2 —1 —3|-2 0 00 0 0|0

2 Methode: Lose A*Ax = A*b

4 414 -~ 4 4 |4 B 1 1

4 20|12 0168 )0 *732\1
3.Methode A = QR, also A*Ax = A*b & R'Q*QRx = R*Qb < Rx = Q*b, da
QR*Q=E.

-1 (2 2 L 1(2 41
©=511 1 R_(o 4)’R _Z(o 1)
-1 -1

_ -1 g -1 2 _l
r=R Qb=R <2>—2

Probierverfahren
» Bestimme alle Eigenwerte A von A in C

» Strategie: Suche zu jedem A ein moglichst grosses System von moglichst langen
Jordan-Ketten so, dass die EV aus diesen Ketten unabhéngig sind.

» Hat man fiir die verschiednen EW insgesamt dim V' viele Vektoren gefunden,
so hat man eine Jordanbasis von V.

» Ist der ER U, eindimensional, so bestimme EV v,; und iterativ
Ung1 Wit v = @r(vags1) d.h. 16se v = (A — AE)x
Geht’s nicht mehr, so ist die Jordan-Basis von V) komplett

» Ist dim U, > 1, so bestimme ggf. dim V. Z.B. nach dem Korollar.
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» Waihle eine Basis von U, und versuche jeden dieser EV zu einer Jordankette
zu ergénzen so, dass man dim V) (oder insgesamt dim V') viele Vektoren erhélt.
Klappt’s, so hat man Jordan-Basis von V) (bzw. V). Klappt’s nicht gleich, so
probiere andere Basis.

» Klappt’s partout nicht, so rechne die EV und zwischenzeitlichen HV mit unbe-
stimmen Koeffizienten. Genauer
» bestimme s minimal mit Rang (A — AE)* =Rang (A — AE)**!

» Lose das folgende lineare Gleichungssystem in ns Unbekannten
0=(A—-AE)x;,x1 = (A—AE)xo,..., x5 1 = (A — \E)xy

» Jede Losung aus dem gefundenen Fundamentalsystem entspricht einer A-
Jordankette maximaler Linge s.

» Hat man davon dim U, viele, so ist die Jordan-Basis von V) komplett

» Hat man weniger, so ergidnze man die EV aus den gefundene Jordanketten
zu einer Basis von Uy und versuche durch rumprobieren zu den neuen EV
weitere Jordan-Ketten zu finden.

» Hilft Probieren nicht weiter, so bestimme die néchste Jordan-Blockgrosse
r < s,d.h. r < s maximal mit Rang (A—AE)" > r-Anzahl der gefundenen
A-Jordanketten. Lose nun das System in nr Unbekannten

0=(A—- Bz, =(A—AE)xs,..., 2,1 = (A— \E)x,

so0, dass die Schwanzstiicke der Lénge r der schon gefundenen Ketten in das
Fundamentalsystem der Losungen mit eingebaut werden. Und so weiter.



