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Rahmen und erzeugende Quadrupel in modularen Verbiinden 

CHRISTIAN HERRMANN 

In der vorliegenden Arbeit soil die Bedeutung der Ergebnisse von Nazarova 
[19] und Gel'fand-Ponomarev [6], die Klassifikation der endlichdimensionalen 
Vektorr~iume mit einem ausgezeichneten Quadrupel von Unterr5umen bet- 
reffend, fiir die Untersuchung modularer Verbiinde mit vier Erzeugenden deutlich 
gemacht werden. Wesentlich hierfiir ist der Begriff des Rahmens (v. Neumann 
[20])-eine verbandstheoretische Abstraktion des projektiven Koordinatensys- 
tems. Es wird n~imlich zu jedem unzerlegbaren Quadrupel von Defekt#  0 ein 
entsprechendes Quadrupel von Erzeugenden a, b, r d eines von einem Rahmen 
frei erzeugten modularen Verbandes angegeben und durch Relationen der Form 
u(a, b, c, d) = 1, v(a,  b, c, d) = 0 charakterisiert, wobei u und v benachbarte 
Elemente einer induktiv definierten Teilmenge B des freien modularen Ver- 
bandes FM(4) mit vier Erzeugenden sind. Als Nebenergebnis stellt sich heraus, 
dab jeder yon einem Rahmen erzeugte Verband auch yon vier Elementen erzeugt 
wird. 

Umgekehrt wird auch ein Teil jener Klassifikation mit rein verbands- 
theoretischen Mitteln hergeleitet. Zuniichst erweisen sich die Elemente von B als 
perfekt im Sinne yon Gel'fand and Ponomarev [7], d.h. sie nehmen bei .einer 
endlichdimensionalen unzerlegbaren linearen Darstellung nut die Werte 0 und 1 
an. Dariiberhinaus erhiilt man zu jedem Homomorphismus von FM(4) in einen 
abz~ihlbar stetigen komplementierten modularen Verband eine direkte Zerlegung 
in Faktoren yon Defekt 0 und in Faktoren obiger Art, die durch Relationen 
relativ zu einem Rahmen bestimmt sind, also verm6ge des v. Neumannschen 
Koordinatisierungssatzes iiber einem reguliiren Ring ganz analog zum Vektor- 
raumfall beschrieben werden kbnnen. 

Gel'fand und Ponomarev [7] hatten vermutet, dab bis auf lineare Aquivalenz, 
d.h. wenn man FM(4) nach allen in allen Verbiinden von Untervektorr~iumen 
giiltigen Gleichungen faktorisiert, die Menge der perfekten Elemente von FM(4) 
gerade B is t -die  von ihnen definierte Menge stimmt bis auf lineare Aquivalenz 
mit B iiberein. Nach Dlab und Ringel [5] (vgl. auch Dlab [25]) gibt es, wenn man 
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FM(4) entsprechend einer festen K/Srpercharakteristik weiter faktorisiert, 
h6chstens 16 perfekte Elemente aul3erhalb B. Es wird gezeigt, dab in diesem Fall 
B gerade die Menge aller perfekten Elemente ist und dab im allgemeinen alle 
weiteren perfekten Elemente in den Intervallen Iv, u], u/v ein Primquotient von 
B, liegen und bei vorgegebenem Rahmen den endlichen und koendlichen Mengen 
von K6rpercharakteristiken ~ 0 entsprechen. 

Uber Teilaspekte dieser Arbeit ist in [10] und [14] berichtet worden. Wesent- 
lich ist eine induktive Betrachtungsweise der Struktur von FM(4), die unabhiingig 
auch yon W. Baur [24] entwickelt und zum Nachweis der Entscheidbarkeit der 
Theorie der Quadrupet yon Untervektorriiumen benutzt worden ist: 

Der Verfasser ist der Vanderbilt University, Nashville, wo die erste Hiilfte 
dieser Arbeit wiihrend eines Gastaufenthalts entstanden ist, zu Dank verpflichtet. 
Nicht weniger Dank gebiihrt dem Referenten fiir eine Vielzahl verbessernder 
Hinweise. 

w Heuristik 

Fiir einen K6rper oder allgemeiner fiir einen Ring R mit 1 ist der kanonische 
Rahmen yon Ordnung n das folgende System von Untermodul des freien Moduls 
R~: 

ai=Rei, qi=R(ei-ej) ,  u = 0 ,  v = R "  (l<-i,]<--n, i#]), 

wobei ei den /-ten Einheitsvektor (0 . . . . .  0, 1, 0 . . . . .  0) von R" bezeichnet. 
Allgemein heigt ein System a~, qi, u, v (1 <-i, ]<-n, i7~]) von Elementen eines 
Verbandes ein Rahmen der Ordnung n falls gilt: 

a, ~ at = u, ~, a~ = v, a,c,i = u, a, + c,~ = a~ + aj, 

cii=qi, Clk=(a~+ak)(qi+qk) fiir l<-i,],k<_n, i~]7~k~i. 

Abstrakt kann man einen Rahmen der Ordnung n als ein System von Erzeugen- 
den und Relationen auffassen. 

Ein Rahmen in ein em modularen Verband ist natiirlich schon bestimmt durch 
die Elemente a~(l<-i<-n) und cq mit (i,])~G, wobei G ein vorgegebener 
zusammenhiingender Graph auf {1 . . . . .  n} ist. Ist G ein Baum, kann man statt 
des kanonischen Rahmens auch den Rahmen 

a~=Rel, cii=R(e~+ei), u = 0 ,  v = R  n (1---i<-n, (i,])~G) 

betrachten. Das soil im Folgenden stets geschehen. 
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Nach [19] und [6] hat ein unzerlegbares Quadrupel  (V, U1 . . . . .  U4) von 
Unte rd iumen  eines endlichdimensionalen Vektor raums stets Defek t  0, •  oder 
+2,  wobei  der Defekt  37 dim U ~ - 2  dim V ist. Fiir den Defekt  - 2  und - 1  geben 
wir die Klassifikation hier an, die F~lle +2 und +1 sind dual. 

Defek t  - 2 :  V =  R 2 n + l  

a = R e x  +" �9 �9 + R e , , ,  b = Ren+2 +" " �9 + Re2 .+1  

c = R ( e 2 + e 2 n + l ) +  "" " + R ( e n + l + e n + 2 ) ,  d = R ( e l + e 2 . ) + ' "  " + R ( e , ~ + e n + l ) .  

Alle Permutat ionen fiihren zu isomorphen Quadrupeln.  U m  den induktiven 
Aufbau  dieser Familie zu erkennen betrachten wir 

q3 = ( a +  d ) ( b  + c) = R e 2  + "  �9 + Re2,~ 

aq3 = R e 2  +" �9 �9 + Re,.,, bq3 = R e . + 2  +" " �9 + R e 2 .  

cq3 = R (e 3 + e2n ) +" �9 �9 + R (e,~+ 1 + en+2), 

dq3 = R ( e 2  + e2,~-l) +" " "+ R(e,~ + e,,+l). 

und 

q2 = (a  + c ) (b  + d )  = Re~ + .  �9 �9 + Ren_~ + R(e,~ + e,~+~ + en+2) + Re,~+3 +" �9 �9 Rez.+l  

aq2 = R e 1 + "  �9 �9 + R e . _ t ,  bq2 = R e . + 3  +" �9 �9 + R e 2 . + ~  

cq2 = R ( e 2  + e2.+l)  +" �9 �9 + R ( e . _ l  + e,~+a) + R ( e .  + en+l + en+2 + en+3) 

dq2 = R (e 1 + ezn) +" �9 �9 + R (en_ 2 + en+3) + R ( e . - x  + e .  + en+ 1 + en+2). 

Man bemerkt ,  dab die 2 n - 1 - d i m e n s i o n a l e n  Quadrupel  ( q 3 ,  a q 3 , ' ' ' ,  dq3) und 
(q2, a q 2 , . .  �9  dq2) zu der betrachten Familie von Quadrupelngeh6ren.  Dazu w~ihle 
man im ersten Fall das Koordinatensystem 

a 2 ,  �9 �9 �9 ~ a2n, C 3  2 n ~  �9 �9 " , C n + l  n + 2 ~  C 2  2 n - l ,  �9 �9 . , C n  n + l  

und im zweiten 

a l , . . . ,  a ~ - l ,  2 a n + b  a n + 3 , . . . ,  a 2 , ~ + 1 ,  c 2 2 n + 1 ,  . . . , Cn-ln+4, 

2 C n + l  n + 3 ,  CI  2n ,  �9 �9 �9 ~ Cn-2 n + 3 ,  2Cn-I n + l  
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mit  

20~z+l = R ( e .  + e .+ l  + e.+2), 2Cn+l n+3 = R ( e .  + e,~+~ + en+ 2 + e .+3)  

und 

2Cn--1 n+l = R ( e . _ l  + e,, + e,,+l + e.+2). 

In der  Vere in igung  dieser beiden ist das Koord ina tensys tem fiir den R a u m  V 

enthal ten,  d.h. man  kann  das urspriingliche Quadrupe l  rekons t ru ie ren .  A u g e r d e m  

fiihrt die A n w e n d u n g  der  Reduk t ion  "q2"  auf aq3 . . . . .  dq3 ebenso  wie die der  

R e d u k t i o n  " q 3 "  auf aq2 . . . . .  dq2 zu dem Quadrupe l  aq2q3 . . . . .  dq2q3 und zwar 
beidesmal  mit  demse lben  Koord ina tensys tem.  

De fek t  - 1 :  V = R  "+~ 

(a) n + l = 2 m  

(b) n + l = 2 m + l  

a = R (e2 + e.,+~) +"  �9 �9 + R ( e , "  + e2m-1) 

b = R ( e l + e , . + l ) + ' "  �9 + R ( e , , ,  + e2,") 

c = Re, .+t  + .  �9 �9 + Re2m,  d = Re~  +" �9 �9 + R e , .  

a = R e ~ + ~ + . . "  + / e 2 , " + i ,  b = R e ~ + . . . + R e , , ,  

c = R ( e l  + e,.+l) +" " " + R ( e , .  + e2m) 

d = R(e~ + era+2) +" " "+ R(e, , ,  + e2=+~). 

In  be iden  Fiillen fi ihren die Pe rmuta t ionen  von b, c, d zu i somorphen  Q u a d -  

rupeln.  Es gibt jeweils genau  vier  n icht i somorphe  Ouadrupe l ,  die du tch  die 

Posi t ion des Tei l raums yon Dimens ion  m -  1 bzw. m + 1 bes t immt  sin& 

R e d u k t i o n  im Fall (a) 

q2 = ( a + c )(b + d )  = R e a  +" �9 �9 + Re2,, ,  

aq= = R(e=  + e,,,+~) + .  �9 �9 + R ( e . ,  + e2,,,_~) 

bq2 = R ( e 2 +  era+2) + ' "  "+ R ( e . .  + e2m) 

cq2 = R e . , +  , + �9 �9 �9 +Re2,",  dq2 = R e 2  + �9 �9 . + R e . ,  

q3 = ( a + d ) ( b  + c) = R e x  +" " �9 + R e 2 , , - 1  

aq3 = R ( e 2  + e, ,+l)  +" �9 �9 + R ( e m  + e2,~-1) 

bq3 = R ( e l  + e, ,+l)  +"  �9 �9 + R ( e , , _ ~  + e2, , -~)  

c q 3 =  Rem+x +" �9 "+ R e 2 m - ~ ,  d q 3 =  R e ,  + .  . . +  R e , . .  
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Redukt ion im Fall (b) 

q2 = ( a + c )( b + d )  = Re~  + .  �9 �9 + Rein  + Rem_2  + �9 �9 �9 + R e 2 ~ +  l 

a q 2 =  R e ~ + 2  + �9 �9 "+ Re2m+l ,  b q 2 =  R e l  + �9 �9 . + R e , ,  

cq2 = R (e2 + era+2) +" " "+ R ( e m +  e2~)  

dq2 = R ( e l  + e~+2) +" �9 �9 + R ( e ~  + e2~+1) 

q3 = ( a + d ) (  b + c)  = R e l  +" �9 �9 + Re2m 

aq3 = Re , ,+1 +" �9 �9 + R e 2 ~ ,  bq3 = R e 1  +" �9 �9 + R e ~  

cq3 = R ( e l  + e,,,+~) + .  �9 �9 + R ( e m  + e2, , )  

dq3 = R (  e~ + e~+2) +" �9 �9 + R ( e ~ _ ~  + e2~) .  

Alle diese abgeleiteten Ouadrupel  lassen sich nach geeigneter Permutat ion als 
n-dimensionale  Glieder dieser Familie auffassen, wenn man die Koordinaten 

o~, c ~  

benutzt.  Dabei  ist qJ eine injektive Abbildung von {1 . . . . .  n} in {1 . . . . .  n + 1} und 
zwar  

~i = i + lbzw. t0i = 
- m + l  i > - m  

{i tbi= + l i > m  t i - m  i > m  

im Falle (a) 

im Falle (b). 

Auch hier fiihrt die weitere Redukt ion mit q3 bzw. q2 zu demselben Quadrupel  
aq2q3 . . . . .  dq2q3 und demselben Koordinatensystem. 

w Einige Verbandspolynome 

Sei F der von vier Elementen a = el, b = e2, c = e3, d = e4 frei erzeugte 
modula te  Verband mit Null- und Einselement.  Die Elemente  f aus F k6nnen wir 
auf die iibliche Weise als vierstellige algebraische Opera t ionen  f ( x l  . . . . .  x4) 

auffassen. Es sei 

q l  = (a  + b) (c  + d ) ,  q2 = (a  + c ) (b  + d) ,  q3 = (a  + d ) ( b  + c) .  

Fiir i = 1, 2, 3 bezeichne f~__>/a den Endomorphismus  von F mit l~->ql, 0~-->0 und 
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ei~--> ejq~ fiir 1 -  ] -  4. Wir definieren nun zwei Serien s und t von Elementen  in F 
induktiv dutch die Vorschrift: 

s o = l ,  s l = a + b + c + d ,  s ,+ l=s~+s ,+s~2  3 

t o = l ,  t = ( a + b + c ) ( a + b + d ) ( a + c + d ) ( b + c + d ) ,  t ,+l=t~,+t~+t  3. 

Offenbar sind beide Polynome symmetrisch in allen Variablen. Wir werden im 
Folgenden die Abkiirzung n = {1 . . . . .  n} benutzen.  

L E M M A  1.1. Es gelten 

(1) qiqi=q~, d.h. (fl)J = ( f l ) ~  f i i r i # j a u s  3 u n d f a u s F .  

(2) s,+l = s~,+s~ und t,+~ = t~+ t~ fiir i #  ] aus 3 und n >- 1 

= i und qit,,+l = ti, (3) qisn+ 1 Sn 

(4) t,+~ <-S,§ 

(5) e, ej <-- s, und eiej <- t, 

fiir i aus 3 und n >- 0 

[iir n >-O 

fiir i # ] aus 4 und n >- O. 

Beweis. Drei einfache, aber wichtige Konsequenzen der Modularit~it sind 

(6) x+y(x+z)=(x+y)(x+z)=x+z(x+y) 
(7) x(y+z)<--y(x+z)+z(x+y)=(x+y)(x+z)(y+z) 
(8) w(x + y) + x(w + z) = (w + x)(x + y)(w + z). 

Es sei darauf hingewiesen, daB, wenn in den folgenden Beweisen der besseren 
Lesbarkeit  halber nur konkrete Vorgaben von i aus 3 betrachtet  werden,  dies 
stets durch die Symmetrien von F gerechtfertigt ist. 

(1) erhiilt man sofort aus (8): 

q~ = [a(b + d) + b(a + c)][c(b + d) + d(a + c)] = qlq2. 

Der  Fall n = 0  in (3)-(4) ist trivial: qi<-t l<_sl<_to=so=l.  Sei also n = l .  Die 
Definition ergibt 

s~ = a(c  + d) + b(c + d) + c(a + b) + d(a + b), 

s~ = a(b + d)+ b(a + c ) + c ( b  + d)+ d(a +c),  

s~ = a(b + c) + b(a + d) + c(a + d) + d(b + c), 
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also sl  + s~ -> s 3 wegen (7). Wei terh in  folgt mit  (8) 
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qls~ <-qlq2 <-(a + b)(c + d) (a  + c) = a(c  + d) + c (a  + b) <-sl 

und  somit  qls2 = q~(s 1 + s~) = sl. s~ <-- h und s~ - qi + qk ( ]~  k) lassen sich unmit te l -  

bar  ablesen und  ziehen s 2 - - h  und s 2 - q i  + qk nach sich. Fiir die zweite Serie 

haben  wir definitionsgem~ig 

tl = [a(c  + d) + b(c + d) + c(a + b )][ a(c  + d) + b(c + d) + d (a  + b)] 

x [a(c + d) + c(a  + b) + d (a  + b)][b(c + d) + c(a + b) + d (a  + b)], 

also insbesondre tl --- s2 und t2--- s2. Setzen wir 

q - -[a  + b(c + d ) + c ] [ a ( c  + d ) +  b +  d][a + c + d (a  + b)][b + c ( a  + b)+ d] 

und geht  p aus q durch  Ver tauschung  yon  b und c hervor ,  so erhal ten wir mit  der  

Modularit~it tl = q~q und t~ --- q2P, also tl + t~ = qp(ql  + q2). W e g e n  qt  4- q2 ~ S2 ~ t3 

und der  Symmetr ie  yon  F bleibt  q >-t~ zu zeigen. Aus  (6) e rgeben  sich jedoch  

a + b(c + d) + c = a + d(b  + c) + c >- aq3 + dq3 + cq3 ~ t31 und auf ana loge  Weise  die 
rest l ichen Inklusionen.  Schlieglich haben  wir q l t~<-q~q=t l ,  also q~t2 = 

q l ( t l + t ~ )  1 2 = t~+q~tl = tl. Dami t  sind (2)-(4) fiir n ~ 1 nachgepri i f t  und  wit  been-  

den den Beweis mit  dem folgenden Indukt ionsschri t t :  Es  sei u = s ode r  u = t und 
i7~]~ k ~  i; dann folgt wegen (1) und  (2) i _ i _ i J _  i qlu~ - qlqiu~ - q i u ~ -  ( qlu~) = ( u~_l) j = 

i u~-l(aqiqi . . . . .  dqiqi) = (u/~-l) i = (qiu,,) ~ ----- u~. Aus  der  I n d u k t i o n s a n n a h m e  (3) folgt 

k u =(qiu~+qiu~)k k k k k ~ u ~  + i 
= ql  u n + q i  Un Un 

~+u~.  Hieraus  folgt sofor t  q i u ~ + l = q i ( u i + u i ) =  i i _  ~ Der  also u~+l un -= Mn--k q i lAn- -  IX n. 

Nachweis  yon  (4) ergibt  sich nun sofort  aus der  M o n o t o n i e  der  Ver-  

bandspo lynome .  (5) zeigt man  ebenfalls induktiv:  Wi r  haben  ab ~-s~ und ab = 
aq2bq2 = (ab) 2<- s ~  s,§ 

Sei im Fo lgenden  M stets ein modu la re r  Ve rband  mit  0 und  1 als Kons tan ten  

und  a = e t, b = e2, c = e 3, d = e4 E l e m e n t e  yon  M. Wir  werden  die E l e m e n t e  yon 
F u n d  die ihnen unter  dem kanonischen  H o m o m o r p h i s m u s  en t sp rechenden  

E l e m e n t e  yon  M in der Beze ichnung  nicht unterscheiden.  

L E M M A  1.2. (a) Gilt tl = 1, so folgt ~iei  e~ = 1 fiir alle j aus 4. (b) Gilt s2 --- 1, 

so folgt q~ + qk = 1, q~ = Y~i ejq~ und e~ = ~ e~q i fiir i 7 ~ k aus 3. (c) Gilt t2 = 1, so folgt 
e~ = e~qi + e~qk fiir i aus 4 und j r k aus 3. 
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Beweis.  (a) ist trivial. (b) Wegen (3) gilt ~jejql =s~ =qis2=ql ,  also auch 
l = s 2 = s ~  + s ~ = q i + q k .  Ffir p = a ( c + d ) + a ( b + d ) + b + c  haben wir p > - d ( a + c )  

und p > - d ( a + b )  aus (6), also p - > s l + s 2 = l  und somit a q l + a q 2 + a q 3  = 

a ( c + d ) + a ( b + d ) + a ( b + c )  = ap = a. (c) Es gilt t~ =q~t2=q~, also insbesondre 
a ( c + d ) + b ( c + d ) + d ( a + b ) = q x .  Es folgt a ( c + d ) + b + d > - q ~ + q 2 = l  mit Teil 

(b). Daraus erh~ilt man 

aqx + aq2 = a(c  + d)  + a(b  + d)  = a ( a ( c  + d)  + b + d)) = a. 

L E M M A  1.3�9 s, >- s*  gilt fiir a l l e n  und m, wobei f *  dual  zu  f. 

H I L F S S A T Z  1.4. Fiir jedes subdirekt irreduzible homomorphe  Bi ld  yon F tritt 

einer der folgenden Fiille ein: 

(a) Es  gibt eine Permutation ~r yon 4 mit  e,,t + e~2 = e~3+e~4 = 1 = s, und e~e~2 = 

e~3e=4 = 0 = s* fiir a l l en .  
(b) 0 = eie i = inf .<-  q.aq.,2q.,3 = s*  ffir alle i # j aus 4 und rn < oo in ~ ( F ) .  

q,~.t + qn.2 + qn.3 -- Sm (C) l = e i + e ~  =SUp.<= * * * -- fiir alle i ~ ]  aus 4 und m <o o  in .~(F) .  

Dabei  sind d i e  q..k induktiv definiert durch qo,k = 1  und q.+l .k= 
qk(aq..k, bq..k, cq..k, dq,~.k). Der  Hilfssatz wiederholt  alas Lemma aus [13] 
abgesehen yon der Aussage fiber die s,. und s*. Diese ergibt sich mit Lemma 1.1 
durch Induktion. Die Behauptung des Lemmas 1.3 folgt dann unmittelbar. 

k H I L F S S A T Z  1.5. Ffir n >- 1 gilt q..k = qn-l.k. 

Beweis  durch Indukt ion  fiber n. Ffir n = 1 ist die Aussage per definitionem 
richtig. Sei n >-1. Dann erh~ilt man 

. . . . .  qk ( aq.-- t.k . . . . .  q,+l.~ = qk(aq~.k dq,  k) = k k dq,-1.k) 
k k k k k k 

d q . - t . k )=(qk(aqn- l . k ,  �9 , d%-l.k)) = qk(a q.-1.k, �9 �9 �9 ~ �9 = q t t , k -  

w Quadrupel von Defekt - 2  

Entsprechend den Quadrupeln von Defekt  - 2  betrachten wir fiir einen 
Rahmen r der Ordnung 2n + 1 die Polynome 

t 2 n + l  n + l  

e?(r  = a .  e~(4,) = ~ a,, e~(4~) = ~ c,2,.+3-~ 
i = l  i = n + 2  i = 2  

e2,(4~) = t ci 2.+1-i- 
i = l  
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S A T Z  2.1. Sei n >-0 und ~r eine Permutat ion yon 4, M ein modularer  Verband 

und e i a u s  hi.  D a n n  sind iiquivalent 

(i) M wird yon e~, e2, e3, ea erzeigt und es gilt t~ = 1, sn+~ = O. 
(ii) Es  gibt einen erzeugenden R a h m e n  dO der Ordnung  2n  + 1 yon M so, dab  

~re, = e~(dO) fiir i = 1 . . . . .  4, gilt. 

Oberdies ist der R a h m e n  in (ii) eindeutig bestimmt. 

Bewe i s  dutch Indukt ion.  Auf  G r u n d  der  Symmetr ie  von F b rauch t  man  
jeweils nur  den Fall zu betrachten,  dab r die Identitiit  ist. Fiir n = 0 ist alles, fiir 

n = 1 ist ( i i ) ~  (i) trivial. Gilt  (i), so erhiilt man  den gesuchten R a h m e n  mit  al  = a, 

a3 = b, Cia = d, c23 = c und a 2  = (al+Clz)(a3+ci3). 
Zur  Vorbe re i tung  des Indukt ionsschri t tes  machen  wir fo lgende Beobach tung :  

Sei 4, : % cli, 0, 1 ein R a h m e n  der  O r d n u n g  2n  + 1 yon  M und ei = ep(4,). Seien 305 

und  24, gegeben durch  3ai=a~,  3ci j=qj  ( i , ] ~ l ,  2 n + l ) ,  3 u = 0  und  3 v = q 3  be-  

ziehungsweise 20~=a~, 2cq=q i  ( i , j # m , n + l , n + 2 ) ,  2 u = 0 ,  2 v = q 2 ,  2an+l=  

qz(an + an+ i + an+z) , 2Cn_in+i = qz(C,m+l + Cn_ln+2 ) und  2Cn+ln+3 = 

q2(c,n+3 + c,+l~+2). 
D a n n  sind 34,  und 2do R a h m e n  der  O r d n u n g  2 n - 1  und es gilt qke'C(do)= 

ep-~(kdo) fiir i aus 4 und  k = 2, 3. 
Fiir k = 3 ist dies offensichtlich wegen q3 = ~/222 o~. Sei k = 2. Es gilt e~ + e3 = 

~/*n+l.n+2 a / +  Cn+ln+2 , e 2 + e 4 = ~.i*n.n+l ai + Cn.+l, also q2 = (e, + e3)(e 2 + e4) >-- ai 
fiir i ~ n, n + 1, n + 2 und q2 = q2 Y o~ = Y~#..n+L.+2 ai + 2an+l. Mit den  iiblichen 
M e t h o d e n  des Rechnens  in R a h m e n  erh~ilt man 

q2Cnn+l ~ a i + Cn+ln+2 Crm+l = (an  "~ Cn+ln_t.2)Cnn+l 
i#rt rt+2 

= (an +(an + an+Oc,~+~,~+2)c..+~ = anc.n+x = O, 

= q?_cnn+l = O, 

q2 + C..+l = (e2 + e4)(el + e3 + c,~. +l) = e2 + e4 >-- an+2 

und  

2/~/n +1 + 2 C n ~ l n + l  q2(q2(an + an+i + an+2) + c,~n+l + c,- ln+2) 

q2((an + an+l + an+2)(q2 + c~n+l) + c , - ~ + 2 )  

q2((an + an+~ + an+2)(e2 + e4) + an+2 + c~_~+2) 

q2((an + an+l + an+2)(e2 + e4) + an-1 + an+2) 

qz(am_i + an + Om+l + an+2) ---- fln-i + q2(om + 0m+l + a~+2) 

= zan-i+zan+i- 
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Analog ergibt sich q2c.+1.+2 = 0, 2a.+1 2Cn+ln+3 = 0 und 2o-~+~ "t -2Cn+ln+3 = 2an+l + 
2a,+3. Also bes t immen die 2a~, 2qi ( i , ] ~ n , n + l , n + 2 )  mit 2a,+, ,  2c , - , ,+1 und 
2c,+~,+3 einen R a h m e n  2& der Ordnung  2 n - 1 .  SchlieBlich hat  man  qza, -< 
(e2 + ea)(a~ + Om+l)Om = c,n+la~ --" 0 und q2a,,+2 = 0. Aus den Definit ionen folgt 

daher  mit  Modularit~it q2e, = e'{-~(24~). 
Wir schlief3en nun von n -  1 auf n >--2. Gilt (ii) und sind 2& und 3~b wie eben 

best immt,  so haben wir nach der Indukt ionsannahme 2 _ 3 t n - - 1  - -  q2, tn-x = q3 und 
2 _ _  3__  __ 2 3 s ~ - s . - O .  Wegen n - 2  gilt q 2 " J t ' q 3 - - - - 1 ,  a l S O  t n - - t n _ l - [ ' t n _ l = l  a n d  sn+l -~ 
2 3 s , +  s~ = 0. D a  fiir k = 2, 3 k& im Erzeugnis der qke~ liegt und eindeutig bes t immt 

ist und da & in 2~b O 34' enthalten ist, liegt ~b im Erzeugnis der e~ und ist ebenfalls 
eindeutig best immt.  

k k__  Gelte  umgekehr t  (i). Dann  haben wir fiir k = 2 ,  3 G-1 = qkr = q~ und s , -  

q~s,+~ = 0, also einen Rahmen  k4~ mit q~e~ = ep-~(k4~) und ~v = qk, der den yon den 
q~e~ erzeugten Unterverband erzeugt. Die Notat ion sei so gewiihlt, dab 3@ 

gegeben ist durch 3a~, ~cii mit i, ] ~  1, 2n + 1 und 24~ durch za~, =c~, mit i, j~b n, n +2.  
Wenden  wir nun die obigen 0be r l egungen  auf 24~ und 3& an, so erhal ten wir 

Rahmen  324, und 23~b der Ordnung 2 n -  3 mit 

e~'-2(32&) = q~e'{-'(24~) = qaq3e~ = q3eT-t(34a) = e~'-2(23&) 

Es folgt 32@=23~ b, d.h. 2a~=3a~ und 2qi=3qJ fiir 2--<i, j---<2n und 
i, ] ~ n, n + 1, n + 2. Weiterhin gilt (2al + 2a2n+l)q3 = (2a, + 2 _ 2a2,+l)q3 -- 0, da  die 
obige LIberlegung allgernein q3(at + aan+l)= 0 ergab. Definiert  man nun al  = 3a~, 
cij.~3cij fiir 2-<i, ]<--2n sowie a i=aa~ fiir i = 1 ,  2 n + 1 ,  Cla ,=2c12n ,  c22,+1 = 

=c2 2~+1 (bzw. C14 = ( 2 C 1 3 " ~  c23)(at + a4), c25 = (2c35 + c34)(a2 + as) falls n = 2), so 
sind die al  . . . . .  a2,+1 unabh~ingig und wir erhalten wegen n >- 2 einen Rahmen  ~b 

der Ordnung 2n + 1 mit  u = 0 und v = q2 + q3. Wegen t2 = 1 folgt mit  L e m m a  2.2 
schlief31ich v = l  und e i = q 2 e i + q 3 e , = e P ( ~ )  for i aus 4, da man 

n--1 ei (2~b)+eP-a(3qb)= e~'(&) unmit telbar  aus den Definitionen ablesen kann. 

w Quadrupel von Defekt - 1  

U m  die Quadrupel  vom Defek t  - 1  ebenfalls verbandstheoret isch zu kenn- 
zeichnen, sei fiir einen Rahmen  & : a~, % der Ordnung n definiert: 

f i i r n  = 2 m :  ~(4~)= Y. cl+i .,+i, ~(4~) = c~ ..+, 
i = 1  i = 1  

i = m + l  i = 1  
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fiir n = 2 m + l :  ~(4~) = t a,, ~(4~) = t ai 
i = m + l  i = l  

i = l  i ~ l  

Wei te rh in  ben6 t igen  wir  die fo lgenden  Po lynome:  Fiir  i ~  ] aus 4 sei  % = (ei + e~) 
Y~k.~.~ ek und fiir bel iebiges f aus F sei f~i = f (a%,  b%, c%, dq~). F e r n e r  sei indukt iv 
definiert  

i = P-i- 

Of fenba r  gilt % =qkt, falls { i , ] }={k ,  l} oder  {i.], k, 1}=4,  und q~j = qi-~. 

L E M M A  3.1. Ns gelten 

(10) p . + l i = v . i . v . k  

(11) %P.+1 i = pij 
(12) t~<--p.~<--s. 

fiir n >- 1 und i ~ ] ~ k 7 ~ i aus 4 

f i i rn  >- 1 und i 7 ~ ] aus 4 

fi~r n >- 0 und i aus 4. 

Beweis.  D e r  Fall n = 0 und t~ --< Pl~ ----- sl sind trivial. Fiir {i, ]. k, l} = 4 gilt nach 

(7) p~)+ p ~  = ei% + ekqik = ej(ek + e,) + ek(ej + el) --> e~(ej + e~) = p~Z l sowie  nach  (1) 
und  der  tr ivialen Bez iehung  qik <- tl qijp~<-q~iqlk - ~j ii - q~k----- t~ -- p~. Indukt ionsschr i t t  
mi t  1.1(1): , _  l~ lk . ,  " , .  P.l -- (Pn-II-F = (P~-li) ik 4" (Pkn/-lk)ii < P~k + D n i ,  q i i P n + l l  P n - l k )  - -  = 

. i i  ~ _ . . i k  _ . i i  d a  qiiP~k = (qklP.k) ik = \Pn- - l l ]  [ kl  ~,ik ---- \P'rt--ll/(nJl k k l  --< Vni"k!---- prq.i] P h i  " ~lii[-I n k  - -  l-J ni 

S A T Z  3.2. Sei M ein modularer Verband, e~ aus M und gelte t~(el, e2, e3, e4) = 
O. D a n n  sind die folgenden Aussagen  8quivalent: 

(i) M wird yon el, e 2, e3, e4 erzeugt und es gilt s. = 1. 

(ii) p.a, P~2, P.3, P.4 bilden eine direkte Zerlegung yon M und ffir i aus 4 wird 

[0, P.i] yon elp.~, e2p.~, e3p.i, e4p. i erzeugt. 

Beweis.  (i) folgt aus (ii) sofor t  mit  (12). Die  u m g e k e h r t e  Imp l ika t i on  wird 
durch  Induk t ion  bewiesen.  D e r  Fall n = 0 ist trivial und  der  Fall n = 1 ergibt  sich 
aus t l = ~ e i  . ~ j . i e  i. Sei n + l - 2 .  Aus  s . + l = l  folgt  mit  1.1 s~---% also ist 
p~k(k ~ 4) eine d i rek te  Ze r l egung  es yon den  e~(k ~ 4) e rzeug ten  U n t e r v e r b a n d e s .  
W e g e n  1.2 haben  wir fiir x aus {1, a, b, c, d} 5~ i x% = x und somi t  

Xp,q + ~ Xp. i -- xq12 + xq13 + xq14 -= X. 
i i i J J 
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Zum Nachweis der Unabh~ingigkeit der P,+I ~ (i aus 4) b l e i b t - w i e d e r  wegen der 
vorhandenen Symmetrien- p~+~ 1 "Y-i~ P,,§ = 0  zu zeigen. Wegen (10) gilt 

jedoch mit g=pnl+Pn3+pna ,  und h = p , l + P ~ 2 + p , 4  A : = p ~ + l l " ~ , i , , l P , + l j  = 
12 13xz 21 24 31 34 42 43 _ 12 13 12 h13) 

P,*s)(g + e i n e m  (pn2  + p,~al~,pnl + P n 4  + Prt l  + Pn,,  + Pn2 + Pn3) --  (Pn2 + . D a  i n  

modularen Verband ganz allgemein a+c<--e  und b + d < - f  ( a + b ) ( c + d )  < - 

(e + f)(a + D(c + D(b + e)(d + e) = e(a  + f)(c § f)+ f(b+ e)(ct +e)=(a+ef)(c +eD+ 
(b + ef)(d + el) nach sich zieht, erhalten wir 

12 12 13 A - (P,2 + q12q13)(g + q12q13) + (P,3 + q12q13)(h 13 + q12q13). 

Nun ist nach der Induktionsannahme ffir i = 2 ,  3 1, t~ ~ 1~ P,1, Pn2, P,s ,  Pn4 eine direkte 
Zerlegung des yon aqli, bql~, cql,, dql~ erzeugten Unterverbandes,  der ins- 
besondre qlzq13, p~i, gl~ und h 1~ enth~ilt. Daraus folgert man A<-q l zq~3  und 

12 + 12 i s  13 ~s  
q l 3 g  12 = q l 3 P  12-1" q 1 3 P . 3  q13Pn4 sowie q12 h13 ----- q12P.1+ q l ZPn2  + q12Pn4" Wegen 
(11) haben wir fiir 1~i~]-- /=1,  beliebiges k, und l mit { k , l } = { 1 ,  i} bzw.  

{1, i, k, l} = 4 

l j  _ 1 i  l j  _ " 
= (qktP.k) -- = 

Damit  ergibt sich 

12 13 12 13 rz 12 \13 13 A<(q13P,~2+qx2P.3)(q13g-- + q i 2  h ) =  L~P,-1 4) "~- (Pn- - I  4) 12] 

X [ ( p l n 2 1 3 ) 1 3 + e  12 x13--z  12 z 13 \121. z 13 1)12.~r (Pn-l l) "t'l, Pn-l l)13 +l, Pn-12) ~,Prt-1 \ V n - 1 3 )  12] 

= (Pn-14 " i~  3 Pn-1i)(aq12q13 . . . . .  dq12q13). 

Aus der Induktionsannahme folgt schliel31ich A = 0. 

SATZ 3.3. Sei M ein modularer Verband, e l , . . . ,  e4 aus M und zr eine 
Permutation yon 4. D a n n  sind folgende Aus sagen  ?tquivalent. 

(i) M wird yon e 1, e2, e3, e4 erzeugt und es gilt tn = O, P,~I = 1. 

(ii) M wird yon el, e2, e3, e4 erzeugt, es gilt t, = O, s, = 1 und e~a + e i = 1 ffir 
alle ] ~ ~r l ,  falls n ungerade ist, e i + ek = 1 fi~r aUe rr l ~ ] ~ k ~ 7r l ,  falls n 
gerade ist. 

(iii) Es gibt einen erzeugenden R a h m e n  ~b der Ordnung  n yon M so, daft 

e~i = ~(4~) fi~r alle ] aus  4 gilt. 

Oberdies ist der R a h m e n  in (iii) eindeutig bestimmt.  

Beweis.  Die ,~quivalenzen werden durch Induktion fiber n bewiesen. Sei 
zun~ichst ~'1 = i. Ffir n = 0  ist alles trivial. Sei n = 1. Aus (ii) folgt Pli =ei  + tx = 

~i ei = 1, also (it. Aus (i) folgt e i -  p~i = 1 u n d e  i <--PliPx~ = 0 ffir ]~  i, insbesondre 
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ist also M i somorph  zum zweie lement igen  V e r b a n d  D 2. (iii) gilt d a n n  offensicht-  
lich und zieht  se inersei ts  M - D  2 und  (ii) nach  sich. 

Sei nun n + 1 > - 2  und  gelte (ii). Mit  {i,], k , / } = 4  folgt ffir unge rades  n 
ii q . . . .  +ek(e~+e~)=%.  Is t  n gerade ,  so folgt  % q i i = e i + e j = e i  +e~ und  e}~+e~=ej  = 

i j  i i  ' "  ek +ez = ek+e~ und  ei~i+e~ = ei(ek +e~)+ek  = qii. Also haben  wir  nach  der  I nduk -  

t i onsannahme  ii _ P , i - q l i  fiir alle ] ~  i, also p,+~ ~ = 1. 
Im  Beweis  ( i ) f f  ( i i i ) ~  (ii) be t r ach ten  wir zun~ichst den  Fall n = 2. W e g e n  

t 2 = 0  gilt p~u-- eJ i +  t~ = e~ u n d  P2~ = e~(e~ +e~)+ek(e i  +et)+e~(e~ +ek)  = 

(ei + ek)(e~ + e~)(ek + e~). P2i = 1 implizier t  also e i + ek = 1 und w e g e n  3.2 el = 
(el + e~)(ei + e~)(e~ + ek) = P2t = 0. I n sbesond re  ist M also zum f i in fe lement igen  V e t -  
b a n d  M3 der  L~inge 2 i somorph  und  (iii) offensichtl ich erfiillt. U m g e k e h r t  zieht  

(iii) in d iesem Fall  sofor t  M-=-M3 und somi t  (ii) nach sich. 
Z u r  Vorbe re i t ung  des Indukt ionsschr i t t s  m a c h e n  wir  fo lgende  Beobach tung :  

Seien a3 und a4 die Invo lu t ionen  auf 4 mit  a3 = (13)(24) und a ~ =  (14)(23).  FOr 
eine bel iebige P e r m u t a t i o n  7r auf 4 und k = 3, 4 sei definiert  -n "k = -n'a~. Of fenba r  
gilt ~r~l = ~'k, "tr34 = ~r2=  7r~3 und  ('IT3)4=('IT4) 3. Sei nun fiir k = 3, 4 0~ die 

in jekt ive  Abb i ldung  yon n in n + l  mi t  

$ 3 i = i +  1, qJ4"i = { i  +m' -m+l  i<mi>_m 

qj3 i={i  i<--m ~ i = ~  m + i  i <-m 
i + 1  i > m  t i - m  i > m  

falls n + 1 = 2 m 

falls n + l = 2 m + l .  

M a n  pr/ift  leicht nach,  dab  Bild qj3 U Bild 4 0 , = n + l .  
Sei nun ~b ein R a h m e n  a~, qi, 0, 1 der  O r d n u n g  n + 1 yon  M und  k = 3, 4. 

D a n n  wird durch  ka~=a~,~i, kCii=C,.~i,b ein R a h m e n  k~b der  O r d n u n g  n 
b e s t i m m t  und es folgt  aus der  Gii l t igkei t  yon  e~ i = ~+1(4>) fiir ] = 1, 2, 3, 4, dab 

q~rl~rk ~i=1 ka~ und e "lwk +1 = " .k~ = q~l,~k " e k, = q~l , ,~f~j  (4>)= ~(k~b) gel ten.  D a  die A n -  
w e n d u n g  yon ~r e iner  U m n u m m e r i e r u n g  der  f~§ entspricht ,  geniigt  es den  Fall 
,n" = id zu be t r ach ten  und q~zf~j .§  zu beweisen.  Dies  ergibt  sich 
j edoch  sofor t  aus der  Gii l t igkei t  yon  q13 = ~ + ~  ai fiir n + 1 = 2m,  q13 = ~i~m+l ai 

n f i i r n  + 1 = 2 m  + 1 und qt4 - Y~=l a~ in be iden  Fallen.  Als N e b e n e r g e b n i s  kann  
m a n  ablesen,  dab  fiir e inen R a h m e n  4~ der  O r d n u n g  n + 1 -> 3, der  zu R a h m e n  k4~ 
in der  a n g e g e b e n e n  Weise  fiber tk~ i n  Bez iehung  steht ,  

f~i + 1 ((~)) ---- f~a3~(3 (~)  "Jr j~a,i(41~)) g i l t .  

Sei nun ~" gegeben  und gelte (iii) f i i r n  + 1 -> 3. Bi ldet  m a n  wie o b e n  fiir k = 3, 4 

k~b, so gilt nach der  I n d u k t i o n s a n n a h m e  ,~l~k_ P.~k - q ~ l ~ k -  Mit  1.2(b) u n d  (10) folgt 
__ w l w 3  - -  . r r l ' r r 4  sofor t  Pn+I=I - Prier3 "I-Pn.~4 = q=1=3 + q=l=4 = 1. D a  ~b in der  Vere in igung  v o n  31~ 
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und 4(~ enthalten ist, ist 4> wie diese eindeutig bestimmt.  AuBerdem gilt s,~+~ >- 
p,+l x = 1. Die weiteren Behauptungen yon (ii) ergeben sich unmit te lbar  aus der 
Definition der Te rme  ~ .  Gel te  umgekehr t  (i) fiir n + 1 - 3 .  Aus (2) und (11) 
erhalten wit " ~ k = 0  und ~x~k P,~k =q~l~,k fiir k = 3 , 4 .  Also gibt es nach der t rl~TlC 

Indukt ionsannahme fiir k = 3, 4 jeweils einen Rahmen  k~b :kay, kC~ i (i, ]--< n), q~l~k 
der  Ordnung n m i t e  ~ k  -~(k~b) .  Mit dem analogen Reduktionsschri t t  n--~ n -  1 
bilden wir ~3~b und 3~b mit  , ~ , 3  .n-l'rr4 H.a~.3 ,  " e(~3) , i= f ~ - l ( 4 3 ~ ) )  und q~4~43 e(=,)~ = 
f~-~(3~th)- Es folgt ~-x(434~)=~-~(34~b), also ~3~b = 34t~, da nach der  Indukt ion-  
sannahme zu (~.3)~ = (~r~)3 nur ein Rahmen  geh6ren kann. Also erh~ilt man  n + 1 

Elemente  a~ so, dab a~0~ = ka~ ffir k = 3, 4 gilt. Ist J = Bild ~b 3, K = Bild ~b~ und 
{i} = K - J ,  so folgt 

i~J j~J  k~Kf3J  i~J  j ~ K f l J  

da 44~ ein Rahmen  ist. Also sind die a l  . . . . .  a ,+l  unabh~ingig und man erh~ilt mit 
den cii der Form C, li,~=kC~ i ( k = 3 , 4 )  einen Rahmen der  Ordnung  n + l .  

Wegen Lemma  1.2 folgt ~ a~ = q~rl~r3 + q~rl~r4 = 1 und e~ i = q~rl~r3e~ri-b q=l~4e=i  = 

qTr l~r3e~r3c,3j + q~r l~r3e~r4~,i = f,~3i(3~ b) + f~,i(4q b) = f~ +l(~b), wie behauptet .  

w Anwendungen aut die Theorie modularer Verb~inde 

Aus Satz 3.3 liest man unmit te lbar  ab, dal3 jeder  von einem R a h m e n  erzeugte 
Verband auch von einem Quadrupel  erzeugt werden kann. Genaue r  

S A T Z  4.1. Zu ]edem n gibt es ein System yon 4 Erzeugenden und 2 Re-  
lationen, das in der Klasse der modularen Verbi~nde iiquivalent ist zum Rahmen 
der Ordnung n (aufgefaflt als System yon n 2 Erzeugenden und n3 + 1 Relationen). 

Teilaspekte hiervon hat schon G. Hutchinson [15] benutzt ,  als er beweis, dab 
es ein System von 5 Erzeugenden und endlich vielen Relat ionen gibt, das in der 
Klasse aller modularen Verb~inde ein unlSsbares Wor tp rob lem hat. Mit obigem 
Satz kann man den Beweis von Lipshitz [17] ffir den Fall von neun leicht auf den 
Fall von fiinf Erzeugenden iibertragen. Wir geben einen AbriB: Sei S eine freie 
Halbgruppe  mit Erzeugenden gz . . . . .  g, (n_>4) und Rela t ionen v~=wi 
(1 - i - m). Wir geben Verbandsrela t ionen auf el . . . . .  e5 an. Zun~ichst: 

p.l(el,  e2. e3, e4) = ex + e2 + e3 + e4 + e5 

t .(el,  e2, e3, e4) = ele2e3e4es. 
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Diese garantieren, dab nach Satz 3.3 ein Rahmen  a~, qj der Ordnung  n gegeben 
wird (mit -tr = id). Nach J. v. Neumann  [19] (vgl. auch B. Ar tmann  [1]) hat  man zu 
k # l  Verbandspolynome addkt (x, y) und mUltk~ (X, y) in x, y und den a, ,qi  

derart ,  dal3 in jedem modularen Verband M mit Rahmen  a~, qj. die Opera t ionen  

addkz und multkl eine Ringstruktur  auf Mk~ = {x I xaz = aka~, x + at = ak + a~} 

de f in i e r en -dabe i  ist Mlk isomorph zu Mli verm6ge der Abbi ldung tCkix = 
(x + % ) ( a l  + a i) mit i von 1, j und k verschieden. Wir nehmen nun die Relat ionen 

e s a i = a l a  j und e s ( a l + o q ) + a j = a l + a  i (2-----/~n) 

hinzu, die ausdrficken, dab ~j = es(ax + aj) in M~j liegt. Mit der Definition g'i = 
%2g'i = (gi + qz)(al  + a2) erhalten wir zu jedem Halbgruppenwor t  w in gz . . . . .  g, 

ein Verbandswort  # in el . . . . .  e5 indem wir gi durch gi und die Multipikation 
durch das Verbandspolynom multi2 ersetzen. 

Sei nun L der freie modulare  Verband mit Erzeugenden ex . . . . .  e5 und den 
Relat ionen ~ = ff~ (1 -< i <-- m) sowie allen anderen schon eingeffihrten Relationen.  
Wir behaupten,  dab v = w in S genau dann gilt, wenn 75 = # in L gilt. 

Betrachtet  man n~imlich die von gz . . . . .  g, erzeugte Unterha lbgruppe  v o n  L12 , 

so erfiillt diese die Relat ionen von S. Also impliziert die Gfiltigkeit von v = w in 
S, dab ~ = # in L gilt. Anderersei ts  kann man S stets als Unterha lbgruppe  eines 
Ringes R mit l(z.B, eines Halbgruppenringes fiber S t0{1}) auttassen. Sei nun M 
der Untermodulverband des freien Moduls A v o n  Rang n fiber R und a'~, c'j der 
kanonische Rahmen  yon M. Wir k6nnen M~2 mit R identifizieren (vgl. B. 
Ar tmann  [1;5.7]).  W~ihle e~ . . . . .  e ;  nach Satz 3.3 und e;=Y~(~oz~gil2<--]<--n). 

t - -  t t r Dann  gilt gi(e~ . . . . .  e ; )=~%lg i, gi(el . . . .  , e ; ) = g  i und die E lemente  ex . . . .  , e5 
erffillen die Relat ionen yon L. Also gibt es einen kanonischen H o m o m o r p h i s m u s  
von L auf M. Gilt nun ~ =  ~ in L, so auch in M, also v = w in S. 

W~ihlt man S als Halbgruppe  mit unl6sbarem Wortproblem,  so hat  folglich 
auch L ein unl6sbares Wortproblem.  Mehr  noch, das L definierende System yon 
Erzeugenden und Relat ionen hat ein unl6sbares Wor tprob lem in jeder  Quasi-  
variedit ~ modularer  VerNinde,  die einen Unte rmodulverband  eines freien 
abz~ihlbar erzeugten unit~iren Q-Moduls  enth~tlt, wobei  Q ein beliebiger Ring mit 
1 ist (s. G. Hutchinson [15]). W~ihlt man nS.rnlich R als den Halbgruppenr ing  fiber 
S to {1} mit Koeffizienten in Q, so ist der oben betrachtete Modul  A auch freier 

abziihlbar erzeugter Q-Modul ,  also M in ~ enthalten. 
Die Ergebnisse aus w und 3 werden erg~inzt durch 

S A T Z  4.2. Sei M ein subdirekt  irreduzibler modularer Verband mit  Erzeugen-  

den el, e2, e3, e4 und gelte s~ = 1, s* = 0 fi~r a l len .  D a n n  gibtes  eine Permutat ion rr 

yon 4 so, da~ e~l + e=2 = e~3 + e~4-- 1 und e~le~2 = e~3e~4 = 0, d.h. M erscheint in 

der in [13] angegebenen Liste. 
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Die Struktur des freien modularen Verbandes mit vier Erzeugenden und 
s, = 1, s* = 0 flit alle n ist folglich durch die Ergebnisse yon Abschnitt  5 in [13] 

beschrieben. 
Zum Beweis nehmen wir zun~ichst das Gegenteil  der Behauptung an, niimlich 

da8 Alternative (a) aus Hilfssatz 1.4 nicht eintrete. Dann liegt o.B.d.A, der Fall 

(b) vor. Wit  behaupten,  dab 

e = eq,.1 + eqm,2qk,3 

fiir alle e in E = {a, b, c, d} und n, m, k -> 0 gilt. Fiir n = 0 ist dies trivial. Sei n = 1. 
Wir benutzen Induktion fiber m + k. Der  Fall m + k = 0 ist wieder trivial. Sei also 
o.B.d.A, m-> 1. Dann hat man nach 1.5 

eql +eq ,n2qk3>(eq t )2  + _ 2 _ 2  _ 2  _ ( e q l  +eqm_l ,2qk ,3)2=e2=eq2,  �9 , e q m - - l . 2 q k , 3  - -  

also eqt + eq..,,2qk.3 >- eql  + eq2 -- e nach Lemma 1.2�9 F i i r n  >- 2 ergibt sich induktiv 
eq..1 + eqm,2qk.3 >- e ~q~.-i.~ + (eq,..2qk,3) 1 = (eq.-1.1 + eq.,,2qk.3) 1 = e ~ = eql  und mit 
dem Fall n = 1 

eq,.1 + eqm.2qk.3 >- eql + eq,,.Zqk.3 = e. 

Sei nun M in seinen Filterverband ~ ( M )  eingebettet,  Ol der von den q,.i (n < co) 
erzeugte Filter und M'  der yon E und den O~ (1__.i_<3) erzeugte Unterverband 
von ~:(M). Da ~ ( M )  abwiirts stetig ist erhalten wir fiir e aus E eO1 + e Q 2 Q 3  = 

I'I (eq,.1 I n <co)+l-I (eqm.2q,~.3 I m <co) =I-I (VI (eq,.11 n<co)+eqm.2q,~,3 1 m <oo)= 
1-I ( eq,.l + eqm.2qm.3 I n, m < co) = e und insbesondre Q1 + Q 2 Q 3  >- a + b + c + d = 1. 

Folglich ist M' direktes Produkt  seiner Intervalle [Q1, 1] u n d  [Q2Q3, 1] (vgl. 
Poguntke [21], Lemma 1.2). Wegen Symmetrie folgt Q 2 + Q 3 = 1  und e =  
e Q 2 + e Q 3  fiir e in E. Also ist [Q2Q3, 1] direktes Produkt  von [Q2, 1] und [Q3, 1]. 
Da M subdirekt irreduzibel ist, ist es schon in einem der [Qi, 1] enthalten. Das 
zieht aber Qi = 1 fiir ] ~ i nach sich und insbesondre qj = 1. Dann zerfiillt E aber 
in zwei Paare zueinander komplement~irer Elemente,  wie im Satz behauptet .  

w Einige neutrale Elemente von FM(4) 

Ein Element  u eines modularen Verbandes heil3t neutral  (s. [18; w wenn 
x ~-~ (ux,  u + x )  eine subdirekte Darstellung yon M in [0, u ] x  [u, 1] ist. Das ist 
genau dann der Fall, wenn fiir alle x, y aus M u, x, und y einen distributiven 
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Unterverband von M erzeugen (es geniigt u(x  + y) <-- x + uy nachzupriifen). Die 
Gesamthei t  aller neutralen Elemente  von M bildet einen Unte rve rband  on M. 

S A T Z  5.1. Die  E lemen te  sl ,  h ,  Pli, s2, t2, P21 (i ~4) sind neutral in F. 

Z u m  Nachweis dient Proposition 2 aus [13]. 

L E M M A  5.2. Sei M ein modularer  Verband,  u in M,  S ein Verband undc t  eine 

ordnungserhaltende Abb i ldung  yon S in M so, daft a ( S )  M erzeugt,  x ~ u + ax  

Schnit te  und x ~ a x  Verbindungen erhfilt. D a n n  ist u neutral in M.  

Es sei bemerkt ,  daB, wenn x ~ u + a x  Schnitte erh~ilt, fiir alle x, y mit 
a ( x  + y ) =  ctx + a y  schon u a ( x  + y) = uax  + uay  gilt. Wegen (u + ctx)(u + ay )  = 

u + ctxy <_ u + a x a y  erzeugen niimlich u, a x  und ay  einen distributiven Unterver-  

band. 

Beweis  des Satzes .  sl ist neutral, da es das einzige Koa tom yon F i s t .  
Zu tl: Wiihle S als den Potenzmengenverband auf E ={a,  b, c, d} und a X =  

Y~X, wobei Y~0=0. Dann  gilt mit Xi--{e~ I j ~ i }  t l + a X i  =~.X~ und wegen der 
Modularitiit tl + aei = [-[ (aX~ 117 ~ i). Folglich sind die tx + aei( i  ~ 4) unabh~inging in 
[t~, s~] und X~--~ t~ + a X  ein Isomorphismus auf den von ihnen erzeugten Unter-  

verband.  Also ist tl neutral. 
Zu s2: Wegen der Neutralit~it von tl k6nnen wir statt F ein homomorphes  

Bild mit  t~(a, b, c, d) = 1 betrachten. Sei $2 die Menge der Part i t ionen auf E mit 
der zur Inklusion dualen H a l b o r d n u n g - e i n e  geometrische Veranschaulichung 
dieses Verbandes  ist in Fig. 1 gegeben. Setze a I = 1, a 0  = 0, a(~ ' )  = Y X E Y fiir 
1r = {X, Y} undct  (It) = ~. E - X, falls X die einzige zweielementige Klasse yon 7r ist. 

Wir priifen (SE+Oty)otX<SE+Otxy zuniichst fiir den Fall nach, dab  x und y 
Koa tome sind. Sei zum Beispiel a x = a + b .  Fiir a y = a + c  haben wir 

( a + b ) ( a + c + s E ) = ( a + b ) ( a + c + q l s E ) ~ - a + s 2 + ( a + b ) c = a + s 2 ,  da s2 = 
q~s2+qis2 und s 2 - > e ( f + g )  fiir je drei verschiedene Elemente  von E gilt. Fiir 
ay  = c + d erhiilt man (a + b)(c + d + s2) = (a + b)(c + d + q2s2)  --- 

( a + b ) ( c + d + a ( b + d ) + b ( a + c ) ) = q l + a ( b + d ) + b ( a + c ) < - q l + s 2  . Aus Sym- 
metriegriinden deckt  dies alle Fiille ab. 

Seien nun x, y Atome,  z = x + y Koa tom - zum Beispiel o~z = a + b und a x  = a. 

Fiir a y = b  ergibt sich a ( b + S E ) < - a ( a s E + b + c ) = a s 2 + a ( b + c ) < _ s 2 .  Es gilt 
niimlich s2~aSE+b+c , wie man sofort  mit (7) aus w nachrechnet.  Im Falle 

c t y = q ~  benutzt  man,  dab sE~as2-t-c-t-d also a(s2-k-c-I-d)~-~s2 gilt, d.h. dab 
a, c + d und s2 einen distributiven Unterverband erzeugen. Es folgt q l (a  +s2)--  
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C 

a b q 

Fig. 1 

( a + b ) ( a ( c + d ) + ( c + d ) s 2 ) = a ( c + d ) + q i s 2 < - s 2 .  D a  dami t  alle m6gl i chen  F~ille 
ausgesch6pf t  sind, e rzeugen  s2, a x  und oty fiir alle x,y aus $2 e inen dis t r ibut iven 

U n t e r v e r b a n d .  In sbesondre  gilt s2(ax + a y )  = s20tx + s2ay, falls a ( x  + y) = a x  + ay.  
Dies  ist der  Fall, wenn  x + y  o b e r e r  Nachba r  von x und  y ist: Z u m  Beispiel  

a + q l = a + ( a + b ) ( c + d ) = ( a + b ) ( a + c + d ) = a + b  und  a + b + q 2 = a + b +  
(a + c)(b + d) = (a + b + d)(a  + b + c) = 1. D e r  einzige andersar t ige  Fail ist a x  = q~, 

a y  = qi. In d iesem gilt abe r  s2 = qd2 + q  is2 nach L e m m a  1.1. 

H I L F S S A T Z  5.3. Ffir alle n - 1  gilt 

(a) Fiir jede Wah l  yon i #  j ~  k ~  i aus  4 erzeugen e,  ei + e  k und t~ bzw.  ei, ei + e  k 
und S,+l einen distributiven Unterverband. 

(b) t , ( a + t ,  . . . . .  d + t ~ )  = t, und S ,+ l (a+s ,+ l  . . . .  , d + s , + O  = S , + l .  

Beweis.  D e r  Induk t ionsan fang  n = 1 wird durch die Neutra l i tSt  von  t~ und s2 
garant ier t .  Dies  gilt auch ffir die H i l f sbehaup tung  at~ + ct~ + dt~ = t~, I m  Schlufi 
von  n auf  n + l  haben  wir a t . + l + C t . + l + d t . + l = ~ a i t i ~ + c i i + d i t ~ , = Y ~ t . = t n + l . t ~  i 

Folglich e rzeugen  a, c + d  und t.+l e inen distr ibut iven U n t e r v e r b a n d  und  es gilt 
ql(a  + t.+O = (a + b)(a(c  + d) + (c + d) t .+l )  = aql + q~t.+l. Aus  Symmet r i eg r i inden  
haben  wir q~(e+t~+l)=eqi  +qd .§  fiir alle e aus E und i aus 3. W e g e n  qd~+~-- 
t.(aq~ . . . . .  dqi) erhiilt man  dann  mi t  Induk t ion  

t ~ ( q , ( a  + t ~ + O ,  . . . , q , ( d  + t,,+,)) 
= t.(aq~ + t.(aq~ . . . . .  dq~) . . . . .  dqi + t.(aq, . . . . .  dq~)) 

t. ( aqi . . . . .  dql ) i = = t n <<_ t ~ +  1 . 

Es folgt 

t~+~(a + t,,+~ . . . . .  d + t.+~) = ~. t~(q,(a + t n + l )  . . . . .  qi(d + t.+l))--< t .+l.  

Fiir die s .+l  schlieBt man  ganz analog.  
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Zur  Neutralit~it von t2: Wegen der Neutralit~tt yon s2 k6nnen wir M mit s2 = 1 
betrachten.  Sei M3 der Verband yon L~inge 2 mit  3 Atomen .  Definiere % : M3 --> 
M durch 

cqa~ = e~q~i, cq I = ~ ccja~, cqO = O, 

wobei o~ ( iE4 ,  i~] )  die Menge der Atome  von M3 bezeichne. Sei S = T 2  die 
vierte Potenz yon M3 und o~ yon S in M als die Summenabbi ldung 
o~ (Xl, x2, x3, x4) = ~ cqx~ definiert. Wegen 5.3(a) gilt z.B. bql(a + t2 . . . . .  d + t2) = 

b (c + d)(a + t2 . . . . .  d + t2) = (b + t2)(c + d + t2) = t2 + b (c + d) = t2 + bql = t2 + a~a2. 
Daher  ist x ~ t2+ o~x eine verbindungserhaltende Abbildung von S in den von 
a + t2 . . . . .  d + t2 erzeugten Unterverband L. Nach 5.3(b) und Satz 3.2 und 3.3 ist 

aber  L isomorph zur vierten Potenz yon M3 und es sind die eiq i (a + t2 . . . . .  d + t2) 
gerade die A tome  yon L. Also ist x ~ t2 + ax ein Isomorphismus von S auf L und 

t2 nach L e m m a  5.2 neutral in M und somit auch in F. Die Neutralitiit der  Pli und 
P2~ folgt nun unmittelbar  aus Satz 3.2. 

w Perfekte Eiemente 

In den folgenden beiden Abschnit ten untersuchen wir Darstel lungen von 
Quadrupeln  in komplement~iren modularen Verbiinden. Dazu einige verbands- 
theoretische Vorbemerkungen  (vgl. F. Maeda [18; I, II]). Sei M ein modularer  
Verband  mit 0 und 1. M heil3t 5g-stetig (Sg eine Kardinalzahl),  falls M 5g- 
vollstiindig ist und a ~ D = Y~ ( ad I d ~ D) bzw. a +[-[ D = [-[ ( a + d [ d ~ D)  fiir jede 
aufw~irts bzw. abw~irts gerichtete Teilmenge D von M der Kardinalit~it---N gilt. 

Eine Tei lmenge B yon M heil3t Basis, alls ~ B = I  und a ~ E = 0  fur alle 
endlichen Tei lmengen E von B und a ~ B - E  gilt. Kombinier t  man L e m m a  1.2 
aus W. Poguntke [21] und Satz 3.8 aus F. Maeda [18], so erh~ilt man  

H I L F S S A T Z  6.1. Ist B eine Basis yon M, E O B eine Erzeugendenmenge yon 
M, MIBI-stetig und gilt x = ~  (xb l b e B )  flit alle x e E ,  so sind x~->(xb l b e  B) 
und (xb I b E B)  ~-> ~ (xb I b ~ B)  zueinander inverse Isomorphismen zwischen M 
und dem direkten Produkt der InteroaUe [0, b] ( b ~ B)  yon M. Insbesondre sind die 
Elemente yon B neutral in M. 

Eine Darstellung eines Verbandes L i s t  ein Homomorph i smus  ~0 von L in 
einen komplementi i ren modularen Verband M. Sie heii3t n-dimensional bzw. 
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linear, falls M von Liinge n bzw. der Verband aller Untervektorr i iume eines 
Vektorraums ist. Eine Basis B yon M i s t  eine direkte Zertegung von q~, fails 
q~x = Y~ (bq~x [ b ~ B )  fiir alle x aus L gilt. Ist M IBI-stetig, so geniigt es dies fiir die 
x aus einer Erzeugendenmenge von L zu fordern (Hilfssatz 6.1). Zudem sind 
dann auch die q~b :L---~[0, b] mit q~bx = bq~x Darstellungen und q~ die direkte 
S u m m e  der q~b(b s B). Weiterhin ist dann mit b' =Y. B -{b}  die Menge {b'l b e 13} 
eine duale direkte Zerlegung und der direkte Summand q~b isomorph zu x 
b '+  q~x. Ist B disjunkte Vereinigung von /3i (i ~ I) und ~/3i = b~, so i s t /3  genau 
dann direkte Zerlegung yon q~, wenn {b~ [ i ~ I} direkte Zerlegung von ~0 und die B~ 
direkte Zerlegungen der q~b, sind. Schlieglich heil3e eine Darstellung q~ unzerleg- 

bar, falls {0, 1} die einzige direkte Zerlegung yon ~0 ist. 
Sei nun ein fester Verband L gegeben. Ein Element  u von L he i s t  nach I. M. 

Gel ' land und V. A. Ponomarev [7], [8] perfekt, falls fiir jede endlichdimensionale 
unzerlegbare lineare Darstellung q~ von L qm = 0 oder  qm = 1 gilt. Ergeben die 
endlichdimensionalen linearen DarsteUungen von L eine subdirekte Zerlegung 
von L, so impliziert dies die Neutralitiit yon u in L. Wit benutzen hier einen etwas 
st~irkeren Begriff: Ein Element  u von L heiBe plusquamperfekt,  falls fiir jede 
Darstellung q~ : L --* M ein fi in M existiert derart,  dab {qm, ~} direkte Zerlegung 
von q~ ist. Insbesondre ist dann q~u ein neutrales Element  in dem yon ~(L) 
erzeugten'  Unterverband.  Die plusquamperfekten Elemente bilden einen Unter-  
verband von L, wie man aus folgendem Hilfssatz ersieht. 

H I L F S S A T Z  6.2. Ist q~ : L --~ M eine Darstellung und u, v in L,  ft, f~ in M so, 

dal3 {q~u, ~} und {q~v, 5} direkte Zerlegungen yon q~ sind, so sind {qmv, fi + fJ} und 
{q~(u + v), ~13} direkte Zerlegungen yon q~. 

Beweis. Wir schreiben u = q m ,  v=qw.  Dann gilt fiir x ~ o L U { 1 }  
xuv  + x(  (~ + f~ ) >- xuv + xvf~ = xv, also xuv  + x(  fa + f) ) >_ xv + xf) = x. Anderersei ts  gilt 
uv(f~ + f)) = u(v~ + vf)) = uvf~ = 0. Die zweite Behauptung folgt dual. 

Aus der in I. M. Gel 'fand und V. A. Ponomarev [5] angegebenen Liste 
unzerlegbarer endlichdimensionaler Darstellungen von F kann man leicht die 
Perfekthei t  d e r s , ,  t~ und P,i ablesen. Wir zeigen hier unmittelbar 

S ATZ 6.3. Die Elemente  sn, t~ und Pni und die dazu  dualen  sind plus- 
quamperfekt  im freien modularen Verband F m i t  vier Erzeugenden und 0 und 1. 

Wir benutzen wieder die Notat ionen von w Zum Beweis betrachten wit die 
freie algebraische Struktur P mit Erzeugenden E = {el, e2, e3, e4} und 
Operat ionen + , . ,  0, 1, ' und definierenden Gleichungen, die besagen, dab P mit 
+ und �9 ein modularer Verband mit 0 und 1 ist und x + x ' =  1, x x ' = 0 - d . h .  ' ist 
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eine Komplementierung. Sei /3 der kanonische Homomorphismus yon F in 
(betrachtet als Verband mit 0 und 1). Dann gibt es zu jedem Homomorphismus q~ 
yon F in einen komptementiiren modularen Verband M einen eindeutig bestimm- 
ten Homomorphismus to von/3  in/Vl mit q~ = tO o/3, wenn ni imlich/s  M durch 
Auswahl einer Komplementierungsoperation entsteht. Insbesondre gilt dies fiir 
den Homomorphismus yon F in [0,/3q~] m i t e  ~/3eq~ ( e e E ) ,  wenn wir das 
Intervall [0,/3q~] mit dem relativen Komplement x ~-~ x'/3q~ versehen. Diesen 
Homomorphismus notieren wir rnit x ~-~ x ~. Schreiben wit  f fiir /3f, so ist dies 
konsistent mit der Notation yon w 

Wit konstruieren nun g. <-{. <-- g.+l <-- {.+t in /~ so, dab {s., g.} und {t., t'.} 
direkte Zerlegungen von 13 sind. Die Plusquamperfektheit yon s. und t. ist dann 
klar, fiir die p.~ berufen wir uns auf Satz 3.2. In der Konstruktion setzen wir 
So = fo = 0, g.+l --- g~+l + i'. und ?.+1 = i'~+1 + g.+l mit induktiv definierten ~., i'. 
derart, dab {s.,g.} direkte Zerlegung yon /3,._, und {t., i-.} yon /3~ ist und 
qi~. = s.-a,-~ qiF. = P.-~ fiir i = 1, 2 gilt. 

Wir behandeln zun~ichst den Induktionsschritt n ~ n +  1 fiir n---2. Setze 
S n + l  - 1  - 2  - 2  __  - 1 2  __  2 1  - 1  s . + s ~ .  Aus (qlg.) ~= = (qag.) 1= folgt qlSn+l = q l S n  - -  S ,~ - I  --  S n - 1  q2S,~ = 

g~+q~g2= g~ und entsprechend qzg.+~ = g~. Da x ~-* x ~ ein Homomorphismus ist 
i i mit et~_~ ~ e t . _ l  (e ~ E), ist {s., g~} eine direkte Zerlegung yon 13r Wir folgern 

- 1 -1 e sZ+e~2  es,t+ l -b esn+ 1 ~ e s ~  4- e s n  q- 

1 q_ 2 = e t . _ l  e t . - 1  = eql  t,, + eqz t .  = (eql  + eq2)t .  = et , .  

die Neutralit~it von t. in 13F und Lemma 1.2(b) ausnutzend, s.+l + g.+l = ~ ergibt 
sich hieraus sofort. 

Um s .+ lg .+ l=0  zu zeigen, bemerken wir zungchst, dab flit i = 1 , 2  gilt 
q l q z t ~ = ( s l  + -i i -i q l q z t . ) ( s .  + q l q 2 t . )  und s .  + s .  + q t q a t .  <--qlt. da qlqit~ = (q j t ._ l )  ~. 

Daher sind 1 -, s~+ s . + q l q z t . ,  s . + q l q z t . ,  qxq2tn, g~+qlq2t~ unabhiingig in 
- 1 2 q a q z t ~ ) ( s . + s . + q l q z t . ) = q l q z t ,  und [qlqztn,  t~]. Es folgt s.+~s.+~ <--(s. + s .  + -1 -2 

s~+1~.+1 <- s . + ~ . + l q l q 2  <-- s'.g~ = 0. Fiir t'.+l = ~-~+ ?.1 verl~iuft die Argumentation 
ganz analog. 

Wir kommen nun Zu den F~illen mit n - -2 .  Fiir g~=s'~ ist alles klar. Setze 
rl~ = ~  (ei !] e4 ,  ] #  i), ~u sei das relative Komplement e~(e~r~)' von e~r~ in [0, e~]. 
Dann bilden rl~ und gl~ eine direkte Zerlegung yon /3~,, also nach Hilfssatz 6.2 
auch q = l - I ( r l ~  1i~4) und h = l q ( ? u l i e 4 ) ,  q~}-,=0 folgt aus ql<--q  und der 
Tatsache, dab nach Hilfssatz 6.1 x ~ tl ein Homomorphismus mit t~ ~ 0 ist. 

Hilfssatz 6.4. Sei  M ein m o d u l a r e r  V e r b a n d  mi t  E r z e u g e n d e n  a, b, c, d und  

zi <- q~ (a, b, c, d) ,  i ~ 3.  Sei  en tweder  (a)  ta(a, b, c, d)  = 1 und  u = s~(a, b, c, d)  oder 

(b)  s2(a, b, c, d)  = 1 und  u = tz(a, b, c, d) .  Gi l t  d a n n  zi + u = qi und  z~u = 0 [fir i ~ 3,  

so ist u neutral  in M .  
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Sei definiert s2 = gl + g2 + g3 und t'2 = t-I + 72 + ?3. Da  sl + s2 -> gl + s~ = qi und 
. . . .  - i  gls2<_glq~s2=g'~s'~=O gilt, l~il3t sich (a) auf die Elemente  etl ( e e E )  und Sl 

anwenden.  Das ergibt s292 = Y s2~ = Y s~g~l = 0 und es2 + eg2 = etl, da s2 + h = 
E i - i  sl + sl - ~ qi = tl. (Letzteres erh~ilt man so: Wegen der Neutralit~it yon tl und s2 

genfigt es ~ q~ = 1 unter  der Bedingung s2 = 1 bzw. h = 1, s2 = 0 zu zeigen. Im 
ersten Falle k6nnen wir uns auf L e m m a  1.2, im zweiten auf Satz 2.1 berufen.)  Da  

sowohl qJ2 wie s~ Komplemen te  yon s'l in [0, qi] sind und qig2-> g'l, folgt qls2 = sl  
aus der  Modularit~it. 

Entsprechend gilt ?~+t2->' i~+t~ =s~ =qis2=qi (as2  . . . . .  ds2) und t '~t2=0 
wegen der Neutralitiit yon s2. Anwendung yon (b) auf es2 (e ~ E )  und t-~ ergibt 

t272=0 und et2+e'{2=es2 wegen t2+-{2=Y~s~=s2.  ?~<--qi?2 sind beide Komp-  
lemente  yon t~ in [0, s~], also t-~ = qit'2. 

Der  Beweis des Hilfssatzes folgt dem yon Satz 5.1. Insbesondre  wenden wir 

L e m m a  5.2 an. Im Fall (a) sei S = $2 U {zl I i ~ 3} mit zi <- x ~ qi <- a x  und azi = zi. 
Wegen zi + u = qi + u und dem Beweis yon 5.1 ist dann x ,--', u + a x  schnitterhal- 
tend, wegen ziu = 0 x ~ uax  verbindungserhaitend,  also u neutral.  Im  Fall (b) 

definieren wir entsprechend S = "/'2 U {zl [ i ~ 3}. 
Beim Nachweis der Neutralitiit und Perfekthei t  yon tl und t2 hiitte man auch 

das D2- und M3-1emma aus R. Wille [23] bzw. W. Poguntke [21] benutzen 
kSnnen. Dies hiitte jedoch keinen Vorteil  bei der Best immung einer konkreten 

Zer legung  gebracht. 

w Zur Klassifikation von Darstellungen 

Eine Darstellung q~ :F-~  M, M ein komplement~irer Verband,  heigt  vom 

Typ  0 falls q~s. = 1 und q~s* = 0 fiir alle n 

T y p  - f i n  falls q~Pnl = 1 und q~t~ = 0 

T y p  - I I n  falls q~t. = 1 und q~s.+l = 0 

T y p  +Iin falls q~p*i = 0 und q~t* = 1 

T y p  + H n  falls q~t* = 0 und r -- 1 

(vgl. 4.2) 

(vgl. 3.3) 

(vgk 2.1) 
dual zu - I i n  

dual zu - I I n  

{)ber die DarsteUungen vom Typ #-0 l~igt sich auf Grund des v. Neumannschen  

Koordinatisierungssatzes [20] folgendes sagen: Sei m = n im Falle - I i n  und 
m = 2n + 1 im Falle - I I n .  Dann hat  man nach Satz 3.3 bzw. 2.1 einen erzeugen-  
den Rahmen  der Ordnung m von Bild q~. Ist m - > 4  oder  m ->3 und M arguesisch 
(s. B. J6nsson [16]), so hat man einen regul~iren Ring R derart ,  dab M zum 
Untermodulverband  des Moduls R ~  isomorph ist, wobei  der gegebene Rahmen  

in den kanonischen iibergeht, q~el . . . . .  q~e4 entsprechen dann Untermoduln ,  die in 
v611iger Analogie zu Quadrupeln  vom Defek t  - 1  bzw. - 2  aus der Liste von I. M. 
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Gel ' fand und V. A. Ponomarev  [5] gegeben sind. Fiir die Typen  +Iin und +IIn 

hat  man auf dem Wege iiber duale Rahmen  das entsprechende Ergebnis.  

S A T Z  7.1. Jede unzerlegbare Darstellung yon F in e inem komplementgtren 

modularen Verband ist yon genau e inem der Typen 0, :t:Iin oder + IIn (i ~ 4, n < ~ ) .  

Der  Beweis folgt sofort  aus Satz 6.3, wenn man 1.1, 1.3 und 3.2 hinzuzieht. 
Aus der Beschreibung der unzerlegbaren Darstellungen der Rahmen  [11; 2.2] 
ergibt sich weiterhin, dab irn Falle yon T y p #  0 M Liinge ra hat. Im koor-  
dinatisierbaren Fall ist R ein SchiefkSrper und der yon q~el . . . . .  ~oe4 erzeugte 

Unte rverband  von M isomorph zum Unte rvek tor raumverband  L(P~) ,  P der 
Pr imk6rper  von R. Eine Zerlegung in direkt unzerlegbare Summanden  ist nicht 
immer  mSglich, wie das Beispiel der kontinuierlichen Geomet r ien  zeigt. Es gilt 

jedoch 

S A T Z  7.2. 1ede DarsteUung ~ yon F in e inem abzi~hlbar stetigen 

komplementi~ren modularen Verband ist direkte S u m m e  yon Darstel lungen der 

Typen  O, • und + IIn. 

Beweis.  Zun~ichst folgende etwas allgemeinere Uberlegung: Sei M ein 
abz~ihlbar stetiger modularer  Verband,  L ein Unterverband  von M und u~, v~ 
komplement~ire neutrale Elemente  in L (n < ~ )  so, dag u~ ~ u~+~ und vn---v~+~. 
Sei L '  der  yon L erzeugte abz~ihlbar vollst~indige Unterverband yon M, u = I-I u~, 
v = ~ vn. Dann  gilt wegen der Stetigkeit u + v = ~ (u~ + ~ vm) ----- 11 (u,~ + vn) = 1 und 
uv = 0 sowie ux + vx = l-I u .x  + Y: v.,x = l-I (u .x  + Y v. ,x)  >-[I (u~x + v,,x) = x fiir alle 
x ~ L. Da  die Giiltigkeit yon ux + vx  = x = (u + x) (v  + x)  bei der Bildung endlicher 
und gerichteter abz~ihlbarer Infima and Suprema erhalten bleibt, sind die Abbil- 
dungen x ~ .  ux und x ,--> u + x  (x ~ L ' )  sogar abz~ihbar vollst~indige Verbands-  

homomorphismen.  
Fiir eine Darsteltung q~ :F---> M wenden wir dies an auf die E lemente  q~s., q~g. 

( n < ~ ) .  Dann  ist u =I-I qos., v = ~  q~g. eine direkte Zerlegung yon q~ u n d e s  gilt 
s,,(qo~,ex . . . . .  qOue4) = q~.s,, = uq~s,, = u fiir alle n und l-[ s,,(u+q~el . . . . .  u+q~e4) = 
I-I (u + q0s.) =YI q0s. = u sowie F[ s,,(q~oel . . . . .  q~.e4) = 0 wegen des Isomorphismus 
yon [u, 1] auf [0, v]. Indem man q~ auf duale Weise weiter zerlegt, erh~ilt man 

somit  eine Darstellung yon q~ als direkte Summe yon r +, q5 und q~- mit 
[I s.(q~+et . . . . .  q~+e,) = O, s~(~et . . . . .  ~e,) = 1 und s*((pel . . . . .  ~e,)  = 0 fSr a l l e n  
und ~ s*(q~-e~ . . . . .  to-e4) -- 1. Zur  weiteren Zerlegung von q~- : F ---> M -  benutzen 

wir. 

H I L F S S A T Z  7.3. Ist ~p : L ---> M eine Darstellung in e inem abziihlbar stetigen 

modularen Verband und fiir ]edes n >- 0 {a., b.}  eine direkte Zerlegung yon ~o sowie 

b o = l ,  a~---a,,+~, b.>-b~+~ und Y . a . = l ,  so ist B = { b ~ a . + l l n > - O }  eine direkte 

Zerlegung yon q~. 
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Beweis .  Der  von den a~ und b,~ erzeugte Unterverband  ist distributiv, da er 
von zwei Ket ten erzeugt word. Dutch  Indukt ion ergibt sich boa1 +" �9 �9 + b,a ,+ l  = 

a .  + b .a .+ l  = a .+ l (b .  + a . )  = a~+t. Also gilt fiir k > n bkak+l(boat +" " "+ b.a .+l)  = 
bkak+~a~§ <--bkak = O. Da  ~ b.a~+t = )S a~§ = 1 vorausgesetzt  wurde,  ist B eine 
Basis yon M. Wegen der Stetigkeit geniigt es zu zeigen, dal3 b o a l ~ x + "  "+ 

b.O~+l~OX = (boal +" �9 �9 + b.a.+~)tOx = a~+~q~x ffir alle x gilt. Dies geschieht durch 

Induktion:  boaltOX +" �9 �9 + bnan+l~X = anq~x + bnom+lq~x = an+t(Omq~X + b,q~x) = 

Sei auf M -  eine Komplement ierungsopera t ion  gew~ihlt. Dann  gibt es einen 

Homomorph i smus  0 -  von F in M -  mit r  = O ~ Wir wenden den Hilfssatz an 

auf die Folgen 0 = q~-s* = q~-t* --- q~-s* --- q~-t* - .  �9 �9 und 1 = G-g* = G-t'o* --- G-g* -> 
0 - t* - - -  . . . .  . Betrachte den direkten Summanden  ~ mit b O-'*t,s,§ Sei a der 

~0 t,)q~ s,§ von Bild q~- und 8 der I somorphismus  Endomorphismus  x ~ ( x +  - *  - * 
- ,  - *  

von [q~ t , ,  r s ,+l]  auf [0, b] mit x ~ xb. Dann  gilt q~ = 8 o a o q~-. Wegen * Sn+l 
(aq~-el, . ,  ar  - -  - -  * �9 . --q~ S,+t und t*(a~o-el . . . . .  aq~ -e 4 )=aq~- t*=  

q~ t ,  folgt S,+l(q~bel, �9 . . ,  q~eg)=  b und t*(q~-~e~ . . . . .  q~e4) = 0. d.h. ~o~ ist vom 
T y p +  IIn.  Entsprechend erh?ilt man,  dal3 fiJr b = - - *  * O s , t ,  q~-g direkte  Summe von 
D a r s t e l l u n g e n v o m  T y p + I ~ n  (benutze das Dual  zu 3.2). Ffir q~+ findet man eine 
Zer legung auf dem Umweg  fiber duale Zerlegungen.  Ohne die Voraussetzung der 
abzfihlbaren Stetigkeit ist die Aussage des Satzes nicht mehr  richtig, ja  nicht einmal 
fiir Untervektorraumverb~inde unendlichdimensionaler Vek to r r~ iume-  vgl. C. M. 
Ringel [22; 2.6]. Man kann jedoch mit demselben Vorgehen wie oben  immerhin 
eine " ideale"  Zerlegung finden, indem man M in einen abz~ihlbar stetigen 
Verband  e i n b e t t e t -  es genfigt sogar die Stetigkeit, die man durch die Einbet tung 
in den Fil terverband des Idealverbandes erh~ilt. 

w Zur Struktur von FM(4) bis anti lineare .A, quivalenz 

Sei cr bzw. "f die von allen komplement~iren modularen bzw. arguesischen 
Verb~inden erzeugte VerbandsvarietSt.  "//" wird von den Verb~mden L(P~)  P ein 
endlicher PrimkSrper,  n<or erzeugt, bei cr kommen  noch die nicht desar-  
gues 'schen projekt iven Ebenen  h i n z u - v g l .  [12]. Die von einem Rahmen  erzeug- 
ten subdirekt irreduziblen Verb~inde in "//" sind gerade die L(P~,), P Pr imk6rper  
[11;2.2] .  Also ergibt Satz 7.2 eine vollst~ndige Liste subdirekt  irreduzibler 
Verb~inde in "//', die von einem Quadrupel  erzeugt werden. Insbesondre  kann man 
in "//" (und in cr das Wor tprob lem in vier Erzeugenden 15sen. 

Den freien Verband  F~ in "F mit  0 und 1 in 4 Erzeugenden erh~ilt man,  indem 
man  F nach der linearen ,~quivalenz im Sinne von I. M. Ge l ' f and  und V. A. 
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Ponomarev [7] faktorisiert: x und y aus F heiBen linear ~iquivalent, falls ~x = Cy 
ffir jede endlichdimensionale lineare Darstellung von F. Die Struktur yon FI ist 
weitgehend bekannt: Satz 6.3 liefert die neutralen Elemente  1 - sl ~- tl >- s2 >- t2 >- 
�9 . . > , * > - * > t * ~ s * > - 0 .  w und 3 beschreiben die Struktur der  Intervalle 

- -  ~ 2  - -  ~ 2  - -  

[t~, s,+l] und [s,, t,], Satz 4.2 den Quotienten mit sn = 1 und s* = 0  ffir a l l en .  
Hieraus k6nnen wir insbesondre den Unterverband der neutralen Elemente 
bestimmen. 

Sei B+(n) der yon s,, t, und P,i (i ~4) erzeugte Unterverband yon F1. Dann 
besteht B+(n) aus plusquamperfekten Elementen und ist wegen Satz 3.2 ein 
Boolescher Verband mit Atomen p,i (i ~ 4). Die Definition yon B+(n) stimmt (in 
F~) mit der von I. M. Gel 'fand und V. A. Ponomarev [7] fiberein, da dies ffir die 
subdirekt irreduziblen Faktoren von F~ der fall ist. B-(n) ist dual definiert und B 
als die Vereinigung aller B+(n) und B-(n). In [7] und [8] wurde vermutet ,  dab 
jedes perfekte Element  von F~ zu B geh~Srt. Wir geben hier weitere plusquamp- 
erfekte Elemente an, die im Zusammenhang mit KSrpercharakterist iken stehen. 

Sei n~imlich m ~ 3 und FV(4~,~) der von einem Rahmen der Ordnung m frei 
erzeugte Verband in V. Dann gibt es nach [11;6.2] ffir jede quadraffreie Zahl k 
Etemente  ck, G yon FV(q5,~) so, dal3 fi~r jeden Homomorphismus q~ yon FV(q~m) 
in einen Verband L(P'~)- P endlicher PrimkSrper -q~ck = 1 und q~G = 0 gilt, falls 
IPI ein Teiler yon k ist, sonst aber q~Ck = 0  und q~ck = 1. Da FV(~bm) subdirektes 
Produkt  der L(P"d) ist, sind ck und ca komplement~ire neutrale Elemente in 
FV(cb,n), insbesondre also plusquamperfekt.  Die Elemente der Form ca und ck 
bilden offenbar einen Unterverband von FV(da,,), der zum Verband der endlichen 
und koendlichen Teilmengen der Menge der Primzahlen isomorph ist. An- 
dererseits sind die ca und ca die einzigen neutralen Elemente von FV(ch,,). Ffir 
jedes weitere neutrale Element ware n~imlich die Menge I bzw. Y der Primzahlen 
p, fiir die der kanonische Homomorphismus % von FV(qbm) auf L(P'~) mit IPI = p 
q~pu = 1 bzw. %u = 0  ergibt, unendlich. Nun faktorisiert aber der kanonische 
Homomorphismus von FV(cb,,) auf L(Q~)- Q der rationale ZahlkiSrper-durch 
jedes subdirekte Produkt  fiber unendlich viele der q~p (vgl. [11; 4.3]), es miiBte 
also in L(Q~) 0 = q~u = 1 gelten, ein Widerspruch. 

Wegen der Plusquamperfektheit  yon t, und s,+x erzeugt der nach 2.1 zu den 
t,e i + s,+~ (] ~4) bestimmte Rahmen eine isomorphe Kopie von FV((~2n+l). Ffir 
n -- 1 sei/3+(n) der Verband der neutralen Elemente hierin, wie oben angegeben. 
Die Elemente  yon/3+(n)  sind dann auch in Fz plusquamperfekt.  Ebenso erzeugt 
der nach 3.3 zu den e~p,~ + ~ (] ~ 4) bestimmte Rahmen eine Kopie von FV(q5,). 
Ffir n >-3 sei /3~(n) der Verband der neutralen Elemente hierin. /3+(n) sei das 
Erzeugnis der/3~-(n) (i 6 4), das wegen 3.2 gerade zum direkten Produkt  dieser 4 
Verb~inde isomorph ist. /3+(n) ist dann der Verband aller neutralen Elemente  in 
[t,, s,]. SchlieBlich sei / )+(1)= 1, B+(n)=B+(n) fiir n = 1,2.  Die /3-(n) und 
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/~-(n) seien dual definiert, /3 sei die Vereinigung aller /3§ /3+(n), /3-(n), 
B-(n) .  

SATZ 8.1. /~ ist der Unterverband aller neutralen Elemente in F~. Jedes 
Element yon B ist plusquamper[ekt. 

K O R O L L A R  8.2. Jedes neutrale Element yon FM(4) ist perfekt. 

Da F~ subdirektes Produkt fiber endlichdimensionale lineare Darstellungen ist, 
ist jedes perfekte Element von Fz neutral in F~, also/3 gerade der Unterverband 
aller perfekten Elemente yon F~. 

Sei Flp der Quotient von Fi nach folgender Kongruenz: x ist kongruent zu y 
genau dann, wenn q~xq~y ffir alle endlichdimensionalen linearen Darstellungen q~ 
fiber einem Schiefk6rper der Charakteristik p gilt. Np ist der freie Verband in der 
Variet~it "rp, die von allen Verbiinden L(P~) mit char ( P ) = p  erzeugt wird. "Vp 
enth~ilt keinen Verband L(P~,) mit char (P )~  p -  vgl. [12]. 

Z U S A T Z  8.3. In Flo ist das Bild yon B der Unterverband aller neutralen 
Elemente. 

Man vergleiche hierzu V. Dlab und C. M. Ringel [5], wo gezeigt wurde, dab es 
h6chstens 16 perfekte Elemente in F~o gibt, die nicht zu B geh6ren. Der Beweis 
des Satzes erfolgt in mehreren Schritten. 

I. Es gibt kein Element u in F mit s,>-u>-s* ffir alle n. Sei n~imlich u ein 
solches Element, P ein fest gewiihlter Primk6rper und q~, : Fi ~ / - ~  = L(P  2"§ die 
Darstellung vom Typ -IIn,  L das subdirekte Produkt fiber die q~,, q~ der 
kanonische Homomorphismus von Fz auf L. Sei M 4 der Verband der Lgmge 2 mit 
4 Atomen, IX ein Homomorphismus von F~ auf M 4. Wie unten gezeigt wird, 
existiert ein Homomorphismus ~ von L auf M4 mit Ix = tiq~. Da u ----- s, ffir alle n 
gilt, haben wir r  = 0, also ~u = 0. Definiert man nun L*, q~* und Ix* dual, so 
folgt ~o*u = 1, also Ixu = 1, ein Widerspruch. 

Die Existenz yon t2 erhalten wir wie folgt: Sei ~ nichttrivialer Ultrafilter auf 
N, L '  der von den g~ = (q~,el [ n > 0)/~: (i ~ 4) erzeugte Unterverband des Ultra- 
produkts l-[ L,/~:. Es gilt offenbar fiir i ~ ] aus 4 elei = 0 und es ist ~ + ei Koatom, 
da entsprechendes in allen L~ der Fall ist. Auf L' ist eine Kongruenz gegeben mit 
x ~ y  genau dann, wenn [xy, x + y] endliche L~inge hat. Der Quot ien t  L ' / -  ist 
aber zu M4 isomorph. 

II. Ist u neutral in F so gilt entweder u --- s* ffir a l len  oder u --< s, ffir al len.  
Sei das Gegenteil angenommen und n und m minimal mit s , ~  u, s*:~ u. Dann 
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sind v = us, + s*, uv und u + v neutral in F~ und voneinander  verschieden. Sei L 
das h o m o m o r p h e  Bild yon Fl unter  x~--~x(u+v)+uv.  Dann  sind u und v 
komplement~ire neutrale Elemente  yon L, also L das direkte Produkt  seiner 
Intervalle [uv, u] und [uv, v]. Wegen des Isomorphismus x~-->x(u+v) yon 
[ s , , u+s , ]  auf [ v , u+v]  und Hilfssatz 5.3 hat man jedoch ( e i ( u + v ) + v ) •  
( e ~ ( u + v ) + v ) = v  fiir alle i ~ ]  aus 4. Entsprechend erh~ilt man e~v+uv+eiv=v.  
Also ergibt sich ein Widerspruch, wenn man den folgenden trivialen Hilfssatz auf 
S = M4 anwendet.  

H I L F S S A T Z  8.4. Stein M und S Verbiinde, o" und 3' verbindungs- bzw. 

schnitterhaltende Abbildungen yon S in M so, da[J M yon der Vereiningung L der 
Intervalle [o'x, "yx] (x ~ S) erzeugt wird. Dann gilt M = L. 

L E M M A  8.5. Sei L der freie modulare Verband mit Erzeugenden a, b, c, d und 
Relationen s,(a, b, c, d) = 1, s*(a, b, c, d) = 0 fiir al len.  Dann sind 0 und 1 die 
einzigen neutralen Elemente yon L. 

Beweis. Wegen Satz 4.3 ist L subdirektes Produkt  der von A. Day,  R. Wille 
und dem Verfasser in [4] eingeffihrten einfachen Verbiinde S(n, 4) - Fig. 2. Dabei  
gibt es fiir jede der Projektionen q~:L ~ S(n, 4) eindeutig bes t immte  i < j  aus 4 
so, dab cek + ~0el = 1 ffir {k, l} ~ {% j} und q~ekce~ = 0 fiir {k, l} ~ {i, ]} falls n gerade 
bzw. ffir {k, l } ~ 4 - { i , ] }  falls n ungerade.  Wir schreiben dann q~ = q~,,ii- Zu  jedem 
n, i und j gibt es zwei Verbandseinbet tungen a und /3 yon S(n, 4) in S(n +2 ,  4) 
so, dab ar <- q~,+2,je und/3q~,0e -> q~,+2,~e ffir alle e aus {a, b, c, d}. Ist u neutral 
in L und X entweder  die Menge der  geraden oder  der ungeraden Zahlen,  so mu8 
folglich zu gegebenen i, ] entweder  q~,~iu = 0 ffir a l l en  aus X oder  q~,~fu = 1 ffir alle 
n aus X gelten. Andererseits  ist aber ffir gegebene i, j und X der Verband M4 
homomorphes  Bild des subdirekten Produkts fiber die ~O,~j : L ~ S(n, 4) (n ~ X),  
wie man Theorem 5 in [4] en tn immt oder ~inlich wie im Fall I beweist.  Sei nun q~ 

der kanonische Homomorph i smus  von L auf M4. Da  M4 einfach ist, gilt entweder 
q~u = 1 und somit q~ju = 1 ffir alle n, i und j (also u = 1) oder  q~u = 0 und u = O. 

H I L F S S A T Z  8.6. Der modulate Verband M sei in seinen Idealverband 5~(M) 
eingebettet. Dann gilt: (a) Sind die u~ <<-u~+ 1 (n~-O) neutral in M, so ist u =Y~ u~ 
neutral in 5~(M). (b) Ist q~ ein Homomorphismus yon M in einen endlichen Verband 
L, so definiert ~ X  = ~ q~X einen Homomorphismus yon .~ (M) in L. 

Beweis. (a) D a  ~ ( M )  aufw~rts stetig ist, gilt ffir x ,y  aus M ( x + y ) u - -  

3~ (x + y)u~ = )~ (xu,, + yu,) = xu + yu. F/Jr a, b aus ..~(M) gibt es gerichtete A, B ~_ 
M mit a = ~ A, b = Y. B, also u(a + b) = Y~ (u(x + y) I x e A, y ~ B) = 
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Y~(ux+uy)  l x ~ A , y ~ B ) = u a + u b .  (b) ~ ( X + Y ) = Z q ~ ( x + y l x ~ X , y ~ Y ) =  

~ X + ~ Y  ist trivial. Zu X aus 5~(M) gibt es x e X  mit ~X=q~x,  also f f~X~Y= 

q~xq~y = q~xy <--~(XY), da xy in X N  Y liegt. 

III .  Ist u neutral in F ,  so gibt es ein n mit u->sn oder  u--<s*. Wegen II  
k6nnen wir (bis auf Dualitiit) u>_s * fur a l l e n  voraussetzen. Sei Fl in den 
Idealverband M seines Fil terverbandes eingebettet .  Sei s der von den sn erzeugte 
Filter, s* das yon den s* erzeugte Ideal. Nach Hilfssatz 8.6(a) und seinem Dual 
sind s u n s  s* neutral in M. Wir behaupten,  dab der yon den ~ = es + s* (e ~ E)  

erzeugte Unterverband L '  i somorph zu dem Verband L aus L e m m a  8.5 ist. Es 
gilt offensichtlich s,(~i,/~, g, d ) = s  und s*(ci, b, g, d ) = s *  fiir alle n. Da  die sub- 
direkten Faktoren S(n, 4) von L zu "g geh6ren (vgl. [4]), geniigt es zu zeigen, dab 
jeder  Homomorph i smus  q~ von F~ auf S(n, 4) durch L '  faktorisiert.  Dazu setze 
man zun~ichst q~ nach 8.6(b) zu q5 : M---~ S(n, 4) fort  und beachte  qSs = 1, qSs* = 0 ,  
also qS~ = q~e. 

Man betrachte nun das Element  us von L' .  Es ist neutral in L ' ,  also us = s* 

oder  us = s nach L e m m a  8.5. Sei zun~ichst us = s* angenommen.  Wegen I gibt es 
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ein minimales n mit  u:~ s~. D a n n  liefern u und us~ + s e i n e  direkte  Zer legung  des 

yon den e(u + s )+  us~ (e ~ E)  erzeugten Unte rve rbands  U. D a  [us~, us~ + s ]  fiber 

x~--~xs zu L i somorph ist, hat  U das direkte Produc t  [us,,  u ] x M 4  als 

h o m o m o r p h e s  Bild. W e g e n  des I somorphismus  x ~--~x+s, yon  [us,,  u] auf 
[s~, u + s~] gilt j edoch us,  = (u + s)(us~ + e~)(us~ + ej), also fiihrt Hilfssatz 8.4 zu 

e inem Widerspruch.  Folglich muB u ~ - s  gelten, d.h. u zu dem von  den s, 

e rzeugten  Filter geh6ren.  D a  diese eine absteigende Ket te  bilden, gibt es ein m 

mit  u -> sin. 
Wir  be t rachten  nun die absteigende Kette  C der E l e m e n t e  1 = t o > s 1 >  t~> 

s2 > t2 > "  �9 � 9  Fz. 
IV. Ist u neutral  in Fz und gibt es x, y in C mit x - > u > y ,  so gibt es einen 

Pr imquot ien ten  p/q in C mit p >- u > q. 
D a  per  definit ionem die neutra len  E lemente  des Intervalls  [q, p] yon  Fl zu /3 

geh6ren ,  beschlieBt dies den Beweis  yon Satz 8.1. 

De r  Nachweis  yon  IV erfolgt durch  Indukt ion  fiber die Lgmge l des Intervalls 

[y, x]  yon  C. Wir  behandeln  zuniichst den Indukt ionsschri t t  l - 1 ~ l ffir l --> 3. Sei 
x in C minimal mit x > u und y in C maximal  mit y -< u, die Liinge yon  [y, x] sei 

l -  > 3 .  Sei x der  untere Nachbar  yon x in C, ~ der  obere  Nachbar  yon  y in C. 

D a n n  gilt f - < x  und man  kann die Indukt ionsvorausse tzung  auf u_x und u + f  

anwenden .  Folglich m ug  u x mit  f und u + f mit _x vergle ichbar  sein, also u x <- 

und u + ~-> x nach der  Wahl  yon x und y. Mit der  Modularit~it folgt  _x = f, d.h. 
l = 2  und es bleibt nur dieser Fall, d.h. s~>-s~+l bzw. t~>-u>t ,+~,  abzuhan-  

deln. 

H I L F S S A T Z  8.7. Die Abbi ld ing x ~ x ~ ist ein Isomorphismus yon F~ a u f  den 
yon den eq~ (e ~ E)  erzeugten Unterverband Li mit  gr6[Jtem bzw. k le ins tem Element  

q~ bzw. O. Ist u in Fz neutral, so gilt u ~ =uql  und u = u q ~ + u q i  ( i r  ]) falls  u<-s2. 

Beweis.  Zu jedem q~ :F~--* S, S subdirekt  irreduzibel,  gibt es n~imlich ein 
qJ :F~ ~ T, T subdirekt  irreduzibel  und eine E inbe t tung  a yon  S in T mit 

aq~e = tkeq~ (e ~ E).  Dies stellt man  durch Inspekt ion der  Liste der  subdirekt  
irreduziblen fest. Z um  Beweis der  zweiten Behaup tung  sei nur  angemerk t ,  dab 

q~u = 0 oder  q~u = 1. 

Wir  zeigen nun durch  Indukt ion  fiber n : sn >- u - s~+l impliziert  u >- t, oder  
u --- tn. F i i r n  = 1 ist dies trivial. Ffir n ~ 2 schlief3en wir so: u i i s t  neut ra l  in Li und 

s,_~(aq~ . . . . .  dq~) = s ~ -  u ~ -> s~+l = s,(aq~ . . . . .  dq~), also nach Induk t ionsannahme  
u ~ ~ t~_l(aqi . . . . .  dq~) = t~ oder  u -- tin. Dies gilt ffir jedes i ~ 3, also gibt es i r ] aus 

3 mit u ~>-t~ und u i___t~ oder  aber  u ~--tin und u j - - t~ .  W e g e n  u = u  ~+u  i und 
i i t, = tn + t~ erh~ilt man  u -> t~ oder  u ~ t~. 
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Fiir t~ - u -> t~+1 verlhuft  der Induktionsschrit t  ganz analog.  I m  Fal le  n = 1 sei 

u-~s2 und u~s2  a n g e n o m m e n .  D a s  E l e m e n t  us2 ist neutral  in It2, s 2 ] ~ M  4, also 

e ines  der  15 E l e m e n t e  ~ ( p 2 i l i e I )  mit  I ~ 4 .  Man  hat o . B . d . A ,  r =  

p2t+P22+P23>-us2 . D a n n  ist auch v = u + r  neutral,  v ~ s 2  und vs2 = r. Wir wen-  
den  nun Hi l f ssatz  8 .4  an auf [r, v + s2] mi t  S = [r, s2] = M3. Sei  o- die  Identit~it auf S 

und 3 , ( r + e s 2 ) = ( v + s 2 ) ( d + e ) + s 2  . D a n n  ist V sogar  e ine  E i n b e t t u n g  von  S in 
[d(v + s2) + s2, v + s2]. Is2, v + s2] n~imlich nichttrivial v o m  Typ - H 1 .  Es  miil3te 

also x ~ S g e b e n  mit  o'x --< v --- 3,x und s o m i t  o'x = r, 3'x = v + s2 w e g e n  trx --< s2 --  3,x. 

D a s  ist j e d o c h  unm6gl ich ,  da ~/r = d(v  + s2) + s2 < v + s2. 
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