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Rahmen und erzeugende Quadrupel in modularen Verbanden

CHRISTIAN HERRMANN

In der vorliegenden Arbeit soll die Bedeutung der Ergebnisse von Nazarova
[19] und Gel’fand-Ponomarev [6], die Klassifikation der endlichdimensionalen
Vektorrdiume mit einem ausgezeichneten Quadrupel von Unterraumen bet-
reffend, fiir die Untersuchung modularer Verbénde mit vier Erzeugenden deutlich
gemacht werden. Wesentlich hierfiir ist der Begriff des Rahmens (v. Neumann
[20]) - eine verbandstheoretische Abstraktion des projektiven Koordinatensys-
tems. Es wird nimlich zu jedem unzerlegbaren Quadrupel von Defekt#0 ein
entsprechendes Quadrupel von Erzeugenden a, b, ¢, d eines von einem Rahmen
frei erzeugten modularen Verbandes angegeben und durch Relationen der Form
u(a,b,c,d)=1, v{a, b,c,dy=0 charakterisiert, wobei u und v benachbarte
FElemente einer induktiv definierten Teilmenge B des freien modularen Ver-
bandes FM(4) mit vier Erzeugenden sind. Als Nebenergebnis stellt sich heraus,
daB jeder von einem Rahmen erzeugte Verband auch von vier Elementen erzeugt
wird.

Umgekehrt wird auch ein Teil jener Klassifikation mit rein verbands-
theoretischen Mitteln hergeleitet. Zunéchst erweisen sich die Elemente von B als
perfekt im Sinne von Gel'fand and Ponomarev [7], d.h. sie nehmen bei einer
endlichdimensionalen unzerlegbaren linearen Darstellung nur die Werte 0 und 1
an. Dariiberhinaus erhilt man zu jedem Homomorphismus von FM(4) in einen
abzihlbar stetigen komplementierten modularen Verband eine direkte Zerlegung
in Faktoren von Defekt 0 und in Faktoren obiger Art, die durch Relationen
relativ zu einem Rahmen bestimmt sind, also vermdge des v. Neumannschen
Koordinatisierungssatzes iiber einem reguliren Ring ganz analog zum Vektor-
raumfall beschrieben werden kdnnen.

Gel’fand und Ponomarev [7] hatten vermutet, da3 bis auf lineare Aquivalenz,
d.h. wenn man FM(4) nach allen in allen Verbidnden von Untervektorrdumen
giiltigen Gleichungen faktorisiert, die Menge der perfekten Elemente von FM(4)
gerade B ist—die von ihnen definierte Menge stimmt bis auf lineare Aquivalenz
mit B iiberein. Nach Dlab und Ringel [5] (vgl. auch Dlab [25]) gibt es, wenn man
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FM(4) entsprechend einer festen Korpercharakteristik weiter faktorisiert,
hochstens 16 perfekte Elemente auBlerhalb B. Es wird gezeigt, daB in diesem Fall
B gerade die Menge aller perfekten Elemente ist und daf im allgemeinen alle
weiteren perfekten Elemente in den Intervallen [v, u], u/v ein Primquotient von
B, liegen und bei vorgegebenem Rahmen den endlichen und koendlichen Mengen
von Korpercharakteristiken # 0 entsprechen.

Uber Teilaspekte dieser Arbeit ist in [10] und [14] berichtet worden. Wesent-
lich ist eine induktive Betrachtungsweise der Struktur von FM(4), die unabhéngig
auch von W. Baur [24] entwickelt und zum Nachweis der Entscheidbarkeit der
Theorie der Quadrupel von Untervektorrdumen benutzt worden ist.

Der Verfasser ist der Vanderbilt University, Nashville, wo die erste Hailfte
dieser Arbeit wihrend eines Gastaufenthalts entstanden ist, zu Dank verpflichtet.
Nicht weniger Dank gebiihrt dem Referenten fiir eine Vielzahl verbessernder
Hinweise.

§0. Heuristik

Fir einen Korper oder allgemeiner fiir einen Ring R mit 1 ist der kanonische
Rahmen von Ordnung n das folgende System von Untermodul des freien Moduls
R%:

ai=Rei9 ciizR(ei—ej)’ u=0a v=R" (1Si!jsn, i%])y

wobei ¢, den i-ten Einheitsvektor (0,...,0,1,0,...,0) von R" bezeichnet.
Allgemein heiit ein System a;, ¢;, u, v (1<i,j=<n,i#j) von Elementen eines
Verbandes ein Rahmen der Ordnung n falls gilt:

aiZa,-=u, Zai=v, a;c;; = U, a;+c;=a+a;,
j#=i i

Gij = Cii» cik=(ai+ak)(cij+cjk) fir 1=<ijk=n, i#j#k#i

Abstrakt kann man einen Rahmen der Ordnung n als ein System von Erzeugen-
den und Relationen auffassen.

Ein Rahmen in ein em modularen Verband ist natiirlich schon bestimmt durch
die Elemente g;(1=<i=n) und ¢; mit (i, j)e G, wobei G ein vorgegebener
zusammenhéngender Graph auf {1,..., n} ist. Ist G ein Baum, kann man statt
des kanonischen Rahmens auch den Rahmen

a; = Re; ¢ =R(e +¢), u=0, v=R" (I=i=n, (i,j))e G)

betrachten. Das soll im Folgenden stets geschehen.
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Nach [19] und [6] hat ein unzerlegbares Quadrupel (V,U,;,..., U,) von
Unterrdumen eines endlichdimensionalen Vektorraums stets Defekt 0, 1 oder
+2, wobei der Defekt Y dim U, -2 dim V ist. Fiir den Defekt —2 und —1 geben
wir die Klassifikation hier an, die Falle +2 und +1 sind dual.

Defekt —2: V=R?>"}

a=Re,+--+Re,, b=Re,,»+ - -+Rey, 1
C =R(€2+ezn+1)+' N '+R(en+1+e"+2), d =R(el+62n)+' . ’+R(en+en+1).

Alle Permutationen fithren zu isomorphen Quadrupeln. Um den induktiven
Aufbau dieser Familie zu erkennen betrachten wir

Q3=(a+d)(b+c)=Re2+. - ++Re,,
aqs = Re,+- - -+ Re,, bgs=Re,.,+ -+ Re,,
cqs=Rles+e,,)+ -+ R(e, 1T €,40),
dqs = R(e;+ez,-1)+- - -+ R(e, T e,.1).

und

g=(a+c)b+d)=Re,+---+Re,_,+R(e,+e,,;+e,.2)+Re, .3+ -+ Reyyg
ag;=Re,+---+Re,_,, bg;=Re, .3+ -+ Res, sy

cg2=R(ey+epi)+  +R(€_ytes) tRle, te 1t et ens)
dg;=R(e;+ez,)+ -+ R(e, 2+ en13)+ R(en 1+ e T+ ena)

Man bemerkt, daB die 2n— 1-dimensionalen Quadrupel (g3, ags, - . ., dqs) und
(42, A4a, - - . , dg») zu der betrachten Familie von Quadrupelngehdren. Dazu wihle
man im ersten Fall das Koordinatensystem

Az v o520, C32n5+++ 5 Gt n+2, €C22n—15 - - + 5 Can+1

und im zweiten

Ay, .05 n15 200415 Anazs - - oy A2n+15C22n+15 - - + > Cn—1n+as

2Cn+1n+35 C12n0« + + 5 G2 n+35 2Cn—1 n+1
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mit
28,117 R(en + en+1 + en+2)7 2Cn+1 n+3 ™ R(en + €n+1 + en+2+ en+3)

und

2Cn-1n+1=R(€a_1 e, T e,.0).

In der Vereinigung dieser beiden ist das Koordinatensystem fiir den Raum V
enthalten, d.h. man kann das urspriingliche Quadrupel rekonstruieren. AuBerdem
fihrt die Anwendung der Reduktion *“q,” auf ags, ..., dg; ebenso wie die der
Reduktion ‘““q5” auf aq,, ..., dq, zu dem Quadrupel aq.qs, ..., dq,q; und zwar
beidesmal mit demselben Koordinatensystem.

Defekt —1: V=R"*!

(a) n+1=2m a=R(e,+e, )+ - +Re,+eym1)
b=R(e;+eys)+- -+ R(e, +es,)
c=Re,, 1+ -+Re,,, d=Re+:-+Re,

(b) n+1=2m+1 a=Re, .+ - +Re,, .y, b=Re,;+---+Re,

c=R(e;+e,.)+ +R(e,+e,)
d=R(e;+en)+ - +R(e, +emmsr)

In beiden Fallen fithren die Permutationen von b, ¢, d zu isomorphen Quad-
rupeln. Es gibt jeweils genau vier nichtisomorphe Quadrupel, die durch die
Position des Teilraums von Dimension m—1 bzw. m + 1 bestimmt sind.

Reduktion im Fall (a)

g:={a+c)}b+d)=Re,+---+Re,,
aq=R(e;ten.)+ -+ R(em +€2m_1)
bg,=R(ey+e,2)+ - -+Rle, +ey)

cq,=Re 1+ -+ Res, dq, = Re,+' - ' +Re,
gs=(a+d)b+c)=Re;+---+Re,,,_,
aq;=R(e;+ e, )+ +Rlen +e2m_1)
bgs=R(e;+en.1)+ "+ R(ep_1te3m-1)

cqs=Re, .1+ - +Resp1, dq;=Re,+- - -+Re,,.
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Reduktion im Fall (b)

g;=(a+c)(b+d)=Re;+---+Re, +Re, >+ - -+Rey .1
aq;=Re, 2t +Re,, bg,=Re,+- - -+ Re,,
cq:=R(e;+en42)+ - "+ Rle, +e5,)
dg,=R(e;+e,.2)+- -+ Rle, +epmsy)
gs=(a+d)b+c)=Re;+ - +Re,,

aq; = Re, .1+ -+ Re,,, bgs;=Re,+- - -+ Re,,
¢qs=R(e;+ e )+ +Re, +e,,)
dqs;=R(e;+e€,.2)+ " -+ R(e,_1+es,).

Alle diese abgeleiteten Quadrupel lassen sich nach geeigneter Permutation als
n-dimensionale Glieder dieser Familie auffassen, wenn man die Koordinaten

Ayis Cyisj

benutzt. Dabei ist ¢ eine injektive Abbildung von {1,...,n}in{l,...,n+1}und
zwar

i+m i<m

i =i+ 1bzw. '={
=t w v i—-m+1 i=m

im Falle (a)

i i=m m+i i=m
[ = b . [ = :
v {i+1i>m A {l._m > im Falle (b).

Auch hier fiihrt die weitere Reduktion mit g; bzw. g, zu demselben Quadrupel
aq.qs, - - - » dq,q; und demselben Koordinatensystem.

§1. Einige Verbandspolynome

Sei F der von vier Elementen a=e,, b=e,, c=e3;, d=e, frei erzeugte
modulare Verband mit Null- und Einselement. Die Elemente f aus F konnen wir
auf die tbliche Weise als vierstellige algebraische Operationen f(xi,...,Xs)
auffassen. Es sei

g, =(a+b)c+d), g =(a+c)(b+d), gs=(a+d)b+c).

Fiir i = 1, 2, 3 bezeichne f—f* den Endomorphismus von F mit 1—g;, 0—0 und
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e—>¢q; fiir 1=j=4. Wir definieren nun zwei Serien s und ¢t von Elementen in F
induktiv durch die Vorschrift:

so=1, s;=a+b+c+d, Spr1=Sh+si+sd

to=1, t=(a+b+c)a+b+d)a+c+d)b+c+d), tior =2+,

Offenbar sind beide Polynome symmetrisch in allen Variablen. Wir werden im
Folgenden die Abkiirzung m={1,..., n} benutzen.

LEMMA 1.1. Es gelten

(1) qq; =4, d.h. (F) =y fiiri#jaus 3 und f aus F.
(2) s, =s'+sl und t,.,=t,+d firifjaus 3und n=1
(3) giS,1 =5, und gty =1, firiaus 3 und n=0

4) t, 1=<8,.1=t, =5, furnz=0

(5) ee;=s, und ee;=t, firi#jaus 4 und n=0.

Beweis. Drei einfache, aber wichtige Konsequenzen der Modularitit sind

6) x+y(x+z)=(x+y)x+z)=x+z(x+y)

(7 x(y+2)sylx+2)+z(x+y)=(x+y)x+z)y+2)

8) wix+y)+x(w+z2)=(w+x)x+y)w+2z).

Es sei darauf hingewiesen, daB, wenn in den folgenden Beweisen der besseren
Lesbarkeit halber nur konkrete Vorgaben von i aus 3 betrachtet werden, dies

stets durch die Symmetrien von F gerechtfertigt ist.
(1) erhilit man sofort aus (8):

gi=[lab+d)+bla+c)cb+d)+d(a+c)]l=q1q..

Der Fall n=0 in (3)(4) ist trivial: q,<t,<s,<t,=35,=1. Sei also n=1. Die
Definition ergibt
sl=a(c+d)+b(c+d)+c(a+b)+d(a+b),
s2=a(b+d)+bla+c)+c(b+d)+d(a+c),
si=a(b+c)+bla+d)+cla+d)+d(b+c),
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also s!+s2=s3 wegen (7). Weiterhin folgt mit (8)
asi=qg=(a+b)c+d)a+c)=alc+d)+cla+b)=<s!

und somit q,5, = q,(s1 +s3) = s]. si=t, und s} = q; + g, (j# k) lassen sich unmittel-
bar ablesen und ziehen s, =<t und s,=gq;+g, nach sich. Fir die zweite Serie
haben wir definitionsgemaf

=[a(c+d)+blc+d)+cla+b)alc+d)+bl(c+d)+d(a+b)]
X[alc+d)+cla+b)+d(a+b)][b(c+d)+cla+b)+d(a+b)],

also insbesondre ti=s, und t,<s,. Setzen wir
g=[a+blc+d)+clalc+d)+b+dla+c+d(a+b)][b+c(a+b)+d]

und geht p aus g durch Vertauschung von b und ¢ hervor, so erhalten wir mit der
Modularitit t{ = q,q und t; = q,p, also t;+1t3=qp(q, + q,). Wegen q,+q,=s, =13
und der Symmetrie von F bleibt q=1t} zu zeigen. Aus (6) ergeben sich jedoch
at+b(c+d)+c=a+d(b+c)+c=aqs+dqg;+cqs=t; und auf analoge Weise die
restlichen Inklusionen. SchlieBlich haben wir q,t3=q,q=1t], also qit,=
q.(t} +3) = t1 + q, £ = t}. Damit sind (2)-(4) fiir n =<1 nachgepriift und wir been-
den den Beweis mit dem folgenden Induktionsschritt: Es sei u=s oder u =t und
i#j# k+#i; dann folgt wegen (1) und (2) qu},= aqiut, = qliul = (qu, Y = (U, _Y =
u,-1(aqaq, - - ., dgq) = (ui,_))" = (qu,) = ul. Aus der Induktionsannahme (3) folgt

uk = (qu, +qu,)* = qful+qruk <ul +ul,

also u,.; = u+ul. Hieraus folgt sofort qu,.,=q(u’+ul)=ul+qu! =u’. Der
Nachweis von (4) ergibt sich nun sofort aus der Monotonie der Ver-
bandspolynome. (5) zeigt man ebenfalls induktiv: Wir haben ab=<s, und ab=
ag:bg, = (ab)*=s3=s..,

Sei im Folgenden M stets ein modularer Verband mit O und 1 als Konstanten
und a =e,, b =e,, ¢ =e;, d = e, Elemente von M. Wir werden die Elemente von
F und die ihnen unter dem kanonischen Homomorphismus entsprechenden
Elemente von M in der Bezeichnung nicht unterscheiden.

LEMMA 1.2. (a) Gilt t;=1, so folgt Y, .; e, =1 fiir alle j aus 4. (b) Gilt s,=1,
so folgt q;+aqu =1, q;=Y; ¢q, und e, =Y, e,q; fiir i# k aus 3. (c) Gilt t,=1, so folgt
e, = eq; +eq, fiir i aus 4 und j# k aus 3.
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Beweis. (a) ist trivial. (b) Wegen (3) gilt Y, eq, =5\ =¢gs,=¢; also auch
1=s,=8 +sk=g +q.. Fir p=a(c+d)+a(b+d)+b+c haben wir p=d(a+c)
und p=d(a+b) aus (6), also p=si+si=1 und somit aq,+aq,+ag;=
alc+d)+ab+d)+a(b+c)=ap=a. (c) Es gilt t}=gt,=q, also insbesondre
a(c+d)+b(c+d)+d(a+b)=gq,. Es folgt a(c+d)+b+d=q;+g,=1 mit Teil
(b). Daraus erhilt man

ag+agqz=alc+d)+alb+d)=alalc+d)+b+d))=a
LEMMA 1.3. s, =sX gilt fiir alle n und m, wobei f* dual zu f.

HILFSSATZ 1.4. Fiir jedes subdirekt irreduzible homomorphe Bild von F tritt
einer der folgenden Fiille ein:
(a) Es gibt eine Permutation m von 4 mite,,+te,=e st+e 4,=1=5, und e e ,=
e 3e..=0=s% fur alle n.
(b) 0= ee; =inf, e Gn1Gn2Gn3 = Sr. fiir alle i# ] aus 4 und m <o in F(F).
(c) 1=e+e€ =SUPp < F1 +qE2+qhs=s,, fir alle i#] aus 4 und m <o in $(F).

Dabei sind ‘die q,; induktiv definiert durch g, =1 und g@uei1x=
k(G 1 DGn i CQnics Adnyi). Der Hilfssatz wiederholt das Lemma aus [13]

abgesehen von der Aussage iiber die s,, und s;.. Diese ergibt sich mit Lemma 1.1
durch Induktion. Die Behauptung des Lemmas 1.3 folgt dann unmittelbar.

HILFSSATZ 1.5. Fiir n=1 gilt Gu = g5 ..

Beweis durch Induktion iiber n. Fir n=1 ist die Aussage per definitionem
richtig. Sei n=1. Dann erhilt man

Qn+1.c = Qk(aqu cees dQn,k) = Qk(aQﬁ—Lk, e dqﬁ—l,k)
= Qk(akQﬁ—Lk, e qulr:—m) = (Qk(aqn—m ey dqn—l.k))k = q’:l.k'

§2. Quadrupel von Defekt —2

Entsprechend den Quadrupeln von Defekt —2 betrachten wir fiir einen
Rahmen & der Ordnung 2n+1 die Polynome

n 2n+1 n+1
ef@)=La,  eid)= Zzai, e3(d)= Y Cianras
i= P=n+ i=2

es(d) = Z Ci2n+1-i-

i=1
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SATZ 2.1. Sei n=0 und ar eine Permutation von 4, M ein modularer Verband
und e; aus M. Dann sind dquivalent
(i} M wird von e,, €, €3, €, erzeigt und es gilt t, =1, 5,,,=0.
(i) Es gibt einen erzeugenden Rahmen ¢ der Ordnung 2n+1 von M so, dal3
e, =e"(¢p) firi=1,...,4, gilt
Uberdies ist der Rahmen in (ii) eindeutig bestimmt.

Beweis durch Induktion. Auf Grund der Symmetrie von F braucht man
jeweils nur den Fall zu betrachten, da = die Identitét ist. Fiir n =0 ist alles, fur
n =1 ist (ij)=> (i) trivial. Gilt (i}, so erhilt man den gesuchten Rahmen mit a, = q,
as=b, cio=d, c,3=c und a, =(a, +cp)(as+cys).

Zur Vorbereitung des Induktionsschrittes machen wir folgende Beobachtung:
Sei ¢ : a;, ¢;;, 0, 1 ein Rahmen der Ordnung 2n+1 von M und ¢ = e}{&). Seien 3¢
und ,¢ gegeben durch ;a,=a;, s¢;=c¢; (i,j#1,2n+1), 3u=0 und ;v =q; be-
ziehungsweise a4, =a;, 2¢;=¢; (L,jFmn+1l,n+2), ,u=0, ;0=¢y, 20,41~
42y + Gnsr + G i), 2Cn-in+1 = G2fCrns1F Cnoins2) und 2Cn+1n+3 =

q2(cnn+3+cn+1n+2)'
Dann sind 3¢ und ;¢ Rahmen der Ordnung 2n—1 und es gilt gei(d)=

er (o) fiir i aus 4 und k=2, 3.

Fiir k =3 ist dies offensichtlich wegen g5 =Y, a;. Sei k =2. Es gilt ¢, +e;=
Yirnttnez &G FCnrinszs €2F€4=Yinnni1 &G+ Conrr, als0 gu=(e;+e3)(ex+e))=q
fir i#n, n+1, n+2 und 2 =q2 Y & = Yinnstnsz 4 +20,41. Mit den iiblichen
Methoden des Rechnens in Rahmen erhilt man

r

Q2Cnn+1 = ( Z 4 + cn+1n+2)cnn+l = (an + Cn+1n.+2)cnn+1
t¥n+in+2

= (a‘n + (an + a‘n+1)cn+1n+2)crm+1 = al1cnr|+l = 0;
20n+1 2Cn—1n+1 = G2((@n + Ay + O+ 2)Cr1n+2F Cans1)
= QCin+1 = 07

Gzt Cnsr=(e2te)(ey+ ezt ) =€t e =a, .,

und
20n+1F 260-1n+1 = G2(02( 0 + Qi1 F i) F Cun1 F Crm1ns2)
= qo((@n + Q1+ G2 (G2t Cuns) F Cro1nsd)
= q2((@n + Gpr1F Gni)(e2t€) T aniat Crin+2)
= q((@n + Gpir F Gpi2)(e2F €4) + A1 T Gpa)
= qo@noy Oy F Oyt @) = G+ QoA+ G + Ar2)

= ol —1 T 200 11-
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AnaIOg erglbt sich Q2Ch+in+2™= 0: 20n+12Cn+1n+3 = 0 und 20n+1 +ch+1n+3 20n+1 +

28n.3. Also bestimmen die ,a;, 2¢; (i, j¥n,n+1, n+2) mit 2a,.1, 2Ca—1n+1 und
2Cn+inss €inen Rahmen ,¢ der Ordnung 2n—1. SchlieBlich hat man q,a,=
(ez+ e )@, + ani1)y = Cpns18n, =0 und ¢,a,.,=0. Aus den Definitionen folgt
daher mit Modularitit g,e; = e} ().

Wir schliefen nun von n—1 auf n=2. Gilt (ii) und sind ,¢ und ;¢ wie eben
bestimmt, so haben wir nach der Induktionsannahme t2_,=gq,, t>_,=gq; und
s2=s52=0. Wegen n=2 gilt q,+q;=1, also t,=t:_,+ta_1=1 und s,,,=
s2+52=0. Da fiir k=2,3 ,¢ im Erzeugnis der q.e, liegt und eindeutig bestimmt
ist und da ¢ in ¢ U3¢ enthalten ist, liegt ¢ im Erzeugnis der ¢; und ist ebenfalls
eindeutig bestimmt.

Gelte umgekehrt (i). Dann haben wir fir k=2,3 tX_, =qt, = q und sk
QiSn+1 =0, also einen Rahmen ¢ mit qe; = e/ (. ¢) und v = g, der den von den
qre; erzeugten Unterverband erzeugt. Die Notation sei so gewahlt, dafl ;¢
gegeben ist durch 3a;, 5¢; mit i, j# 1, 2n+1 und ,¢ durch ,a;, 2¢; mit i, j#n, n+2.
Wenden wir nun die obigen ﬁberlegungen auf ,¢ und ;¢ an, so erhalten wir
Rahmen 3,¢ und ,3¢ der Ordnung 2n —3 mit

el (520) = 6133" 'od) = qaqs6 = grer T Gd) = €F H230)

Es folgt 3,9 =53¢, dh. a4, =34 und ,¢;=3¢; fir 2=i, j=2n und
i,j¥nn+1,n+2. Weiterhin gilt (;a;+,82,41)93 = (a1 +202,41)95 =0, da die
obige l"Jberlegung allgemein qs(a; + az,4,) =0 ergab. Definiert man nun a, = ;a,
C; =a¢; fir 2=<i, j<2n sowie q;=,a; fir i=1, 2n+1, €} 2. =2C; 20, C22n41=

2€2 2041 (BZW. €14 = (C13t Ca3)(ar+ay), €5 = (¢35t Cas)(az+as) falls n=2), so

sind die ay, ..., a,,.; unabhingig und wir erhalten wegen n =2 einen Rahmen ¢
der Ordnung 2n+1 mit u =0 und v =q,+q;. Wegen t, =1 folgt mit Lemma 2.2
schlieBlich v=1 und e=gq,¢+qse;=e (@) fur i aus 4, da man

e 1 od)+ el (3¢) = el(¢) unmittelbar aus den Definitionen ablesen kann.

§3. Quadrupel von Defekt —1

Um die Quadrupe! vom Defekt —1 ebenfalls verbandstheoretisch zu kenn-
zeichnen, sei fiir einen Rahmen ¢ :q;, ¢; der Ordnung »n definiert:

fir n=2m: fi(d)= Z—: Citi m+i> fald)= Z Cim+i
i=1 i=1

pe= ¥ a0 fo=La

i=m-+1
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fir n=2m+1: fi(¢)= i a;, f"(¢)=

i=m+1

f)= L cimes  fiS)= ; Cimr1si

W Mg

Weiterhin bendtigen wir die folgenden Polynome: Fiir i# j aus 4 sei g; = (¢; +¢;)
Lki; € und fiir beliebiges f aus F sei f = f(agy, bqy, cqy, dqy;). Ferner sei induktiv
definiert

Poi =1, P =€t Pas+1: = Z Pi{j'

i*j
Offenbar gilt q; = qu. falls {i, j}={k, I} oder {i, j, k, [} =4, und q; = Q-1
LEMMA 3.1. Es gelten

(10) pps1:i= pn,+p“,< firn=1und i#j#k#iaus4
(11) qypn+1 i =Py fiirn=1 und i#jaus 4
(12) t,=<pu =S fir n=0 und i aus 4.

Beweis. Der Fall n=0 und t; <p,; =5, sind trivial. Fiir {i, j, k, I} =4 gilt nach
(7) pii+pii=eaq;+equ = ej(ec +¢) +e (e +e)=ele +e)=p; sowie nach (1)
und der trivialen Beziehung gy <t; q,;p¥ = qyqu = ¢l =t{=pY,. Induktionsschritt
mit  1.1(1): p;u—(pn TR PARTALE L (Tl 1,)"‘ +(Or )T S PPl QD =
pii+qpii = p da qypif = (qupu)™ = (PEL)™ = (ph_ ) = pl = pil..

SATZ 3.2. Sei M ein modularer Verband, e, aus M und gelte t (e, e,, €5, €,) =
0. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) M wird von ey, e,, es, e, erzeugt und es gilt s, = 1.
(i) Pn1> Pu2> Pu3s Pua bilden eine direkte Zerlegung von M und fiir i aus 4 wird
(0, pni] von €1p,i, €:Dnis €3Pnis €aDni €rzeugt.

Beweis. (i) folgt aus (ii) sofort mit (12). Die umgekehrte Implikation wird
durch Induktion bewiesen. Der Fall n =0 ist trivial und der Fall n =1 ergibt sich
aus 1, =26 " Y;x € Sei n+1=2. Aus s,,,=1 folgt mit 1.1 s¥i=gq; also ist
pii(k € 4) eine direkte Zerlegung es von den eli(k € 4) erzeugten Unterverbandes.
Wegen 1.2 haben wir fiir x aus {1, a, b, ¢, d} Y, xq; = x und somit

L 1D = L 0= Z xpal+ Z X3+ X Xpat = Xqua+ Xqys+Xq1s =X
1

i
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Zum Nachweis der Unabhingigkeit der p,.,; (i aus 4) bleibt - wieder wegen der
vorhandenen Symmetrien- pnyy ;- Yie1 Das1; =0 zu zeigen. Wegen (10) gilt
jedoch mit g= pnl+pn3+pn4 und A =pni+Dn2t Pra A= Prir1 Liwt Pav1 =
(pr3+pi) (P2 +p2a+pli+pli+prd+pad) =(paa+pa3)(g?+h"). Da in einem
modularen Verband ganz allgemein a+c<=e und b+d=f (a+b)(c+d)=
(e+Na+Hc+Nb+eXd+e)=ela+Hlc+H+f(b+e)(d+e)=(at+ef)c+ef)+
(b +ef)(d + ef) nach sich zieht, erhalten wir

A =(Di3+ 12013082+ 412013) (PR3 + d12g13) (R + q12G13).

Nun ist nach der Induktionsannahme fiir i =2,3 p}}, pih, pls, pl, eine direkte
Zerlegung des von aqy; bq1: Cq1i> dq,; erzeugten Unterverbandes, der ins-
besondre q;2¢.3, Pa g' und h' enthilt. Daraus folgert man A =gq;,q,3; und
41382 = QP i+ QusPe3+ quaPai Sowie qih'?=quapnit+quapi+diapai. Wegen
(11) haben wir fiir 1#i#j#1, beliebiges k, und | mit {k, [}={1,i} bzw.
{1,i, k, I} =4

qllpnk (Qthk) = (qklpnk) I= (pn 1l U= (pn -1l ‘-

Damit ergibt sich

A<(lepn2+%29n3)(413812+‘hzhu) [(pn—14)13+(pn WAL
X[(Pn 13)13+(Pn 11)13+(Pn——1 1)13+(Pn 12)12+(Pn 11)12"'(?“-1 3)12]

= (Pn—m . Z Pn—li)(a‘hz‘hs, .o +» dqi2q13).

i=3

Aus der Induktionsannahme folgt schlieSlich A =0.

SATZ 3.3. Sei M ein modularer Verband, e,,...,e, aus M und 7 eine
Permutation von 4. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) M wird von ey, e,, e;, e, erzeugt und es gilt t, =0, p,.,=1.

(i) M wird von e,, e,, e;, e, erzeugt, es gilt t, =0, s, =1 und e, +¢ =1 fiir
alle j# 1, falls n ungerade ist, ¢;+e, =1 fiir alle w1 # j# k# w1, falls n
gerade ist.

(iiiy Es gibt einen erzeugenden Rahmen ¢ der Ordnung n von M so, dafi
e = f7(&) fir alle j aus 4 gilt.

Uberdies ist der Rahmen in (iii) eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Aquivalenzen werden durch Induktion iiber n bewiesen. Sei
zunichst w1 =1i. Fir n=0 ist alles trivial. Sei n=1. Aus (ii) folgt p;; =¢;+t; =
Y =1, also (i). Aus (i) folgt ¢, =p;; =1 und ¢ =p;;p;; =0 fur j# i, insbesondre
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ist also M isomorph zum zweielementigen Verband D,. (iii) gilt dann offensicht-
lich und zieht seinerseits M = D, und (ii) nach sich.

Sei nun n+1=2 und geite (ii). Mit {i, ], k, [}=4 folgt fir ungerades n
g;=¢€+te¢ --e”+e‘J und ej+ei=¢ +e (e, +¢)=q; Ist n gerade, so folgt g; =
e, +e =el+el und ei+ei=e/e +el)+e,c = g;. Also haben wir nach der Induk-
tionsannahme p¥; = q; fir alle j# i, also p,.,; = 1.

Im Beweis (i)é (iii) => (ii) betrachten wir zun#ichst den Fall n=2. Wegen
t,=0 gilt pii=e/+ti=el und py=¢le.+e)t+ele+e)telet+e)=
(¢ +e)(e+e)(e+e). py=1 impliziert also ¢;+e¢,=1 und wegen 3.2 ¢=
(e, +¢;)(e; + e )€+ e ) = py = 0. Insbesondre ist M also zum fiinfelementigen Ver-
band M; der Linge 2 isomorph und (iii) offensichtlich erfullt. Umgekehrt zieht
(iii) in diesem Fall sofort M = M; und somit {ii) nach sich.

Zur Vorbereitung des Induktionsschritts machen wir folgende Beobachtung:
Seien a3 und a, die Involutionen auf 4 mit a;=(13)(24) und a4 (14)(23). Fur
eine beliebige Permutation 7 auf 4 und k = 3, 4 sei definiert 7* = 7wa,. Offenbar
gilt #*1=mk, m*4=72==*3 und (7°)*=(m*> Sei nun fir k=3,4 ¢* die
injektive Abbildung von n in n+1 mit

Pi=i+1, falls n+1=2m

Wii= i+m i<m
" i-m+1l i=zm

dﬁz—{lﬂ o ¢1i={:"_+rri S fallsntl=2me+l.

Man priift leicht nach, daB Bild ¢2UBild ¢i=n+1.

Sei nun ¢ ein Rahmen g, ¢; 0,1 der Ordnung n+1 von M und k=3,4.
Dann wird durch ,a; =a,y, «Cj=cCyxyy €in Rahmen ¢ der Ordnung n
bestimmt und es folgt aus der Giiltigkeit von e,; = ff "' (¢) fir j=1,2,3,4, daB
Qe 1t = 2i=1 @ und eﬂﬂk Sdnink " €= A1t (D) = f{(®) gelten. Da die An-
wendung von m einer Umnummerierung der f7*' entspricht, geniigt es den Fall

=id zu betrachten und qyf}*'(¢)=1%,(d) zu beweisen. Dies ergibt sich
jedoch sofort aus der Giiltigkeit von qy3=Y727 a; fur n+1=2m, q13 =Y em+1 &
fir n+1=2m+1 und gq;4,=Y/-, @ in beiden Fillen. Als Nebenergebnis kann
man ablesen, daf fiir einen Rahmen ¢ der Ordnung n+1=3, der zu Rahmen ¢
in der angegebenen Weise iiber ¢ in Beziehung steht,

fy”l(d’) = ﬁgi(3¢) + szj(4¢) gilt.

Sei nun 7 gegeben und gelte (iii) fiir n+1 >3. Bildet man wie oben fiir k=3,4
&, so gilt nach der Induktionsannahme pZi™ = q, 1.« Mit 1.2(b) und (10) folgt
SOfOrt Praim1 =Pty + prri* = Quin3+ Quina= 1. Da ¢ in der Vereinigung von 3¢
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und ,¢ enthalten ist, ist ¢ wie diese eindeutig bestimmt. AuBerdem gilt s,,,=
Pn+11= 1. Die weiteren Behauptungen von (ii) ergeben sich unmittelbar aus der
Definition der Terme f}. Gelte umgekehrt (i) fir n+1=3. Aus (2) und (11)
erhalten wir 737 =0 und pIir*=q.im fir k=3,4. Also gibt es nach der
Induktionsannahme fiir k =3, 4 jeweils einen Rahmen ¢ :,a;, (¢; (i, j =), Gr1mk
der Ordnung n mit e7.™ = f;(.¢). Mit dem analogen Reduktionsschritt n — n—1
bilden wir 43¢ und 340 mit 7373 c ey =1 4sd) und qTLTL C €roy=
" 1(:40). Es folgt 77 (430) = f7 7 (34¢), also 43¢ =3,¢, da nach der Induktion-
sannahme zu (7%)* = (7*)? nur ein Rahmen gehéren kann. Also erhélt man n+1
Elemente a; so, daB ax =,a, fir k=3, 4 gilt. Ist J=Bild ¢, K =Bild ¢ und
{i}=K -1, so folgt

4L a=aqiiii L a=a- )Y &)l a=a- ) =0,

jej iel keKNJ jeJ jeKNJ

da ,¢ ein Rahmen ist. Also sind die a4, ..., a,., unabhingig und man erhélt mit
den ¢; der Form cyuys =xC; (k=3,4) einen Rahmen der Ordnung n+1.
Wegen Lemma 1.2 folgt ¥ @; =qr173+ Grina=1 und €,; = qp123€m T Au1malj =
qr1m3€w3ayjT Ar1n3Crda,i = fo,izP) + failad) = f?ﬂ((ﬁ), wie behauptet.

§4. Anwendungen auf die Theorie modularer Verbande

Aus Satz 3.3 liest man unmittelbar ab, daf} jeder von einem Rahmen erzeugte
Verband auch von einem Quadrupel erzeugt werden kann. Genauer

SATZ 4.1. Zu jedem n gibt es ein System von 4 Erzeugenden und 2 Re-
lationen, das in der Klasse der modularen Verbinde dquivalent ist zum Rahmen
der Ordnung n (aufgefapt als System von n? Erzeugenden und n>+1 Relationen).

Teilaspekte hiervon hat schon G. Hutchinson [15] benutzt, als er beweis, dal
es ein System von 5 Erzeugenden und endiich vielen Relationen gibt, das in der
Klasse aller modularen Verbdnde ein unlosbares Wortproblem hat. Mit obigem
Satz kann man den Beweis von Lipshitz [17] fiir den Fall von neun leicht auf den
Fall von fiinf Erzeugenden iibertragen. Wir geben einen AbriB3: Sei S eine freie
Halbgruppe mit Erzeugenden g,,...,g (n=4) und Relationen v, =w,
(1=i=m). Wir geben Verbandsrelationen auf e, ..., es an. Zunichst:

Pui€1, €5, €3, ) =€, +e,tes+e,+es

tn(ela €3, €3, 34) = €1€,€3€4€5.
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Diese garantieren, dal nach Satz 3.3 ein Rahmen g, ¢; der Ordnung n gegeben
wird (mit 7 =id). Nach J. v. Neumann [19] (vgl. auch B. Artmann [1]) hat man zu
k#1 Verbandspolynome add (x,y) und mult, (x,y) in x,y und den a,c;
derart, da8 in jedem modularen Verband M mit Rahmen a;, ¢; die Operationen
add,; und mult, eine Ringstruktur auf M ={x|{xq =aa, x+a =a.+a}
definieren — dabei ist M;, isomorph zu M,; vermdge der Abbildung ¢ x =
(x+¢i)(ay +a;) mit i von 1, j und k verschieden. Wir nehmen nun die Relationen

esq;=a;a; und es(a;+a)+a=a,ta (2=sj=n)

hinzu, die ausdriicken, daB g =es(a,+q;) in M;; liegt. Mit der Definition g =
¢;28; = (g +¢p)a, + ay) erhalten wir zu jedem Halbgruppenwort w in g,..., g,
ein Verbandswort w in e;,...,es indem wir g durch g und die Multipikation
durch das Verbandspolynom mult,, ersetzen.

Sei nun L der freie modulare Verband mit Erzeugenden ey, ..., es und den
Relationen &, = w; (1 =i=<m) sowie allen anderen schon eingefithrten Relationen.
Wir behaupten, daB v=w in S genau dann gilt, wenn 0 =W in L gilt.

Betrachtet man ndmlich die von g,, .. .,g, erzeugte Unterhalbgruppe von L,,,
so erfiillt diese die Relationen von S. Also impliziert die Giiltigkeit von v = w in
S, daB § =w in L gilt. Andererseits kann man S stets als Unterhalbgruppe eines
Ringes R mit 1(z.B. eines Halbgruppenringes iiber S U{1}) auffassen. Sei nun M
der Untermodulverband des freien Moduls A von Rang n itber R und a;, ¢} der
kanonische Rahmen von M. Wir kdnnen M,;, mit R identifizieren (vgl. B.
Artmann [1;5.7]). Wiéhle ey, ..., e; nach Satz 3.3 und es=Y (¢ | 2=<j=n).
Dann gilt g(ej,...,es)=¢zg, gle1,...,es5)=g und die Elemente ej,...,e;5
erfullen die Relationen von L. Also gibt es einen kanonischen Homomorphismus
von L auf M. Gilt nun §=w in L, so auch in M, also v=w in S.

Wihlt man S als Halbgruppe mit unlosbarem Wortproblem, so hat folglich
auch L ein unlésbares Wortproblem. Mehr noch, das L definierende System von
Erzeugenden und Relationen hat ein unldsbares Wortproblem in jeder Quasi-
varietit 2 modularer Verbidnde, die einen Untermodulverband eines freien
abzihlbar erzeugten unitdren (O-Moduls enthélt, wobei Q ein beliebiger Ring mit
1 ist (s. G. Hutchinson [15]). Wahlt man namlich R als den Halbgruppenring iiber
S U{1} mit Koeffizienten in Q, so ist der oben betrachtete Modul A auch freier
abzihlbar erzeugter Q-Modul, also M in 2 enthalten.

Die Ergebnisse aus §2 und 3 werden erginzt durch

SATZ 4.2. Sei M ein subdirekt irreduzibler modularer Verband mit Erzeugen-
den e, e, €3, e, und gelte s, =1, s% =0 fiir alle n. Dann gibt es eine Permutation m
von 4 so, daf} e+ e ,=est+e =1 und e e, =e,ze,.,=0, dh. M erscheint in
der in [13] angegebenen Liste.
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Die Struktur des freien modularen Verbandes mit vier Erzeugenden und
s, =1, s¥=0 fiir alle n ist folglich durch die Ergebnisse von Abschnitt 5 in [13]
beschrieben.

Zum Beweis nehmen wir zunichst das Gegenteil der Behauptung an, namlich
daB Alternative (a) aus Hilfssatz 1.4 nicht eintrete. Dann liegt 0.B.d.A. der Fail
(b) vor. Wir behaupten, daB

€ =eq, 1+ eqm2qk3

fiir alle e in E ={a, b, ¢, d} und n, m, k =0 gilt. Fir n =0 ist dies trivial. Sei n = 1.
Wir benutzen Induktion iiber m + k. Der Fall m + k =0 ist wieder trivial. Sei also
0.B.d.A. m=1. Dann hat man nach 1.5

eqy+ €qm 23 =(€q,)* + €271 27 3 = (€q, + G _12Gi 3)* = €2 = €qy,

also eq; + €q,,2qx.3 = €q, + eq, = e nach Lemma 1.2. Fiir n =2 ergibt sich induktiv

€qn1+ €qmaGr3 =€ qno1 1t (€Gm 20k )" = (€Gn_1.1+ €Gm2ai3)' =€' =eq; und mit
dem Fall n=1

eqn teq 2,3 = €eq; T eqm 2qk 3 = €.

Sei nun M in seinen Filterverband (M) eingebettet, Q, der von den q,; (n <)
erzeugte Filter und M’ der von E und den Q; (1=i=3) erzeugte Unterverband
von F(M). Da F(M) abwirts stetig ist erhalten wir fiir ¢ aus E eQ,+eQ,05=
IT (eqny | n <) +T1 (€Gm 2Gms | m <) =[1 (1 (€Gn, | 1 <®)+ G 2Gm 3 | M <o) =
[1(egn1+€qm2dms|n, m<o)=e und insbesondre Q,+Q,Qs=a+b+c+d=1.
Folglich ist M’ direktes Produkt seiner Intervalle [Q,, 1] und [Q,Q5, 1] (vgl.
Poguntke [21], Lemma 1.2). Wegen Symmetrie folgt Q,+Q3;=1 und e=
eQ,+eQ; fiir e in E. Also ist [Q,Q5, 1] direktes Produkt von [Q,, 1] und [Q5, 1].
Da M subdirekt irreduzibel ist, ist es schon in einem der [Q, 1] enthalten. Das
zieht aber Q, =1 fiir j# i nach sich und insbesondre g; = 1. Dann zerfillt E aber
in zwei Paare zueinander komplementérer Elemente, wie im Satz behauptet.

§5. Einige neutrale Elemente von FM(4)

Ein Element u eines modularen Verbandes hei3t neutral (s. [18; §3]), wenn
x —> (ux, u+x) eine subdirekte Darstellung von M in [0, u]x[u, 1] ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn fiir alle x, y aus M u, x, und y einen distributiven



Vol. 14, 1982 Rahmen und erzeugende Quadrupel 373

Unterverband von M erzeugen (es geniigt u(x+y)=x+uy nachzupriifen). Die
Gesamtheit aller neutralen Elemente von M bildet einen Unterverband on M.

SATZ 5.1. Die Elemente sy, t1, D1, S2, bz, P21 (i €4) sind neutral in F.
Zum Nachweis dient Proposition 2 aus [13].

LEMMA 5.2. Sei M ein modularer Verband, u in M, S ein Verband und «a eine
ordnungserhaltende Abbildung von S in M so, daff «(S) M erzeugt, x — u+ax
Schnitte und x — ax Verbindungen erhdilt. Dann ist u neutral in M.

Es sei bemerkt, dal, wenn x+> u-+ax Schnitte erhilt, fur alle x,y mit
a(x+y)=ax+ay schon ua(x+y)=uax+uay gilt. Wegen (u+ax)u-+ay)=
u+axy =u-+axay erzeugen namlich u, ax und ay einen distributiven Unterver-
band.

Beweis des Satzes. s, ist neutral, da es das einzige Koatom von F ist.

Zu t;: Wihle S als den Potenzmengenverband auf E={a, b, ¢, d} und aX =
Y X, wobei ¥ §=0. Dann gilt mit X, ={¢;|j#i} t,+aX, =Y X, und wegen der
Modularitit t; + ce; =[] (aX; | j# i). Folglich sind die t, + ae; (i € 4) unabhiinging in
[ty, 51] und X +> t; + @X ein Isomorphismus auf den von ihnen erzeugten Unter-
verband. Also ist ¢, neutral.

Zu s,: Wegen der Neutralitit von ¢, kdnnen wir statt F ein homomorphes
Bild mit ¢;(a, b, ¢, d) =1 betrachten. Sei S, die Menge der Partitionen auf E mit
der zur Inklusion dualen Halbordnung-eine geometrische Veranschaulichung
dieses Verbandes ist in Fig. 1 gegeben. Setze al=1, a0=0, a(wr)=Y XY Y fir
7 =1{X, Y}und a(w) =Y E — X, falls X die einzige zweielementige Klasse von 7 ist.

Wir priifen (s,+ ay)ax =s,+axy zunichst fir den Fall nach, daB x und y
Koatome sind. Sei zum Beispiel ax=a+b. Fir ay=a+c¢ haben wir
(a+b)a+c+s)=(a+b)at+c+q s)=a+s,+(a+b)c=a+s,, da 5, =
qiS2+g;s, und s,=e(f+g) fir je drei verschiedene Elemente von E gilt. Fiir
ay=c+d erhalt man (a+b)c+d+sy)=(a+b)c+d+q,s,)=
{(a+b)c+d+ab+d)+b(a+c)=q,+ab+d)+bla+c)=q;+s,. Aus Sym-
metriegriinden deckt dies alle Fille ab.

Seien nun x, y Atome, z = x+y Koatom - zum Beispiel «z =a+b und ax = a.
Fir ay=b ergibt sich a(b+s,)=alas,+b+c)=as,+a(b+c)<s,. Es gilt
namlich s,<as,+b+¢, wie man sofort mit (7) aus 81 nachrechnet. Im Falle
ay=q,; benutzt man, daB} s,=<as,+c+d also a(s,+c+d)=s, gilt, d.h. daB
a,c+d und s, einen distributiven Unterverband erzeugen. Es folgt q,(a+s,) =
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Fig. 1

(a+b)alc+d)+(c+d)sy)=alc+d)+q,s,<s,. Da damit alle mbglichen Fille
ausgeschopft sind, erzeugen s,, ax und ay fiir alle x,y aus S, einen distributiven
Unterverband. Insbesondre gilt s,(ax +ay) = s,ax +s,ay, falls a(x +y)=ax +ay.
Dies ist der Fall, wenn x+y oberer Nachbar von x und y ist: Zum Beispiel
a+q=a+(a+b)c+d)=(a+ba+c+d)=a+b und a+b+g,=a+b+
(a+c)b+d)=(a+b+d)a+b+c)=1. Der einzige andersartige Fall ist ax =g,
ay =gq;. In diesem gilt aber s, =g;s,+¢g;s, nach Lemma 1.1.

HILFSSATZ 5.3. Fiir alle n=1 gilt

(a) Fiir jede Wahl von i# j# k# i aus 4 erzeugen e, ¢; + ¢, und t, bzw. ¢, ¢, + ¢,
und s, ., einen distributiven Unterverband.

(b) t.(a+t,...,d+t)=t, und s, .(a+S,sy,...,d+S11)=Smt1.

Beweis. Der Induktionsanfang n =1 wird durch die Neutralitit von ¢, und s,
garantiert. Dies gilt auch fiir die Hilfsbehauptung at, +ct, +dt, =t¢,, Im Schluf}
von n auf n+1 haben wir at, . +cty +dt, =Y a'ti+c'ti+dit, =Y ti =t
Folglich erzeugen a, ¢ +d und t,,, einen distributiven Unterverband und es gilt
gila+t,.)=(a+bYalc+d)+(c+d)t,)) =ag, +qt,.,. Aus Symmetriegriinden
haben wir g;(e+1t,.,) = eq; + qit,., fur alle e aus E und i aus 3. Wegen qt,,, =
t.{aq, ..., dq) erhilt man dann mit Induktion

tn(qu(a+ tn+l)’ LI ] q:(d + tr|+1))
= tn(aqi +tn(aqis s ey in), e dqx +tn(aqia ey dqx))
=t (aq,...,dq)=1t,St,.,.

Es folgt

foer(@+ tosrs s dt b )= 2 b (@@t b)), .., Gld+ ) St

Fiir die s,.; schlieft man ganz analog.



Vol. 14, 1982 Rahmen und erzeugende Quadrupel 375

Zur Neutralitdt von t,; Wegen der Neutralitdt von s, konnen wir M mit s,=1
betrachten. Sei M; der Verband von Léange 2 mit 3 Atomen. Definiere «;: M; —
M durch

aj'a,'. = eiqi,», a]- 1 = Z a"ai, a]'O = 0,
i

wobei q; (ie4,i#j) die Menge der Atome von M, bezeichne. Sei S=T, die
vierte Potenz von M; und « von S in M als die Summenabbildung
a(xy, X2, X3, X4) =, o;x; definiert. Wegen 5.3(a) gilt z.B. bg,(a+t,,...,d+1t)=
b(c+d)a+t,,...,d+t)=(b+t)c+d+t)=t,+b(c+d)=t,+bq,=t,+a,a,.
Daher ist x+— t,+ax eine verbindungserhaltende Abbildung von S in den von
a+t,,...,d+t, erzeugten Unterverband L. Nach 5.3(b) und Satz 3.2 und 3.3 ist
aber L isomorph zur vierten Potenz von M; und es sind die e¢q;(a+t,,...,d+1,)
gerade die Atome von L. Also ist x = t,+ ax ein Isomorphismus von S auf L und
t, nach Lemma 5.2 neutral in M und somit auch in F. Die Neutralitit der p,; und
p; folgt nun unmittelbar aus Satz 3.2.

§6. Perfckte Elemente

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir Darstellungen von
Quadrupeln in komplementiren modularen Verbanden. Dazu einige verbands-
theoretische Vorbemerkungen (vgl. F. Maeda [18;1,1I]). Sei M ein modularer
Verband mit 0 und 1. M heiBit X-stetig (¥ eine Kardinalzahl), falls M ¥X-
vollstindig istund a Y, D =Y (ad | d€ D) bzw. a+[] D=]] (a+d | d € D) fiir jede
aufwirts bzw. abwirts gerichtete Teilmenge D von M der Kardinalitit< 3% gilt.
Eine Teilmenge B von M heif3t Basis, alls Y B=1 und a} E=0 fur alle
endlichen Teilmengen E von B und a € B—E gilt. Kombiniert man Lemma 1.2
aus W. Poguntke [21] und Satz 3.8 aus F. Maeda [18], so erhdlt man

HILFSSATZ 6.1. Ist B eine Basis von M, EU B eine Erzeugendenmenge von
M, M |B|-stetig und gilt x=Y (xb|be B) fir alle xe E, so sind x+~> (xb|beB)
und (x, |beB)—>Y (x, | be B) zueinander inverse Isomorphismen zwischen M
und dem direkten Produkt der Intervalle [0, b] (b e B) von M. Insbesondre sind die
Elemente von B neutral in M.

Eine Darstellung eines Verbandes L ist ein Homomorphismus ¢ von L in
einen komplementiren modularen Verband M. Sie heil3t n-dimensional bzw.
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linear, falls M von Linge n bzw. der Verband aller Untervektorrdume eines
Vektorraums ist. Eine Basis B von M ist eine direkte Zerlegung von o, falls
ox =Y (bex | be B) fiir alle x aus L gilt. Ist M |B|-stetig, so geniigt es dies fiir die
x aus einer Erzeugendenmenge von L zu fordern (Hilfssatz 6.1). Zudem sind
dann auch die ¢, :L—>[0,b] mit ¢,x =bex Darstellungen und ¢ die direkte
Summe der ¢, (b € B). Weiterhin ist dann mit b’ =Y B —{b} dic Menge {b’' | b € B}
eine duale direkte Zerlegung und der direkte Summand ¢, isomorph zu x—
b’ + ¢x. Ist B disjunkte Vereinigung von B; (i€ ) und ) B; = b, so ist B genau
dann direkte Zerlegung von ¢, wenn {b; | i € I} direkte Zerlegung von ¢ und die B;
direkte Zerlegungen der ¢, sind. SchlieBlich heie eine Darstellung ¢ unzerleg-
bar, falls {0, 1} die einzige direkte Zerlegung von ¢ ist.

Sei nun ein fester Verband L gegeben. Ein Element u von L heif3t nach I. M.
Gel'fand und V. A. Ponomarev [7], [8] perfekt, falls fiir jede endlichdimensionale
unzerlegbare lineare Darstellung ¢ von L @u=0 oder ¢u =1 gilt. Ergeben die
endlichdimensionalen linearen Darstellungen von L eine subdirekte Zerlegung
von L, so impliziert dies die Neutralitit von u in L. Wir benutzen hier einen etwas
starkeren Begriff: Ein Element u von L heile plusquamperfekt, falls fir jede
Darstellung ¢ : L — M ein @i in M existiert derart, daB {ou, i} direkte Zerlegung
von ¢ ist. Insbesondre ist dann ¢u ein neutrales Element in dem von ¢(L)
erzeugten' Unterverband. Die plusquamperfekten Elemente bilden einen Unter-
verband von L, wie man aus folgendem Hilfssatz ersieht.

HILFSSATZ 6.2. Ist ¢:L — M eine Darstellung und u, v in L, @, © in M so,
daB {ou, it} und {ev, 0} direkte Zerlegungen von ¢ sind, so sind {euv, it + 0} und
{@(u+v), id} direkte Zerlegungen von o.

Beweis. Wir schreiben u=¢u, v=¢v. Dann gilt fir xeqeLU{l}
xuv + x (it + 8) = xuv + xvit = xv, also xuv + x(i + )= xv + x0 = x. Andererseits gilt
uv(ii +3) = u(vii + vd) = uvit = 0. Die zweite Behauptung folgt dual.

Aus der in I. M. Gel'fand und V. A. Ponomarev [5] angegebenen Liste
unzerlegbarer endlichdimensionaler Darstellungen von F kann man leicht die
Perfektheit der s, t, und p,; ablesen. Wir zeigen hier unmittelbar

SATZ 6.3. Die Elemente s,, t, und p, und die dazu dualen sind plus-
quamperfekt im freien modularen Verband F mit vier Erzeugenden und 0 und 1.

Wir benutzen wieder die Notationen von §1. Zum Beweis betrachten wir die
freie algebraische Struktur F mit Erzeugenden E ={e,,e,,e;,€,} und
Operationen +, -, 0, 1, ' und definierenden Gleichungen, die besagen, dafl F mit
+ und - ein modularer Verband mit O und 1 ist und x+x’'=1, xx’=0—d.h. ' ist
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eine Komplementierung. Sei B der kanonische Homomorphismus von F in F
(betrachtet als Verband mit 0 und 1). Dann gibt es zu jedem Homomorphismus ¢
von F in einen komplementaren modularen Verband M einen eindeutig bestimm-
ten Homomorphismus ¢ von FinMmite=-o B, wenn namlich M aus M durch
Auswahl einer Komplementierungsoperation entsteht. Insbesondre gilt dies fiir
den Homomorphismus von F in [0, Bg;] mit e — Beq;, (ec E), wenn wir das
Intervall [0, Bq;] mit dem relativen Komplement x+— x'8q; versehen. Diesen
Homomorphismus notieren wir mit x —> x‘. Schreiben wir f fiir 8f, so ist dies
konsistent mit der Notation von §1. '

Wir konstruieren nun §, =t,<5,,,=t,, in F so, daB {s,, §,} und {t, £}
direkte Zerlegungen von B sind. Die Plusquamperfektheit von s, und t, ist dann
klar, fir die p, berufen wir uns auf Satz 3.2. In der Konstruktion setzen wir
§o=10=0, §,.,,=81+% und i ,,=1f,,1+5,,, mit induktiv definierten §,, I,
derart, daB {s,,3,} direkte Zerlegung von B,  und {t, 7,} von B, ist und
qs, =84 y, gl =Th_y fur i=1,2 gilt.

Wir behandeln zunichst den Induktionsschritt n—>n+1 fir n=2. Setze
Sr1=5a+ 82 Aus q;5=(qi5,)’= =82l =(q8) = q.5. folgt @15, =
§'+q,52=35! und entsprechend q,5,.; =5§2. Da x> x' ein Homomorphismus ist
mit et,_, > et’,_; (e € E), ist {s}, 5.} eine direkte Zerlegung von B, _,. Wir folgern

eSps1t €5, =esk+esl+esi+es?

=eth_,+eti_, = eqt, +eqyt, = (eq, +eqy)t, =et,,

die Neutralitiit von t, in BF und Lemma 1.2(b) ausnutzend. s, ,;+§,.1 =t, ergibt
sich hieraus sofort.

Um $,415,+1 =0 zu zeigen, bemerken wir zundchst, daB fur i=1,2 gilt
Q142t = (84 + q1024,) (85 + q1dat,) und s} + 55+ q1qat, < qst, da qigit, = (Gita—o)'.

Daher sind si+qiGzt,, S.+41G2t, S2+Gigat,, $2+Gydot, unabhingig in
[1@zte 1] Es folgt  S,u1a1 =(sa+57+ 01928 )Gr+ 50+ qad2t) = A1 gzt und
SpriSns1 = Sns1Saerd1d2 <250 =0. Fir t,.;=t}+t) verliuft die Argumentation
ganz analog.

Wir kommen nun Zu den Fallen mit n=2. Fir § =s1 ist alles klar. Setze
ru=2 (e je4, j#1i), Fy; sei das relative Komplement ¢;(e;ry;) von ery; in [0, ¢].
Dann bilden ry; und 7y; eine direkte Zerlegung von B, also nach Hilfssatz 6.2
auch t;,=[1(ry;|ie®) und f;=[1(F;licd). qt,=0 folgt aus g,=t, und der
Tatsache, daB nach Hilfssatz 6.1 x — t, ein Homomorphismus mit ¢, —> 0 ist.

Hilfssatz 6.4. Sei M ein modularer Verband mit Erzeugenden a, b, ¢, d und
z;=q;(a, b, ¢, d), i€3. Sei entweder (a) t,(a, b, c,d)=1 und u=s,(a, b, c,d) oder
(b) sy(a, b, ¢, d)=1 und u=ty(a, b, ¢, d). Gilt dann z;+u=q, und zu=0 fiirie3,
so ist u neutral in M.
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Sei definiert 5,=57+5{+5 und t,=ti+13+1t3. Da §i+s,=5 +si=g, und
§is,=5§iqs, =585} =0 gilt, 148t sich (a) auf die Elemente et; (e€ E) und §
anwenden. Das ergibt s,5, =Y 5,8, =Y 5{§,=0 und es,+e§,=et;, da s,+3,=
Y si+5 =Y q =t,. (Letzteres erhilt man so: Wegen der Neutralitit von t; und s,
geniigt es Y g; =1 unter der Bedingung s,=1 bzw. t; =1, 5,=0 zu zeigen. Im
ersten Falle kOnnen wir uns auf Lemma 1.2, im zweiten auf Satz 2.1 berufen.) Da
sowohl g5, wie § Komplemente von s} in [0, g;] sind und g5, =75}, folgt g5, =5,
aus der Modularitat.

Entsprechend gilt ri+6,=t+ti=s\=qs,=q/(as,,...,ds,) und tit,=0
wegen der Neutralitit von s,. Anwendung von (b) auf es, (e E) und t} ergibt
t,,=0 und et,+et,=es, wegen b+ t,=Y s\ =s, ty=gst, sind beide Komp-
lemente von ) in [0, si], also 1\ =q;t,.

Der Beweis des Hilfssatzes folgt dem von Satz 5.1. Insbesondre wenden wir
Lemma 5.2 an. Im Fall (a) sei $=S,U{z | i€3} mit z; =x © g, <ax und az; = z.
Wegen z;+u=g;+u und dem Beweis von 5.1 ist dann x > u+ ax schnitterhal-
tend, wegen zu =0 x— uax verbindungserhaitend, also u neutral. Im Fall (b)
definieren wir entsprechend S=T,U{z |ie3}.

Beim Nachweis der Neutralitit und Perfektheit von t; und ¢, hatte man auch
das D,- und Ms-lemma aus R. Wille [23] bzw. W. Poguntke [21] benutzen
kénnen. Dies hitte jedoch keinen Vorteil bei der Bestimmung einer konkreten
Zerlegung gebracht.

§7. Zur Klassifikation von Darstellungen

Eine Darstellung ¢ : F— M, M ein komplementirer Verband, heiflt vom

Typ Ofalls ¢s, =1 und @si=0firallen (vgl.4.2)

Typ —In falls ¢p,; =1 und ¢t, =0 (vgl. 3.3)
Typ —IIn falls ¢t, =1 und ¢s,.;=0 (vgl. 2.1)
Typ +In falls epk=0 und @t} =1 dual zu —In
Typ +IIn falls ot =0 und ¢s¥,, =1 dual zu —IIn

Uber die Darstellungen vom Typ # 0 148t sich auf Grund des v. Neumannschen
Koordinatisierungssatzes [20] folgendes sagen: Sei m=n im Falle —In und
m =2n+1 im Falle —IIn. Dann hat man nach Satz 3.3 bzw. 2.1 einen erzeugen-
den Rahmen der Ordnung m von Bild ¢. Ist m =4 oder m =3 und M arguesisch
(s. B. Jonsson [16]), so hat man einen reguldren Ring R derart, daB M zum
Untermodulverband des Moduls R isomorph ist, wobei der gegebene Rahmen
in den kanonischen libergeht, ge,, .. ., ¢e, entsprechen dann Untermoduln, die in
volliger Analogie zu Quadrupeln vom Defekt —1 bzw. —2 aus der Liste von 1. M.
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Gel’fand und V. A. Ponomarev [5] gegeben sind. Fur die Typen +Ln und +IIn
hat man auf dem Wege iber duale Rahmen das entsprechende Ergebnis.

SATZ 7.1. Jede unzerlegbare Darstellung von F in einem komplementdren
modularen Verband ist von genau einem der Typen 0, x1;n oder £IIn (ic4, n <x).

Der Beweis folgt sofort aus Satz 6.3, wenn man 1.1, 1.3 und 3.2 hinzuzieht.
Aus der Beschreibung der unzerlegbaren Darstellungen der Rahmen [11;2.2]
ergibt sich weiterhin, daf3 im Falle von Typ#0 M Linge m hat. Im koor-
dinatisierbaren Fall ist R ein Schiefkorper und der von ¢e,..., ¢e, erzeugte
Unterverband von M isomorph zum Untervektorraumverband L(PF), P der
Primkoérper von R. Eine Zerlegung in direkt unzerlegbare Summanden ist nicht
immer moglich, wie das Beispiel der kontinuierlichen Geometrien zeigt. Es gilt
jedoch

SATZ 7.2. Jede Darstellung ¢ von F in einem abzdhlbar stetigen
komplementiren modularen Verband ist direkte Summe von Darstellungen der
Typen 0, £Ln und +IIn.

Beweis. Zunichst folgende etwas allgemeinere Uberlegung: Sei M ein
abzihlbar stetiger modularer Verband, L ein Unterverband von M und u,, v,
komplementire neutrale Elemente in L (n <) so, daB u, = u,., und v, =v,,;.
Sei L' der von L erzeugte abzihlbar vollstindige Unterverband von M, u=[] u,,
v =Y v,. Dann gilt wegen der Stetigkeit u+v =[] (u, +¥ v.) =[] (4, + v,) =1 und
uv =0 sowie ux+vx =l u.x+Y vpx =[] (ux +¥ v,.x) =] (u.x +v,x) = x fiir alle
x € L. Da die Giiltigkeit von ux +vx = x = (u + x)(v + x) bei der Bildung endlicher
und gerichteter abzihlbarer Infima and Suprema erhalten bleibt, sind die Abbil-
dungen x> ux und x=>u+x (xeL') sogar abzdhbar vollstindige Verbands-
homomorphismen.

Fiir eine Darstellung ¢ : F— M wenden wir dies an auf die Elemente ¢s,, ¢5,
(n<w). Dann ist u=[] s, v=2Y ¢§, eine direkte Zerlegung von ¢ und es gilt
S, (Qulrs . > ©u€s) = @S, =ups, =u fir alle n und [[s,(u+eey,...,utee)=
[T (u+@s,) =11 @s, = u sowie [[s.(e.€1,-..,¢,es) =0 wegen des Isomorphismus
von [u, 1] auf [0, v]. Indem man ¢, auf duale Weise weiter zerlegt, erhilt man
somit eine Darstellung von ¢ als direkte Summe von ¢*, ¢ und ¢~ mit
Ms. (0" es, ..., 0%e)=0, s, (@ey, ..., de)=1 und s¥(ge,, ..., gey) =0 fiir alle n
und Y s¥(¢ ey, ..., ¢ es) = 1. Zur weiteren Zerlegung von ¢~ : F— M~ benutzen
wir.

HILFSSATZ 7.3. Ist ¢ : L — M eine Darstellung in einem abzdhlbar stetigen
modularen Verband und fiir jedes n =0 {a,, b,} eine direkte Zerlegung von ¢ sowie
bo=1, a,=a,.+1, by=b,., und Y a,=1, so ist B={b,a,,,|n=0} eine direkte
Zerlegung von ¢.
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Beweis. Der von den a, und b,, erzeugte Unterverband ist distributiv, daer
von zwei Ketten erzeugt word. Durch Induktion ergibt sich bga,+- - - +b,a,.,=
a, +b,a, 1= yi1(by +a,) = a, ;. Also gilt fiir k>n ba,1(boa;+* * * +bpa,.1) =
byl 1an 1 =ba, =0. Da ¥ b.a,,; =Y a,,, =1 vorausgesetzt wurde, ist B eine
Basis von M. Wegen der Stetigkeit geniigt es zu zeigen, daB bga,ex+-- -+
b.a, +1¢x =(boa,+ -« - +b,a,+1)0x = a,.,¢x fur alle x gilt. Dies geschieht durch
Induktion: boai@x ++ - -+ b, 10x = a,0x + b, 10X = Ay (G0 + box) =
A 1 PX.

Sei auf M~ eine Komplementierungsoperation gewihlt. Dann gibt es einen
Homomorphismus ¢~ von Fin M mit " =¢o B. Wir wenden den Hilfssatz an
auf die Folgen O=¢ st=¢ ti=¢ s¥=¢tf=---und 1= ([/"* 1[1 tX>y~§

- t¥= ... . Betrachte den direkten Summanden ¢z mit b=y t¥s*,,. Sei a der
Endomorphismus x ~> (x+ ¢ t¥)¢~s¥,; von Bild ¢~ und & der Isomorphismus
von [@ t*, @ s%,,] auf [0, b] mit x> xb. Dann gilt ¢; =8°ac¢~. Wegen s¥,,
(ap™ey,...,a07e)=a@ sha =@ sk und th(ap e, ...,ap e)=ap th=
otk folgt st (over,...,0pe)=b und ti(ese;, ..., 0yes)=0. d.h. @7 ist vom
Typ + IIn. Entsprechend erhdit man, daB fiir b = ¢~ §%t* ¢} direkte Summe von
Darstellungen vom Typ+ Iin (benutze das Dual zu 3.2). Fiir ¢* findet man eine
Zerlegung auf dem Umweg iiber duale Zerlegungen. Ohne die Voraussetzung der
abzdhlbaren Stetigkeit ist die Aussage des Satzes nicht mehr richtig, ja nicht einmal
fiir Untervektorraumverbédnde unendlichdimensionaler Vektorraume —vgl. C. M.
Ringel [22;2.6]. Man kann jedoch mit demselben Vorgehen wie oben immerhin
eine “ideale” Zerlegung finden, indem man M in einen abzdhlbar stetigen
Verband einbettet — es geniigt sogar die Stetigkeit, die man durch die Einbettung
in den Filterverband des Idealverbandes erhilt.

§8. Zur Struktur von FM(4) bis auf lineare Aquivalenz

Sei € bzw. V' die von allen komplementiren modularen bzw. arguesischen
Verbédnden erzeugte Verbandsvarietit. ¥° wird von den Verbanden L(P}) P ein
endlicher Primkorper, n <, erzeugt, bei € kommen noch die nicht desar-
gues’schen projektiven Ebenen hinzu - vgl. [12]. Die von einem Rahmen erzeug-
ten subdirekt irreduziblen Verbédnde in V sind gerade die L(P%), P Primkorper
[11;2.2]. Also ergibt Satz 7.2 eine vollstindige Liste subdirekt irreduzibler
Verbiande in V, die von einem Quadrupel erzeugt werden. Insbesondre kann man
in V' (und in €) das Wortproblem in vier Erzeugenden 16sen.

Den freien Verband F, in ¥ mit O und 1 in 4 Erzeugenden erhilt man, indem
man F nach der linearen Aquivalenz im Sinne von I. M. Gel’'fand und V. A.
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Ponomarev [7] faktorisiert: x und y aus F heilen linear dquivalent, falls ¢x = ¢y
fiir jede endlichdimensionale lineare Darstellung von F. Die Struktur von F; ist
weitgehend bekannt: Satz 6.3 liefert die neutralen Elemente 1=s5, =t =s, =, =

cczti=si=tf=sT=0. §2 und 3 beschreiben die Struktur der Intervalle
[t S..r1] und [s,, t.], Satz 4.2 den Quotienten mit s, =1 und s¥=0 fiir alle n.
Hieraus konnen wir insbesondre den Unterverband der neutralen Elemente
bestimmen.

Sei B*(n) der von s, t, und p,; {ie€4d) erzeugte Unterverband von F,. Dann
besteht B"(n) aus plusquamperfekten Elementen und ist wegen Satz 3.2 ein
Boolescher Verband mit Atomen p,; (i €4). Die Definition von B*(n) stimmt (in
F) mit der von 1. M. Gel’fand und V. A. Ponomarev {7] {iberein, da dies fiir die
subdirekt irreduziblen Faktoren von F, der fall ist. B™(n) ist dual definiert und B
als die Vereinigung aller B*(n) und B™(n). In [7] und [8] wurde vermutet, dal
jedes perfekte Element von F, zu B gehort. Wir geben hier weitere plusquamp-
erfekte Elemente an, die im Zusammenhang mit Kdrpercharakteristiken stehen.

Sei niamlich m =3 und FV(¢,,) der von einem Rahmen der Ordnung m frei
erzeugte Verband in V. Dann gibt es nach [11; 6.2] fiir jede quadratfreie Zahl k
Elemente ¢, & von FV{(¢,,) so, daB fur jeden Homomorphismus ¢ von FV{(d,,)
in einen Verband L(P?) - P endlicher Primk&rper ~oc, =1 und &, = 0 gilt, falls
|P] ein Teiler von k ist, sonst aber ¢c, =0 und @& =1. Da FV(¢,,) subdirektes
Produkt der L(Pp) ist, sind ¢, und ¢ komplementire neutrale Elemente in
FV(qf)m.), insbesondre also plusquamperfekt. Die Elemente der Form ¢, und &
bilden offenbar einen Unterverband von FV(¢,,), der zum Verband der endlichen
und koendlichen Teilmengen der Menge der Primzahlen isomorph ist. An-
dererseits sind die ¢, und &, die einzigen neutralen Elemente von FV(¢,,). Fir
jedes weitere neutrale Element wire namlich die Menge I bzw. J der Primzahlen
p, fiir die der kanonische Homomorphismus ¢, von FV(¢,,) auf L(P§) mit |P|=p
e,u=1 bzw. @u=0 ergibt, unendlich. Nun faktorisiert aber der kanonische
Homomorphismus von FV{(é,,) auf L{Qg) - Q der rationale Zahlkorper — durch
jedes subdirekte Produkt iber unendlich viele der ¢, (vgl. [11; 4.37), es mifite
also in L(Q%) 0=¢u =1 gelten, ein Widerspruch.

Wegen der Plusquamperfektheit von ¢, und s, ., erzeugt der nach 2.1 zu den
t.j + 5,4, (je4) bestimmte Rahmen eine isomorphe Kopie von FV(¢,, ). Fir
n=1 sei B*(n) der Verband der neutralen Elemente hierin, wie oben angegeben.
Die Elemente von B*(n) sind dann auch in F, plusquamperfekt. Ebenso erzeugt
der nach 3.3 zu den ep,; +1, (j4) bestimmte Rahmen eine Kopie von FV(¢,).
Fiir n=3 sei B;(n) der Verband der neutralen Elemente hierin. B*(n) sei das
Erzeugnis der B; (n) (i €4), das wegen 3.2 gerade zum direkten Produkt dieser 4
Verbédnde isomorph ist. B*(n) ist dann der Verband aller neutralen Elemente in
[t.s.]. SchlieBlich sei B*(1)=1, B*(n)=B*(n) fir n=1,2. Die B~ (n) und
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B~ (n) seien dual definiert, B sei die Vereinigung aller B*(n), B*(n), B~(n),
B~ (n).

SATZ 8.1. B ist der Unterverband aller neutralen Elemente in F, Jedes
Element von B ist plusquamperfekt.

KOROLLAR 8.2. Jedes neutrale Element von FM(4) ist perfekt.

Da F,; subdirektes Produkt iiber endlichdimensionale lineare Darstellungen ist,
ist jedes perfekte Element von F; neutral in F,, also B gerade der Unterverband
aller perfekten Elemente von F,.

Sei F,, der Quotient von F; nach folgender Kongruenz: x ist kongruent zu y
genau dann, wenn @x¢y fiir alle endlichdimensionalen linearen Darstellungen ¢
iiber einem Schiefkdrper der Charakteristik p gilt. Fy, ist der freie Verband in der
Varietdt V,, die von allen Verbidnden L(Pg) mit char (P)=p erzeugt wird. ¥,
enthilt keinen Verband L(P}) mit char (P) # p ~ vgl. [12].

ZUSATZ 8.3. In F,, ist das Bild von B der Unterverband aller neutralen
Elemente.

Man vergleiche hierzu V. Dlab und C. M. Ringel [5], wo gezeigt wurde, daB es
hochstens 16 perfekte Elemente in F, gibt, die nicht zu B gehoren. Der Beweis
des Satzes erfolgt in mehreren Schritten.

I. Es gibt kein Element u in F mit s, =u=s} fir alle n. Sei ndmlich u ein
solches Element, P ein fest gewahlter Primkorper und ¢, : F; — L, = L(P*"*") die
Darstellung vom Typ —IIn, L das subdirekte Produkt iiber die ¢, ¢ der
kanonische Homomorphismus von F, auf L. Sei M, der Verband der Linge 2 mit
4 Atomen, p ein Homomorphismus von F, auf M,. Wie unten gezeigt wird,
existiert ein Homomorphismus g von L auf M, mit & = fie. Da u=s, fir alle n
gilt, haben wir ou =0, also pu = 0. Definiert man nun L*, ¢* und p* dual, so
folgt ¢*u =1, also pu =1, ein Widerspruch.

Die Existenz von @ erhalten wir wie folgt: Sei & nichttrivialer Ultrafilter auf
N, L' der von den & =(¢,¢e | n>0)/F (ic4) erzeugte Unterverband des Ultra-
produkts [] L,/%. Es gilt offenbar fiir i# j aus 4 ¢ =0 und es ist & +¢& Koatom,
da entsprechendes in allen L,, der Fall ist. Auf L' ist eine Kongruenz gegeben mit
x~y genau dann, wenn [xy, x +y] endliche Lange hat. Der Quotient L'/~ ist
aber zu M, isomorph.

II. Ist u neutral in F so gilt entweder u =s¥ fir alle n oder u <s, fir alle n.

Sei das Gegenteil angenommen und n und m minimal mit s, %# u, s} % u. Dann
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sind v = us, +s¥, uv und u+v neutral in F, und voneinander verschieden. Sei L
das homomorphe Bild von F, unter x+~>x(u+v)+uv. Dann sind u und v
komplementire neutrale Elemente von L, also L das direkte Produkt seiner
Intervalle [uv, u] und [uv,v]. Wegen des Isomorphismus x+~> x(u+v) von
[s, u+s,] auf [v,u+v] und Hilfssatz 5.3 hat man jedoch (e(u+uv)+v)x
(ej(u+v)+v)=v fiir alle i#j aus 4. Entsprechend erhilt man ev+uv+ev=o.
Also ergibt sich ein Widerspruch, wenn man den folgenden trivialen Hilfssatz auf
S = M, anwendet.

HILFSSATZ 8.4. Stein M und S Verbinde, o und v verbindungs- bzw.
schnitterhaltende Abbildungen von S in M so, dafi M von der Vereiningung L der
Intervalle [ox, yx] (x € 8) erzeugt wird. Dann gilt M= L.

LEMMA 8.5. Sei L der freie modulare Verband mit Erzeugenden a, b, ¢, d und
Relationen s, (a,b,c,d)=1, s¥(a,b,c,d)=0 fiir alle n. Dann sind 0 und 1 die
einzigen neutralen Elemente von L.

Beweis. Wegen Satz 4.3 ist L subdirektes Produkt der von A. Day, R. Wille
und dem Verfasser in [4] eingefiihrten einfachen Verbinde S{(n, 4) — Fig. 2. Dabei
gibt es fiir jede der Projektionen ¢ : L — S{(n, 4) eindeutig bestimmte i <j aus 4
so, daBB ge, + pe, = 1 fiir {k, [} #{i, j} und gepe, =0 fur {k, I} #{i, j} falls n gerade
bzw. fiir {k, I} #4—{i, j} falls n ungerade. Wir schreiben dann ¢ = ¢,;. Zu jedem
n, i und j gibt es zwei Verbandseinbettungen « und 8 von S(n, 4) in S(n+2,4)
s0, daB age <@, .y;¢ und Bo,e =@, ;e fir alle e aus {a, b, ¢, d}. Ist u neutral
in L und X entweder die Menge der geraden oder der ungeraden Zahlen, so mufl
folglich zu gegebenen i, j entweder ¢,;u =0 fiir alle n aus X oder ¢,;u =1 fir alle
n aus X gelten. Andererseits ist aber fiir gegebene i, j und X der Verband M,
homomorphes Bild des subdirekten Produkts iiber die ¢,;:L — S(n,4) (neX),
wie man Theorem 5 in [4] entnimmt oder dnlich wie im Fall I beweist. Sei nun ¢
der kanonische Homomorphismus von L auf M,. Da M, einfach ist, gilt entweder
¢ou =1 und somit ¢,;u =1 fur alle n, i und j (also u=1) oder eu =0 und u =0.

HILFSSATZ 8.6. Der modulare Verband M sei in seinen Idealverband $(M)
eingebettet. Dann gilt: (a) Sind die u, =u,., (n=0) neutral in M, so ist u=Y u,
neutral in $(M). (b) Ist ¢ ein Homomorphismus von M in einen endlichen Verband
L, so definiert $X =Y ¢X einen Homomorphismus von $(M) in L.

Beweis. (a) Da $(M) aufwirts stetig ist, gilt fir x,y aus M (x+yu=
Y (x+y)u, =) (xu, +yu,) = xu+ yu. Fiir a, b aus F(M) gibt es gerichtete A, B<
M mit a=YAb=YB, also ula+b) =Y (u{x+y)|xeA, yeB)=
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Y(ux+uy)lxeA, yeB)=ua+ub. (b)) HX+Y)=Yokx+ylxeX, yeY)=
¢X+ @Y ist trivial. Zu X aus F(M) gibt es x€ X mit X = ¢x, also aX@Y =
expy = exy = $(XY), da xy in XNY liegt.

III. Ist u neutral in F, so gibt es ein n mit u=s, oder u=s¥%. Wegen II
kénnen wir (bis auf Dualitdt) u=s? fur alle n voraussetzen. Sei F; in den
Idealverband M seines Filterverbandes eingebettet. Sei s der von den s, erzeugte
Filter, s* das von den s erzeugte Ideal. Nach Hilfssatz 8.6(a) und seinem Dual
sind s uns s* neutral in M. Wir behaupten, daB der von den é =es+s* (ec E)
erzeugte Unterverband L' isomorph zu dem Verband L aus Lemma 8.5 ist. Es
gilt offensichtlich s,(d, b, ¢, d)=s und s%(d, b, ¢, d)=s* fir alle n. Da die sub-
direkten Faktoren S(n, 4) von L zu V" gehoren (vgl. [4]), gentigt es zu zeigen, daB3
jeder Homomorphismus ¢ von F; auf S(n,4) durch L' faktorisiert. Dazu setze
man zunéchst ¢ nach 8.6(b) zu ¢: M — S(n, 4) fort und beachte gs=1, §s*=0,
also @é = gpe.

Man betrachte nun das Element us von L'. Es ist neutral in L’, also us =s*
oder us =s nach Lemma 8.5. Sei zunichst us = s* angenommen. Wegen I gibt es
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ein minimales n mit u¥s,. Dann liefern u und us, + s eine direkte Zerlegung des
von den e(u+s)+us, (e E) erzeugten Unterverbands U. Da [us,, us, +s] tber
x+—>xs zu L isomorph ist, hat U das direkte Product [us,, u]xM, als
homomorphes Bild. Wegen des Isomorphismus x+> x+s, von [us,, u] auf
[s., u+s,] gilt jedoch us, = (u+s)(us, +e)(us, +¢), also fithrt Hilfssatz 8.4 zu
einem Widerspruch. Folglich muBB u=s gelten, dh. u zu dem von den s,
erzeugten Filter gehdren. Da diese eine absteigende Kette bilden, gibt es ein m
mit u =s,,.

Wir betrachten nun die absteigende Kette C der Elemente 1=t,>s,>1t,>
s;>1t,>--- von F,.

IV. Ist u neutral in F;, und gibt es x,y in C mit x=u=vy, so gibt es einen
Primquotienten p/q in C mit p=u=gq.

Da per definitionem die neutralen Elemente des Intervalls [g, p] von F, zu B
gehoren, beschlieft dies den Beweis von Satz 8.1.

Der Nachweis von IV erfolgt durch Induktion iiber die Lange ! des Intervalls
[y, x] von C. Wir behandeln zunichst den Induktionsschritt | — 1+ [ fir [ =3. Sei
x in C minimal mit x=u und y in C maximal mit y <u, die Linge von [y, x] sei
[=3. Sei x der untere Nachbar von x in C, y der obere Nachbar von y in C.
Dann gilt $=x und man kann die Induktionsvoraussetzung auf ux und u+y
anwenden. Folglich muB ux mit § und u+§ mit x vergleichbar sein, also ux=<y
und u +y=x nach der Wahl von x und y. Mit der Modularitit folgt x =y, d.h.
I=2 und es bleibt nur dieser Fall, d.h. s,=s,,, bzw. t,=u=t,,,;, abzuhan-
deln.

HILFSSATZ 8.7. Die Abbilding x — x' ist ein Isomorphismus von F, auf den
von den eq; (e € E) erzeugten Unterverband L; mit groffitem bzw. kleinstem Element
q; bzw. 0. Ist u in F, neutral, so gilt u' = uq, und u=uq,+uqg; (i#j) falls u<s,.

Beweis. Zu jedem ¢:F,— S, S subdirekt irreduzibel, gibt es nidmlich ein
y:F, — T, T subdirekt irreduzibel und eine Einbettung « von S in T mit
age =eq; (ecE). Dies stellt man durch Inspektion der Liste der subdirekt
irreduziblen fest. Zum Beweis der zweiten Behauptung sei nur angemerkt, dafl
ou=0 oder pu=1.

Wir zeigen nun durch Induktion iber n:s,=u=s, ., impliziert u=1t, oder
u=t, Fur n=1 ist dies trivial. Fiir n = 2 schlieBen wir so: u' ist neutral in L; und
S.—1(ag, . ..,dg)=s.=u'=s..,=s.(aq,...,dq), also nach Induktionsannahme
u'=t,_,(aq,...,dq)=t, oder u=t, Dies gilt fiir jedes i €3, also gibt es i # j aus
3 mit u'=t, und u' =1} oder aber u' =<t und u'=t. Wegen u=u'+u’ und
' =t' +¢) erhilt man u=1¢, oder u=<t,.



386 CHRISTIAN HERRMANN ALGEBRA UNIV.

Fir t, = u=t,,; verliuft der Induktionsschritt ganz analog. Im Falle n =1 sei
u#s, und u¥s, angenommen. Das Element us, ist neutral in [t,, s,]= M3, also
eines der 15 Elemente Y (pyliel) mit I<4. Man hat o.B.d.A. r=
P21+ P22+ P23 = us,. Dann ist auch v =u+r neutral, v#s, und vs, =r. Wir wen-
den nun Hilfssatz 8.4 an auf [r, v +s,] mit S =[r, s,]= M,. Sei o die Identitit auf S
und v(r+es,) =(v+s,)(d+e)+s,. Dann ist y sogar eine Einbettung von S in
[d(v+5,)+5,5, v+5,). [s5, v+5;] nimlich nichttrivial vom Typ —IIl. Es miilte
also x € S geben mit ox =< v <-yx und somit ox =r, yx =v +5, wegen ox <S5, < yx.
Das ist jedoch unmdglich, da yr=d(v+s,)+s,<v +s5,.
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