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1. Ââåäåíèå

Ãóäåðë è Ìåíàë ïîêàçàëè â [1, òåîðåìà 1.6], ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ C∗-àëãåáðà
C ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ðåçèäóàëüíî êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðû B.
Áîëåå òîãî, åñëè àëãåáðà C ñåïàðàáåëüíà, òî B ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîäïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõ àëãåáð Cn×n. Ïåðâîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â êà÷åñòâå óêàçàííîé âûøå àëãåáðû B ìîæåò
ñëóæèòü íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð âèäà Cn×n, à òàêæå
îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíûå àëãåáðû, ïðåäñòàâèìûå â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
çäåñü â òåîðåòèêî-ìîäåëüíîì ñìûñëå.
Äðóãàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàñïðîñòðàíåíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà îá

àëãåáðàè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè íà ∗-ðåãóëÿðíûå àëãåáðû ÷àñòíûõ, ãäå àëãåáðà
B òàêæå ∗-ðåãóëÿðíà. Òàêèå àëãåáðû áûëè ïîñòðîåíû Áåðáåðèàíîì [2] (è èçó÷à-
ëèñü Õàôíåðîì [3], Ïàéëîì [4] è Áåðáåðèàíîì [5]) êàê îáîáùåíèå ∗-ðåãóëÿðíûõ
àëãåáð íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ Ìþððåÿ è ôîí Íîéìàíà [6], ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîíå÷íûì ôàêòîðàì àëãåáðû ôîí Íîéìàíà; à òàêæå â áîëåå îáùåì âèäå
Õàíäåëüìàíîì [7], Àðîé è Ìåíàëîì [8]. Óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðî-
âàíû â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû (ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 7). Ñì.
òàêæå [9, òåîðåìà 2.3], [10, ïðåäëîæåíèå 21.2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ðèêàðòîâñêàÿ C∗-àëãåáðà. Òîãäà A èìååò

êëàññè÷åñêîå êîëüöî ïðâûõ ÷àñòíûõ Q(A). Èíâîëþöèÿ è îïåðàöèè C-àëãåáðû
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íà A ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà Q(A), ÷òî ïðåâðà-

ùàåò ïîñëåäíåå â ∗-ðåãóëÿðíóþ C-àëãåáðó. Áîëåå òîãî, A è Q(A) èìåþò îäíè

è òå æå ïðîåêöèè. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî AW ∗-àëãåáðîé, òî Q(A)
ÿâëÿåòñÿ ìàêñìëüíûì êîëüöîì ïðàâûõ ÷àñòíûõ äëÿ A.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A è Q(A) òàêèå, êàê â òåîðåìå 1.

(i) Ñóùåñòâóþò ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V̂Ĉ, ÿâëÿþ-

ùååñÿ óëüòðàñòåïåíüþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà VC, çàìêíóòîå Ĉ-
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ïðîñòðàíñòâà V̂ è âëîæåíèå ι C-àëãåáðû
Q(A) â C-àëãåáðó ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà UĈ, òàêîå ÷òî ι(r∗)
ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ýíäîìîðôèçìîì ê ι(r) äëÿ ëþáîãî r ∈ Q(A).

(ii) Äëÿ èíâîëþòèâíûõ C-àëãåáð ñ ïñåâäî-îáðàùåíèåì Q(A) ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôíûì îáðàçîì ïîäàëãåáðû óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð âèäà Cn×n.

(iii) Îðòîðåøåòêà L(A) ïðîåêöèé A ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì íåêî-

òîðîé ïîäîðòîðåøåòêè â óëüòðàïðîèçâåäåíèèè îðòîðåøåòîê ïðîåê-

öèé àëãåáð Cn×n.

Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ ïðèâåäåíû íèæå, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî
â ðàçäåëå 7. Îòìåòèì, ÷òî â (i) Ĉ ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óëüòðàñòåïåíüþ C, à
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â V̂Ĉ òàæå ïîëó÷åíî èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â VC
ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè A ñåïàðàáåëü-
íà, òî ïðîñòðàíñòâî VC òàêæå ìîæåò áûòü âûáðàíî ñåïàðàáåëüíûì.
Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé ñàì ïî ñåáå òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, îñ-

íîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Q(A) â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, êîòîðîå â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì óëüòðàñòåïåíè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì àëãåáðà A
ïðåäñòàâèìà ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà (èëè, êî-
ðîòêî, ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Q(A) ïîëó÷åíî íà îñíîâå
òîãî, ÷òî Q(A) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, èìèòèðóþùåé àëãåáðó íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî òàêæå èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî Q(A) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îá-

ðàçîì ïîäàëãåáðû äîñòàòî÷íî íàñûùåííîãî ýëåìåíòàðíîãî ðàñøèðåíèÿ T̂ àë-
ãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ (ñ åäèíèöåé) T ïðîñòðàíñòâà V , ïîðîæäåííîé ýíäîìîð-

ôèçìàìè, îáðàç êîòîðûõ èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Àëãåáðà T̂ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà êàê óëüòðàñòåïåíü àëãåáðû T è äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â íåêîòîðé
óëüòðàñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà V .
Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ëóêå Äæóäè÷è çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ýòîé òåìàòè-

êè, à òàêæå ðåöåíçåíòó ïåðâîé âåðñèè ýòîé ðàáîòû çà åãî âàæíûå çàìå÷àíèÿ è
ïðåäëîæåíèÿ.

2. Ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ∗-ðåãóëÿðíûå
êîëüöà è ïðîåêöèè

Çäåñü ∗-êîëüöîì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîëüöî R ñ åäèíèöåé è äîïîëíè-
òåëüíîé îïåðàöèåé èíâîëþöèè; òî åñòü, àíòè-àâòîìîðôèçìîì x 7→ x∗ ñòåïåíè
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2. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ Λ-àëãåáð R ñ èíâîëþöèåé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ãäå Λ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì
∗-êîëüöîì; äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé íàì ïðèäåòñÿ ïðåäïîëàãàòü,
÷òî F òàêæå ÿâëÿåòñÿ Λ-àëãåáðîé è ÷òî èíâîëþöèè ñâÿçàíû åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì. Àäåêâàòûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîýòîìó ïîíÿòèå ∗-Λ-àëãåáû; òî åñòü òàêîé
Λ-àëãåáðû R, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ∗-êîëüöîì, ïðè÷åì 1Λr = r è (λr)∗ = λ∗r∗ äëÿ
âñåõ λ ∈ Λ è r ∈ R. Äëÿ ∗-Λ-àëãåáð ïîíÿòèå ãîìîìîðôèçìà è ïîäàëãåáðû îò-
íîñèòñÿ è ê ñòðóêòóðå Λ-àëãåáðû, è ê èíâîëþöèè. Îòìåòèì, ÷òî C∗-àëãåáðû
ÿâëÿþòñÿ (äîâîëüíî ñïåöèàëüíûìè) ∗-C-àëãåáðàìè.
Äëÿ íàñ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà Λ ÿâëÿåòñÿ ∗-êîëüöîì

C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ñîïðÿæåíèåì, à F ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ðàñøèðåíèåì
C. Îäíàêî, íàøè ðàññóæäåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
è íà ñëó÷àé, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ∗-Λ-òåëîì. Ìû ãîâîðèì, ÷òî [ïðà-
âîå] âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî VF íàä F íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, åñëè íà íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) 7→ 〈x | y〉;
òî åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ýðìèòîâîé îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè, ñì. [11]. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòà-
òû, êàñàþùèåñÿ óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðîäîëæàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
íà ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå F -ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì UF ñ èíäóöèðîâàííûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì. Ïóñòü πU îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà U â ñëó÷àå,
êîãäà îíà ñóùåñòâóåò; íàïðèìåð, åñëè dimU <∞.
Ýíäîìîðôèçìû ϕ ïðîñòðàíñòâà VF îáðàçóþò Λ-àëãåáðó, ãäå (λϕ)(v) = ϕ(v)λ

äëÿ λ ∈ Λ, v ∈ V . Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå Λ íà V îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì vλ =
v(λ1F ). Ýíäîìîðôèçìû VF , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííûé îòíîñèòåëü-
íî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýíäîìîðôèçì ϕ∗, îáðàçóþò ïîäàëãåáðó End∗Λ(VF ) â
Λ-àëãåáðå âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ∗-Λ-àëãåáðîé; äåéñòâåòåëüíî,
ýíäîìîðôèçì λ∗ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê λϕ. Åñëè ýíäîìîðôèçì ϕ òàêîâ,
÷òî dim imϕ <∞, òî ϕ ∈ End∗Λ(VF ) è dim imϕ∗ = dim(kerϕ)⊥ = dim imϕ.
Ïðåäñòàâëåíèåì ∗-Λ-àëãåáðû R â ïðîñòðàíñòâå VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ε : R → End∗Λ(VF ) èëè, ÷òî áîëåå óäîáíî
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ, óíèòàðíûé R-F -áèìîäóëü RVF , òàêîé ÷òî (λr)v = r(vλ) è
〈rv | w〉 = 〈v | r∗w〉 äëÿ âñåõ r ∈ R, λ ∈ Λ è v, w ∈ V ; çäåñü rv = ε(r)(v). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äåéñòâèå ýíäîìîðôèçìà ϕ ÷åðåç ϕv,
à êîìïîçèöèþ ýíäîìîðôèçìîâ � ÷åðåç ψϕ.
Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ íàñ èìåþò òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ; òî åñòü òàêèå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ RVF , ÷òî rv = 0 äëÿ âñåõ v ∈ V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = 0. Åñëè
òàêîå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî àëãåáðà R ïðåäñòà-

âèìà â ïðîñòðàíñòâå VF . Êîíñòðóêöèÿ Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà (ñì. [12,
�62]) âëå÷åò òàêîé

Ôàêò 3. Ëþáàÿ (ñåïàðàáåëüíàÿ) C∗-àëãåáðà ïðåäñòàâèìà â (ñåïàðàáåëüíîì)
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (êàê àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ).

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ∗-ðåãóëÿðíûì êîëüöàì. Â ðàìêàõ ïåðâîãî èäåàë I
íåêîòîðîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì [ïî ôîí Íîéìàíó ], åñëè äëÿ ëþáîãî



4 Êðèñòèàí Õåððìàíí AND Ìàðèíà Ñåìåíîâà

a ∈ I íàéäåòñÿ x ∈ I, òàêîé ÷òî axa = a; ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ïñåâäî-îáðàòíûì
ê a (ñì. [13]). Íàïîìíèì ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ðåçóëüòàò, ñì. [14, ëåììà 1.3].

Ôàêò 4. Êîëüöî R ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñóùåñòâóåò

ðåãóëÿðíûé èäåàë I, òàêîé ÷òî ôàêòîð-êîëüöî R/I òàêæå ðåãóëÿðíî. Ëþáîé

èäåàë ðåãóëÿðíîãî êîëüöà ðåãóëÿðåí.

Íàçîâåì ∗-êîëüöî R ñîáñòâåííûì, åñëè ðàâåíñòâî r∗r = 0 âëå÷åò r = 0 äëÿ
ëþáîãî r ∈ R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∗-êîëüöà R ýëåìåíò a+ íàçûâàåòñÿ ïñåâäî-

îáðàùåíèåì Ìóðà-Ïåíðîóçà (èëè ðèêàðòîâñêèì îòíîñèòåëüíûì îáðàùåíèåì;
â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî ïñåâäî-îáðàùåíèåì) ýëåìåíòà a,
åñëè

a = aa+a, a+ = a+aa+, (aa+)∗ = aa+, (a+a)∗ = a+a.

Ôàêò 5. Ïðîèçâîëüíîå ∗-êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì è ðåãóëÿðíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò åãî ïñåâäî-îáðàùåíèå

a+ ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò a+ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ýëåìåíòîì a.

Ôàêò 5 õîðîøî èçâåñòåí (ñì. íàïðèìåð [15, XII ïðåäëîæåíèå 2.4], [16, ïðåäëî-
æåíèå 88] è [17, ëåììà 4]). Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ∗-ðåãóëÿðíîå êîëüöî
R êàê ∗-ðåãóëÿðíîå êîëüöî ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé a 7→ a+, òàêîé ÷òî
ýëåìåíò a+ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-îáðàòíûì ê a. Åñëè R ÿâëÿåòñÿ ∗-Λ-àëãåáðîé, òî
ìû ãîâîðèì î ∗-ðåãóëÿðíîé Λ-àëãåáðå. Ïîíÿòèÿ ïîäàëãåáð è ãîìîìîðôèçìîâ
∗-ðåãóëÿðíûõ àëãåáð ó÷èòûâàþò òàêæå è îïåðàöèþ ïñåâäî-îáðàùåíèÿ. Îäíà-
êî, êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïðåäñòàâëåíèÿõ, ìû áóäåì èìåò â âèäó ëèøü
ñòðóêòóðó ∗-Λ-àëãåáðû. Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé Λ = Z, ìû îõâàòûâåì òàêæå è
âñå ∗-ðåãóëÿðíûå êîëüöà. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ∗-ðåãóëÿðíîñòè
âûõîäèò çà ðàìêè ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíûõ àëãåáð.

Ëåììà 6. Ïóñòü R è T � ∗-ðåãóëÿðíûå Λ-àëãåáðû, S � ∗-Λ-ïîäàëãåáðà â T
è ïóñòü îòîáðàæåíèå f : S → R ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì

[∗-Λ-àëãåáð], ïðè÷åì èäåàë ker f àëãåáðû S ðåãóëÿðåí. Òîãäà S çàìêíóòà îòíî-

ñèòåëüíî ïñåâäî-îáðàùåíèÿ â T , à îòîáðàæåíèå f : S → R ñîõðàíÿåò ïñåâäî-

îáðàùåíèÿ; òî åñòü, â ÿçûêå ∗-ðåãóëÿðíûõ Λ-àëãåáð S ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â

T , à f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà S, áóäó÷è ∗-ïîäêîëüöîì â T , ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
è ðåãóëÿðíîé ñîãëàñíî ôàêòó 4. Ïîýòîìó S ∗-ðåãóëÿðíà ïî ôàêòó 5. Åäèí-
ñòâåííîñòü ïñåâäî-îáðàùåíèÿ â T âëå÷åò çàìêíóòîñòü S îòíîñèòåëüíî ïñåâäî-
îáðàùåíèÿ. Èç åäèíñòâåííîñòè ïñåâäî-îáðàùåíèÿ â R ñëåäóåò, ÷òî f ñîõðàíÿåò
ïñåâäî-îáðàùåíèÿ. �

Ôàêò 7. Ïóñòü VF � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ìíîæåñòâî

End∗Λf(VF ) = {ϕ+ λ id | λ ∈ F, ϕ ∈ End∗Λ(VF ), dim imϕ <∞}
îáðàçóåò ïîäàëãåáðó â End∗Λ(VF ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ∗-ðåãóëÿðíîé Λ-àëãåáðîé.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî VF êîíå÷íîìåðíî, òî End∗Λ(VF ) ÿâëÿåòñÿ ∗-
ðåãóëÿðíîé Λ-àëãåáðîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dim imϕ < ∞, òî ïîäïðîñòðàíñòâî U = (kerϕ)⊥ èìå-
åò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî V = U ⊕ U⊥ è ϕ|U ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì èç U íà W = imϕ. Ïîñêîëüêó U è W èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåð-
íîñòü, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ψ : W → U ê îòîáðàæåíèþ ϕ|U èìååò ñîïðÿæåí-
íîå îòîáðàæåíèå ψ∗. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå πWψ

∗πU ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì äëÿ
πUψπW , òî åñòü πUψπW ∈ End∗Λf(VF ). Áîëåå òîãî, ϕ = ϕπUψπWϕ. Òàêèì îáðàçîì,
I = {ϕ ∈ End∗Λ(VF ) | dim imϕ < ∞} ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì èäåàëîì â End∗Λf(VF ).
Åñëè dimVF < ∞, òî I = VF . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó End∗Λf(VF )/I èçî-
ìîðôíà F , ∗-ðåãóëÿðíîñòü End∗Λf(VF ) ñëåäóåò èç ôàêòà 6. �

Ñëåäóþøåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì ïðîöåññà îðòîãî-
íàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.

Ôàêò 8. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì òàêîâî, ÷òî

dimVF = n < ∞ è äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ F íàéäåòñÿ ν = ν∗ ∈ F , òàêîå ÷òî

λ∗λ+µ∗µ = ν2. Òîãäà End∗Λ(VF ) èçîìîðôíà àëãåáðå ìàòðèö F n×n ñ èíâîëþöèåé,

îïðåäåëåííîé ïî ïðàâèëó A = (aij) 7→ A∗, ãäå A∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàí-

íóþ ìàòðèöó îò (a∗ij).

Ýëåìåíò e ∗-êîëüöà íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé, åñëè e = e2 = e∗. Îòìåòèì ÷òî
ëþáàÿ ïðîåêöèÿ ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïñåâäî-îáðàùåíèåì è ÷òî e = aa+ è f = a+a
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè, åñëè a+ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-îáðàùåíèåì ê a.

Ôàêò 9. Ðàâåíñòâî ap = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâî (a+)∗p = 0, à ðàâåíñòâî a∗p = 0
âëå÷åò ðàâåíñòâî a+p = 0 äëÿ ëþáûõ ∗-ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R, a ∈ R è ïðîåêöèè

p ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýëåìåíòîâ e = aa+ è f = a+a, ðàâåíñòâî ap = 0 âëå÷åò
fp = a+ap = 0, îòêóäà pf = (fp)∗ = 0. Òàêèì îáðàçîì, pa+ = pa+aa+ = pfa+ =
0 è ïîýòîìó (a+)∗p = 0. Èç ðàâåíñòâà a∗p = 0 ïîëó÷àåì pa = (a∗p)∗ = 0, òî åñòü
pe = paa+ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ep = 0 è a+p = a+aa+p = a+ep = 0. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî íàéòè â [16, ãëàâà 2] and [10, �1].

Ôàêò 10. Åñëè R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî (íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíèöåé), òî ãëàâ-
íûå ëåâîñòîðîííèå èäåàëû Ra îáðàçóþò ïîäðåøåòêó (ñ äîïîëíåíèÿìè) L̄(R)
â ðåøåòêå âñåõ ëåâîñòîðîííèõ èäåàëîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùå-

ñòâóåò èäåìïîòåíò e ∈ R, òàêîé ÷òî Ra = Re.
Äàëåå, ïðîåêöèè ∗-ðåãóëÿðíîé Λ-àëãåáðû R îáðàçóþò îðòîðåøåòêó L(R), ãäå

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê çàäàí òàê:

e ≤ f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fe = e,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ef = e.

Íàáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû ðàâíû, ñîòâåòñòâåííî, 1 è 0 â R. Îðòî-
äîïîëíåíèå îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì e′ = 1 − e; áîëåå òî÷íî, e′ ÿâëÿòñÿ äîïîë-

íåíèåì äëÿ e, e′′ = e è e ≤ f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′ ≤ e′. Ðåøåòî÷íûå
îáúåäèíåíèå (ñóïðåìóì) è ïåðåñå÷åíèå (èíôèìóì) îïðåäåëåíû òàê:

e ∪ f = f + (e(1− f))+e(1− f), e ∩ f = (e′ ∪ f ′)′.
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Îòîáðàæåíèå e 7→ Re óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì èç L(R) íà L̄(R).

Êàê áûëî ïîêàçàíî ôîí Íîéìàíîì, ëþáàÿ ìîäóëÿðíàÿ îðòîðåøåòêà, îáëàäà-
þùàÿ îïðåäåëåííîé �ñèñòåìîé êîîðäèíàò� èçîìîðôíà ðåøåòêå L(R) äëÿ íåêî-
òîðîé ∗-ðåãóëÿðíîé àëãåáðû R ñ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ åäèíèö. Â ýòîì ñìûñëå
ìû èìååì â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Íåñìîò-
ðÿ íà ýòî ∗-ðåãóëÿðíûå êîëüöà ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùèì îáåêòîì â ðàìêàõ
íàñòîÿùåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ôàêò 11. Åñëè S ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé ∗-ðåãóëÿðíîé Λ-àëãåáðû R, òî L(S)
ÿâëÿòñÿ ïîäðåøåòêîé â L(R). Åñëè ϕ : R→ S � ãîìîìîðôèçì, òî åãî îãðàíè-

÷åíèå ψ íà L(R) ÿâëÿòñÿ ãîìîìîðôèçìîì â L(S); åñëè ϕ ñþðúåêòèâåí, òî ψ
òàêæå ñþðúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ôàêòà 10 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ëèøü ñþðúåêòèâ-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü e ÿëÿåòñÿ ïðîåêöèåé â S. Âûáå-
ðåì åå ïðîèçâîëüíûé ïðîîáðàç a ∈ R ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Òîãäà aa+ ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêöèåé è ϕ(aa+) = ee+ = e2 = e. �

3. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìîäåëåé

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîììóòàòèâíîãî ∗-êîëüöà Λ ñ åäèíèöåé ðàññìîòðèì
êëàññ âñåõ ∗-Λ-àëãåáð, à òàêæå êëàññ âñåõ ∗-ðåãóëÿðíûõ Λ-àëãåáð. Ñèñòåìû,
ïðèíàäëåæàùèå ýòèì êëàññàì, ÿâëÿþòñÿ îäíîñîðòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè, ãäå ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò λ ∈ Λ îïðåäåëÿåò óíàðíóþ îïåðàöèþ x 7→ λx.
Áîëåå òîãî, ïîìèìî ýòèõ, à òàêæå êîëüöåâûõ îïåðàöèé (îòìåòèì, ÷òî êîëü-
öåâàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü îïóùåíà, ïî-
ñêîëüêó îíà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì −x = (−1Λ)x) äëÿ îáîèõ òèïîâ
àëãåáð ìû èìååì òàêæå óíàðíóþ îïåðàöèþ èíâîëþöèè. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå
∗-ðåãóëÿðíûõ Λ-àëãåáð ìû ðàññìàòðèâàåì äîïîëíèòåëüíî è óíàðíóþ îïåðàöèþ
âçÿòèÿ ïñåâäî-îáðàòíîãî. Îðòîðåøåòêè ðàññìàòðèâàþòñÿ íàìè â ñèãíàòóðå, ñî-
äåðæàùåé áèíàðíûå îïåðàöèè ðåøåòî÷íûõ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, à òàê-
æå óíàðíóþ îïåðàöèþ âçÿòèÿ îðòîäîïîëíåíèÿ. Ïîñêîëüêó âñå òðè óïîìÿíóòûõ
êëàññà ñèñòåì çàäàþòñÿ òîæäåñòâàìè, îíè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâûõ
ïðîèçâåäåíèé, ïîäàëãåáð è ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ.
Ïóñòü U � óëüòðàôèëüòð íà ìíîæåñòâå I. Ââèäó ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ L(R) â

òåðìèíàõ àëãåáðû R (ôàêò 10) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ôàêò 12. L
(∏

i∈I Ri/U
)

=
∏

i∈I L(Ri)/U äëÿ ëþáûõ ∗-ðåãóëÿíûõ Λ-àëãåáð Ri,

i ∈ I.

Íàì òàêæå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ VF ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ïðåäñòàâëåíèé RVF , îäíàêî íàëè÷èå ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü èõ êàê îäíîñîðòíûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Íàèáîëåå óäîáíûì áóäåò ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî
VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì êàê äâóñîðòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ñîð-
òàìè V è F , íàäåëåííûìè ãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè è îïåðàöèÿìè ∗-Λ-àëãåáð,
ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ áèíàðíûå îïåðàöèè (v, α) 7→ vα ∈ V è
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(u, v) 7→ 〈u | v〉 ∈ F , ãäå u, v ∈ V è α ∈ F . Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ

RVF ìû ðàññìàòðèâàåì ∗-Λ-àëãåáðó R â êà÷åñòâå òðåòüåãî ñîðòà è, äîïîëíè-
òåëüíî, áèíàðíóþ îïåðàöèþ (r, v) 7→ rv ∈ V , ãäå r ∈ R è v ∈ V .
Ïîíÿòèÿ ãîìîìîðôèçìà, ïîäàëãåáðû, äåêàðòîâà ïðîçâåäåíèÿ, óëüòðàïðîèçâå-

äåíèÿ ìîãóò áûòü îáîáùåíû î÷åâèäíûì îáðàçîì íà ìíîãîñîðòíûå àëãåáðû. Âñå
êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîñîðòíûìè; òî åñòü, ñîðòàìè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
(óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ è.ò.ä.) ñèñòåì Ai, i ∈ I, ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ
(óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ è.ò.ä.) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîðòîâ ñèñòåì Ai, i ∈ I. Êîíå÷íî,
öåíîé èçëèøíèõ òåõíè÷ñêèõ ñëîæíîñòåé ìîæíî áûëî áû ñâåñòè ðàññìîòðåíèå
ìíîãîñîðòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ê ðàññìîòðåíèþ îäíîñîðòíûõ ñèñòåì ñ
ïðåäèêàòàìè.
Äëÿ ôîðìóëû ϕ ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû, àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A è ýëå-

ìåíòîâ a1, . . . , an èç A ñîðòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîðòàì ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn èç ϕ, èñòèííîñòü ϕ â A ïðè ïîäñòàíîâêå xi 7→ ai îïðåäåëÿåòñÿ èíäóê-
òèâíî, òàê æå, êàê è äëÿ îäíîñîðòíûõ ñèñòåì, è îáîçíà÷àåòñÿ

A |= ϕ(a1, . . . , an).

Ôàêò 13. Ïóñòü U � óëüòðàôèëüòð íà ìíîæåñòâå I. Âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ïóñòü Λ � êîììóòàòèâíîå ∗-êîëüöî, Ri è Fi � ∗-Λ-àëãåáðû, (Vi)Fi
�

ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à Ri
(Vi)Fi

� òî÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Òîãäà VF =
∏

U(Vi)Fi
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à RVF =
∏

U Ri
(Vi)Fi

� òî÷íûì

ïðåäñòàâëåíèåì, ãäå F =
∏

U Fi è R =
∏

U Ri.

(ii) Äëÿ ∗-Λ-àëãåáðû F è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n óëüòðàñòåïåíü (F n×n)I/U
ìàòðè÷íûõ ∗-Λ-àëãåáð èçîìîðôíà ìàòðè÷íîé ∗-Λ-àëãåáðå (F I/U)n×n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ÿâëÿòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ëî-
ñÿ. Òðåáóåìûé èçîìîðôèçì â (ii) îïðåäåëåí òàê:[

(ajk
i )j,k=1,...,n | i ∈ I

]
7→

(
[ajk

i | i ∈ I]
)

k,j=1,...,n
.

�

Ôàêò 14. Ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå R̂V̂F̂ ïðåäñòàâëåíèÿ RVF ñàìî

ÿâëåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì, ãäå F̂ � ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå F , V̂F̂ � ýëåìåí-

òàðíîå ðàñøèðåíèå VF è R̂ � ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå R.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå
íàñûùåííîé ñèñòåìû. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáûé âàðèàíò ýòîãî
ïîíÿòèÿ, êîòîðûé áóäåò äîñòàòî÷åí äëÿ íàøèõ öåëåé. Ðàññìîòðèì ôèêñèðî-
âàííóþ ñèñòåìó A è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A äîáàâèì â ñèãíàòóðó íîâûé
êîíñòàíòíûé ñèìâîë a, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì. Çäåñü è äàëåå
Σ(x) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôîðìóë ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x â ýòîì
ðàñøèðåííîì ÿçûêå. Äëÿ çàäàííîãî âëîæåíèÿ h : A → B áóåì ãîâîðèòü, ÷òî
ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ óìåðåííî íàñûùåííîé íàä A îòíîñèòåëüíî h, åñëè ëþáîå
ëîêàëüíî âûïîëíèìîå â A ìíîæåñòâî ôîðìóë Σ(x) ñ ïàðàìåòðàìè èç A (ïðè
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èíòåðïðåòàöèè êîíñòàíò aA 7→ a) âûïîëíèìî â B (ïðè èíòåðïðåòàöèè êîíñòàíò
aB 7→ h(a)). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ
èç [18, ñëåäñòâèå 4.3.14].

Ôàêò 15. Ëþáàÿ ñèñòåìà A äîïóñêàåò ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå h â íåêîòî-

ðóþ ñèñòåìó B, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óìåðåííî íàñûùåííîé íàä A îòíîñèòåëüíî

h. Â êà÷åñòâå B ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðóþ óëüòðàñòåïåíü ñèñòåìû A, à â
êà÷åñòâå h � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå. Îòîæäåñòâëÿÿ a ñ h(a), ìîæíî ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ðàñøèðåíèåì A.

4. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð ñ èíâîëþöèåé

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ∗-Λ-àëãåáðà R èìååò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàí-

ñòâå VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Òîãäà R ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì

ïîäàëãåáðû S óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð End∗Λ(UF ), ãäå U ïðîáåãàåò ìíîæå-

ñòâî âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â VF . Áîëåå òîãî, åñëè àëãåáðà R
[∗-]ðåãóëÿðíà, òî S òàêæå ìîæíî âûáðàòü [∗-]ðåãóëÿðíîé.

Íàïîìíèì, ÷òî â ∗-ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå âñå àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïðè-
íèìàþò âî âíèìàíèå îïåðàöèþ ïñåâäî-îáðàùåíèÿ; â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì äîïóñ-
êàþòñÿ ëèøü ∗-ðåãóëÿðíûå ∗-Λ-ïîäàëãåáðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîäõîäå Òþêàâêèíà [19] è
Ìèêîëü [20].
Âûáåðåì ëþáîå ìíîæåñòâî I êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â VF , òàêîå ÷òî

ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W â VF ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ïîäïðîñòðàíñòâå èç I. Âûáðàâ áàçèñ B âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà VF , ìîæíî
âçÿòü, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå I ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ U â VF , ïîðîæ-
äåííûõ êîíå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè â B. Åñëè áàçèñ B ñ÷åòåí è çàíóìåðîâàí
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òî â êà÷åñòâå I ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íà÷àëüíûìè ñåãìåíòàìè B. Äëÿ U ∈ I ïîëàãàåì
U+ = {W ∈ I | U ⊆ W}. Çàìåòèì, ÷òî U+

1 ∩ U+
2 = (U1 + U2)

+. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò óëüòðàôèëüòð U íà I, òàêîé ÷òî U+ ∈ U äëÿ ëþáîãî U ∈ I. Äëÿ ïðîñòîòû
ïóñòü RU îáîçíà÷àåò ∗-ðåãóëÿðíóþ Λ-àëãåáðó End∗Λ(UF ). Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå T =
∏

U∈I RU è óëüòðàïðîèçâåäåíèå T̂ =
∏

U∈I RU/U . Ýëåìåíòû
T è T̂ áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê σ = (σU | U ∈ I) è [σ] ñîîòâåòñòâåííî. Óñòàíîâèì
ñîîòíîøåíèå ìåæäó T è RVF .
Äëÿ ýëåìåíòîâ σ ∈ T , r ∈ R è U0 ∈ I ìû ãîâîðèì, ÷òî J ∈ U óäîñòîâåðÿåò

îòíîøåíèå σ ∼ r äëÿ U0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J ⊆ U+
0 è

σUv = rv, σ∗Uv = r∗v äëÿ âñåõ U ∈ J è âñåõ v ∈ U0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî J óäîñòîâåðÿåò σ ∼ r äëÿ U0 ∈ I, òî îíî óäîñòîâå-
ðÿåò ýòî îòíîøåíèå äëÿ ëþáîãî U1 ⊆ U0. Ìû ïîëàãàåì σ ∼ r, åñëè äëÿ ëþáîãî
U0 ∈ I íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî J ∈ U , óäîñòîâåðÿþùåå îòíîøåíèå σ ∼ r äëÿ U0.
Ìû ïîëàãàåì òàêæå

S = {σ ∈ T | σ ∼ r äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R}.
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Äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïóñòü σ, τ ∈ T è ïóñòü r,
r0, r1, s ∈ R.

Óòâåðæäåíèå 1. Îòîáðàæåíèå g : S → R, g(σ) = r, ãäå σ ∼ r, îïðåäåëåíî
êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèÿ σ ∼ r0 è
σ ∼ r1 âëåêóò ðàâåíñòâî r0 = r1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîð v ∈ V è
ìíîæåñòâî U0 ∈ I, ñîäåðæàùåå v. Ïóñòü Ji óäîñòîâåðÿåò σ ∼ ri äëÿ U0, i < 2.
Òîãäà J = J1 ∩ J2 òàêæå óäîñòîâåðÿåò σ ∼ ri äëÿ U0, i < 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
r0v = σU0v = r1v. Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî r0v = r1v äëÿ âñåõ v ∈ V . Ïîñêîëüêó
ïðåäñòàâëåíèå RVF ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî r0 = r1. �

Óòâåðæäåíèå 2. Â ÿçûêå ∗-Λ-àëãåáð S ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â T , à g : S → R
ÿâëÿåñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü σ ∼ r, τ ∼ s è λ ∈ Λ. Íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî

(1) σ∗ ∼ r∗, (2) λσ ∼ λr, (3) τ + σ ∼ s+ r, (4) τσ ∼ sr.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îòíîøåíèé (2)-(4) ðàññìîòðèì U0 ∈ I è âûáåðåì J ∈ U , óäîñòîâåðÿþùåå îò-
íîøåíèå σ ∼ r, à òàêæå K ∈ U , óäîñòîâåðÿþùåå îòíîøåíèå τ ∼ s äëÿ U0.
Òîãäà ìíîæñòâî J ∩K ∈ U óäîñòîâåðÿåò îáà îòíîøåíèÿ σ ∼ r è τ ∼ s äëÿ U0.
Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíîñòü, ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî U ∈ J ∩K è ëþáîãî v ∈ U0:

(λσU)v = (σUv)λ = (rv)λ = (λr)v;

(λσ)∗Uv = (σ∗Uv)λ
∗ = (r∗v)λ∗ = (λ∗r∗)v = (λr)∗v;

(σ + τ)Uv = σUv + τUv = rv + sv = (r + s)v;

(σ + τ)∗Uv = σ∗Uv + τ ∗Uv = r∗v + s∗v = (r∗ + s∗)v = (r + s)∗v.

Òàèì îáðàçîì, J ∩ K óäîñòîâåðÿåò λσ ∼ λr è σ + τ ∼ r + s äëÿ U0, òî åñòü
äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü (2)-(3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4) âûáåðåì U1 ∈ I, òàêîå
÷òî U1 ⊇ rU0, è U2 ∈ I, òàêîå ÷òî U2 ⊇ s∗U0. Ïóñòü J0 ∈ U óäîñòîâåðÿåò τ ∼ s
äëÿ U1, à J1 ∈ U óäîñòîâåðÿåò σ ∼ r äëÿ U2. Òîãäà J

′ = J ∩K ∩ J0 ∩ J1 ∈ U , è
äëÿ ëþáîãî U ∈ J ′ è ëþáîãî v ∈ U0 èìååì:

(τσ)Uv = τU(σUv) = τU(rv) = s(rv) = (sr)v;

(τσ)∗Uv = σ∗U(τ ∗Uv) = σ∗U(s∗v) = r∗(s∗v) = (r∗s∗)v = (sr)∗v,

òî åñòü J ′ óäîñòîâåðÿåò τσ ∼ sr äëÿ U0, è (4) óñòàíîâëåíî. �

Óòâåðæäåíèå 3. Îòîáðàæåíèå g : S → R ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ r ∈ R ïóñòü ϕ = ε(r) îáîçíà÷àåò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà VF . Äëÿ U ∈ I ïîëàãàåì

σU = πUϕ|U = πUϕπU |U ∈ RU

è σ = (σU | U ∈ I), ãäå πU îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ èç V íà U .
Îòìåòèì, ÷òî σ∗U = πUϕ

∗πU |U = πUϕ
∗|U . Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî U0 ∈ I âûáåðåì
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òàêîå ìíîæåñòâî U1 ∈ I, ÷òî U1 ⊇ U0 + rU0 + r∗U0, è ïóñòü J = U+
1 ∈ U . Òîãäà

äëÿ ëþáîãî U ∈ J è ëþáîãî v ∈ U0 èìååì rv, r∗v ∈ U è

σUv = πU

(
ϕ(πUv)

)
= πU(ϕv) = πU(rv) = rv;

σ∗Uv = πU

(
ϕ∗(πUv)

)
= πU(ϕ∗v) = πU(r∗v) = r∗v.

Ïîýòîìó J óäîñòîâåðÿåò σ ∼ r äëÿ U0, ñëåäîâàòåëüíî, g(σ) = r. �

Ïîëàãàåì

Ŝ = {[σ] | σ ∈ S}.

Óòâåðæäåíèå 4. Â ÿçûêå ∗-Λ-àëãåáð Ŝ ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â T̂ , à f : Ŝ → R,
f([σ]) = r, ãäå σ ∼ r, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî [τ ] = [σ] è σ ∼ r âëåêóò τ ∼ r. Ïóñòü K = {U ∈ I | σU = τU}; â ÷àñò-
íîñòè, K ∈ U . Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî U0 ∈ I ïóñòü J óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå
σ ∼ r äëÿ U0. Òîãäà J ∩K óäîñòîâåðÿåò τ ∼ r äëÿ U0. �

Äëÿ ëþáîãî U0 ∈ I ïîëàãàåì χU0 = (χU0
U | U ∈ I) ∈ T , ãäå χU0

U îáîçíà÷àåò
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ èç U íà U0, åñëè U0 ⊆ U , è χU0

U = 0 èíà÷å.

Óòâåðæäåíèå 5. [σ] ∈ ker f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∗) [σ] · [χU0 ] = [σ∗] · [χU0 ] = 0 äëÿ âñåõ U0 ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ [σ] ∈ ker f òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà σ ∼ 0. Èòàê, ïóñòü σ ∼ 0 è U0 ∈ I. Âûáåðåì ìíîæåñòâî J ∈ U , óäîñòî-
âåðÿþùåå σ ∼ 0 äëÿ U0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ U ∈ J è v ∈ U0 èìååì σUv = 0 = σ∗Uv,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî σUχ

U0
U = 0 = σ∗Uχ

U0
U . Ïîñêîëüêó J ∈ U , âûïîëíÿåòñÿ (∗).

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (∗) âûïîëíÿåòñÿ, è ïóñòü U0 ∈ I. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî K = {U ∈ I | σUχ

U0
U = 0 = σ∗Uχ

U0
U } ∈ U . Òîãäà J = K ∩ U+

0 ∈ U óäîñòîâåðÿåò
σ ∼ 0 äëÿ U0. �

Óòâåðæäåíèå 6. Èäåàë ker f ðåãóëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ñîãëàñíî ôàêòó 7, RU ∗-ðåãóëÿðíà äëÿ ëþáî-
ãî U ∈ I, ïîýòîìó ∗-ðåãóëÿðíî òàêæå è óëüòðàïðîèçâåäåíèå T̂ . Îòìåòèì, ÷òî
[χU0 ] ∈ T̂ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé äëÿ ëþáîãî U0 ∈ I, ïîñêîëüêó χU0

U ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêöèåé â RU äëÿ âñÿêîãî U ∈ I. Ïóñòü òåïåðü [σ] ∈ ker f è ïóñòü [τ ] � ïñåâäî-

îáðàùåíèå äëÿ [σ] â T̂ . Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 5 è ôàêòó 9 èìååì

[τ ] · [χU0 ] = [τ ∗] · [χU0 ] = 0 äëÿ âñåõ U0 ∈ I,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ââèäó óòâåðæäåíèÿ 5 âêëþ÷åíèå [τ ] ∈ ker f . �

Çàêîí÷èì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î ∗-Λ-àëãå-
áðàõ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 4. Â ∗-ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 6 è ëåììó 6. �
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Çàìå÷àíèå 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî VF èìååò ñ÷åòíûé îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ
v0, v1, v2, . . . (ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, dimVF = ω è F óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì ôàêòà 8). Ïóñòü I ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ Un, íàòÿíóòûõ íà
âåêòîðû {v0, . . . , vn}, n < ω, è ïóñòü U ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì, ñîäåðæàùèì
êîêîíå÷íûé ôèëüòð. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî åäèíîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü àëãåá-
ðû End∗Λ

(
(Un)F

)
, n < ω, êàê ìàòðè÷íûå àëãåáðû F n×n. Òîãäà ker f ñîñòîèò èç

ýëåìåíòîâ âèäà [An | n < ω], ãäå äëÿ ëþáîãî m < ω ñóùåñòâóåò J ∈ U , òàêîå
÷òî ïåðâûå m ðÿäîâ è m ñòîëáöîâ ìàòðèöû An ñîñòîÿò èç íóëåé â ñëó÷àå, êîãäà
Un ∈ J , ñì. Òþêàâêèí [19].

Ñëåäñòâèå 18. Ëþáàÿ C∗-àëãåáðà ÿâëÿåñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì íåêîòîðîé

ïîäàëãåáðû â óëüòðàïðîèçâåäåíèè àëãåáð Cn×n, n < ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 16 ê ïðåäñòàâëåíèþ, ïîëó÷àþùåìóñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè, è çàìåòèì, ÷òî End∗Λ(UC) ∼= Cn×n, åñëè U ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ôàêò 8). �

Ñëåäóþùèåå óòâåðæäåíèå äàåò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãîìîìîðô-
íûõ îáðàçîâ è îñíîâàíî íà ðàáîòå Ìèêîëü [20, òåîðåìà 3.8].

Ïðåäëîæåíèå 19. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ∗-Λ-àëãåáðû R, èìåþùåé
òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì, ñóùåñòâóåò óëüòðàñòåïåíü V̂F̂ ïðîñòðàíñòâà VF , òàêàÿ ÷òî äëÿ

ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî èäåàëà I = I∗ àëãåáðà R/I èìååò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â

íåêîòîðîì çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà V̂F̂ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôàêòó 15, ñóùåñòâóåò óëüòðàñòåïåíü R̂V̂F̂ òî÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ RVF , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óìåðåííî íàñûùåííîé íàä RVF îòíîñè-
òåëüíî êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå V̂ ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ïîñêîëü-
êó R êàíîíè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â R̂, à

U = {v ∈ V̂ | av = 0 äëÿ âñåõ a ∈ I} =
⋂
a∈I

(aV̂ )⊥

ÿâëÿòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â V̂F̂ è ëåâûì (R/I)-ìîäóëåì. Áîëåå òîãî,
èç ðàâåíñòâà I = I∗ ïîëó÷àåì

〈(r + I)v | w〉 = 〈v | (r∗ + I)w〉 äëÿ âñåõ v, w ∈ U,
÷òî äîêàçûâàåò òîò ôàêò, ÷òî R/IUF̂ ÿâëÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì R/I.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì; òî åñòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

a /∈ I ñóùåñòâóåò v ∈ U , òàêîé ÷òî av 6= 0. Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå v ∈ U îçíà÷àåò,
÷òî bv = 0 äëÿ âñåõ b ∈ I, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë

Σ(x) = {ax 6= 0} ∪ {bx = 0 | b ∈ I}
ñ ïàðàìåòðàìè èç {a} ∪ I è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x òèïà V âûïîëíèìî â R̂V̂F̂ .
Â ñèëó óìåðåííîé íàñûùåííîñòè ïîñëåäíåé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ b1, . . . , bn ∈ I ñóùåñòâóåò v ∈ V , òàêîé ÷òî av 6= 0 è biv = 0 äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , n}. Â ñèëó ôàêòà 10 è ðåãóëÿðíîñòè I ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò e ∈ I,
òàêîé ÷òî Ie =

∑n
i=1 Ibi; â ÷àñòíîñòè, bie = bi è biv = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}
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è ëþáîãî v ∈ V ñ óñëîâèåì ev = 0. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
íàéäåòñÿ v ∈ V , òàêîé ÷òî ev = 0, íî av 6= 0.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òî åñòü, ÷òî ðàâåíñòâî ev = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâî

av = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Äëÿ w ∈ V ïîëîæèì v = (1 − e)w. Ïîñêîëüêó
ev = 0, èìååì av = 0 ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, 0 =
av = a(1 − e)w äëÿ âñåõ w ∈ V , ïîýòîìó a(1 − e) = 0, òàê êàê RVF ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Íî â ýòîì ñëó÷àå a = ae ∈ I, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
a. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. �

5. Àëãåáðû îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ

Äëÿ çàäàííîãî êîììóòàòèâíîãî ∗-êîëüöà Λ ïðåä -∗-Λ-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî R ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè + è ·, êîíñòàí-
òàìè 0R è 1R, óíàðíîé îïåðàöèåé r 7→ λr äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ è ñèììåòðè÷íûì
áèíàðíûì îòíîøåíèåì ./, òàêèì ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ R ñóùåñòâóåò r∗ ∈ R ñ
óñëîâèåì r ./ r∗, à äëÿ âñåõ r, r∗, s, s∗ ∈ R è âñåõ λ ∈ Λ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(a) r ./ r∗ è s ./ s∗ âëåêóò r + s ./ r∗ + s∗;
(b) r ./ r∗ è s ./ s∗ âëåêóò r · s ./ s∗ · r∗;
(c) r ./ r∗ âëå÷åò λr ./ λ∗r∗;
(d) 0R ./ 0R è 1R ./ 1R.

Äåéñòâèå R íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ãäå
F ÿâëÿåòñÿ ∗-Λ-àëãåáðîé, ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó r ∈ R ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî dom r â VF è F -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dom r → V , çàïèñûâàåìîå
êàê v 7→ rv. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ v, w ∈ V , ëþáîãî r ∈ R è ëþáîãî α ∈ F
ñïðàâåäëèâî:

(e) åñëè u, v ∈ dom r, òî v + w ∈ dom r è r(v + w) = rv + rw;
(f) åñëè u ∈ dom r, òî uα ∈ dom r è r(vα) = (rv)α.

×åðåç RVF ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì, äåéñòâèåì F ñïðàâà è äåéñòâèåì R ñëåâà è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ýòîò îáúåêò êàê 3-ñîðòíóþ ñèñòåìó ñ ñîðòàìè V , F è R; äåéñòâèå R íà V îïðå-
äåëÿåòñÿ òåðíàðíûì îòíîøåíèåì

{(r, v, w) ∈ R× V × V | r ∈ R, v ∈ dom r, w = rv}.

Ìû òàêæå ïîëàãàåì rX = {rv | v ∈ X} è r−1(X) = {v ∈ dom r | rv ∈ X} äëÿ
ëþáîãî X ⊆ V .
Äîïîëíèòåëüíî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî íàïðàâëåííîå âíèç ìíîæåñòâî

D ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â VF . Ìû ãîâîðèì, ÷òî äåéñòâèå R íà VF ÿâëÿåò-
ñÿ D-ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R è ëþáîãî λ ∈ Λ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) D ⊆ dom r äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ D;
(ii) äëÿ ëþáîãî D ∈ D ñóùåñòâóåò D′ ∈ D, òàêîå ÷òî D′ ⊆ r−1(D);
(iii) ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ dom r∩dom s∩dom(r+ s) è (r+ s)v =

rv + sv äëÿ âñåõ v ∈ D;
(iv) 0Rv = 0 è 1Rv = v äëÿ âñåõ v ∈ V ;
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(v) ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ dom(r · s) ∩ s−1(dom r) ∩ dom s è
(r · s)v = r(sv) äëÿ âñåõ v ∈ D;

(vi) ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ dom r ∩ dom(λr) è (λr)v = (rv)λ äëÿ
âñåõ v ∈ D;

(vii) åñëè r ./ r∗, òî ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ dom r ∩ dom r∗ è
〈rv | w〉 = 〈v | r∗w〉 äëÿ âñåõ v, w ∈ D.

Äëÿ D-ñîãëàñîâàííîãî äåéñòâèÿ R íà VF îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ≈D íà
R, ïîëàãàÿ

r ≈D s òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ r∗ ./ r è s∗ ./ s
ñóùåñòâóåò D ∈ D, óäîñòîâåðÿþùåå îòíîøåíèå r ≈D s
ïðè çàäàííîì óñëîâèè, à èìåííî:
D ⊆ dom r ∩ dom r∗ ∩ dom s ∩ dom s∗ è
rv = sv, r∗v = s∗v äëÿ âñåõ v ∈ D.

Ìû ãîâîðèì î Λ-àëãåáðå îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ íà VF è îáîçíà÷àåì åå ÷åðåç
(RVF ;D), åñëè âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(viii) r ./ t è s ./ t âëåêóò r ≈D s äëÿ ëþáûõ r, s, t ∈ R.

Ëåììà 20. Åñëè (RVF ;D) ÿâëÿåòñÿ Λ-àëãåáðîé îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ, òî

≈D ÿâëÿåòñÿ êîíãðóåíöèåé îòíîñòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ íà R. Áîëåå
òîãî, äëÿ ëþáûõ r, r∗, s, s∗ ∈ R, òàêèõ ÷òî r ./ r∗ è s ./ s∗, îòíîøåíèå r ≈D s
âëå÷åò îòíîøåíèå r∗ ≈D s

∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ≈D ðåôëåêñèâ-
íî è ñèììåòðè÷íî. Ïîêàæåì, ÷òî ≈D òðàíçèòèâíî. Ïóñòü r ≈D s è s ≈D t. Ïóñòü
òàêæå r ./ r∗ è t ./ t∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò s∗ ∈ R, òàêîå ÷òî s ./ s∗. Ïóñòü D0 ∈ D
óäîñòîâåðÿåò r ≈D s ïðè óñëîâèÿõ r ./ r∗ è s ./ s∗. Ïóñòü òàêæå D1 ∈ D óäîñòî-
âåðÿåò s ≈D t ïðè óñëîâèÿõ s ./ s

∗ è t ./ t∗. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D íàïðàâëåíî
âíèç, íàéäåòñÿ D ∈ D ñ óñëîâèåì D ⊆ D0 ∩ D1. Òîãäà D óäîñòîâåðÿåò r ≈D t
ïðè óñëîâèÿõ r ./ r∗ è t ./ t∗.
Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ îòíîøåíèå ≈D ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè λ·. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r ≈D s äëÿ íåêîòîðûõ r, s ∈ R. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îòíîøåíèÿ λr ≈D λs ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ./ λr è u ./ λs. Ïóñòü òàêæå
D′ ⊆ dom r ∩ dom r∗ ∩ dom s ∩ dom s∗ óäîñòîâåðÿåò r ≈D s ïðè óñëîâèÿõ r ./ r∗ è
s ./ s∗. Ñîãëàñíî (c) è (viii), èìååì t ≈D λ

∗r∗ è u ≈D λ
∗s∗; â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ

D0r, D0s ∈ D, òàêèå ÷òî tv = (λ∗r∗)v äëÿ âñåõ v ∈ D0r è uv = (λ∗s∗)v äëÿ âñåõ
v ∈ D0s. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (vi), ñóùåñòâóþò D1r, D2r, D1s, D2s ∈ D, òàêèå
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

D1r ⊆ dom r ∩ dom(λr) è (λr)v = (rv)λ äëÿ âñåõ v ∈ D1r;

D2r ⊆ dom r∗ ∩ dom(λ∗r∗) è (λ∗r∗)v = (r∗v)λ∗ äëÿ âñåõ v ∈ D2r;

D1s ⊆ dom s ∩ dom(λs) è (λs)v = (sv)λ äëÿ âñåõ v ∈ D1s;

D2s ⊆ dom s∗ ∩ dom(λ∗s∗) è (λ∗s∗)v = (s∗v)λ∗ äëÿ âñåõ v ∈ D2s.
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Òàê êàê ìíîæåñòâî D íàïðàâëåíî âíèç, ñóùåñòâóåò D ∈ D ñ óñëîâèåì D ⊆
D′ ∩

⋂
i<3Dir ∩

⋂
i<3Dis. Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ D èìååì:

(λr)v = (rv)λ = (sv)λ = (λs)v;

tv = (λ∗r∗)v = (r∗v)λ∗ = (s∗v)λ∗ = (λ∗s∗)v = uv.

Òàêèì îáðàçîì, D óäîñòîâåðÿåò λr ≈D λs ïðè óñëîâèÿõ λr ./ t è λs ./ u.
Ñòàáèëüíîñòü îòíîøåíèÿ ≈D îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè + ìîæåò áûòü óñòàíîâ-

ëåíà òàê æå (è äàæå ïðîùå), êàê è âûøå, èñïîëüçóÿ (a) è (iii). Äîêàæåì òåïåðü,
÷òî≈D ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ·. Ïóñòü r0 ≈D s0 è r1 ≈D s1. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà îòíîøåíèÿ r0 · r1 ≈D s0 · s1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ./ r0 · r1 è u ./ s0 · s1.
Ïóñòü òàêæå D0 ⊆ dom r0 ∩ dom r∗0 ∩ dom s0 ∩ dom s∗0 óäîñòîâåðÿåò r0 ≈D s0 ïðè
óñëîâèÿõ r0 ./ r

∗
0, s0 ./ s

∗
0, à D1 ⊆ dom r1 ∩ dom r∗1 ∩ dom s1 ∩ dom s∗1 óäîñòîâåðÿåò

r1 ≈D s1 ïðè óñëîâèÿõ r1 ./ r
∗
1, s1 ./ s

∗
1. Ñîãëàñíî (b) è (viii), èìååì t ≈D r∗1 · r∗0

è u ≈D s∗1 · s∗0; â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ D0r, D0s ∈ D, òàêèå ÷òî tv = (r∗1 · r∗0)v
äëÿ âñåõ v ∈ D0r è uv = (s∗1 · s∗0)v äëÿ âñåõ v ∈ D0s. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (v),
ñóùåñòâóþò D1r, D2r, D1s, D2s ∈ D, òàêèå ÷òî:

D1r ⊆ dom(r0 · r1) ∩ r−1
1 (dom r0) ∩ dom r1

è (r0 · r1)v = r0(r1v) äëÿ âñåõ v ∈ D1r;

D2r ⊆ dom(r∗1 · r∗0) ∩ (r∗0)
−1(dom r∗1) ∩ dom r∗0

è (r∗1 · r∗0)v = r∗1(r
∗
0v) äëÿ âñåõ v ∈ D2r;

D1s ⊆ dom(s0 · s1) ∩ s−1
1 (dom s0) ∩ dom s1

è (s0 · s1)v = s0(s1v) äëÿ âñåõ v ∈ D1s;

D2s ⊆ dom(s∗1 · s∗0) ∩ (s∗0)
−1(dom s∗1) ∩ dom s∗0

è (s∗1 · s∗0)v = s∗1(s
∗
0v) äëÿ âñåõ v ∈ D2s.

Ñîãëàñíî (ii), ñóùåñòâóþò D′
0, D

′
1 ∈ D, òàêèå ÷òî D′

0 ⊆ r−1
1 (D0) è D′

1 ⊆
(r∗0)

−1(D1). Â ÷àñòíîñòè, r1D
′
0 ⊆ D0 è r∗0D

′
1 ⊆ D1. Ïîñêîëüêó D íàïðàâëåíî

âíèç, íàéäåòñÿ D ∈ D ñ óñëîâèåì

D ⊆ D0 ∩D1 ∩D′
0 ∩D′

1 ∩
⋂
i<3

Dir ∩
⋂
i<3

Dis.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ D ïîëó÷àåì:

(r0 · r1)v = r0(r1v) = s0(r1v) = s0(s1v) = (s0 · s1)v;

tv = (r∗1 · r∗0)v = r∗1(r
∗
0v) = s∗1(r

∗
0v) = s∗1(s

∗
0v) = (s∗1 · s∗0)v = uv.

Ïîýòîìó D óäîñòîâåðÿåò r0 · r1 ≈D s0 · s1 ïðè óñëîâèÿõ r0 · r1 ./ t è s0 · s1 ./ u.
Ïðåäïîëîæèì íàêîíåö, ÷òî r ./ r∗, s ./ s∗ è r ≈D s. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ñîâìåñòíîñòè ñ ./ ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ./ r∗ è u ./ s∗. Òîãäà r ≈D t è s ≈D u
ñîãëàñíî (viii). Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ≈D òðàíçèòèâíî, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî t ≈D
u. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî D ∈ D, óäîñòîâåðÿþùåå îòíîøåíèå t ≈D u ïðè
óñëîâèÿõ t ./ r∗ è u ./ s∗. Òàêèì îáðàçîì, D óäîñòîâåðÿåò r∗ ≈D s∗ ïðè òåõ æå
ñàìûõ óñëîâèÿõ. �
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Â òåîðåìå 22 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîð-ñèñòåìà R/≈D âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ∗-Λ-
àëãåáðîé.

Ôàêò 21. Åñëè RVF ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ∗-Λ-àëãåáðû R, òî (RVF ; {V })
ÿâëÿåòñÿ Λ-àëãåáðîé îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ, ãäå r ./ s òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà s = r∗. Â ýòîì ñëó÷àå ≈D ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü (RVF ;D) � Λ-àëãåáðà îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ íà ïðî-

ñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì VF . Òîãäà R/≈D ÿâëÿåòñÿ ∗-Λ-àëãå-
áðîé. Áîëåå òîãî, åñëè R/≈D ∗-ðåãóëÿðíà, òî îíà èìååò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

â íåêîòîðîì çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå óëüòðàñòåïåíè VF .

Çàìå÷àíèå 23. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22 ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 16, è ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî R/≈D òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-
íûì îáðàçîì íåêîòîðîé ïîäàëãåáðû â óëüòðàïðîèçâåäåíèè àëãåáð ýíäîìîðôèç-
ìîâ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòàðíñòâ â VF . Ñëîæíîñòü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â íåâîçìîæíîñòè âûáðàòü óëüòðàôèëüòð, ñîãëàñîâàííûé
â íåêîòîðîì ñìûñëå ñî ìíîæåñòâîì D. Ýòî óòâåðæäåíèå, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì â ñëó÷àå F = C (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2). Íî ñïðàâåäëè-
âîñòü ýòîãî óòâåðæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé. Òåì íå
ìåíåå, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16 (è èäåè Òþêàâêèíà, èñïîëüçîâàííûå â íåì)
ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22. Ïóñòü T = End∗Λf (VF ); â ýòîì ñëó÷àå êðîìå äåé-
ñòâèÿ R íà V ñëåâà ìû èìååì òàêæå äåéñòâèå T íà V ñëåâà. Ïîëó÷èâøóþ-
ñÿ 4-ñîðòíóþ ñèñòåìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü T,RVF . Â ÷àñòíîñòè, T ÿâëÿåòñÿ
∗-ðåãóëÿðíîé àëãåáðîé ïî ôàêòó 7, à TVF ÿâëÿåòñÿ åå òî÷íûì ïðåäñòàâëåíè-
åì. Ñîãëàñíî ôàêòó 15, T,RVF îáëàäàåò óìåðåííî íàñûùåííûì ýëåìåíòàðíûì

ðàñøèðåíèåì T̂ ,R̂V̂F̂ . Ñîãëàñíî ôàêòó 14, T̂ ÿâëÿåòñÿ ∗-ðåãóëÿðíîé àëãåáðîé, à

T̂ V̂F̂ � åå òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîëàãàåì äëÿ σ ∈ T̂ è r ∈ R
σ ∼ r åñëè äëÿ ëþáûõ r∗ ./ r â R ñóùåñòâóåò D ∈ D, D ⊆ dom r ∩ dom r∗,

òàêîé ÷òî σv = rv è σ∗v = r∗v äëÿ âñåõ v ∈ D.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî D óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå σ ∼ r ïðè óñëîâèè

r ./ r∗. Ìû ïîëàãàåì òàêæå

S = {σ ∈ T̂ | σ ∼ r äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R}.
Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå ≈D íà R, îïðåäåëåííîå äëÿ àëãåáðû îáîáùåííûõ
îïåðàòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ êîíãðóåíöèåé ïî ëåììå 20. Ïóñòü [r] = {s ∈ R | s ≈D r}.
Óòâåðæäåíèå 1. Îòîáðàæåíèå g : S → R/≈D, g(σ) = [r], ãäå σ ∼ r, îïðåäåëå-
íî êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü Dr è Ds óäîñòîâåðÿþò σ ∼ r è σ ∼ s ïðè
óñëîâèÿõ r ./ r∗ è s ./ s∗, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D íàïðàâëåíî
âíèç, íàéäåòñÿ D ∈ D ñ óñëîâèåì D ⊆ Dr ∩ Ds. Äëÿ ëþáîãî v ∈ D èìååì
rv = σv = sv and r∗v = σ∗v = s∗v, òî åñòü r ≈D s. �

Óòâåðæäåíèå 2. Â ÿçûêå ∗-Λ-àëãåáð S ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â T̂ , à îòîáðà-
æåíèå g : S → R/≈D ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü σ ∼ r, τ ∼ s. Ââèäó ëåììû 20 äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî

(1) σ∗ ∼ r∗, (2) λσ ∼ λr, (3) τ + σ ∼ s+ r, (4) τσ ∼ s · r.
Ïóñòü Dr ∈ D óäîñòîâåðÿåò σ ∼ r ïðè óñëîâèè r ./ r∗. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1)
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò t ∈ R ñ óñëîâèåì r∗ ./ t. Ñîãëàñíî (viii),
èìååì t ≈D r; ýòî îòíîøåíèå óäîñòîâåðÿåòñÿ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì D′ ∈ D
ïðè óñëîâèÿõ t ./ r∗ è r ./ r∗. Òàê êàê D íàïðàâëåíî âíèç, íàéäåòñÿ D ∈ D
ñ óñëîâèåì D ⊆ D′ ∩ Dr. Òîãäà D óäîñòîâåðÿåò σ∗ ∼ r∗ ïðè óñëîâèè r∗ ./ t,
ïîñêîëüêó σ∗v = r∗v è (σ∗)∗v = σv= rv = tv äëÿ âñåõ v ∈ D.
×òî êàñàåòñÿ (2), ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò t ñ óñëîâèåì λr ./ t.

Ñîãëàñíî (c), èìååì λr ./ λ∗r∗, îòêóäà t ≈D λ∗r∗ ñîãëàñíî (viii); ýòî îòíîøåíèå
óäîñòîâåðÿåòñÿ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì D0 ∈ D. Ñîãëàñíî (vi), ñóùåñòâóåò D1 ∈
D, òàêîå ÷òî D1 ⊆ dom r ∩ dom(λr) è (λr)v = (rv)λ äëÿ âñåõ v ∈ D1. Ïîñêîëüêó
D íàïðàâëåíî âíèç, ñóùåñòâóåò D ∈ D ñ óñëîâèåì D ⊆ D0∩D1∩Dr. Äëÿ ëþáîãî
v ∈ D èìååì:

(λσ)v = (σv)λ = (rv)λ = (λr)v;

(λσ)∗v = (λ∗σ∗)v = (σ∗v)λ∗ = (r∗v)λ∗ = (λ∗r∗)v = tv,

òî åñòü D óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå (2) ïðè óñëîâèè λr ./ t.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3) è (4) ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ds ∈ D óäîñòîâåðÿåò τ ∼ s

ïðè óñëîâèè s ./ s∗. Ïóñòü s + r ./ t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R. Ñîãëàñíî (a),
ìû èìååì òàêæå s + r ./ s∗ + r∗, îòêóäà s∗ + r∗ ≈D t ñîãëàñíî (viii). Ïóñòü
D′ óäîñòîâåðÿåò ïîñëåäíåå îòíîøåíèå ïðè óñëîâèÿõ t ./ s+ r è s∗ + r∗ ./ s+ r.
Ñîãëàñíî (iii), ñóùåñòâóþò D0, D1 ∈ D, òàêèå ÷òî D0 ⊆ dom s∩dom r∩dom(s+r),
D1 ⊆ dom s∗ ∩ dom r∗ ∩ dom(s∗ + r∗) è sv + rv = (s + r)v äëÿ âñåõ v ∈ D0, à
s∗v + r∗v = (s∗ + r∗)v äëÿ âñåõ v ∈ D1. Òàê êàê D íàïðàâëåíî âíèç, íàéäåòñÿ
D ∈ D ñ óñëîâèåì D ⊆ D′ ∩D0 ∩D1 ∩Dr ∩Ds. Äëÿ âñåõ v ∈ D èìååì:

(τ + σ)v = τv + σv = sv + rv = (s+ r)v;

(τ + σ)∗v = (τ ∗ + σ∗)v = τ ∗v + σ∗v = s∗v + r∗v = (s∗ + r∗)v = tv,

òî åñòü D óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå (3) ïðè óñëîâèè s+ r ./ t.
Ïóñòü s · r ./ t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R. Ñîãëàñíî (b), s · r ./ r∗ · s∗, îòêóäà ïî-

ëó÷àåì r∗ · s∗ ≈D t ñîãëàñíî (viii). Ïóñòü D
′ óäîñòîâåðÿåò ïîñëåäíåå îòíîøåíèå

ïðè óñëîâèÿõ t ./ s · r è r∗ · s∗ ./ s · r. Ñîãëàñíî (v), ñóùåñòâóþò D0, D1 ∈ D,
òàêèå ÷òî

D0 ⊆ dom(s · r) ∩ r−1(dom s) ∩ dom r;

D1 ⊆ dom(r∗ · s∗) ∩ (s∗)−1(dom r∗) ∩ dom s∗

è

(s · r)v = s(rv) äëÿ âñåõ v ∈ D0;

(r∗ · s∗)v = r∗(s∗v) äëÿ âñåõ v ∈ D1.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D íàïðàâëåíî âíèç, íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî D′ ∈ D ñ óñëî-
âèåì D′ ⊆ Dr ∩Ds∩D0∩D1. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (ii), ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå
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÷òî D ⊆ D′ ∩ r−1(D′) ∩ (s∗)−1(D′). Ïîýòîìó D ⊆ Dr è rD ⊆ Ds. Àíàëîãè÷íî,
D ⊆ Ds è s

∗D ⊆ Dr.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî v ∈ D èìååì:

(τσ)v = τ(σv) = τ(rv) = s(rv) = (s · r)v;
(τσ)∗v = (σ∗τ ∗)v = σ∗(τ ∗v) = σ∗(s∗v) = r∗(s∗v) = (r∗ · s∗)v = tv,

òî åñòü D óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå (4) ïðè óñëîâèè s · r ./ t.
Î÷åâèäíî, 0 ∼ 0R è 1 ∼ 1R ñîãëàñíî (iv). �

Óòâåðæäåíèå 3. Îòîáðàæåíèå g ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü r ./ r∗ â R. Ñîãëàñíî (vii), ñóùåñòâóåò
D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ dom r ∩ dom r∗ è 〈x | r∗y〉 = 〈rx | y〉 äëÿ âñåõ x, y ∈
D. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò σ ∈ T̂ , òàêîé ÷òî σv = rv è σ∗v = r∗v
äëÿ âñåõ v ∈ D. Ïóñòü v1, . . . , vn ∈ D è ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî â VF ,
íàòÿíóòîå íà âåêòîðû v1, . . . , vn. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
W = U + rU + r∗U â V è F -ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

ϕ0 : U → W, ϕ0v = rv, è ψ0 : U → W, ψ0v = r∗v.

Â ÷àñòíîñòè, 〈x | ψ0y〉 = 〈ϕ0x | y〉 äëÿ âñåõ x, y ∈ U . Âûáåðåì áàçèñ u1, . . . ,
uk â U è ïðîäîëæèì åãî äî áàçèñà u1, . . . , um ïðîñòðàíñòâà W . Ñóùåñòâóþò
åäèíñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ϕ, ψ ∈ End∗Λ(WF ), òàêèå ÷òî

〈ϕui | uj〉 = 〈ui | ψuj〉 =


〈ui | ψ0uj〉 äëÿ j 6 k;

〈ϕ0ui | uj〉 äëÿ i 6 k;

0 èíà÷å.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ = ϕ∗, ϕ|U = ϕ0 è ψ∗|U = ψ0. Ðàññìàòðèâàÿ îðòîãîíàëüíóþ
ïðîåêöèþ ρ = πW , ïîëó÷àåì, ÷òî ρ ∈ T . Áîëåå òîãî,

σ = ρϕρ ∈ T, σ∗ = ρψρ ∈ T ; σv = ϕ0v = rv, σ∗v = ψ0v = r∗v

äëÿ âñåõ v ∈ U . Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî ôîðìóë

Σ(ξ) = {(ξv = r v) & (ξ∗v = r∗ v) | v ∈ D},
ãäå ξ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé ñîðòà T . Åñëè ìíîæåñòâî Ψ(ξ) ⊆ Σ(ξ) êîíå÷íî, òî â
Ψ(ξ) âñòðå÷àåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ vi, vi ∈ D, è, êàê ïîêàçàíî
âûøå, ñóùåñòâóåò σ ∈ T , òàêîé ÷òî Ψ(σ) âûïîëíÿåòñÿ â RVF . Ïîñêîëüêó ñèñòåìà

T̂ ,R̂V̂F̂ ÿâëÿåòñÿ óìåðåííî íàñûùåííîé íàä T,RVF , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò σ ∈ T̂ ,

òàêîé ÷òî Σ(σ) âûïîëíÿåòñÿ â T̂ ,R̂V̂F̂ , òî åñòü σv = rv è σ∗v = r∗v äëÿ âñåõ
v ∈ D. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî σ ∼ r. �

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π̂v ∈
T̂ , òàêàÿ ÷òî π̂vv = v è äëÿ ëþáîãî w ∈ V̂ íàéäåòñÿ λ ∈ F̂ ñ óñëîâèåì π̂vw = λv.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ πv ∈ T , òàêàÿ ÷òî πvv =
v è im πv ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðîì v; à èìåííî, îðòî-
ãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå v. Òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî T̂ ,R̂V̂F̂ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ðàñøèðåíèåì T,RVF . �
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Óòâåðæäåíèå 5. σ ∈ ker g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî t ./ 0R

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî D ∈ D, òàêîå ÷òî σπ̂v = 0 = σ∗π̂v äëÿ âñåõ v ∈ D,
ãäå π̂v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ ∈ ker g è t ./ 0R. Òîãäà
îòíîøåíèå σ ∼ 0R óäîñòîâåðÿåòñÿ íåêîòîðûì D0 ∈ D ïðè óñëîâèè 0R ./ t.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (d) è (viii), t ≈D 0R. Ïóñòü ïîñëåäíåå îòíîøåíèå
óäîñòîâåðÿåòñÿ ìíîæåñòâîì D1 ∈ D ïðè óñëîâèÿõ 0R ./ 0R è t ./ 0R. Òîãäà
ñóùåñòâóåò D ∈ D, òàêîå ÷òî D ⊆ D0 ∩D1 è

(∗) σv = 0Rv = tv = σ∗v äëÿ âñåõ v ∈ D.
Ïîñêîëüêó 0Rv = 0, (∗) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

(∗∗) σπ̂v = 0 = σ∗π̂v äëÿ âñåõ v ∈ D.
Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò t ./ 0R è ïðåäïîëîæèì, ÷òî (∗∗)
èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ D. Ñîãëàñíî (d) è (viii), îòíîøåíèå t ≈D 0R

óäîñòîâåðÿåòñÿ íåêîòîðûì D0 ∈ D. Òîãäà îòíîøåíèå σ ∼ 0R óäîñòîâåðÿåòñÿ
ëþáûì ìíîæåñòâîì D′ ∈ D, òàêèì ÷òî D′ ⊆ D ∩D0, ïðè óñëîâèè t ./ 0R. �

Óòâåðæäåíèå 6. Èäåàë ker g ðåãóëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïîñêîëüêó T ∗-ðåãóëÿðíà, T̂ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ∗-
ðåãóëÿðíîé. Ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò σ ∈ ker g èìååò ïñåâäî-îáðàòíûé ýëåìåíò
σ+ â T̂ . Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 5 è ôàêòà 9, σ ∈ ker g âëå÷åò σ+ ∈ ker g. �

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ïåðâîå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 2 è 3.
Åñëè im g = R/≈D ∗-ðåãóëÿðåí, òî ∗-ðåãóëÿðíîñòü S ñëåäóåò èç ëåììû 6. Áîëåå

òîãî, ïîñêîëüêó T òî÷íî ïðåäñòàâèìà â VF , T̂ òî÷íî ïðåäñòàâèìà â V̂F̂ ñîãëàñíî

ôàêòó 14. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñèñòåìà S òàêæå èìååò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â V̂F̂ ,
à òî÷íàÿ ïðåäñòàâèìîñòü åå ãîìîìîðôíîãî îáðàçà R/≈D â íåêîòîðîì çàìêíóòîì

ïîäïðîñòðàíñòâå U óëüòðàñòåïåíè ṼF̃ ïðîñòðàíñòâà V̂F̂ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ

19. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî óìåðåííî íàñûùåííîå ðàñøèðåíèå T̂ ,R̂V̂F̂ ìîæåò áûòü
âûáðàíî èçîìîðôíûì óëüòðàñòåïåíè ñèñòåìû T,RVF ïî ôàêòó 15. Â ÷àñòíîñòè,

ṼF̃ èçîìîðôíà óëüòðàñòåïåíè VF ñîãëàñíî ôàêòó 13(i). Ðàññìàòðèâàÿ êîìïî-
çèöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ R/≈D â UF̃ ñ ýòèì èçîìîðôèçìîì, ìû ïîëó÷àåì òî÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå R/≈D â çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé óëüòðàñòåïåíè
ïðîñòðàíñòâà VF . �

6. Êîëüöà ÷àñòíûõ

Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ êîëüöàìè ÷àñòíûõ ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê êíèãå Ðîóåíà
[21, ãëàâà 3]; îäíàêî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàâûå êîëüöà ÷àñòíûõ. Ïóñòü A
ÿâëÿåòñÿ Λ-àëãåáðîé, ïóñòü Ir(A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâûõ èäåàëîâ
I â A è ïóñòü Hom(I, A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
f : IA → AA. Ïðàâûé èäåàë I ∈ Ir(A) íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì (â A), åñëè äëÿ
ëþáîãî èäåàëà J ⊇ I èç Ir(A) è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ Hom(J,A) ðàâåíñòâî
f |I = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâî f = 0.
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Ïîäìíîæåñòâî E â Ir(A) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñóïïîðòîâ (äëÿ A), åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

(i) Ëþáîé èäåàë èç E ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì (â A);
(ii) A ∈ E è I ∩ J ∈ E äëÿ ëþáûõ I, J ∈ E ;
(iii) f−1(J) ∈ E äëÿ ëþáûõ I, J ∈ E è ëþáîãî f ∈ Hom(I, A).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (iii) ïðèìåíèìî, â ÷àñòíîñòè, ê óìíîæåíèþ íà ýëåìåíò
a ñëåâà la : A → A, la(x) = ax, äëÿ ëþáîãî a ∈ A, âêëþ÷àÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé
a = λ1A, ãäå lλ1A

: x 7→ λx. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîé èäåàë I ∈ Ir èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî λ, è ïîëîæèì λf = lλ1A

◦ f = f ◦ (lλ1A
|I) äëÿ f ∈ Hom(I, A).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî.

Ëåììà 24. Ìíîæåñòâî E0 âñåõ ïëîòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ â A ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâîì ñóïïîðòîâ äëÿ A.

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñóïïîðòîâ E îïðåäåëèì àëãåáðó R(A, E) àáñòðàêò-
íûõ ÷àñòíûõ íàä E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(A, E) =
{
(f, I) | I ∈ E , f ∈ Hom(I, A)

}
.

Íàäåëèì R(A, E) îïåðàöèÿìè ïðåä-Λ-àëãåáðû òàê:

(f, I) + (g, J) = (f |K + g|K, K), ãäå K = I ∩ J ;

λ(f, I) =
(
(λf)|K, K

)
, ãäå K = λ−1(I);

(f, I) · (g, J) =
(
(f ◦ g)|K, K

)
, ãäå K = g−1(I)

0R = (0, A), 1R = (idA, A)

Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ≡E íà R(A, E) òàê:

(f, I) ≡E (g, J), åñëè f |K = g|K äëÿ íåêîòîðîãî K ∈ E ñ óñëîâèåì K ⊆ I ∩ J.
Ñëåäóþùèå ôàêòû ëèáî õîðîøî èçâåñòíû, ëèáî äîêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü A � Λ-àëãåáðà è ïóñòü E � ìíîæåñòâî ñóïïîðòîâ

äëÿ A.

(i) (f, I) ≡E (g, J) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f |(I ∩ J) = g|(I ∩ J).
(ii) ≡E ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà R(A, E), ôàêòîð-ñèñ-

òåìó ïî êîòîðîìó ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Q(A, E), à êàíîíè÷åñêèé ãîìî-
ìîðôèçì � ÷åðåç πE .

(iii) Îòîáðàæåíèå ω : A → R(A, E), ω(a) = (la, A), ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì

Λ-àëãåáð; îãðàíè÷åíèå ≡E íà ω(A) ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòíî-

øåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, πE ◦ ω ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Λ-àëãåáð.
(iv) (f, I) · (la, A) ∈ ω(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ I; â ýòîì ñëó÷àå

(f, I) · (la, A) = (lf(a), A).
(v) R(A, E) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â R(A, E0), à ≡E � îãðàíè÷åíèåì îòíî-

øåíèÿ ≡E0.

(vi) Q(A, E0) = Qmax(A), ãäå Qmax(A) îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíîå êîëüöî ïðà-

âûõ ÷àñòíûõ äëÿ A.
(vii) πE ◦ ω âêëàäûâàåò A â Qmax(A).
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîåêöèé ∗-êîëüöà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî îò-
íîøåíèåì

e ≤ e′, åñëè e′e = e, ÷òî ðàâíîñèëüíî ee′ = e.

Òåîðåìà 26. Ïóñòü A � ∗-Λ-àëãåáðà, ïóñòü E � ìíîæåñòâî ñóïïîðòîâ äëÿ

A è ïóñòü R = R(A, E) òàêîâî, ÷òî:

(a) äëÿ ëþáîãî I ∈ E ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííîå ââåðõ ìíîæåñòâî PI ïðî-

åêöèé â I, òàêîå ÷òî PIA =
⋃

e∈PI
eA ∈ E;

(b) èíâîëþöèÿ íà A ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà Q(A, E);
(c) ñóùåñòâóåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ε äëÿ A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

VF ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãåáðà îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ (RVF ;D), òàêàÿ ÷òî R/≈D
è Q(A, E) èçîìîðôíû êàê ∗-Λ-àëãåáðû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì ëþáîìó èäåàëó I ∈ E êîíêðåòíîå íàïðàâëåííîå
ââåðõ ìíîæåñòâî ïðîåêöèé PI , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì èç (a). Îïðåäåëèì
äåéñòâèå R íà VF , ïîëàãàÿ

dom(f, I) = D(I) =
⋃

e∈PI

im ε(e);

(f, I)v = ε(f(e))(v), åñëè v ∈ im ε(e), e ∈ PI .

Çàìåòèì, ÷òî ε(e)(v) = v äëÿ ëþáîãî v ∈ im ε(e), ïîñîëüêó e ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî (f, I) ∈ R äåéñòâèå (f, I) îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ∈ im ε(e)∩ im ε(e′) äëÿ íå-
êîòîðûõ e, e′ ∈ PI . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî PI íàïðàâëåíî, ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ
e′′ ∈ PI , òàêàÿ ÷òî e′′e = e è e′′e′ = e′. Òîãäà im ε(e), im ε(e′) ⊆ im ε(e′′) è

ε
(
f(e)

)
(v) = ε

(
f(e′′e)

)
(v) = ε

(
f(e′′)e

)
(v) =

(
ε
(
f(e′)

)
◦ ε(e)

)
(v) =

= ε
(
f(e′′)

)(
ε(e)(v)

)
= ε

(
f(e′′)

)
(v).

Àíàëîãè÷íî, ε
(
f(e′)

)
(v) = ε

(
f(e′′)

)
(v), òî åñòü ε

(
f(e)

)
(v) = ε

(
f(e′)

)
(v). �

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî I ∈ E ìíîæåñòâî D(I) ÿâëÿåòñÿ F -ëèíåéíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì â VF , à

(f, I) : dom(f, I) → V

ÿâëÿåòñÿ F -ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ âñÿêîãî (f, I) ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü u, v ∈ D(I) è ïóñòü λ ∈ F . Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî PI íàïðàâëåíî, ñóùåñòâóåò e ∈ PI ñ óñëîâèåì u, v ∈ im ε(e). Òàê êàê
im ε(e) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðíñòâîì â V , u+ v, uλ ∈ im ε(e). Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò,
÷òî ε ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì, ïîëó÷àåì:

(f, I)(u+ v) = ε
(
f(e)

)
(u+ v) = ε

(
f(e)

)
(u) + ε

(
f(e)

)
(v) = (f, I)u+ (f, I)v;

(f, I)(uλ) =
(
ε
(
f(e)

)
(u)

)
λ =

(
(f, I)u

)
λ.

�
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Äëÿ (f, I), (g, J) ∈ R ïîëàãàåì

(f, I) ./ (g, J), åñëè πE(g, J) =
(
πE(f, I)

)∗
.

Ïîñêîëüêó πE ÿâëÿòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïðåä-Λ-àëãåáð, à ∗ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþ÷èåé
íà Q(A, E), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a)-(c) îïðåäååíèÿ ïðåä-∗-Λ-àëãåáðû. Óñëîâèå
(d) âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïîëàãàåì

D = {D(I) | I ∈ E}.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ (f, I), (g, J) ∈ R óñëîâèå (f, I) ≈D (g, J) ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ (f, I) ≡E (g, J).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîøåíèå (f, I) ≈D (g, J)
óäîñòîâåðÿåòñÿ ìíîæåñòâîì D(K) äëÿ íåêîòîðîãî K ∈ E ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ. Òàê êàê K ∩ I ∩J ∈ E , ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî K ⊆ I ∩J . Òîãäà äëÿ
êàæäîãî e ∈ PK è êàæäîãî v ∈ im ε(e) èìååì

ε
(
f(e)

)
(v) = (f, I)v = (g, J)v = ε

(
g(e)

)
(v).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ V âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ε
(
f(e)

)
(u) =ε

(
f(e2)

)
(u) = ε

(
f(e)e

)
(u) = ε

(
f(e)

)(
ε(e)(u)

)
=

=ε
(
g(e)

)(
ε(e)(u)

)
= ε

(
g(e)e

)
(u) = ε

(
g(e2)

)
(u) = ε

(
g(e)

)
(u),

ïîýòîìó f(e) = g(e), òàê êàê ε ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî a ∈ eA ïîëó÷àåì

f(a) = f(ea) = f(e)a = g(e)a = g(ea) = g(a).

Ñîãëàñíî (a), PKA =
⋃

e∈p(K) eA ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïðàâûì èäåàëîì. Ïîñêîëüêó

f |PKA = g|PKA, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî f |K = g|K, ÷òî äîêàçûâàåò îòíîøåíèå
(f, I) ≡E (g, J).
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî πE(f, I) = πE(g, J), è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå

(h0, K0), (h1, K1) ∈ R, òàêèå ÷òî (h0, K0) ./ (f, I) è (h1, K1) ./ (g, J) âR. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

πE(h0, K0) =
(
πE(f, I)

)∗
=

(
πE(g, J)

)∗
= πE(h1, K1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî èäåàëà K ∈ E ñ óñëîâèåì K ⊆ I ∩ J ∩ K0 ∩ K1

ìû èìååì f |K = g|K è h0|K = h1|K. Òîãäà D(K) óäîñòîâåðÿåò îòíîøåíèå
(f, I) ≈D (g, J) ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ. �

Óòâåðæäåíèå 4. (RVF ;≈D) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî (f, I) ∈ R èìååì D(I) = dom(f, I),
ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i) èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû îáîáùåííûõ îïåðàòî-
ðîâ. Åñëè (f, I) ∈ R è D(J) ∈ D äëÿ íåêîòîðîãî J ∈ E , òîãäà K = f−1(PJA) ∈ E
ñîãëàñíî (a) è (iii) èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ñóïïîðòîâ äëÿ A. Ïóñòü v ∈ im ε(e)
äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ PK . Òàê êàê K ⊆ I, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî f(e) ∈ PJA. Ïîýòîìó
f(e) = e′f(e) äëÿ íåêîòîðîãî e′ ∈ PJ ñîãëàñíî (a). Òàêèì îáðàçîì,

(f, I)v = ε
(
f(e)

)
(v) = ε

(
e′f(e)

)
(v) = ε(e′)

(
ε
(
f(e)

)
(v)

)
∈ im ε(e′) ⊆ D(J).
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Ñëåäîâàòåëüíî, (f, I)D(K) ⊆ D(J) è óñëîâèå (ii) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (f, I), (g, J) ∈ R è K = I ∩ J . Òîãäà K ∈ E è D(K) ⊆

dom(f, I) ∩ dom(g, J) ∩ dom
(
(f, I) + (g, J)

)
. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî e ∈ PK è

ëþáîãî v ∈ im ε(e) èìååì:(
(f, I) + (g, J)

)
v = ε

(
(f + g)(e)

)
(v) = ε

(
f(e) + g(e)

)
(v) =

=
(
ε
(
f(e)

)
+ ε

(
g(e)

))
(v) = ε

(
f(e)

)
(v) + ε

(
g(e)

)
(v) = (f, I)v + (g, J)v.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ (iii).
Ðàññìîòðèì (f, I), (g, J) ∈ R. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó (ii), K = g−1(PIA) ∈ E

è (g, J)D(K) ⊆ D(I). Ïîýòîìó D(K) ⊆ dom(g, J) ∩ (g, J)−1
(
dom(f, I)

)
=

dom
(
(f, I) · (g, J)

)
. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (a), äëÿ ëþáîãî e ∈ PK è ëþáîãî

v ∈ im ε(e) ñóùåñòâóåò e′ ∈ PI ñ óñëîâèåì g(e) = e′g(e). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ëþáîãî v ∈ im ε(e) èìååì:(

(f, I) · (g, J)
)
v = ε

(
(f ◦ g)(e)

)
(v) = ε

(
f
(
g(e)

))
(v) = ε

(
f
(
e′g(e)

))
(v) =

= ε
(
f(e′)g(e)

)
(v) = ε

(
f(e′)

)
ε
(
g(e)

)
(v) = (f, I)

(
(g, J)v

)
,

ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ (v). Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (iv) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (vi) ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ Λ, è ïóñòü K = λ−1(I) ∩ I.

Òîãäà K ∈ E ñîãëàñíî (ii)-(iii) èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ñóïïîðòîâ äëÿ A. Äëÿ
ëþáîãî e ∈ PK èìååì λe = λe2 = e(λe). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî v ∈ im ε(e)
ïîëó÷àåì:(

λ(f, I)
)
v = ε

(
(λf)(e)

)
(v) = ε

(
f(λe)

)
(v) = ε

(
f(e · λe)

)
(v) =

= ε
(
f(e) · λe

)
(v) = ε

(
f(e)

)
ε(λe)(v) = ε

(
f(e)

)(
ε(e)(v)λ

)
=

= ε
(
f(e)

)
(vλ) = ε

(
f(e)

)
(v)λ =

(
(f, I)v

)
λ,

òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (vi).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (vii) ïðåäïîëîæèì, ÷òî (f, I) ./ (g, J). Ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 25(iv), ω(f(e)) = (f, I) · ω(e) äëÿ ëþáîãî e ∈ PI . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ (b)
îòîáðàæåíèå πEω ÿâëÿåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì, îòêóäà

πEω
(
f(e)∗

)
= πE

(
ω(f(e))

)∗
=

(
πE(f, I) · πEω(e)

)∗
= πEω(e)∗ ·

(
πE(f, I)

)∗
=

= πEω(e) · πE(g, J) = πE
(
ω(e) · (g, J)

)
= πE(le ◦ g, J).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò K0 ∈ E , òàêîé ÷òî K0 ⊆ J è äëÿ ëþáîãî a ∈ K0

e · g(a) = (le ◦ g)(a) = lf(e)∗(a) = f(e)∗ · a.

ÏóñòüK = K0∩I∩J . ÒîãäàK ∈ E èD(K) ⊆ D(I)∩D(J) = dom(f, I)∩dom(g, J).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u, v ∈ D(K). Òîãäà ñîãëàñíî (a), ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ e ∈
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PK , òàêàÿ ÷òî u, v ∈ im ε(e). Òàê êàê ε ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì, èìååì:

〈(f, I)u | v〉 = 〈ε
(
f(e)

)
(u) | v〉 = 〈u | ε

(
f(e)

)∗
(v)〉 = 〈u | ε

(
f(e)∗

)
(v)〉 =

= 〈u | ε
(
f(e)∗

)
ε(e)(v)〉 = 〈u | ε

(
f(e)∗ · e

)
(v)〉 = 〈u | ε

(
e · g(e)

)
(v)〉 =

= 〈u | ε(e)ε
(
g(e)

)
(v)〉 = 〈u | ε(e∗)ε

(
g(e)

)
(v)〉 =

= 〈ε(e)(u) | ε
(
g(e)

)
(v)〉 = 〈u | ε

(
g(e)

)
(v)〉 = 〈u | (g, J)v〉.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (vii).
Åñëè (g0, J0) ./ (f, I) ./ (g1, J1), òî πE(g0, J0) =

(
πE(f, I)

)∗
= πE(g1, J1), îòêóäà

(g0, J0) ≡E (g1, J1), è óñëîâèå (viii) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3. �

Óòâåðæäåíèÿ âûøå ïîêàçûâàþò, ÷òî (RVF ;D) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îáîáùåííûõ
îïåðàòîðîâ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, R/≈D ∼= Q(A, E). �

7. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [22] è â [10]. Ïóñòü A � êîëüöî.
Äëÿ ëþáîãî X ⊆ A ïîëàãàåì:

Annr(X) = {a ∈ A | Xa = 0};
Annl(X) = {a ∈ A | aX = 0}

è íàçûâàåì ýòè ìíîæåñòâà ïðàâûì è ëåâûì àííèãèëÿòîðîì X ñîîòâåòñòâåí-
íî. ∗-êîëüöî A íàçûâàåòñÿ áýðîâñêèì [ðèêàðòîâñêèì], åñëè äëÿ ëþáîãî [îä-
íîýëåìåíòíîãî] ïîäìíîæåñòâà X â A ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ e ∈ A, òàêàÿ ÷òî
Annr(X) = eA. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâûé àííèãèëÿòîð ìíîæåñòâà X òàêæå ïîðîæ-
äàåòñÿ ïðîåêöèåé. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî C∗-àëãåáðîé, òî îíà íàçûâà-
åòñÿ AW ∗-àëãåáðîé [ðèêàðòîâñêîé C∗-àëãåáðîé ñîîòâåòñòâåííî]. Ñîãëàñíî [10,
14.22, 14.24], ýòî îïðåäåëåíèå AW ∗-àëãåáðû ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ, äàí-
íîìó â [24]. Ëþáàÿ àëãåáðà ôîí Íîéìàíà ÿâëÿåòñÿ AW ∗-àëãåáðîé. Ìû áóäåì
íàçûâàòü ∗-êîëüöî A êîíå÷íûì (òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ∗-êîíå÷íûì â [10]),
åñëè ðàâåíñòâî xx∗ = 1 âëå÷åò ðàâåíñòâî x∗x = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ A. Êîëüöî
A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêöèé, åñëè ëþáîé ñîáñòâåííûé ïðàâûé èäåàë
ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
LP ∼ RP (â [10] èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå LP ∼∗ PR), åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òà x ∈ A è ïðîåêöèé e, f ∈ A ñ óñëîâèÿìè Annr(x) = (1−e)A è Annl(x) = A(1−f)
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ A, òàêîé ÷òî e = yy∗ è f = y∗y.
Ïðàâûé èäåàë I êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì èëè áîëüøèì â J ⊇ I,

åñëè I ∩K 6= 0 äëÿ ëþáîãî èäåàëà K ∈ Ir(A) ñ óñëîâèåì 0 6= K ⊆ J . Î÷åâèäíî,
÷òî åñëè èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â A, òî ëþáîé èäåàë J ⊇ I òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â A. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî è ìîæåò
áûòü äîêàçàíî íåïîñðåäñòâåííî.

Ëåììà 27. Ïóñòü I, J ∈ Ir(A) òàêîâû, ÷òî I ⊆ J è J ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì â A. Òîãäà I ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â J òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â A.
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Íàïîìíèì, ÷òî A íàçûâàåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì, åñëè ïðàâûé èäåàë Annr(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáî-
ãî íåñèíãóëÿðíîãî êîëüöà ïîíÿòèÿ ïëîòíîãî â A è ñóùåñòâåííîãî â A ïðàâîãî
èäåàëà ñîâïàäàþò. Ëþáîå ðèêàðòîâñêîå ∗-êîëüöî ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íåñèíãó-
ëÿðíûì.

Ïðåäëîæåíèå 28. Ïóñòü A è Q(A) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(i) A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ðèêàðòîâñêîé C∗-àëãåáðîé, à Q(A) � åå êëàññè-

÷åñêèì êîëüöîì ïðàâûõ ÷àñòíûõ;

(ii) A � ∗-Λ-àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîíå÷íûì áýðîâñêèì ∗-êîëüöîì, óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ LP ∼ RP è èìåþùèì äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåê-

öèé, à Q(A) � åå ìàêñèìàëüíîå êîëüöî ïðàâûõ ÷àñòíûõ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñóïïîðòîâ E, òàêîå ÷òî Q(A, E) è Q(A) èçî-
ìîðôíû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a) è (b) òåîðåìû 26, ÷òî ïðåâðàùàåò Q(A, E)
â ∗-ðåãóëÿðíóþ Λ-àëãåáðó. Áîëåå òîãî, â îáîèõ ñëó÷ÿõ èíâîëþöèÿ íà A ïðî-

äîëæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî èíâîëþöèè íà Q(A); íàäåëåííàÿ ýòîé

èíâîëþöèåé, Q(A) ÿâëÿåòñÿ ∗-ðåãóëÿðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé (i). Ñëåäóÿ Õàíäåëüìàíó [7, ñòð. 177], ïóñòü E ñîñòîèò
èç âñåõ ïðàâûõ èäåàëîâ I ∈ E0, òàêèõ ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâîX ⊆ I ñ
óñëîâèåì

∑
x∈X xA ∈ E0. Ñîãëàñíî [7, ïðåäëîæåíèå 2.1] è ëåììå 27, ñóùåñòâóåò

ñ÷åòíîå îðòîãîíàëüíîå ìíîæåñòâî ïðîåêöèé P ⊆ I, òàêîå ÷òî ïðàâûé èäåàë
J =

∑
e∈P eA ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â A. Ïóñòü

PI = {e0 + . . .+ en | n < ω, e0, . . . , en ∈ P}.
Òîãäà PI ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì ìíîæñòâîì ïðîåêöèé è J =

⋃
e∈PI

eA ∈ E0.
Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (a) òåîðåìû 26. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî [7, ëåììû
2.3-2.4], âûïîëíÿþòñÿ òàêæå è óñëîâèÿ (i)-(iii) îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ñóïïîð-
òîâ, à àëãåáðà Q(A, E) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñîãëàñíî [7, ëåììà 2.7]. Äàëåå, â
[7, òåîðåìà 2.1] ïîñòðîåíî ∗-ðåãóëÿðíîå ïîäêîëüöî R â QH(A) = Q(A, E), òàêîå
÷òî èíâîëþöèÿ íà R ïðîäîëæàåò èíâîëþöèþ íà A. Ïîçæå Àðîé è Ìåíàëîì [8,
ñòð. 129] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî R = QH(A) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì êîëüöîì ïðà-
âûõ ÷àñòíûõ äëÿ A. Åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ èíâîëþöèè â ýòîì ñëó÷àå
î÷åâèäíà.

Ñëó÷àé (ii). Ïóñòü E = E0. Ñîãëàñíî ëåììå 24, E0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñóï-
ïîðòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî èç [4, ñëåäñòâèå 4.10] (ñì. [3, ëåììà 5]) âìåñòå ñ [4,
ïðåäëîæåíèå 4.11] îáåñïå÷èâàåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (a) òåîðåìû 26. Ñîãëàñ-
íî Ïàéëó [23] è Õàôíåðó [3, òåîðåìà 2], àëãåáðà Q(A, E0) ÿâëÿåòñÿ ∗-ðåãóëÿðíîé,
à èíâîëþöèÿ íà íåé ïðîäîëæàåò èíâîëþöèþ íà A. Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ïðî-
äîëæåíèÿ ñëåäóåò èç [10, ñëåäñòâèÿ 21.22 è 21.27], ñì. òàêæå [9]. �

Ñëåäñòâèå 29. Ïóñòü A è Q(A) òàêèå æå, êàê â ïðåäëîæåíèè 28, è ïóñòü

Λ = F = C â ñëó÷àå (i). Äëÿ ëþáîãî òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ε àëãåáðû A â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå VC àëãåáðà Q(A) èçîìîðôíà ∗-C-àëãåáðå R/≈D äëÿ

íåêîòîðîé C-àëãåáðû (RVC;D) îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ íà VC.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñîãëàñíî ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè (ôàêò 3), A èìååò
òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå VC. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 29, Q(A) ∼= R/≈D äëÿ íåêîòîðîé àëãåáðû îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ
(RVC;D). Òåîðåìà 22 äàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäíåé â íåêîòîðîì çàìêíó-

òîì ïîäïðîñòðàíñòâå U óëüòðàñòåïåíè V̂Ĉ = V I
C/U . Ýòî äîêàçûâàåò (i).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 16,Q(A) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ïîäàëãåáðû â óëü-
òðàïðîèçâåäåíèè

∏
k∈K End∗Λ

(
(Uk)Ĉ

)
/W , ãäå dimUk = nk < ω äëÿ âñåõ k ∈ K.

Ñîãëàñíî ôàêòàì 8 è 13(ii), àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ End∗Λ
(
(Uk)Ĉ

)
èçîìîðôíà

(Cnk×nk)I/U äëÿ ëþáîãî k ∈ K. Ïîñêîëüêó âñå ïåðå÷èñëåííûå àëãåáðàè÷åñêèå
êîíñòðóêöèè ñîõðàíÿþò ïñåâäî-îáðàùåíèå, âûïîëíàÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (ii). Äà-
ëåå, (ii) â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò (iii) ñîãëàñíî ôàêòàì 11 è 12. �

Íàïîìíèì, íàêîíåö, íåêîòîðûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ êîíå÷íûõ AW ∗-àëãåáð
(ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ àëãåáðó, êàê îáû÷íî, ÷åðåç A). Áåðáåðèàí [2] ïî-
ñòðîèë ∗-ðåãóëÿðíîå ðàñøèðåíèå QB(A) äëÿ A. Õàôíåð [3] è Ïàéë [4] ïîêàçà-
ëè, ÷òî êàê êîëüöî QB(A) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êîëüöîì ïðàâûõ ÷àñòíûõ
äëÿ A. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñèòóàöèÿ ïîäïàäàåò ïîä ñëó÷àé (ii) ïðåäëîæåíèÿ
28. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî Áåðáåðèàíó [10, 14.31], A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
LP ∼ RP , ñì. òàêæå [24, òåîðåìà 5.2] è èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêöèé ñî-
ãëàñíî [24, ëåììà 2.2].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [5, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10] Áåðáåðèàí çàìåòèë, ÷òî â

ñëó÷àå êîíå÷íîé AW ∗-àëãåáðû åãî êîíñòðóêöèÿ QB(A) äàåò êëàññè÷åñêîå êîëü-
öî ïðàâûõ ÷àñòíûõ äëÿ A. Ìû äàäèì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà
â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà. Êàê áûëî îòìå÷åíî Àðîé è Ìåíàëîì [8, ñòð. 129],
QH(A) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ QM(A) ìàêñèìàëüíîãî êîëüöà ïðàâûõ
÷àñòíûõ, òàêèõ ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé
ek, òàêèõ ÷òî xek ∈ A äëÿ âñåõ k è èäåàë J =

∑
k ekA ñóùåñòâåíåí â A. Ýëåìåí-

òû x ìíîæåñòâà QB(A) (êîòîðîå ñîâïàäàåò êàê êîëüöî ñ QM(A)) ïðåäñòàâèìû
òàê íàçûâàåìûìè îïåðàòîðàìè ñ çàìûêàíèåì (OWC), êîòîðûå ïî îïðåäåëå-
íèþ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âèäà (xn, fn), ãäå xn ∈ A è xnfm = xmfm,
x∗nfm = x∗mfm äëÿ âñåõ m < n; çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn îáðàçóåò òàê íàçû-
âàåìóþ ñèëüíî ïëîòíóþ îáëàñòü (SDD), òî åñòü âîçðàñòàþùóþ öåïü ïðîåêöèé
â A, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé en ñ îáúåäèíåíèÿìè fn =

∑
k6n ek, îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî xnek = xnfkek = xkek è x∗ek = x∗ek äëÿ n > k. Èç äîêàçàòåëüñòâà [2,
òåîðåìà 2.1] íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xek ∈ QB(A) ïðåä-
ñòàâèìà íåêîòîðûì îïåðàòîðîì ñ çàìûêàíèåì (xnek, gn), êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí
îïåðàòîðó ñ çàìûêàíèåì (xkek, hn), ãäå hn = 0 äëÿ n < k è hn = 1 äëÿ n > k.
Òàêèì îáðàçîì, xek ∈ A äëÿ ëþáîãî k. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷å-
íèÿ QB(A) ⊆ QH(A) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èäåàë J =

∑
k ekA ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì â A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðàâûé èäåàë K 6= 0 â A. Ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâàÿ ïðîåêöèÿ e ∈ K, è íåïðåðûâíîñòü ðåøåòêè L(A) äàåò ðàâåíñòâî
e = e ∩

∨
k ek = e ∩

∨
k fk =

∨
k(fk ∩ e), îòêóäà e = fk ∩ e = efk ∈ J ∩ K äëÿ

íåêîòîðîãî k.
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8. Îáñóæäåíèå

Î÷åâèäíî, íàø ïîäõîä èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ìåòîäîì, ðàçðàáîòàííûì Ýëåêîì
è Ñàáî [25] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðÿìîé êîíå÷íîñòè ãðóïïîâîãî êîëüöà D(G) (ñî-
ôè÷åñêîé) ãðóïïû, ãäå D � ïðîèçâîëüíîå òåëî. Èäåÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè íà
äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè E êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ D-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ïîðîæäåííûõ êîíå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè â G, ôóíêöèè ïñåâäî-ðàãíãà N ïî-
ñðåäñòâîì óëüòðàïðåäåëîâ è âî âëîæåíèè D(G) â íåïðåðûâíîå ðåãóëÿðíîå êîëü-
öî E/kerN .
Ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, â êàêîé ìåðå â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå àëãåáð ôîí

Íîéìàíà ìîæíî çàìåíèòü òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ óëüòðà-
ïðîèçâåäåíèÿìè àëãåáð ôîí Íîéìàíà, ñì. íàïðèìåð [26], è ïîëó÷èòü òàêèì îá-
ðàçîì èäåè äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñåðüåçíûõ ïðîáëåì â ýòîé îáëàñòè. Îòìåòèì,
îäíàêî, ÷òî ñâîéñòâî íàñûùåííîñòè òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ óëüòðàïðîèçâåäåíèé
èìååò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ íàøåãî ïîäõîäà.
Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ìíîãîîáðàçèå ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ áýðîâñêèõ ∗-êî-

ëåö, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, êîòîðûå âëåêóò ∗-ðåãóëÿðíîñòü
ìàêñèìàëüíîãî êîëüöà ÷àñòíûõ, ñì. íàïðèìåð [5, 10, 3, 4, 9]; óòâåðæäåíèå (i)
ïðåäëîæåíèÿ 28 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íèõ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ðåçóëü-
òàòû î ïðåäñòàâëåíèÿõ ∗-êîëåö â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ëåæàò â äâóõ ïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ: ÃÍÑ-êîíñòðêóöèÿ ñ îäíîé, �íåïðåðûâíîé�,
ñòîðîíû è ðåçóëüòàòû î êîëüöàõ ñ ìàêñèìàëüíûìè ïðàâûìè èäåàëàìè (ñì. [27])
ñ äðóãîé, �äèñêðåòíîé�. Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû íà îñíîâå
áîëåå ñëàáîãî (òåîðåòèêî-ðåøåòî÷íîãî) ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè.
Â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáî-

òû ïðè äåòàëüíîì îáñóæäåíèè êëàññîâ ∗-àëãåáð è ìîäóëÿðíûõ îðòîðåøåòîê,
ïðåäñòàâèìûõ â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä
∗-ïîëÿìè, ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è ïî-
ëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñîîòâåòñòâåííî, âêëþ÷àÿ ðàçðåøèìîñòü è ñëîæíîñòü
îïðåäåëåííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì íàä ýòèìè êëàññàìè. Â ÷àñòíîñòè, áó-
äåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà âèäà Q(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðå-
ìû 1, (à òàêæå åå îðòîðåøåòêà ïðîåêöèé) èìååò ðàçðåøèìóþ ýêâàöèîíàëüíóþ
òåîðèþ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì óêàçàíèåì íà òî, ÷òî àëãåáðû âèäà Q(A) ÿâëÿ-
þòñÿ îñîáåííûìè ýëåìåíòàìè êëàññà âñåõ ∗-ðåãóëÿðíûõ êîëåö; ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî Q(A) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî êîíå÷íîé, ïîêîëüêó èìååò ðåãóëÿðíîå ðàñøèðåíèå
(Õàíäåëüìàí [9, 7]). Îòêðûòûì îñòàåòñÿ, îäíàêî, âîïðîñ, â êàêîé ìåðå ïðÿ-
ìàÿ êîíå÷íîñòü íàñëåäóåòñÿ ãîìîìîðôíûìè îáðàçàìè ïîäàëãåáð (òåîðåòèêî-
ìîäåëüíûõ) óëüòðàïðîèçâåäåíèé ìàòðè÷íûõ ∗-àëãåáð âèäà Cn×n.
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