Skriptum zur Vorlesung

Analysis 11

Hans-Dieter Alber

zuletzt gedndert am 05.09.2014



Inhaltsverzeichnis

1 Stetige Abbildungen auf dem R" 3
la.) Normen auf dem R™ . . . . . ... .. .. .. 3
1 b.) Topologie des R™ . . . . . . . . . . 7
1 c.) Stetige Abbildungen vom R™ inden R™ . . . . . . . ... ... ... .... 13
1 d.) Gleichméflige Konvergenz . . . . . . . . ... ... ... ... ....... 21
2 Das Riemannsche Integral 23
2 a.) Definition des Riemannschen Integrals fiir Funktionen einer Variablen . . . 23
2 b.) Kriterien fiir Riemann-integrierbare Funktionen . . . . . . . ... ... .. 25
2 c¢.) Einfache Eigenschaften des Riemann-Integrals . . . . . . .. ... ... .. 30
2 d.) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung . . . . . . ... ... .. 33
3 Das Lebesguesche Integral 38
3a.) Nullmengen . . . ... ... ... 39
3 b.) Treppenfunktionen . . . . . . . . . ... 41
3 ¢.) Definition des Lebesgueschen Integrals . . . . . . . . ... ... ... ... 45
3 d.) Einfache Eigenschaften des Lebesgue-Integrals . . . . . . .. ... ... .. 53

4 Lebesgue—Integration und Grenziibergang.
Der Satz von Fubini 57
4 a.) Vorbereitende Resultate und Satz von Beppo Levi fiir Funktionen aus £t . 57

4 b.) Grenziibergang bei monotoner und dominierter Konvergenz . . . . . . . .. 61
4 c.) Parameterabhéngige Integrale . . . . . . . . ... ... .. L. 68
4d.)Satz von Fubini . . . . ... Lo 70
5 Differentialrechnung im R” 78
5 a.) Definition der Ableitung . . . . . . .. ... L 78
5b.) Beispiele . . . . ... 83
5 ¢.) Einfache Eigenschaften und Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen 84
5d.) Mittelwertsatz . . . . . . ... 92
5 e.) Stetig differenzierbare Abbildungen . . . . . . ... ... 96
5 f.) Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel . . . . . .. . ... ... ... ... 98

6 Lokale Extrema, Sitze von der inversen und der impliziten Funktion. 105
6 a.) Lokale Extrema . . . . . . . ... Lo 105



6 b.) Lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen

6 c.) Implizite Funktionen . . . . . . .. ..

1



1 Stetige Abbildungen auf dem R"

1 a.) Normen auf dem R”"

Sei n € N. Auf der Menge aller n—Tupel reeller Zahlen
{x = (1,29, ...,2n) |7, €ER, i = 1,...,n}

kann man eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen, (Skalaren), einfiihren,

so dafl diese Menge ein reeller Vektorraum wird:

r+y = (x14+y1, ., Tn+Yn)

cx = (cxy,...,cxy).

Man bezeichnet diesen Vektorraum mit R™. Er hat die Dimension n . Eine Basis bilden

zum Beispiel die n Vektoren
er = (1,0,...,0), e2=1(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1).
Ist V ein beliebiger Vektorraum, dann heifit eine Abbildung || - || : V — R Norm auf V|

wenn fiir alle z,y € V und ¢ € R

i) fzll=0 <= =0
(i) ezl = lef =]

(ili) x4yl < ||z + |ly]] (Dreiecksungleichung)

gilt. Ein Vektorraum, auf dem eine Norm erklért ist, heifft normierter Raum. Auf dem
Vektorraum R" kann man Normen auf verschiedene Weise erkléaren. Zwei wichtige Bei-

spiele will ich betrachten:

1.) Die Maximumsnorm:
|]|o := max{|z1], ..., |xnl}-

Um zu zeigen, dafi dies eine Norm ist, miissen die Eigenschaften (i) — (iii) nachgewiesen
werden. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind erfiillt. Es bleibt (iii) zu zeigen.
Es gibt ein ¢ mit ||z + y||eo = |z; + y;| . Damit folgt

12+ Ylloo = i + 9l < il + [yl < [#]loo + [|Yl]oc -

2.) Die Euklidsche Norm:



2 2
VvV T] + X35

r = (x1,22)

T

Mit dem Skalarprodukt
TYy:=x1-n+...+Th Yn

gilt hierfiir auch
lz| = VT -z

(i) und (ii) sind klar. Es gleibt (iii) zu zeigen. Hierzu beweist man zuerst die Cauchy—

Schwarzsche Ungleichung
|-yl < o] [yl
Beweis der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung: Das quadratische Polynom in ¢
2’ + 22 -yt + |y|* = [t +y|* > 0
kann keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen haben, also muf} fiir die Diskriminante
(z-y)* = |2yl <0
gelten. |

Beweis der Eigenschaft (iii):

e +yf? = (+y) (@+y) =z + 22y + |y
< o+ 20yl + [yl
<o 20z |yl + [yl* = (2] + [y])?,
also
|z +yl < |z|+y|.
|

Definition: Sei ||-|| eine Norm auf R™. Eine Folge {zx}32,, zx € R", heifit konvergent,
wenn ein a € R" existiert mit

lim ||z —al =0.
k—o0
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Man schreibt dann limj_, ., ; = a und bezeichnet a als Grenzwert oder Grenzelement der
Folge {xx}72; .
Wie im Fall des R! beweist man, daf3 eine Folge nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte

konvergieren kann.

Zur Definition der Konvergenz wird eine Norm benotigt. Trotzdem héngt der Konver-
genzbegriff auf dem R™ nicht von der verwendeten Norm ab. Dies ergibt sich aus den

folgenden Resultaten.

Lemma: Eine Folge {zx}32,, zr € R", konvergiert genau dann beziiglich der Maxi-

mumsnorm, wenn jede der n Komponentenfolgen {xg)}zozl , t=1,...,n, konvergiert.

Beweis: Es gilt
i = < = alloe < Jp = @@+ 2 = 0]
u

Satz: Sei{z;}32,, xr € R", eine beziiglich der Maximumsnorm beschrénkte Folge. (D.
h. es existiert ¢ > 0 mit |2yl < c fiir alle £k € N.) Dann besitzt {z;}32, eine (bezliglich

der Maximumsnorm) konvergente Teilfolge.

Beweis: Da jede der Komponentenfolgen {a:,(;)}zozl , 1 =1,...,n, beschrankt ist, besitzt
jede dieser Folgen eine konvergente Teilfolge. Sei {xS&) 32, eine konvergente Teilfolge von

{x,(:)}zozl. Dann ist {x,(f(z) 22, eine Teilfolge von {x,(f)}zozl, und besitzt eine konvergen-

o0
j=1-

te Teilfolge {xl(f(z'(f))}l?il' Auch {ZL‘]S(;(K))}?;I ist konvergent als Teilfolge von {:13,(:&)
Setzt man das Verfahren fort so erhélt man nach n—Schritten eine Teilfolge {xy, }2°,
von {zy}22,, fiir die alle Komponentenfolgen konvergieren, und die also konvergent ist
beziiglich der Maximumsnorm im R". |
Satz: Seien || - ||; und || - ||2 Normen auf R™. Dann existieren Konstanten a,b > 0 so da8
fiir alle z € R™ gilt

allz|ly < flzllz < bllzfls -

Beweis: Sei || - || eine Norm auf R” und || - || die Maximumsnorm. Es geniigt zu zeigen,

dafl Konstanten a,b > 0 existieren mit

2]l < allzfloo, [l2flee < bllz]|



fiir alle z € R™. Die erste Abschétzung ergibt sich folgendermaflen:

lz|] = |zier + xoea + ... + Ty
< el + - A |@nen]| = |z ledl] + - -+ |za] [lenll

< (el +-- -+ lenlD [l2]leo = allz]lo

mit @ = [les|| + ...+ [len]l -

Die zweite Abschitzung beweist man durch Widerspruch: Angenommen, es gibe keine

solche Konstante b > 0. Dann konnte man fiir alle £ € N ein x;, € R" finden mit
[@klloc > Kllzwll -

Setze y, == . Fur die Folge {yx}72, gelten

Hl‘ ||

Lol < 1
T -
e g

||oo

und

Hkaoo = =1.

Nach dem Satz von Bolzano—Weierstra8 hat {y;}72, somit eine Teilfolge {z;}2°,, =

Jj=1> J =

Y , die beziiglich der Maximumsnorm konvergiert. Sei z € R™ der Grenzwert. Dann gilt
lim ||zx — z||e0 =0,
k—o0

also, wegen ||zx|leo = 1,

1= tim sl = lim o — 2 + 2l < [l2lloo + lim fl2% — 2lloc = |2]
k—o0 k—o0 k—o00

also z # 0.
Andererseits gilt || z;|| = [lyx, || < ki < 2, also
Izl = |z — 2zx + 2kl = im ||z — 2z + 2]
k—o00
< lim ||z — zg|| + lm || z]|
k—00 k—o00
< alim ||z - 2o + lim + =0
= G F T Akl T L T
also z = 0. Widerspruch! n

Wenn zwei Normen die Ungleichungen des eben bewiesenen Satzes erfiillen, sagt man,

sie seien Aquivalent. Auf dem R” sind also alle Normen &quivalent. Hieraus ergibt sich
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unmittelbar, dafl eine Folge, die beziiglich einer Norm gegen a konvergiert, auch beziiglich
jeder anderen Norm gegen a konvergiert. Folglich héngt der Konvergenzbegriff nicht von
der verwendeten Norm ab. Auflerdem ergibt sich sofort , dafl das obenstehende Lemma

und der Satz nicht nur fiir die Maximumsnorm, sondern fiir alle Normen gelten.

Lemma: (Cauchysches Konvergenzkriterium) Sei || - | eine Norm auf R™. Eine
Folge {zr}52,, xr € R™, ist konvergent, genau dann wenn zu jedem ¢ > 0 ein ky € N
existiert mit

e — || < €
fiir alle k. £ > ky .

Beweis: {x}32, ist eine Cauchyfolge im R™, genau dann wenn jede der Komponen-
tenfolgen {x,(j)}iozl eine Cauchyfolge im R! ist. Denn es existieren Konstanten a,b > 0

mit
a|:13,(f) - x§1)| < lzg — x4]] < b<|x,(€1) - $§1)| +...+ |:13,(€n) — :17;")|> ,i=1,...,n.

Also folgt die Aussage des Lemmas, aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium im R! .

Unendliche Reihen: Unter einer unendlichen Reihe > 7, 2, x, € R™, versteht man
die Folge {s;}sen der Partialsummen s, = 22:1 xy, . Falls s = limy_,o s, existiert, heifit

s die Summe der Reihe: s =77, z). Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn

o0
D Nl
k=1
konvergiert. Aus

m m
1> @l <D llal
k=t k=t

und dem Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt, dafi eine absolut konvergente Reihe
auch konvergiert. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Eine Reihe ist genau dann ab-
solut konvergent, wenn jede ihrer Komponentenreihen absolut konvergiert. Hieraus folgt,
dafl eine absolut konvergente Reihe bei jeder Umordnung gegen dieselbe Summe konver-

giert, da dies fiir die Komponentenreihen richtig ist.

1 b.) Topologie des R”

Sei || - || eine Norm auf R™.



Definition: Seia € R", ¢ > 0. Die Menge
Uca)={x e R"| ||z —a|| < &}

heiflt offene e-Umgebung von a beziiglich der Norm || - ||, oder Kugel um a mit Radius €.
Eine Teilmenge U von R™ heifit Umgebung von a € R™, wenn U eine e~Umgebung von a
enthélt.

Die Menge U;(0) = {xz € R"|||z|| < 1} heiBt offene Einheitskugel beziiglich der Norm

Im R? kann man sich die Form der ,,Einheitskugel“ fiir verschiedene Normen veranschau-

lichen:
Maximumsnorm: | - ||«
A I2
1
U1(0)
I =
Euklidsche Norm: |- |
o
U1(0)
1 V.CEl
Auch ||z||; := |x1]| +|z2|+ . . . 4+ |2, ist eine Norm. Der Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Fiir diese Norm hat die Einheitskugel folgende Form



Allgemein wird fiir jedes p > 1 eine Norm definiert durch

lzllp := (Jal” + ..+ |zaf) V7.

Fiir p = 2 ergibt sich die Euklidsche Norm. Die Einheitskugel hat folgende Form
b X9

Der Umgebungsbegriff hangt nicht von der verwendeten Norm ab. Denn seien || - ||, || - [|2

Normen auf R", sei a € R™. Aus der Aquivalenz der Normen
cillzfly < flzfle < eoflfly

folgt, dafl jede e-Umgebung U, (a) = {x‘ ||x —all; < e} beziiglich || - ||; die ¢;e~Umgebung

Veela) = {:c‘ |z —all2 < 015}

beziiglich || - ||2 enthélt. Also ist U.(a) Umgebung von a beziiglich der || - |2 Norm, und
somit ist jede Umgebung von a beziiglich || - |[; auch Umgebung beziiglich || - || und um-

gekehrt.
Definition: Sei M C R". Ein Punkt x € R" heifit innerer Punkt von M , wenn es eine
Umgebung von x gibt, die in M enthalten ist, d.h. wenn M Umgebung von x ist.

x € R™ heifit Haufungspunkt von M ; wenn in jeder Umgebung von = ein Punkt von M

liegt, der von = verschieden ist.



x € R" heiit Randpunkt von M , wenn in jeder Umgebung von x mindestens ein Punkt

von M und ein Punkt des Komplementes R™\ M liegt.

Eine Menge heifit offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht. Eine Menge heifit

abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthélt.

Wie in R! beweist man:

Das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen, das Komplement einer abge-
schlossenen Menge ist offen. Die Vereinigung eines beliebigen Systems offener Mengen
ist offen, der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen. Der Durchschnitt
eines beliebigen Systems abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, die Vereinigung von

endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Sei M C R™ beschrénkt und || - || eine Norm auf R™. Als Durchmesser von M bezeichnet
man die Zahl
6(M) := sup |y — =

y,xeM
Satz: Sei {Ag}72, eine Folge von abgeschlossenen nichtleeren Mengen Ay C R™ mit
Ak+1 Q Ak und

k—o00

Dann existiert x € R™ mit

() Ak = {z}.

Beweis: Wihle z, € Aj. Die Folge {z;}72, ist dann eine Cauchyfolge, weil xpy, C
Ao € Ay, also ||zg — zppe|| < 0(Ax) — 0.

Der Grenzwert von {z};, sei x. Es gilt € (\;—, Ay. Denn wenn k € N existieren
wiirde mit x € Ay, , dann wiirde eine Umgebung U, (x) existieren mit U.(z) N A, = 0, also
auch U.(z) N Ay, = 0 fiir alle £ > k, wegen Ay C Ay, also ||z — 2y|| > ¢ fiir alle £ > k| im

Widerspruch zur Annahme dafl * Grenzwert von {x)}2, sei.

Sei y € (Noey Ak - Dann gilt ||y — z|| < 0(Ay) fiir alle k&, also ||y — z|| = limyoo [Jly — 2| <
limg oo 6(Ag) =0, also x = y. Somit gilt

() Ax = {z}.
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Kompakte Mengen. Kompakte Mengen werden im R” wie im R! definiert und es
gelten entsprechende Aussagen. Um dies zu zeigen, miissen noch zwei weitere Begriffe
eingefiihrt werden:

Seien z,y € R™. Dann bezeichnet man die Menge {z € R" |z; < z; < y;, i =1,...,n}
als abgeschlossenen Quader. Ist vy — 21 = yo — 22 = ... =y, — 2z, = a > 0, dann
bezeichnet man diese Menge als Wiirfel mit Kantenlénge a .

)
Yy

x

Sei M C R™. Ein Mengensystem U aus offenen Mengen im R™ mit M C (1, o, U heifit
offene Uberdeckung von M .

Satz: Sei M C R™. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist beschréankt und abgeschlossen

(2) Sei U eine offene Uberdeckung von M . Dann gibt es endlich viele Mengen U; €
U, i=1,...,mmit M CYJ", U

(3) Jede unendliche Teilmenge von M besitzt einen Haufungspunkt in M .

Beweis: (1) = (2): Angenommen, es gibe eine offene Uberdeckung U , so da88 (2) nicht
richtig ist. Da M beschréankt ist, kann M in einen abgeschlossenen Wiirfel W eingeschlos-
sen werden. Man unterteile diesen Wiirfel nun in 2" Wiirfel mit der halben Kantenlénge.
Nach Annahme gilt fiir wenigstens einen dieser kleineren Wiirfel, daf sein Durchschnitt
mit M nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden kann. IV sei einer dieser
Wiirfel. Nun unterteile man W; und konstruiere analog W5 . Dies gibt eine Folge {W}.}%2,

von abgeschlossenen Wiirfeln mit
1) WOW,2W,2 ...
—00
3.) M N W kann nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden.
Die Folge {M N W, }32, erfiillt die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes, also exis-
tiert x € R"™ mit .
x € ﬂ (M N Wk) .

k=1
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Wegen x € M gibt es U € U mit x € U . U ist offen, enthélt also eine e-Umgebung von
x. Wegen limy_,, (W) = 0 und = € W, ist daher M N W, C W), C U fiir alle geniigend
grofien k , also geniigt zur Uberdeckung von M N W), bereits eine einzige Menge U € U ,
im Widerspruch zu 3.). Also muf (2) richtig sein.

(2) = (3): Sei A C M ecine Menge, die keine Haufungspunkte in M besitzt. Dann ist
kein Punkt von M Héaufungspunkt von A, also gibt es zu jedem x € M eine offene
Umgebung, die aufler moglicherweise x selbst keinen Punkt aus A enthélt. Die Menge
dieser Umgebungen bildet eine offene Uberdeckung von M , also geniigen endlich viele
derartige Umgebungen zur Uberdeckung von M . Da jede dieser Umgebungen hochstens
einen Punkt aus A enthélt, mul A endlich sein. Eine unendliche Teilmenge A muf} also
einen Haufungspunkt in M haben.

(3) = (1): Waére M nicht beschrankt, dann gébe es zu jedem k € N ein x; € M mit
k]l > &

Sei A die Menge dieser Punkte. A ist unendliche Teilmenge von M , hat aber keinen
Héaufungspunkt. Denn wire y Héaufungspunkt, dann miifite es unendlich viele z € A
geben mit

e =yl <1, also |[zf| =]z —y+yl <1+]yl,
im Widerspruch zur Konstruktion von A. Also mufl M beschréankt sein.

Wiére M nicht abgeschlossen, dann gidbe es einen Hiufungspunkt z € R™ von M, der
nicht zu M gehort, und es géibe zu jedem k € N ein x € M mit ||z, — z|| < % . Die Folge
{zr}72, konvergiert gegen x, hat also x als einzigen Haufungspunkt, also miifite x nach

Voraussetzung zu M gehoren, im Widerspruch zur Annahme. |
Definition: Eine Menge M C R”™ heifit kompakt, wenn sie eine der drei Eigenschaften
(und damit alle drei Eigenschaften) des vorangehenden Satzes hat.

Wie im R! beweist man:

Satz: FEine Menge M C R" ist kompakt, genau dann wenn jede Folge in M eine konver-
gente Teilfolge besitzt mit Grenzwert in M .

Mengen mit dieser Eigenschaft heiflen folgenkompakt. Im R” sind also Kompaktheit

und Folgenkompaktheit dquivalente Begriffe. Klar ist auch:

Satz: Jede beschrinkte unendliche Teilmenge M C R™ hat mindestens einen Haufungs-

punkt.

12



1 c.) Stetige Abbildungen vom R" in den R™

Sei D C R"™ eine Menge. Ich betrachte nun Abbildungen f : D — R™. Derartige Abbil-

dungen heiflen ,,Funktionen von n Variablen* .

Fir x € D seien fi(x), fo(2),..., fm(z) die Komponenten von f(z) € R™. Hierdurch
werden Abbildungen
fiZD—>R, Z':l,...,m

definiert. Umgekehrt seien m Abbildungen fi,..., fi, : D — R gegeben. Dann wird durch
r— f(z) = (fl(:v), e fm(x)>

eine Abbildung
f:D—R™

definiert. Jede Abbildung f : D — R™, D C R", wird also beschrieben durch m —
Abbildungsgleichungen

Y1 = f1($1,~~-a$n)
, xeD.

Ym = fm(T1,...,2)
Beispiele:

1.) Sei f:R™ — R™ und es gelte fiir alle z,y € R” und ¢ € R

flx+y) = f(x)+ f(y)
flex) = cf(x).

Dann heifit f linear. In der linearen Algebra wird gezeigt, dafl zu jeder linearen Abbildung
f:R™ = R™ eine eindeutige Matrix

A= : , aj; €R,

existiert mit
a1y +...+ aipTn

Q11 + oo+ GpnTy
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2)Sein=2 m=1, D:{x€R2‘|x|<1}.Sei

f:D—R,

f(x) =1 =} — 3

,oberer Teil der Einheitsphére® .

X1

3.) Jede Abbildung f : R — R™ heifit Weg im R™ . Zum Beispiel sei fiir ¢t € R
fi(t)

t= ft)=| falt)

f5(t)

by

cost

= sint

t

X2

]
S—

14
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,opiralfeder*
4.) (Polarkoordinaten). Sei
D:{(r,go,@b)ERg 0<r, 0<¢<2r, 0<19<7r},

und sei f: D — R3,
7 €OS  sin v
f(ryp, ) = | rsingsind

rcosd

Der Wertebereich dieser Abbildung ist R? ohne die z3—Achse.

\ T3

X1

Definition: Sei D C R™. Eine Abbildung f : D — R™ heif}t stetig in a € D , wenn es zu
jedem € > 0 ein > 0 gibt mit

1f(z) = fla)] <e

fir alle z € D mit ||z —af| <.

Beachte, dafl die beiden Normen im R™ und im R™ mit demselben Symbol || - || bezeichnet
wurden. Es kommt bei dieser Definition nicht darauf an, welche Norm verwendet wird.
Fast alle Sétze iiber reelle stetige Funktionen iibertragen sich auf stetige Funktionen vom

R™ in den R™ mit denselben Beweisen. Ich will einige Dinge kurz wiederholen.

Satz: f ist genau dann stetig an a, wenn es zu jeder Umgebung V' des Punktes f(a)
eine Umgebung U von a gibt mit f(UND) C V.

Satz: f ist genau dann stetig in @ € D, wenn fiir jede Folge {xx}32,, zxr € D, mit
limy o0 21 = a gilt

lim f(xx) = f(a).

k—o00
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Definition: Sei f: D — R"™ und sei a Haufungspunkt von D . (Es muf nicht notwendig
a € D sein.) Man schreibt
lim f(z) =0,

r—a

wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit

[f(z) —bll <
fir alle z € D\{a} mit ||z —a| <.

Beispiel: f:R? — R sei definiert durch
2zy

flzy) = g @y Ao
07 (%CU)ZO

Diese Funktion ist fiir (z,y) # 0 stetig, im Punkt (x,y) = 0 aber nicht stetig. Denn es
gilt
f(l',O) = f(an) =0,

also ist f auf den Geraden x = 0 und y = 0 identisch Null. Auf der Diagonalen z = y gilt
aber )
2z
fly) =55 =1

222

Fiir die beiden Folgen {z}72, mit z; = (3,0) und {Z}72, mit Z, = (3, ) gilt also

llmk*)oo 2 = llmkﬁoo gk = O, aber

lim f(z)=0=f(0), lim f(z)=1.

k—o0 k—o0

Weil diese Grenzwerte der beiden Bildfolgen nicht iibereinstimmen, besitzt f keinen
Grenzwert in 0, und ist somit nicht stetig, und kann auch nicht durch eine andere Festle-
gung des Wertes f(0) zu einer stetigen Funktion gemacht werden. Jedoch sind die Funk-

tionen

= flr,y), y= flz,y)

stetig, also ist f stetig in jeder Variablen.

Satz: Sei f : D — R™, D CR", a € D. f ist stetig in a, genau dann wenn alle

Komponentenfunktionen fi,..., f, : D — R! in a stetig sind.

Beweis: Sei {xy}32, eine Folge mit zx € D und limy_, xx = a. Es gilt limg_, f(x) =

f(a) genau dann wenn limy_, fi(zg) = fi(a) gilt fiir ¢ = 1,...,m. Hieraus folgt die
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Behauptung. |

Definition: f: D — R™ heifit stetig, wenn f in jedem Punkt x € D stetig ist.

Sei D C R™. Eine Teilmenge D’ von D heifit relativ offen beziiglich D wenn eine offene
Menge O C R" existiert mit D' =0ND.

Lemma: O C D ist genau dann relativ offen beziiglich D, wenn zu jedem z € O eine

Umgebung U von z existiert mit UND C O.

Beweis: Sei O relativ offen mit x € O. Dann existiert eine offene Menge O" mit O =
O'N D. Dann ist O’ die gesuchte Umgebung. Umgekehrt existiere zu jedem x € O eine
Umgebung U(x) mit U(x) N D C O. Weil jede Umgebung eine offene Umgebung enthilt,

kann angenommen werden, daf§ U(x) offen ist. Dann ist

OgDmU U(z)

zeO

und

pnlJ U@ =J (DﬂU(x)) co,

z€0 ze0

also O = DN U,co U(x). Da U, U(x) offen ist, folgt die Behauptung. m

€0

Satz: Sei D C R™. f: D — R™ ist stetig, genau dann wenn das Urbild jeder offenen

Teilmenge von R™ unter f relativ offen ist beziiglich D .

Beweis: Sei f stetig, O C R™ offen und z € f~1(0). Dann ist f(z) € O, also ist O
Umgebung von f(x), also existiert eine Umgebung V' von z mit f(V N D) C O, also gilt
VNDC fY0), also ist f71(O) relativ offen beziiglich D .

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge relativ offen. Sei x € D . Sei U eine offene
Umgebung von f(z). Dann ist f~!(U) relativ offen, also existiert eine offene Menge O C
R" mit f~1(U) = OND.Wegen z € f~1(U) C O ist O Umgebung von x, also ist f stetig
wegen
fonp)=f(riw)cu.

m
Satz: (i) Sei D CR", f: D — R"™, g: D — R™ seien stetig. Dann sind auch die
Abbildungen

f+g, cf (ceR)

stetig.
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(i) Seien f: D — R, g: D — R stetig. Dann ist auch f - g stetig. g ist stetig in allen

Punkten, in denen g nicht verschwindet.

(iii) Seien f: D — R™, ¢ : D — R stetig. Dann ist auch ¢f stetig.

Beweis: klar!

Satz: Seien D; CR", f: Dy — RP, Dy CRP ¢g: Dy — R™ stetige Abbildungen, so
dafl g o f existiert. Dann ist auch g o f stetig.

Beweis: klar!

Definition: Sei D C R". f: D — R™ heifit gleichmafig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0

ein ¢ > 0 existiert mit
1f(x) = fy)ll <e

fur alle z,y € D mit ||z —y|| < 9.
Satz: Sei f: D — R™ stetig und D kompakt. Dann ist f gleichméfBig stetig.

Satz: Sei D C R"™ kompakt und f stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Folgerung: Sei D C R" kompakt und f : D — R stetig. Dann nimmt f das Maximum

und Minimum an.

Definition: Sei M C R™. M heifit zusammenhingend, wenn gilt:
Sei U;, Uy C M relativ offen mit Uy N Uy = O und M = U; U Uy . Dann mufl entweder
M =U; und Uy = ) oder M = U, und U; = () gelten.

Beispiel: Jedes Intervall in R ist zusammenhéngend.

Satz: Sei D C R" zusammenhéngend und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) zusam-

menhédngend.

Beweis: Seien Uy, Uy C f(D) relativ offen mit U3 N Uy = ) und f(D) = U; UU,. Da
[ stetig ist, sind dann f~1(Uy), f~1(Us) relativ offen mit f~'(Uy) N f~1(U3) = 0 und
Y U) U f~Y(Uy) = D. Da D zusammenhingend ist, ist f~!(U;) oder f~1(U) = 0, also
ist Uy oder Uy = (), und hieraus folgt die Behauptung. |

Definition: Sei [a,b] C R ein Intervall, v : [a,b] — R™ stetig. Dann heifit 7 ein Weg.

Definition: Eine Menge M C R" heifit wegzusammenhéingend, wenn zwei beliebige

Punkte von M durch einen in M verlaufenden Weg stetig miteinander verbunden wer-
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den konnen, d.h. wenn es zu xz,y € M ein Intervall [a,b] und eine stetige Abbildung

v : |a,b] = M gibt mit y(a) =z, v(b) =y.

v(a) heiBt Anfangspunkt, v(b) Endpunkt des Weges.

Satz: Sei D C R"™ wegzusammenhéingend, f : D — R™ sei stetig. Dann ist f(D) wegzu-
sammmenhéngend.

Beweis: Sei a,b € f(D), und seien x € f~*(a), y € f~(b). Dann existiert ein Weg =,
der z in D mit y verbindet. f o~ ist dann ein Weg, der a mit b in f(D) verbindet. n
Satz: Sei M C R™ wegzusammenhéngend. Dann ist M zusammenhéngend.

Beweis: Angemommen, M sei nicht zusammenhédngend. Dann existieren beziiglich M
relativ offene Mengen U; # 0, Uy # 0 mit Uy N Uy = @ und U, U Uy, = M. Wihle
x €Uy, y € Uy, und wihle einen Weg v : [a,b] — M , der x mit y innerhalb M verbin-

det. Seien
Vi = 7([@, b]) N Uy
Ve = 7([@, b]) NnU,.

Vi und V4 sind relativ offen beziiglich v([a, b]) . AuBerdem gilt Vi # 0, Vo #0, ViNnV, =
0, ViUVy=~([a,b]), also ist v([a, b]) nicht zusammenhéngend.

Andererseits ist [a,b] zusammenhéingend und v stetig, also ¥([a, b]) zusammenhingend.

Dies ist ein Widerspruch, also mufi M zusammenhéngend sein. |

Beispiel: Betrachte die Abbildung f: Rf — R,

1
sin—, x>0

flx) = z
0, =0

Dann ist die Bildmenge M = {(z, f(z)) |z € Ry} € R? zusammenhiingend, aber nicht

wegzusammenhéngend.
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Der Beweis, da$ M nicht wegezusammenhéngend ist, bleibt dem Leser als Ubungsauf-

gabe iiberlassen.

Ich zeige, dafi M zusammenhéingend ist. Angenommen, M sei nicht zusammenhéngend.
Seien Uy, Uy C M relativ offene Mengen mit U; # 0, Uy # (0, Uy N Uy = () und
Uy UUy = M. Die Menge M' = {(z, f(x)) ‘:c € Rt} C M ist zusammenhéngend als
Bild von R* unter der stetigen Abbildung

x (x,f(x)) 'Rt — R?.

Also muBl entweder Uy N M’ = () oder Uy N M’ = () sein. O.B.d.A. sei U; N M’ = (). Dann
gilt Uy = M’ und U; = {(0,0)}. Diese Menge U, ist aber nicht relativ offen beziiglich
M | denn sonst wiirde eine offene Menge O C R? existieren mit U; = M N O. O wire
Umgebung von (0, 0), wiirde also noch eine e-Umgebung von (0, 0) enthalten, also wiirde
O aufler (0,0) auch noch andere Punkte von M enthalten, also Uy # M N O . Dies ist ein

Widerspruch, also ist M zusammenhéngend. |
Dieses Beispiel zeigt, dal die Umkehrung des letzten Satzes nicht gilt.

Sei D CR™, f:D — R™ sei stetig und injektiv. Die Umkehrabbildung f~1 : f(D) — R"
braucht nicht stetig zu sein. Es gilt aber:

Satz: Ist f eine injektive, stetige Abbildung mit kompaktem Definitionsbereich, dann
ist auch f~! stetig.

Beweis: wie im R!!
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Definition: Sei D C R", sei f: D — W C R™ bijektiv, und seien f und f~!': W — D
stetig. Dann heifit f Homdomorphismus von D auf W .
1d.) Gleichmiflige Konvergenz

Sei || - || eine Norm auf R™.

Definition: Sei D eine Menge, f : D — R™ sei beschrankt. Dann heif3t

1/ lloo := sup [[f ()]l
xzeD

die Supremumsnorm von f .

Daf || - ||oo €ine Norm ist, beweist man wie fiir reellwertige Abbildungen. (Siehe das Skrip-

tum Analysis I, Abschnitt 9 c.)

Die Menge B(D,R™) aller beschrénkten Abbildungen von D nach R™ ist ein reeller Vek-
torraum. Mit || - ||oc wird B(D,R™) zu einem normierten Raum. Die Norm in B(D,R™)
héngt natiirlich davon ab, welche Norm in R™ gewéhlt wird. Da aber in R™ alle Nor-
men Aquivalent sind, gilt dies auch fiir die hiermit definierten Supremumsnormen auf
B(D,R™) . Seien || - ||V, |- |® Normen auf R™, und || - |, |- |2 die zugehérigen
Normen auf B(D,R™). Dann existieren Konstanten a,b > 0 mit

allz||® < 2| < bl|z]|®, fir alle 2z € R™

alfI9 < 1A% < b|f|D, firalle fe B(D,R™).

Somit hiangt die folgende Definition nicht von der auf R™ gewéhlten Norm ab:

Definition: Sei D eine Menge, {f;}72, sei eine Folge von Abbildungen f; € B(D,R™).
{fr}22, heiBt gleichméafBig konvergent, wenn f € B(D,R™) existiert mit

Jim | fi = flle = 0.
—00

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium) { fx}%2; konvergiert genau dann gleichmafig,

wenn zu jedem € > 0 ein kg € N existiert mit

I fe = felle <€

fir alle k, ¢ > ky .

Also ist B(D,R™) vollstédndig, d.h. B(D,R™) ist ein Banachraum. Man beweist diesen
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Satz wie fiir reellwertige Abbildungen. (Siehe Skriptum Analysis I, Abschnitt 9 ¢).

Satz: Sei D C R", sei {fx}?2, eine Folge stetiger Funktionen f, € B(D,R™). {fx}7;

konveriere gleichméflig gegen f. Dann ist f stetig.
Beweis: wie fiir reellwertige Abbildungen.

Sei D CR", C(D,R™) sei der Raum der beschriankten stetigen Abbildungen. Aus diesem
Satz folgt, daBl auch C(D,R™) ein Banachraum ist.
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2 Das Riemannsche Integral

Fiir eine moglichst grofie Klasse von reellen Funktionen mochte man den Inhalt der Fléche

bestimmen, die begrenzt ist durch den Graphen der gegebenen Funktion und der Abszis-

(N

Fiir ,komplizierte* Funktionen ist es allerdings schwer zu sagen, was dieser Flacheninhalt

senachse.

sein soll. Als Beispiel betrachte man die Dirichlet—Funktion
1, reQ

0, r € R\Q.
Die Aufgabe besteht also darin, Mengen, die ,,begrenzt* werden durch Funktionsgraphen,

fz) =

eine Zahl zuzuordnen, die man das Integral der entsprechenden Funktion nennt, und die
Eigenschaft hat, wie man sie intuitiv vom Flédcheninhalt erwartet. Es wird sich zeigen,

dafl dies nicht fiir alle Funktionen moglich ist.

In diesem Kapitel werden wir das Riemannsche Integral fiir reelle Funktionen besprechen.
Man kann auch Riemannsche Integrale fiir Funktionen von n Verénderlichen definieren.
2 a.) Definition des Riemannschen Integrals fiir Funktionen einer Variablen

Sei —00 < a < b < oo, und sei f:[a,b] = R. Zur Berechnung des Inhalts der Fliche

unter dem Graphen von f ist es naheliegend, diese Fliche durch Rechtecke auszuschopfen:
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Bei Verfeinerung der Unterteilung wird der Flacheninhalt der Rechtecke in anschaulichem
Sinn gegen den Flacheninhalt der Fliche unter dem Graphen von f konvergieren. Man
kann die Flache unter dem Graphen von f auch durch Rechtecke iiberdecken. Auch in
diesem Fall konvergiert der Flacheninhalt der Rechtecke in anschaulichem Sinn gegen den
Flacheninhalt der Fléache unter dem Graphen von f, wenn man die Unterteilung in Recht-

ecke verfeinert.

Man erwartet also, dafl der Flacheninhalt der ,,ausschopfenden Rechtecksflache® und der
Fléacheninhalt der , iiberdeckenden Rechtecksfliche“ bei Verfeinerung der Unterteilung ge-
gen dieselbe Zahl konvergieren. Diese Zahl wird man als Fldcheninhalt der Flache unter

dem Graphen von f bezeichnen.

Klar ist aber, dafl diese Flécheninhalte der iiberdeckenden und der ausschépfenden Recht-
ecksflichen nicht fiir alle f bei Verfeinerung der Unterteilung gegen dieselbe Zahl konver-

gieren werden. Ein Beispiel dafiir ist wieder die Dirichletfunktion.

Diejenigen Funktionen f, fiir die die Flacheninhalte der iiberdeckenden Rechtecks-
flaiche und der ausschépfenden Rechtecksfliche gegen dieselbe Zahl konvergieren, heiflen
,Riemann—integrierbar®, und diese Zahl heifit ,Riemann—Integral® von f {iber dem In-
tervall [a, b] . Die anderen Funktionen heiflen ,,nicht Riemann—integrierbar“. Dieses , Pro-

gramm® wird nun durchgefiihrt.

Definition: Sei —0o < a < b < co. Unter einer Partition P des Intervalls [a, b] versteht

man eine endliche Menge {zo, ..., z,} C R mit
a=xg <1 <... <Tp1<T,=20b.
Zur Abkiirzung sei Ax; =x; —z;.q (i=1,...,n).
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte reelle Funktion und P = {zo, ...,z,} eine Partition

von [a,b] . Sei

M; = sup{f(zx) ’%‘—1 <z <z}

m; = inf{f(x) ‘:ci,l <z <umz}

und sei

UP[f) = ZMZ‘A%’



Definition: Sei
b
/fdx = inf{U(P,f))P Partition von [a,b]}

b
fdx = sup {L(P, f) ‘ P Partition von [a,b]}.

Ja

Die Zahlen fab fdr und fab fdx heilen oberes und unteres Riemannintegral von f.
Wenn das obere und untere Riemannintegral iibereinstimmen, heiit f Riemann—

integrierbar, und der gemeinsame Wert des oberen und unteren Riemannintegrals wird

/ab fdx oder /ab f(z)dz

bezeichnet. Diese Zahl heifit Riemannintegral von f. Die Menge der beschriankten,

mit

Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a,b] wird mit R([a,b]) bezeich-

net.
Nach Voraussetzung ist f beschréankt, also existieren Zahlen m, M mit
m< f(zr) <M
fir alle z € [a, ] . Hieraus folgt m < m; < M; < M , also
m(b—a) = imAxi < imiAxi =L(P, f)
i=1 i=1
< Zn:MiAxi =U(P,f) < Xn:MAxi =M(b—a),
i=1 =1
also existieren das Infimum der Menge
{U(P, f) ‘ P Partition von [a, b]}
und das Supremum der Menge
{L(P, f) ’ P Partition von |a, b}} ,
also ist die voranstehende Definition sinnvoll.

2 b.) Kriterien fiir Riemann—integrierbare Funktionen

Um mit dem Begriff des Riemannintegrals sinnvoll arbeiten zu konnen, miissen einfache

Kriterien dafiir gefunden werden, dafl eine gegebene Funktion Riemann—integrierbar ist.
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Im Folgenden werden solche Kriterien hergeleitet.

Definition: Seien P, P* Partitionen von [a,b]. P* heifit Verfeinerung von P, wenn P C

P~ gilt. P* heifit gemeinsame Verfeinerung der Partitionen P, und P, , wenn P* = PLUP;.

Satz: Sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, und sei P* eine Verfeinerung der

Partition P von [a,b]. Dann gilt

L(P, f) L(P", f)
upsf) < U f).

IN

Beweis: Sei P = {xq, ...,z,}, und es werde zunéichst angenommen, dafl P* genau einen

Punkt z* mehr enthélt als . Dann gibt es z;_1,2; € P mit x;_; < 2™ < ;. Seien
w; = inf {f(x) i <z < x*}

Wy = inf{f(x) x*ﬁxﬁx]}.

m; = inf{f(x) xi_lgxgxz}, 1=1,...,n.
Dann gilt

n j—1
i=1 i=1

n

+mj(x* —xj +x; — ")+ Z m;Ax;

i=j+1
j-1 n

< ZmiAx,; +wy (2" — 1) + woz; — ") + Z m; Ax;
i—1 i—j+1

= L(P* f).

Wenn P* eine Verfeinerung von P ist, die k& Punkte mehr enthélt als P, geniigt es diese
Uberlegungen k mal zu wiederholen. (Vollstindige Induktion!)

Die zweite Ungleichung des Satzes beweist man ebenso. |

Satz: Sei f :[a,b] — R beschrénkt. Dann gilt

/abfdngfdm

Beweis: Seien P, und P, Partitionen, und sei P* die gemeinsame Verfeinerung. Nach
Definition gilt
L(P", f) SU(P", f),
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und aus dem vorangehenden Satz folgt

also

L(Py, f) SU(Py, f)

fiir alle Partitionen Pj, P, von [a,b]. Somit ist U(P,, f) eine obere Schranke der Menge
{L(P, f) ’ P Partition von |[a, b}} .

Somit ist U (P, f) nicht kleiner als das Supremum dieser Menge, also
b
/ fdz < U(P, f).
Aus dieser Ungleichung folgt nun, dafl fab fdx eine untere Schranke der Menge
{U(P, f) ) P Partition von [a, b]}

ist, also ist ff fdx nicht gréfler als das Infimum dieser Menge, somit

/abfd:zzgffda:.
]

Satz: Sei f : [a,b] — R beschrankt. Es gilt f € R([a,b]) dann und nur dann wenn zu

jedem € > 0 eine Partition P existiert mit
U(Pvf)_L(Pvf) <E.

Beweis: ,<=* Zu jedem € > 0 existiere eine Partition P mit U(P, f) — L(P, f) < e. Da
fiir jede Partition P* gilt

b b
L(P*,f>§/ fd:cs/ fdx <UP". f),

folgt o
b b
0< [ fdo [ fde<UPH - LPp <z,

b b
Og/fda:—/ fdr < e
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fiir jedes € > 0, somit

/bfd:v:/bfdx,
also f € R([a,b]).

»== Sei f € R([a,b]). Nach Definition von Infimum und Supremum gibt es zu jedem
€ > 0 Partitionen P; und P, mit

b b 5
fdz = AfdxéU(Pl,ﬁg/a fda + 5

3

fdx = /bfdeL(PQ,f)Z/bfdx—E.

Sei P die gemeinsame Verfeinerung von P, und P, . Dann folgt

b b )
/afdx—gsuﬂf)é/a fdeU(P,f)g/a o+

also

U(P,f)— L(P,f) <e.

Aus diesem Satz folgt, daBl R([a,b]) die Klasse C'([a, b]) enthélt. Denn es gilt:

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f € R([a,b]). AuBerdem gilt: Zu jedem € > 0
gibt es 0 > 0 mit

‘Zn:f(ti)mi—/ab fda:‘ <e

fir jede Partition P = {zo, ...,z,} von [a,b] mit max,—; _,Ax; < J, und fiir jede Wahl

von Punkten ¢y, ..., t, mit t; € [z;_1, ;] .

n

> f(t)Ax;

i=1
hei3t Riemannsche Summe.

Beweis: Sei e > (0. Setze
€

(s
Da f stetig ist auf dem kompakten Intervall [a, ], ist f beschrinkt und auch gleichméfig
stetig. Also existiert 6 > 0, so dafl

[f(x) = f(B)] <n (*)
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fir alle x,t € [a,b] mit |z — t| < 0. Man wihle nun eine Partition P = {xy,

Ras!

flx) =) <m,

also

Ml —my = Squi,lgxgxi f(l‘) - inf f(t)

zi—1<t<z;

= maxxi—léﬂcﬁxif(x) — min f(t)

@j—1<t<z;
= [flmo) — f(to) <m,
fiir geeignete xo, ty € [x;_1, z;] . Also folgt
UPf)—LPf) = S (My—my)Ax; <ndt | Az,
= nb—a)=c¢.

Nach dem vorangehenden Satz ist also f € R([a,b]). Wegen
i=1
b
Lrp) < [ raw<uws

folgt aus (i) auch

<eg.

‘ /ab fda — i F(t) Az,

Auch die Klasse der monotonen Funktionen gehért zu R([a, b]) :

Satz: Sei f: [a,b] — R monoton. Dann ist f € R([a,b]).

.o, Ty} vOn

Beweis: Sei f monoton wachsend. f ist beschrinkt wegen f(a) < f(z) < f(b) fiir alle

x € [a,b]. Sei € > 0. Zu beliebigem n € N setze

T, =a+ 1, 1=0,1,...,n.

P ={xzq, ...,z,} ist eine Partition von [a,b], und wegen der Monotonie von f gilt

m; = inf{f(x)

M, = sup {f(iv)

i1 <w < %} = f(zim1)

Tiq SZL"S%} = f(x),
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also

n

U(P, f) = L(P, ) = > _(M; — m;)Aw;

=1

S () = f) = = (50)  f(@) 2 <<

- n
=1

wenn n € N hinreichend grofl gewihlt ist. Also ist f € R([a,b]). Fiir monoton fallendes

f verlauft der Beweis genauso. |

2 c.) Einfache Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz: (i) Fiir f1, fo € R([a,b]) gilt f1 + fo € R([a,b]) und

/ab(f1+f2)dx:/abfldx+/abf2dx.

Fir f € R([a,b]) und ¢ € R gilt ¢f € R|[(a,b)] und

/abcfdx:c/abfda:.

Also ist R([a, b]) ein Vektorraum.

(ii) Wenn f1, fo € R([a,b]) und fi(x) < fo(z) ist fiir alle x € [a, ], dann folgt

/abfldazg /abfgdl'

(iii) Wenn f € R([a,b]) und wenn a < ¢ < b, dann

Pl € R([a,c]) C Sy € R([c, b]) ,

/fd:z:—l—/fdx—/fdx

(iv) Wenn f € R([a,b)] und |f(x)] < M, dann ist

und

‘/bfda:‘ < M(b—a).

Beweis: (i) Sei f = fi + fo, und sei P eine Partition von [a, b]. Dann gilt

= xszgﬁéxz fl (ZC) + xrllgiéxz f2($) ’
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und

s f(@) = sw (fila)+ L))

zi—1<z<z; zi—1<z<z;

< sup  fi(z)+ sup fox),

also
< U(P, f1)+ U(P, fo).

Zu € > 0 wihle Partitionen P, und P, mit
U(Pj, f;) — L(Py, f;) <e, j=1,2

Sei P die gemeinsame Verfeinerung von P, und P, . Dann folgt
UPf;) = LR f;) <e, j=12,

und somit, wegen (+),

U(Pvf)_L(Pvf)SU(Pa.fl)‘l’U(p?fQ)
—L(P7f1>—L(P,f2)<2€

Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus f = f; + fo € R([a,b]).
Aus (++) folgt auch

U(P,fj)</bfjdx+5

und somit, wegen (+),

/abfd:):SU(P,f)g/abfldx+/abf2dx+25.

Da ¢ beliebig war, ergibt dies

lvmg[ﬁm+[ﬁm.

A%mz[ﬁm+[ﬁw,
L%mz[ﬁm+[$m.
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Die Behauptungen (ii) — (iv) werden ganz &hnlich bewiesen. Die Beweise bleiben dem

Leser iiberlassen.

Satz: Seien —oo < m < M < oo und f € R([a,b]) mit f : [a,b] — [m,M].

® : [m, M] — R stetig, und sei h = ® o f. Dann ist h € R([a,b]).

Sei

Beweis: Sei e > 0. Da & gleichméBig stetig ist auf [m, M], gibt es ein § > 0 mit § < ¢
und mit |®(s) — O(t)| < ¢ fiir alle s,¢ € [m, M| mit |s —t| <. Weil f € R[(a,b)] ist gibt

es auBerdem eine Partition P = {xg, ..., x,} von [a,b], so daB

U(P, f) — L(P, f) < &2.

Seien
Moo= sw f@), m = il ()
zi_1<x<z; zi—1<w<z,
M = sup h(z), m! = inf  h(x).
x; 1 <x<z; zi—1<w<z;
Setze

B = {1,...,n}\A.
Wenn ¢ € A ist, folgt fiir alle z,y mit x;_y < z,y < x;
h@) = h(y)| = |2 (@) - o (1)) <
wegen |f(x) — f(y)] < M; —m; <. Dies liefert
M:—m] <ce.

Wenn 1 € B ist, gilt
mit K = sup,, <<y, |P(f)]. Aus () folgt auflerdem

n

0> Ay < (M —mi)Az; <Y (M; —my)Aw; =U(P, f) = L(P, f) < 6,

i€B i€EB i=1

also

ZAQJz <90.

ieB
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Somit folgt

U(P,h) = L(P,h) = Y (M —m)Az;+ > (M; —m])Az
€A i€B
€A i€B

< d(b—a)+2K6<elb—a+2K),
wegen ¢ < €. Da ¢ beliebig gewiahlt war, folgt hieraus h € R([a,b]) . ]
Folgerung: Seien f,g € R([a,b]). Dann gilt
a.) fg€R([a,b])

b b
b)  |f] € R(ja,b]) und Mﬂs/!ﬂm-

Beweis: Mit ®(t) = t* zeigt der vorangehende Satz, dafl f2 = ®o f € R([a, b]) ist. Wegen

fg= |7 +97~(F—oP

folgt also auch fg € R([a,?]).
Mit ®(t) = |t| folgt aus dem vorangehenden Satz, dal |f| = ® o f € R([a,b]). Wihle
c==£1, so daB

b
c/ fdx > 0.
Dann ergibt sich
b b b b
}/ fdx‘:c/fda::/ cfdxg/ |f|dx ,
wegen cf (x) < |f(z)| firalle x € [a,b]. ]

2 d.) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei —oo < a <b<oound f € R([a,b]). Man setzt

/bafdx:—/abfdx.
/fdx—l—/ fd:v—/ fdx

wenn u, v, w beliebige Punkte von [a, b] sind.

Es gilt dann
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es eine
Stelle ¢ mit a < ¢ < b, so dafl gilt

b
/‘szf@xv—w.

Beweis:  f ist auf einem kompakten Intervall definiert und stetig, also integrierbar. Da

das Integral monoton ist, gilt

z€[a,b] y€[a,b]

(b—a) min f(x) = /ab min f(y)dx < /ab f(z)dz

< max f(y)dr = max f(x)(b—a).

o YElaY] z€[a,b]

Da f das Minimum und das Maximum auf [a, b] annimmt, existiert nach dem Zwischen-

wertsatz ein ¢ € [a, b] mit

fo) =52 | fwis.

Satz: Sei f € R([a,b]). Dann ist

F(z) = / F(t)dt

eine stetige Funktion F': [a,b] — R.

Beweis: Es existiert M mit |f(x)| < M fiir alle x € [a,b] . Also gilt fir z,z¢ € [a, b] mit

To < T
Fa) = Fan)| = | [ st [ e
= ‘ /xf(t)dt‘ < M(x — o).
o
Hieraus folgt die Stetigkeit von F' auf [a,b]. ]
Satz: Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist die durch
F(z) = /x ft)dt
definierte Funktion differenzierbar, und es gilt
F'=f.
Die Funktion F'ist also Stammfunktion von f.
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Beweis: Sei zg € [a,b]. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

F(x) — F(xo)

lim = lim

i = i —— | / Fn - / " pe]
whn, T T o orng LT T0

1
= lim / f(t)dt = lim fy)(x — xg)
oing L Lo wrng T L0 Wt
= lim f(y) = f(o)
Y—xo
fiir geeeignetes y zwischen zy und x . |

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung: Ist f Stammfunktion der steti-

gen Funktion f: [a,b] — R, dann gilt

/f@ﬁ:F@—F@:F@f.

Beweis: Die Funtkion x — fab f(t)dt ist eine Stammfunktion zu f, also existiert eine

:/%ﬂ0ﬁ+c

fiir alle 2 € [a,b] . Hieraus folgt ¢ = F(a), also F'(b) f f(t) n

Konstante ¢ mit

Dieser Satz ist das wichtigste Hilfsmittel zur Berechnung von Integralen:

Beispiele:
b 1 b
1.) / rdr = ot
a c+ ]_ a
falls 0 <a<b, ceR, ¢# —1. Fiir c < —1 gilt
m 1 1 1
lim z°dxr = lim mett — atl = — a“tt
m—oo J_ m—o0 C—|—1 C—|—1 C—l—l
Daher definiert man
> c : " c 1 c+1
z°dx = lim zdx = — a’ .
o m—oo J_ c+ 1

Das Integral faoo x°dzx heifit uneigentliches Riemannintegral, und man sagt, fiir ¢ < —1

sei 2¢ im uneigentlichen Sinn Riemann-integrierbar iiber [a, 00) mit a > 0. Insbesondere

/ x2dr =1.
1

1
2.) / —dr=Inb—Ina,

T
fiir 0 < a < b < co. 1 ist nicht integrierbar iiber [1,00).

ergibt sich
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b
1
3.) /a Wi dx = arcsinb — arcsina

fir-1<a<b<l.
Man setzt

dr = lim lim

1 b
1 1
—_— ——dx
/_1 ,/1_1»2 b—>1 a——1 /av ‘/1—.1’2

b<l a>—1
. . . . ™ ™
= lim arcsinb — lim arcsina=— —( — =) =m.
b—1 a——1 2 2

Die Funktion ﬁ ist im uneigentlichen Sinn Riemann-integrierbar iiber dem Intervall
[—1,1].

Satz: (Substitutionsregel) f sei stetig, g : [a,b] — R sei stetig differenzierbar, und die

Hintereinanderausfithrung f o g existiere. Dann gilt

lbf@uny@ML—lj”ﬂm¢n

Beweis: Es existiert eine Stammfunktion F' von f, und da F' denselben Definitionsbereich

wie f hat, existiert die Hintereinanderausfiihrung F' o g. Nach der Kettenregel gilt

(Fog) =(Fog)g=(fog)d,

also
F@@)—F@@)zlﬂﬁmwyww
Wegen
F@@)—F@w):LjUwa
folgt die Behauptung. n

Bemerkung: Falls g~! existiert, kann die Substitutionsregel auch in der Form

l%wmaKXwaww

geschrieben werden.

1
Beispiel: / V1 —22dzx soll berechnet werden. Mit der Substitution x = z(t) = cost

0
folgt wegen der Umkehrbarkeit von cos im Intervall [0, 7] :
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dx(t)
Vv 1—x(t)? dt
z(t) dx
w/2
V1 —cos?t (—sint)dt = / (sint)?dt
0

1 w1
= - — = 2t> dt = — — — sin2t
/0 (2 cos 171 sin

Satz: (Produktintegration) f :[a,b] — R sei stetig, F' sei eine Stammfunktion von f

/01de = /
/

7T/2 e

0

und ¢ : [a,b] — R sei stetig differenzierbar. Dann gilt

/ f(@)g(x)dz = F(z)g(z)

Beweis: Es gilt (F-g) =F -g+F-¢g=f-g+F-¢, also

/ fla)g(a)dz + / ’ F(z)d (z)dz .

Beispiel:

™ T ™
/ sin? zdr = —coszsinz| + / cos? xdx
0 0 0

+/ (1 —sin® z)dz,
0

™
= —coszsinx

0

i 1 iy
/ sin? zdr = = / ldx = T
0 2 Jo 2

also
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3 Das Lebesguesche Integral

Sei f:]0,1] — R definiert durch

Diese Funktion ist nicht Riemann—integrierbar iiber dem Intervall [0, 1], weil sie unbe-
schrénkt ist, und somit das obere Riemann-Integral nicht existiert. Eine Folge {f,}%°,
Riemann-integrierbarer Funktionen f,, : [0, 1] — R erhélt man aus dieser Funktion durch

Abschneiden:

o

<z <

fa(x) = 1
ﬁ’

1
n
<zxr<l.

S|l <@

Es gilt f,, € R([0,1]) fiir alle n und

fn(x)/‘f(x>7 n — oo,

fir alle z € [0,1] . AuBerdem gilt

1 1
1 1 2

Obwohl also die Folge {f,}22, von Riemann-integrierbaren Funktionen monoton wichst

und gegen die Grenzfunktion f konvergiert, und die Folge der Integrale { fol fndz}se

konvergiert, ist die Grenzfunktion nicht Riemann—integrierbar. Dies ist ein erheblicher

Nachteil des Riemann-Integrals.

Es liegt aber nahe, den Integralbegriff auszudehnen und auch der Funktion f ein Integral
zuzuordnen durch die Definition

/1f(a:')d:c = lim 1fn(x)d:v.
0 0

n—oo

f ist die Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folge von Riemann-integrierbaren
Funktionen mit konvergenter Integralfolge; f ist dann selbst wieder integrierbar und das
Integral von f ist gleich dem Grenzwert der Integralfolge {f,}>2 ;. Dies ist die Grund-
idee bei der Einfithrung eines leistungsfahigeren Integralbegriffes, des Lebesgue—Integrals.
Dieses Lebesgue—Integral soll nun definiert und untersucht werden. Ich werde dabei von

Anfang an die Integration von Funktionen mehrerer Variabler untersuchen.
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3 a.) Nullmengen

Definition: Fiir ¢ = 1,...,n selen I; Intervalle der Form (—o0,00), (—00,b;),

[a;,00), [a;,b;). Die Menge
Q= HL‘ CR"
i=1

heifit n—dimensionaler, halboffener Quader. Der Quader heifit unbeschrinkt, wenn wenigs-
tens eines der Intervalle unbeschriankt ist, andernfalls heifit der Quader beschrankt. Fiir
beschrénkte Quader Q) =[]\, [a;, b;) sei

n

Q=] — a)

i=1
das ,Maf}* von Q.

Definition: Die Menge N C R” heifit Nullmenge oder Menge vom Mafl 0, wenn es zu
jedem & > 0 hochstens abzdhlbar viele n—dimensionale, beschrinkte Quader Q1,Qs, ...

gibt mit
NclJ@i, D lel<e.
j=1 j=1

Satz: (i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(ii) Die Vereinigung hochstens abzéhlbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.
(iii) Abzéhlbare Teilmengen von R” sind Nullmengen.

Beweis: Der Beweis der Aussage (i) ist klar.

(ii) Seien Ny, Ny, N3, ... Nullmengen und sei € > 0. Dann gibt es Quader {Qg; }rj=12, ..
mit
o o 1
Ne €@ Z|Q"?j|§§5'
j=1 j=1

Fiir die abzidhlbare Menge {Qy;}r j=12,.. gilt also
UNkE U Qrj Z Q1 :ZZ’QM’ SZ 2—1k€=€-
k=1 k=1 k=1 k=1 j=1 k=1
(Man beachte, dafl nach dem grofien Umordnungssatz die Reihenfolge der Summation in
> rje1 |Qr | beliebig ist.) Somit ist [ J;Z; Ny eine Nullmenge.
(iii) Es ist klar, daf8 die leere Menge eine Nullmenge ist. Sei N = {z} eine einpunktige

Menge im R". Sei z = (x1, ..., x,), € >0, und sei

€ € 1 1 1 1
Q: $1—Z,l’1+1>x |:$2—§,$2+§)X .. X [$n—§,l’n+§>
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Dann gilt N C @ und

19 19
=—.1-...-l=-<e¢.

Also ist N eine Nullmenge. Nach (ii) ist dann jede abzahlbar Menge eine Nullmenge. =

Beispiele: 1.) Q ist eine Nullmenge von R, weil Q abzdhlbar ist.

2.) Sei N der Graph einer stetigen Funktion f: R"1 — R, d.h.

N={eeR" |z = (/) yc R},

Dann ist N Nullmenge.

Zum Beweis geniigt es, f auf einem Quader Q C R" ! mit der Kantenlinge 1 zu betrachten
und zu zeigen, dafl der Graph von f |Q eine Nullmenge ist. Denn R*~! kann von abzihlbar
vielen solchen Quadern iiberdeckt werden. f ist auf der kompakten Menge () und damit
auch auf @) gleichméBig stetig, also gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 mit |f(y) — f(2)| <€
fir y,z € Q mit ||y — 2|l <. Wahle k € N, % < 6, und zerlege @ in k"' Teilquader mit
der Kantenldnge % . Dann ist der Graph von f auf jedem dieser Quader enthalten in einem

1

Quader mit dem Volumen (3)"'e . Der Graph von f iiber @Q ist in der Vereinigungsmenge

dieser k"' Quader enthalten. Fiir die Summe der Volumen dieser Quader gilt

1\n—-1
k! (E) e=e¢,

also ist NV eine Nullmenge.
3.) Hieraus folgt, daf alle Hyperebenen im R"™ Nullmengen sind.

4.) Die Cantor-Menge: Jede reelle Zahl a kann dargestellt werden durch eine triadische
Entwicklung:

wobei a;, = 0,1 oder 2 ist. Die Zahlen im Intervall [0, 1) sind genau diejenigen Zahlen mit

einer Entwicklung der Form
a = Z ak3_k .
k=1

Die Cantor-Menge C' besteht aus allen Zahlen in [0, 1), deren triadische Entwicklung nur
die Ziffern 0 und 2 enthélt:

C ={0,a1az2a3 ... ‘ak:O oder 2}.

Geometrisch kann diese Menge folgendermaflen dargestellt werden: Alle Zahlen, deren

triadische Entwicklung mit 0 oder 2 beginnt, liegen in den schraffierten Bereichen:
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Wl =
ol ——
—_

Alle Zahlen, deren triadische Entwicklung in den ersten beiden Stellen nur 0 oder 2 enthélt,

liegen in den folgenden Bereichen:

Y
IIII}I
1

Man fahre so fort und nehme jeweils das mittlere Drittel der verbleibenden Intervalle

heraus.

In jedem Schritt besteht die schraffierte Menge aus endlich vielen halboffenen ,,Quadern* .
Die Summe der Volumen dieser Quader ist gleich der Gesamtlénge der schraffierten Menge.
In jedem Schritt verringert sich diese Gesamtlinge auf % der Lange im vorangehenden
Schritt. Im k-ten Schritt ist diese Lénge also (3)*. Wegen (3)F — 0 fiir k — oo, und da
C in jedem Schritt in der schraffierten Menge enthalten ist, folgt dal C' eine Nullmenge
ist.

C' ist aber iiberabzéhlbar. Denn folgendermafien kann eine bijektive Abbildung f von C

auf das Intervall [0, 1) konstruiert werden: Setze

H(Ewr) =3 (b,
k=1 k=1

wobei rechts eine Bindrentwicklung steht.

Definition: Sei D C R". Man sagt, eine Eigenschaft gelte fiir fast alle z € D oder
kiirzer, fast tiberall auf D , wenn es eine Nullmenge N gibt, so dafl die Eigenschaft fiir alle
x € D\N gilt.

3 b.) Treppenfunktionen

Definition: Unter einer Zerlegung Z des halboffenen Quaders () C R™ in Unterquader

versteht man eine endliche Menge von n—dimensionalen, halboffenen Quadern

Z =AQ1, ...,Qn}
mit

QNQi=0, k#j, wd [J@=Q.
j=1
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Definition: Sei () ein beschrénkter halboffener Quader. Die Funktion ¢ : () — R heifit
Treppenfunktion auf (), wenn es eine Zerlegung Z = {Q1, ..., Q. } von @ gibt, so dafl ¢

auf jedem Unterquader @); einen konstanten Wert ¢; hat. Das Integral von ¢ iiber @) ist

definiert durch
/sodx—/ EDY CM (+)

Zur Definition des Integrals von ¢ konnen verschiedene Zerlegungen von () gewéhlt wer-
den. Zunéchst mufl gezeigt werden, dafl die Definition des Integrals sinnvoll ist, also nicht
von der Zerlegung abhingt. Sei Z' = {Q7, ..., Q,} eine andere Zerlegung von @, so daf
die Treppenfunktion ¢ auf jedem @’ einen konstanten Wert ¢ hat. Falls Q; N Q) # 0 ist,
folgt ¢; = ;. Wegen |Q; N Q)| = 0 fiir Q; N Q; =0, gilt also in jedem Fall
¢ilQi N Q) = ¢;|Q: N Q.

Wegen

J@ing)=Je)ne;=ene;=0;

i=1 i=1

folgt

S engl=|U@ne)| =1Q).
=1 =1

und in dhnlicher Weise
¢
Z QN Qj| = 1Qil.
j=1

Also ergibt sich
m m L
el =) ey lRinQ)
i=1 =1 j=1
L m £ m
= > D alin@ =>> dleinq)

j=1 i=1 j=1 i=1
4 m l

= D2 1Nl => dlo;l.
j=1 =1 j=1

Die Summe auf der rechten Seite von (%) ist also unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung

von (), und somit ist die Definition von fQ wdz sinnvoll.

Definition: Sei M C R"™ ein beschriankter oder unbeschrankter, n—dimensionaler Qua-
der. Die Funktion ¢ : M — R heiit Treppenfunktion auf M, wenn es einen n-—

dimensionalen, beschrinkten, halboffenen Quader Q € M gibt und wenn ¢ von M zu
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einer auch mit ¢ bezeichneten Funktion auf M fortgesetzt werden kann, so daf gp‘Q eine

Treppenfunktion auf @ ist, und so daf3 gp’M\Q = 0 gilt. Das Integral von ¢ iiber M ist

definiert durch
pdr = / | dx.
/M Q o

T(M) sei die Menge aller Treppenfunktionen auf M .

Die Wahl des Quaders () in dieser Definition ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
Trotzdem ist die Definition des Integrals von ¢ iiber M sinnvoll, weil der Wert von
) Q cp|Qd:v nicht von der Wahl von ) abhangt. Denn seien Q und Q' zwei halboffene Quader
mit Phno = Phng = 0. Jeder Punkt x mit ¢(x) # 0 gehort dann sowohl zu @ als auch
zu ', folglich ist auch P = QN ein halboffener Quader mit <p|M\P = 0. Esist Pein Un-
terquader sowohl von @ als auch von @', und man sieht sofort, daf | 0 go’de =/ P gp‘de

und fQ, (p|Q/dZB = fpgp’de, also auch

% dx:/go dx
L etgte= [ @,

gilt.

Lemma a.) Seien ¢ und ¢ Treppenfunktionen auf M und sei ¢ € R. Dann ist auch
(p+v)eT(M)und cp € T(M) mit

(i) /Mgo—l—wdx:/Mgodx—l—/Mlpdx
(i) /M cpdc = ¢ /M .

Also ist T'(M) ein Vektorraum und das Integral ist eine lineare Abbildung auf 7'(M) mit
Werten in R.

b.) Sind ¢, v € T (M) mit p(z) < ¢(x) fir alle z € M, dann folgt

/M<pd:1:§/de:c.

Beweis: a.) BEs gibt halboffene beschrinkte Quader P, P’ C M, so daf} 2|, und w|p/
Treppenfunktionen sind mit g0|M\P =0, ¢|M\Pl = 0. Sei Q C M ein beschrankter
halboffener Quader mit P, P’ C @ . ¢ und % sind dann auch Treppenfunktionen auf @ .
Seien {Q1, ...,Qntund {Q], ..., Q}} Zerlegungen von @, so daf ¢ auf Q); den konstanten
Wert ¢; und ¢ auf Q’; den konstanten Wert ¢; hat. Dann ist {Q; N Q) ’ i=1,....m;j=
1, ..., ¢} eine Zerlegung von @Q . Falls der beschrinkte, halboffene Quader Q; N Q' # 0 ist,
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hat ¢ den konstanten Wert ¢; und ¢ den konstanten Wert c} auf diesem Quader, also hat

¢ +1 den konstanten Wert ¢; + c; auf dem Quader. Somit ist ¢+ eine Treppenfunktion
f it =0.

auf Q mit (¢ + )|,

Weil |Q; N Q)| = 0 ist falls Q; N Q) = () gilt, folgt

m

/M<,0+¢dx:/Q<p+¢dx:Z

=1

¢
> e+ )N
7j=1

m

m 0 ¢

= > ay lena@l+ ¢ 2 NQ
=1 j=1 j=1  i=1

_ Zcz|c2|+2cj|@ I—/wd:r+/¢dﬂf

=1

- /Mgodx—i—/Mi/Jda:.

Dies beweist (i). Der Beweis, daf cp € T'(M) ist und daB (ii) gilt, ist klar.

b.) Falls ¢ < ¢ gilt und Q; N Q; # 0 ist, folgt ¢; < ¢} fiir die konstanten Werte von ¢ und
Y auf Q; N Q). Also ergibt sich

m l m V4
[ etr = Y3 clangl<Y 3 glaing
=1 j—1

i=1 j=1

= /dex.

Definition: Sei A C R"” eine Menge. Die durch

1, reA
xa(z) =
0, zeR"A
definierte Funktion x4 : R™ — R heifit charakteristische Funktion der Menge A .
Jede Treppenfunktion kann in der Form
Z € XQJ
7j=1

mit geeigneten Quadern @)y, ..., Q,, € R" geschrieben werden.
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3 c.) Definition des Lebesgueschen Integrals

Definition: Sei D C R". Eine Folge {¢,,}>°_; von Funktionen ¢,, : D — R heifit
wachsend (fallend), wenn die Folge {y,,(z)}>°_; monoton wachsend (fallend) ist fiir alle

reD.

Definition: Sei M C R™ ein n—dimensionaler Quader. Die Menge £ (M) besteht aus
allen Funktionen f : M — R mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine wachsende Folge
{om}5°_, von Treppenfunktionen ¢, € T'(M), die fast iiberall auf M gegen f strebt, und
deren Integralfolge { [, ¢mda}re_; konvergiert.

Nach dem oben bewiesenen Lemma ist die Folge der Integrale { [}, ¢mdz}2_; monoton
wachsend, wenn {¢,, }7°_; monoton wachsend ist. Also ist die Folge { [}, ¢mda}2S_; kon-

vergent genau dann wenn sie beschrankt ist.

Jedem f € L£LT(M) mochte man nun ein Integral zuordnen durch die Definition

/fd:z:: lim Ymdx
M M

m—0o0
wobei ,, eine solche wachsende Folge von Treppenfunktionen ist, die fast iiberall gegen
f konvergiert. Es gibt aber verschiedene solche Folgen {(,,}°_;. Daher mufit zuerst
gezeigt werden, dafl der Grenzwert auf der rechten Seite von der speziell gewéhlten Folge

unabhéngig ist. Hierzu benétigt man zwei Hilfssétze:

Hilfssatz: Sei @ C R” ein beschrinkter halboffener Quader, sei {¢;,}7°_, eine monoton
fallende Folge von Treppenfunktionen ¢, : @ — R mit ¢,,(z) > 0 fir alle m € N und
alle x € @ und mit lim,, o, @, (x) = 0 fir fast alle z € Q. Dann gilt:

lim Omdr = 0.

mTeeJq
Beweis: 1.) Nach Definition gibt es zur Treppenfunktion ¢,, eine Zerlegung von @ in
endlich viele halboffene Quader @, ..., Q;, so dal ¢, konstant ist auf jeder der offenen
Mengen
Q... Q.

Sei V,,, die Vereinigung dieser Mengen. V,, ist eine offene Menge, und das Komplement
Q\V,, ist gleich der Menge N, = U§'=1 0Q); , wobei 0Q); die Menge der Randpunkte von
Q); ist. Die Seiten eines Quaders sind Teilmenge einer Hyperebene im R™, und damit

Nullmengen. Also ist 0Q); eine Nullmenge, also auch N, , und somit auch
N'= ] Na.
m=1
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Nach Definition gibt es eine Nullmenge N” mit ¢,,(z) \, 0 fir m — oo und fir alle
x € Q\N". Es sei nun

N=NUN",
Dies ist eine Nullmenge.

Sei € > 0. Dann gibt es abzdhlbar viele beschrankte Quader Wy, W5, ... mit

NQDWg, i‘Wg’<€.
=1 /=1

In dem man W, etwas vergrofert, kann man abzéhlbar viele halboffene Quader Wi, W3, ...

finden mit W, CW’, und mit

(e}

Ng[jmo/’,g, > Wy <e. (%)

=1 =1
I1.) Sei nun z € Q\N = Q\N . Dann ist x ¢ N”, also gilt ©,,(x) \, 0 fiir m — oo, und
somit gibt es k(x) € N mit gy (r) < €.

Esist ¢ N’ also ¢ Ny, also gehort & zur Menge Vi, , die aus endlich vielen
offenen Quadern besteht, auf denen ¢ jeweils konstant ist. Somit gehort x zu einem dieser
Quader, der mit P (x) bezeichnet werde. Nach Konstruktion ist P (x) das Innere eines
halboffenen Quaders P(z), auf dem ¢ konstant ist. Weil {¢,,}>°_; monoton fallend ist,
folgt also

m(Y) < @) (Y) = Pra(z) <e (%)
fiir alle y € P(x) und alle m > k(z).

Es ist {103 () }ocow U{W'1, W'o, ...} eine offene Uberdeckung der kompakten Menge Q ,

o

also gibt es endlich viele Quader P (1), ..., P (zs) und VIO/' Gy ey VIO/’ ¢, , die schon eine
Uberdeckung von @ bilden. Die Menge der halboffenen Quader {P(z,), ..., P(x,),
Wy, ..., W, } iiberdeckt dann erst recht (). Sei kg = max{k(z1), ..., k(xs)}. Aus (x*)
folgt dann

pm(y) <e (+)
fir alle y € [P(x1) U...U P(x)] und alle m > ko . Fiir alle y € @ gilt
n(y) < @1ly) < max o1 (z) = K.
Wegen (Q\ U, W) € Ui, P(;) ergibt sich aus (+) also
e, yeQNUo, W,
K, yeQnU_, W,

om(y) <
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fiir m > ko . Somit folgt mit den charakteristischen Funktionen von ¢ und von Wz/j , daf

em(y) < exqly +ZKXW'

gilt fiir alle y € @ und m > kg, also

/samdyée/wgdwzf(/xm,dy
Q Q 7j=1 Q ’

= €lQI+ ) KIQnW]|

< EQIHEY W <elQ+ KDY W/ <e(Q + K).
j=1 =1

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt lim,, fQ Ymdr = 0. |

Hilfssatz: Seien M C R" ein n-dimensionaler Quader, seien f,g € L1t(M) mit
f(z) < g(z) fiir fast alle x € M . Seien {p,}°_, {¥m}o_, wachsende Folgen von Trep-
penfunktionen ¢, ¥, : M — R mit beschriankten Integralfolgen. {¢,,}°_; konvergiere
fast iiberall gegen f, und {1,,}°°_, konvergiere fast iiberall gegen ¢g. Dann gilt

lim gom dr < lim Umdx .

m—00 m— 00 M

Beweis: Fiir festes k ist die Folge {gpk — ¥ }2°_; monoton fallend und strebt fast iiberall
auf M gegen den Grenzwert ¢ — g, wobei fiir fast alle x € M gilt

or(z) — g(x) < f(z) — g(z) <0.

Sei
(o — Um)(z),  falls (or —¥n)(z) =20,

0, sonst .

(r = thm) " () =

Somit ist auch die Folge {(pr—t)T}5°_, von nichtnegativen Treppenfunktionen monoton
fallend und konvergiert fast iiberall gegen 0. Auflerhalb eines beschréinkten halboffenen
Quaders @ verschwindet (¢r — 1) . Wegen 0 < (pr — )" < (¢x — ¥1)T verschwin-
den dann auch alle (¢ — 1) auBlerhalb von @. Also sind die Voraussetzungen des

vorangehenden Hilfssatzes erfiillt, und es folgt

/ erdr — lim Vmdr = lim [/ gokdx—/ 1/dex}

= lim (o — U )dr < lim /(gpk — ) Tdr =0.
m—0o0 Q

m—ro0
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Diese Abschéitzung gilt fiir jedes k, also folgt

lim prdr < lim Ymdx .
k—o0 M m—o0 [ur

Damit ist der Satz bewiesen. n
Nun kann das Lebesgue-Integral fiir Funktionen aus £1(M) definiert werden:

Definition: Sei M ein n—dimensionaler Quader, f € LT(M), und {p,,}>°_; eine wach-
sende Folge von Treppenfunktionen ¢,, : M — R mit beschrénkter Integralfolge, die fast
iiberall gegen f konvergiert. Dann ist das Lebesguesche Integral von f definiert durch

/fdx: lim Omdx .
M M

m—o0

Der Grenzwert auf der rechten Seite dieser Gleichung héngt nicht von der gewéhlten
Folge von Treppenfunktionen ab. Denn seien {¢,,}>°_; und {¢,,}>°_; wachsende Fol-
gen von Treppenfunktionen ¢,,, ¥, € T(M) mit lim,, . om(z) = f(z) fast tiberall,
lim,;, 00 ¥ () = f(2) fast iiberall, und mit beschriankten Integralfolgen. Aus dem obigen
Hilfssatz folgt dann

lim Ymdr = lim Umdz.

Beispiele: 1.) Jede stetige beschrinkte Funktion f : M — R auf einem beschrink-
ten Quader M C R™ gehort zu L7 (M). Zum Beweis mufl eine wachsende Folge
{em}e 1y om € T(M), konstruiert werden, die fast iiberall gegen f konvergiert, und
deren Integralfolge beschrinkt ist. Hierzu wihle man eine Folge {Z,,}°_, von Zerlegun-

gen von M mit folgenden Eigenschaften:

(i)  Zmny1 sel eine Verfeinerung von Z,, , d.h. zu jedem Quader @) € Z,, .1 gibt es einen
Quader P € Z,, mit Q C P.

(ii) Es sei limg 00 SUPgez, 0(Q) = 0, wobei §(Q) der Durchmesser von @ sei.

Nun definiere man ¢,, € T(M) durch

pm(@) = (;gg f(y)>XQ(93) :

QEZ’"L

Dann ist die Folge {¢onm(x)}5°_, wachsend fiir alle z € M mit lim,, oo om(z) = f(z). Zum

Beweis der Monotonie beachte man, daf zu jedem x Quader Q € Z,, .1, P € Z,, existieren
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mit x € Q C P, also

@m+ﬂx):;ggf@)Z;ggf@)zq%xx%

Die Folge der Integrale ist beschriankt wegen

[ ende< [ (sup ) do = |l sup f0).
M M NyeM yeM
Somit ist f € LT(M).
2.) Die Dirichletfunktion f :[0,1] — R,
1, xeQno,1]
flz) =
0, sonst

gehort zu £7([0,1]) . Weil [0,1] N Q eine Nullmenge ist, ist {¢y, }5o_; mit

0

Pm

eine wachsende Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert, und

deren Integralfolge beschrankt ist. Fiir das Integral von f gilt

/ fdx = lim @mdx—()
m—0o0
3)Firn,ke Nmit 1 <k <n-—1sei

[ [k: B 1 o—n k n 1
"Tln an—1)7 'n T 4n-1)
ein Intervall. Die Menge

L € [0,1]

besteht aus abzdhlbar vielen nichtleeren Intervallen mit positivem Maf, ist also keine
Nullmenge. Fiir Thr ,Maf3“ gilt

TCt

—1 co n—1

N<S Sl <

n=1 k=1 n=1 k=1
[

3

1
27" ==
2n—U 2

M

also ist auch ihr Komplement [0, 1]\ keine Nullmenge.

Die charakteristische Funktion f : [0,1] — R von I,

1, xel

0, xzel0,1\I



gehort zu £7([0,1]) . Denn definiert man ¢, € T7'([0, 1]) durch

]-) S Unm:I Z;ll ]”k
om(T) = )
0, sonst

dann ist {¢,, }5°_, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen (siche das unten folgende

Bild) mit lim,, o ¢m(z) = f(z) fir alle € [0, 1] und mit beschrankter Integralfolge:

1 1
/ cpmdxg/ lde=1.
0 0

Jedoch ist —f ¢ L£1(]0,1]). Zum Beweis sei angenommen, dafl eine wachsende Folge
{om}oo_, mit ¢, € T([0,1]) existiere, die fast iiberall gegen —f konvergiere. Fiir eine
beliebig gewéhlte Funktion ¢, aus dieser Folge sei [a,b) mit a < b ein Intervall, auf dem
s konstant ist. Dann gibt es eine rationale Zahl % € [a,b) mit 1 <k <n-—1, also gehort

mindestens die Halfte des Intervalls I,; zu [a, b) , folglich ist
]nk N [CL, b)

keine Nullmenge. Hieraus folgt, dafl der konstante Wert von ¢, auf [a,b) kleiner oder

gleich —1 sein muf, weil sonst fiir alle m > s und alle x € I, N [a, b)

also lim,, 00 om(x) # —f(x) gelten wiirde. Weil I, N [a, b) keine Nullmenge ist, wider-

spricht dies der Voraussetzung.

Weil [a,b) ein beliebig gewéhltes Intervall war, auf dem ¢, konstant ist, folgt dafl

ps(r) < —1

gilt fiir alle z € [0, 1], und weil g ein beliebiges Element von {p}°_, war, gilt ¢, < —1
fiir alle m € N. Fur « € [0, 1]\ folgt somit

lim p,(x) < —-1<—f(x)=0,

m— 00

also konvergiert {¢,,}5°_, nicht fast tiberall gegen —f, weil [0, 1]\ keine Nullmenge ist.
Dies beweist, dal —f ¢ £1(]0,1]).
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Graph der Treppenfunktionen ys, @4, wg, ©13, P20, @30 und @so aus Beispiel 3.

Das letzte Beispiel zeigt, dafl L1 (M) kein Vektorraum ist, weil sonst mit f auch —f zu
LT (M) gehéren miiite. Natiirlich sollte aber mit f auch die Funktion —f integrierbar
sein. Also mufl £ (M) in geeigneter Weise zu einem Vektorraum erweitert werden. Dazu

benutzt man folgendes Resultat fiir £(M):

Satz: Wenn f,g € LT(M) und ¢ > 0, dann sind auch f+g € LT(M), cf € LT(M)

[ STy P G

Beweis: Es seien {¢,,}°% 1, {tnm}>_; wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
lim,, 00 o () = f(z) fast iiberall, lim,, o ¥, () = g(x) fast iiberall, und mit beschrénk-

ten Integralfolgen. Dann ist {¢,, + ¥ }2°_, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen,



die fast iiberall gegen f 4 g konvergiert, und

/ (f + g)dr = lim / (m + Gm)da
M m—0o0 M

= lim Omdr + lim ¢mdx:/ fdx—l—/ gdx .
M m=oo Jar M M

m—0o0

Ebenso folgt dies fiir cf . |
Nun kann £ (M) zu einem Vektorraum L£(M) erweitert werden:

Definition: Sei M ein n-dimensionaler Quader. £(M) sei die Menge aller Funktionen
f=g—hmit g,h € LT(M). Fiir f € L(M) definiert man das Lebesgue Integral durch

/Mfd:c:/Mgda:—/Mhdx.

Diese Definition ist sinnvoll, weil das Integral von f nicht von der Darstellung von f
abhéngt. Denn seien f = g; — hy und f = go — hy mit gy, hy, g2, ha € LT (M) . Dann folgt
g1 —h1 =g2—ha, also g1 + ha = g2 + hy € LT(M) und

/glda:—i-/ hgd:c:/ (g1+h2>dﬂf:/ (gg—i-hl)dx:/ ggda:'—i-/ hidx |
M M M M M M
folglich

/gldx—/ hldx:/ ggdx—/ hodzx

M M M M

und somit ist [ 1 fdr unabhéngig von der gewihlten Zerlegung von f .

Definition: Sei A C R" eine beliebige Menge. L£(A) sei die Menge aller Funktionen
f:A— R, fiir die die Fortsetzung f : R — R,

. f(x), reA
flz) =
0, zeR"A

zu L(R™) gehort. Die Funktionen f € L£(A) heiflen Lebesgue-integrierbar iiber A mit

/Afdx =L fdz .

Dafl £(A) ein Vektorraum ist, wird im néchsten Abschnitt bewiesen.

Lebesgue-Integral
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3 d.) Einfache Eigenschaften des Lebesgue—Integrals

Satz: Sei A C R" eine beliebige Menge, sei f; € L(A) und sei fast iiberall fo = f;. Dann

ist auch fo € L(A) und
/ fgdl’ = / fldl’
A A

Beweis: Zunéchst werde angenommen, dafl A = M sei mit einem n—dimensionalen Qua-
der M, und dafl f; € LT(M) sei. Dann existiert eine wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen {,,}°°_, , die fast iiberall gegen f; konvergiert, und deren Integralfolge beschrénkt

ist. Dann konvergiert diese Folge auch fast iiberall gegen f5, also fo € LT (M) und

/dex: lim gomdx:/ frdx .

Um die Aussage fiir f; € L£(A) mit beliebigem A zu beweisen, geniigt es bereits, sie
fir fi € L(R™) zu zeigen. Sei also f; = g1 — hy € L(R™) mit g;,h; € LT(R™). Weil
ho = h1 + (f1 — f2) fast iiberall mit h; iibereinstimmt, ist hy € LT (R™), und weil R ein

Quader ist, folgt aus dem soeben bewiesenen Resultat, dafl

/ hng = / hldx .

Wegen fo = g1 — hy ist dann auch f, € L(R") mit

fgdx:/ gldx—/ hgdl':/ gldzv—/ hidx = Jrdz .
Rn n n " " R

Satz: a.) Fiir f,g € L(A) und c € R gilt (f +g) € L(A) und ¢f € L(A) mit

(i) A(f+g)dx:Afdx+Agdx,
(i) /Acfdx:c/Afda:.

Also ist £(A) ein Vektorraum und das Integral ist eine lineare Abbildung auf £(A) mit
Werten in R.

b.) Sind f,g € £ mit f(z) > g(z) fast iiberall in A, dann folgt

/Afde/Agdx.

Beweis: Es geniigt diesen Satz fiir A = R™ zu beweisen.

a.) Seien f = fi—fo, g=g1—gemit f1, fo,91,92 € LT(R"). Dann sind fi1+ g1, fo+92 €
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LT(R™). Wegen f+g=(f1+q1) — (f2 + ¢2) folgt also f + g = L(R™) und
der = dx — — g2)d
[Gvade = [ (eoe= [ (a-gio

= . f1d37+/n gldx—[ - f2d£€+/n ggd:v]
= Rnfldx—/Randx]+[/ngldx—/nggdx]
= /nfdx+/ngdx.

DaB cf = c(fi — f2) € L(R") ist mit [;, cfde = ¢ [, fdz sieht man, wenn man cf in der

Form
cf = cfi—cfs, falls ¢>0

cf = (o) fs—(=0)f1, falls ¢<0
schreibt, und wenn man beniitzt, dafl dg € LT(R") ist fiir d > 0 und g € LT(R") mit
Jgn dgdx = d [, gda . n
b.) Sei f > 0 fast iiberall und f = f; — fo mit fi, fo € LT(R"). Dann ist f; > f, fast
iiberall, und es existieren wachsende Folgen {¢,,}5° 1, {¢,}2°_; von Treppenfunktionen
Om, Um € T(R™) mit beschréankter Integralfolge, die fast iiberall gegen f; beziehungsweise

f2 konvergieren. Nach dem friither bewiesenen Hilfssatz folgt

fidrx = lim Omdr > lim Ydr = fodx,
R m—o0 [fpn m—o0 fpn R
also
fdx = frdx — fodx > 0.
R Rn Rn

Falls f,g € L(R™) ist mit f > g fast iiberall, folgt f —¢g € L(R") und f — g > 0 fast
iiberall, also
fdx—/ gd:v—/ (f —g)dx > 0.
R n n
u

Satz: Seien f,g € L(A). Dann gehoren auch max(f,g), min(f,g), f*, f~ und |f| zu

L(A) und es gilt
‘/fdx‘g/\f\dx.
A A
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Hierbei sei

x), fall z) >0

frwy = 4 W R JE2
0, falls  f(z) <0
0, fall >0

() = alls  f(z) >
—f(x), falls f(x)<0.

Beweis: Es geniigt wieder, diesen Satz fiir A = R"™ zu beweisen. Erst wird gezeigt, daf3

|f| € L(R™) ist. Sei f = fi1— fo mit f1, fo € LT(R"™). Wegen |f| = max(f1, fo) —min(fy, f2)
geniigt es zu zeigen, da max(f1, fo) € LT (R") und min(f1, f2) € L7 (R") sind.

Seien {1, {¥n}5o_, wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten
Integralfolgen, die fast iiberall gegen f; beziehungsweise f; konvergieren. Dann sind

{max(om, ¥m) 1o, , {min(vm, ¥m) 1, wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit

maX(SDmawm) /‘ maX(fl?fQ)a
min(@p,, ¥,) min(fi, f2)

fast iiberall. Sei h = min(¢1,74). Dies ist eine Treppenfunktion, also auch max(y,, —
By — h) = M8 (0, Uyn) — b, und wegen g — h > 0, i — h > 0 folgt

. max (@, Um)dr = /n [max(gom — hyy, — h) + h} dx

< /n [(wm—h)+(¢m—h)+h}dx

= / Omdx + wmdx—/ hdzx
n Rn n
< frdz + fzdx—/ hdz .
Rn n

R
Folglich ist die Folge der Integral { [, max(¢p,, ¥, )da}oe_; beschrénkt, und somit folgt
max(fi, fo) € LT(R™). Ebenso folgt dies fir min(fi, f2) .

Also ist |f| € L(R™). Wegen
o= S0, =500 ),
max(f,g) = %(f+g+ |f = gl), min(f,g)= %(Hg —1f =gl

folgen die anderen Aussagen hieraus und aus dem zuletzt bewiesenen Satz.

Wegen f < |f|, —f < |f] folgt

/Afda:S/A\ﬂda:, —/Afdx:/A(_f)de/Amdx’
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also

)/Afdx\ < /A|f|dx-

o6



4 Lebesgue—Integration und Grenziibergang.

Der Satz von Fubini

4 a.) Vorbereitende Resultate und Satz von Beppo Levi fiir Funktionen aus
L+

Im Gegensatz zum Riemannschen Integral hat man fiir das Lebesguesche Integral starke
Grenzwertsétze. Diese Grenzwertsétze sind eine der wichtigsten Rechtfertigungen fiir die
Einfiihrung des Lebesgueschen Integrals. In diesem Abschnitt werden einige vorbereitende

Resultate zum Beweis dieser Sétze hergeleitet.

Es seien @y, . .., Q) C R™ beschriankte, paarweise disjunkte Quader und F' = Q;U...UQ,,

die Vereinigungsmenge. Das Mafl von F’ wird definiert durch

[Fl =) 1Qx-
k=1

Dieses Maf3 hangt nicht von der Zerlegung von F' in disjunkte Quader ab.

Lemma: Sei K > 0 und fiir jedes m € N sei F,,, C R" Vereinigung von endlich vielen
beschriankten, paarweise disjunkten Quadern mit |F,,| < K und mit F,, C F,,,;. Dann

ist F = J,-_, F,,, Vereinigung von abzéhlbar vielen beschrinkten, paarweise disjunkten

Quadern @1, Qs, ... mit

Z Q| < K.
k=1

Beweis: Es sei Fy = (). Fiir k, m € N mit k < m gilt dann wegen F}, C F,,,_;

(Fn \ Fon1) N (FR N\ Firo1) C© (B \ Frpa) N =0

und

(F \ Frno1) U U (F3\ Fy) U (Fy \ Fr) U (F7 )\ Fo)
=(Fu\Fn1)U...U(F\FB)UE=...=F,,

also kann F in der Form

o0

ml

m=1
als Vereinigung abzihlbar vieler disjunkter Mengen geschrieben werden. Man sieht schnell,

daB jede der Mengen F), \ F,,_; in endlich viele beschrinkte, paarweise disjunkte Quader
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zerlegt werden kann, also ist F' die Vereinigung abzihlbar vieler paarweise disjunkter

Quader

F={]JQ,
k=1
wobei mit geeigneten Zahlen s; =1 < 55 < 53 < ... gilt
Sm4+1—1
Fm \ mel = U Qk .
k=sm

Folglich ist F},, = 2’21_1 Qs also ergibt sich fiir jedes m

Sm+1—1

DRk = 1Fal < K,

k=1
und somit auch Y7 |Qx| < K, weil die Folge {sp,+1 — 1}5°_, unbeschrinkt wichst.

Hilfssatz: Sei M C R” ein n—dimensionaler Quader und sei {¢,,}7°_; eine wachsende
Folge von Treppenfunktionen aus T'(M). Wenn die Folge { [,, ¢mdz}2_, beschrénkt ist,

dann konvergiert {p,,}>°_; fast iiberall gegen eine Funktion aus £ (M) .

Beweis: Sei N die Menge aller x € M , fiir die lim,,, , ¢ () nicht existiert, fiir die also
die Folge {p.,(z)}o°_, unbeschrinkt ist. Es geniigt zu zeigen, dafl N eine Nullmenge ist.
Denn dann ist die Funktion f: M — R,

lim ¢, (z), x€ M\N
fla) = § =
0, r €N,

nach Definition von £ (M) in diesem Raum enthalten.
Zum Beweis, dafl N eine Nullmenge ist, sei 0.B.d.A. ¢, > 0 fiir alle m . Sonst betrachte

man die Folge {p,, — ¢1}>_,, die ebenfalls auf N divergiert und auf M\N konvergiert.

Zu € > 0 definiere man die Menge
Fom={z € M| pn(x) = K/e},

mit der Konstanten

K:sup/ Omdx .
meN J M

Es gilt
NCF.:=|]JFm.
m=1
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Denn fir z € N wichst die Folge {p.,,(x)}°_, unbeschrinkt, also existiert mgy mit

Ome () > K /e, und somit ist x € F,,, C F..

Weil ¢,,, eine Treppenfunktion ist, besteht jede der Mengen F;,, aus endlich vielen be-
schrénkten, paarweise disjunkten Quadern, und weil {¢,,}7°_; wachsend ist, gilt F.,, C
F. 1. Wegen @, > 0 auf M und ¢,,(x) > K/e fir x € F.,, ergibt sich auch

K
— [Fom| < / om(r) dz < / Om(r)dr < K,
€ Fem M

also |F. | < e. Nach dem vorangehenden Lemma ist also F. Vereinigung von abzdhlbar
vielen Quadern Q1, Qs ... mit Y, |Qx| < e Well N C F, = |J,o, Qp gilt und weil ¢
beliebig gewéhlt war, bedeutet dies, dafi dafl N eine Nullmenge ist. |

Dieser Satz kann von Treppenfunktionen auf wachsende Folgen von Funktionen aus £*

verallgemeinert werden:

Satz: von Beppo Levi fiir Funktionen aus £: Sei M C R" ein n—dimensionaler
Quader, und sei { f,, }°_; eine wachsende Folge von Funktionen aus £ (M) mit beschrank-
ter Integralfolge { [}, findx}oo_; . Dann konvergiert { f,,}2°_; fast iiberall gegen eine Funk-
tion f € LT(M) und

lim fmdx = / fdx.

Beweis: Fiir jedes m € N sei {¢p,; }j’;l eine wachsende Folge von Treppenfunktionen aus
T (M) und Ny, eine Nullmenge mit lim;_,o ¢y, (x) = f(z) fiir alle x € M\N,, . Dann gilt
lim Pmjdr = / fmdzx .

J—00 M M
Setze

Om(z) == max{py;(x) | j, k=1, ...,m}

fir alle x € M. Dann ist {¢,,}3°_, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen. Da
i) < fi(z) gilt fur alle x € M\ Ny, und alle j, folgt

j,kzl,...,m}gmax{fk(x)‘kzl,...,m}:fm(x) (%)
fiir alle x € M\N , mit der Nullmenge N = J;—, N;,. Wegen der Monotonie des Lebesgue—

Integrals resultiert hieraus

/ Pmdx §/ fmdz < supmeN/ fmdr < 00,
M M M
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also liefert der Hilfssatz die Existenz einer Funktion f € £ (M) und einer Nullmenge N’
mit lim,, o () = f(x) fur alle z € M\N’, und mit

/fda:: lim Omd . (+)
M M

m—r o0

Hieraus folgert man

fil@) = T ppn(2) < Tim_pn(z) = £(2)

m—00

fir alle z € M\ (N’ U Ny) , und somit ergibt (), daf§ die Ungleichungen

erfiillt sind fiir alle x € M\N" und fiir alle m € N, mit der Nullmenge N” = N U
U2 (N"UN,,) = N'"U N . Hieraus folgt

lim f,(2) = ()

/somdxsf fmda:s/ fdz,
M M M

lim fmdx:/ fdx |
M M

m—0o0

fiir fast alle x € M und

also

wegen (+) . n

Um diesen Satz zum allgemeinen Satz von Beppo Levi fiir Funktionen aus £ zu verallge-

meinern, bendtigt man ein weiteres Hilfsresultat:

Hilfssatz: Sei M C R”™ ein n—dimensionaler Quader und sei f € L(M). Dann gibt es
zu jedem e > 0 Funktionen g,h € L7 (M) mit f =g —h, h >0 und

OS/ hdx < €.
M

Beweis: Sei f = g —hy mit g, hy € LT(M), sei € > 0 und sei {pn,}5°_; eine wachsende
Folge von Treppenfunktionen, die fast {iberall gegen h; konvergiert und deren Integralfolge
beschrénkt ist. Dann gibt es k£ € N mit

og/ hldx—/gpkdx<5.
M M

Aus der Ungleichung ¢k (z) < hi(x), die fiir fast alle x erfiillt ist, folgt dafi (h; —¢r)” =0

ist fast iberall in M , mit der im letzten Kapitel eingefithrten Bezeichnung (h; — )~ fiir
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den negativen Anteil von (hy—y). Folglich ist (hy—¢y)~ € LT(M) und [,,(h1—¢x)~dx =

0. Die gesuchte Zerlegung von f erhilt man nun in der Form
f=g9—h
mit
g=g—r+(h—pe)”, h=h—@r+(hi — o).

Denn —¢y, ist eine Treppenfunktion und gehort somit zu £1(M). Wegen g1 € L1(M)
und (hy — )~ € LT(M) folgt also

g=91— ¢+ (h—or)” =g+ (=) + (ln — i)~ € LT(M),
und ebenso h € LT(M). AuBerdem ist
W) = (hn — o) (@) + (h = i) () = (h1 — 1) () > 0

fir alle z € M und

og/ hda::/(hl—cpk)dx—i—/(hl—gpk)_dx:/ hldx—/ ordr < €.
M M M M M

4 b.) Grenziibergang bei monotoner und dominierter Konvergenz

Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz: Sei A C R” und sei {f,,}5°_,
eine wachsende Folge von Funktionen aus £(A) mit beschrénkter Integralfolge. Dann

konvergiert { f,,}°°_; fast iiberall gegen eine Funktion f € £(A) und

/ fdr = lim fmdx

m—r0o0

Beweis: Es geniigt den Satz fiir A = R"™ zu beweisen. O.B.d.A. kann angenommen werden,
daB f,, > 0 gilt fiir alle m, weil man sonst {f,, — f1}>°_; betrachten kann. Sei fy = 0.
Dann kann man die Folge {f,,}>°_, als Reihe

Z fml

m=1
mit nichtnegativen Gliedern schreiben. Nach dem obenstehenden Hilfssatz gibt es zu jedem

m Funktionen g,,, h,, € L7(R") mit
fm_fmflzgm_hm, hmZO, / hmdSUSQim
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Seien

szzgj, tm:ZhJ
j=1

=1
Dann gilt s,,,t, € LT(R™), und wegen g,, = (fm — fm—1) + hm > 0 sind die Folgen
{sm}o°_, und {¢,,}>°_, wachsend. Auflerdem gilt

m m

f = (i = Fim) =D (g5 = hy) = $m =t

J=1 Jj=1

Die Folge { [5. tmdx}5_; ist beschrénkt wegen

tmdx:Z/ hjde <) 279 <1,

also ist auch { [o, smdz}5_, beschrinkt wegen

/ Smdr = fmdzc—i-/ tnd .
n Rn M

Nach dem Satz von Beppo Levi fiir Funktionen aus £1 konvergieren {s,,}>°_; und {t,,}°°_,

fast iiberall gegen Funktionen s,t € £ (R"™) mit

/ sdx = lim Smdx / tdr = lim tndx .
Sei nun
f=s—t.
Dann ist f € £(R") und

lim fn(z) = lim [sm(x)—tm(x)} = s(z) — t(z) = f()

m—o0 m— 00

fiir fast alle x, sowie

lim [ f,dx = lim (sm—tm)dx—/ sdx—/ tdx—/ fdx .

Folgerung: Sei A C R". Fiir jede Funktion f € L(A) gilt f(z) = 0 fiir fast alle z € A,

genau dann wenn [, |f|dz = 0 ist.

Beweis: Es wurde schon gezeigt, da8 [ AN fldr = / 4 0dz = 0 ist, wenn f fast tiberall mit
der Nullfunktion iibereinstimmt. Zum Beweis der Umkehrung sei [, |f|dz = 0. Die Folge
{m|f|}s°_; ist wachsend und besteht aus Funktionen von £(A). Wegen

/Am|f]da::m/A]f|dx:O
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ist die Integralfolge beschrankt, also existiert der Limes

lim m|f(z)| = |f(x)| lim m

m—ro0 m—ro0

fiir fast alle z € A, was nur moglich ist wenn f(z) = 0 ist fiir fast alle x € A. ]

Folgerung: Sei —0co < a < b < oo und sei f Riemann—integrierbar iiber [a, b] . Dann ist

f € L*([a,b]) und
b b
L—/fdx:R—/fdx,

wobei L — fj das Lebesgue-Integral und R — fab das Riemann—Integral bedeutet.

Beweis: Sei f € R([a,b]). Zu jeder Partition P = {xg,x1, ..., x,} von [a,b] definiere

man Treppenfunktionen z — t(z, P) und z — s(z, P) durch

¢ ¢
t([E, P) = ZC;X[xi,1,xi)($) ) S(ZE, P) = ZCiX[mfhm)(x)
i=1 =1
mit den Konstanten

= sup fly), = _inf f(y).

yE[ri—1,:) YE[Ti1,74)

Mit der Bezeichnung aus Kapitel 2 ist dann

/ Kz, P)dz = U(P, f). / s(z, P)dz = L(P, f).

Wiihle nun eine Folge von Partitionen {P,,}°°_; mit

b b b
lim L(P,, f) = lim s(x, Py)dr = / fdr = R—/ fdz,

m—oo m—00
- a a a

und setze P, = |J;", P . Dann ist die Partition P/, Verfeinerung von P fir k =1, ..., m,

also gilt
b b
/ s(x, P! )dx > / s(x,Py)de, k=1,...,m,

also folgt lim,, o0 fab s(x, P! Ydx = R — fab fdx . AuBlerdem ist P}, ., eine Verfeinerung von

P/ also folgt nach Definition der Treppenfunktionen
S(.CE, Pr/n+1) Z 8(1’, P?iz) )

also ist {s(-, P! )}°°_, eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit beschréinkter Inte-
gralfolge. Aus dem Satz von Beppo Levi schlieft man nun, dafl diese Treppenfunktionsfolge

fast tiberall gegen eine Funktion g € £%([a,b]) konvergiert mit

b b b
L—/ gdr = lim s(x,P;l)dx:R—/ fdz.

m—00
a a
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Weil fiir alle x und m nach Definition der Treppenfunktion s(z, P!) < f(z) gilt, folgt
g < f fast iiberall.

Auf dieselbe Weise konstruiert man eine fallende Folge von Treppenfunktionen

{t(-, P))}5°_, , die nach dem Satz von Beppo Levi (der auch fiir fallende Funktionenfolgen

m=1>

gilt) fast iiberall gegen eine Funktion h € L([a, b]) konvergiert mit

b b b
L—/ hdx = lim t(x,P&)da::R—/ fdx

m—o0 a

und mit f < h fast iiberall.
Weil fast iberall g < f < h gilt, resultiert somit

L—/ab|h—g]d:v - L—/ab(h—g)dx:(L—/abhdx)—(L—/abgdw)
~ (R- abfd:w—(R—/abfdx):o,

also ergibt die voranstehende Folgerung h = ¢ fast iiberall, und somit ¢ = f = h fast
tiberall, also f € £%([a,b]) und

b b b
L—/ fdx—L—/gdx—R—/ fdx .

Beispiel 1: Fiir jedes s < —1 und a > 0 is f(z) = z° integrierbar iiber [a,c0). Denn

fiir m € N sei

x?, a<zr<a+m
fm<x):
0, at+m<zx.

Als stetige Funktion auf dem beschrankten Intervall [a,a + m) gehort f, zum

|[a a+m)
Raum L ([a,a+m)), und ist damit integrierbar. Hieraus folgt sofort, dafl f,, iiber [a, c0)

integrierbar ist mit

aerl

s+1°

[e%¢] a+m a+m 1 i i
/afmdx:/a fmdx:R—/a fmdx:H—l[(a—Irm) —a ]/‘—

Da die Folge {f,.}5°_, wachsend und die Integralfolge beschrénkt ist, liefert der Satz von
Beppo Levi, daf eine Nullmenge N C [a, c0) und eine Funktion g € £([a,c0)) existieren
mit lim, 00 frn(z) = g(2) fiir alle z € [a,00)\N . Weil aber lim,, o fi(z) = f(x) ist fiir
alle x € [a,00), folgt g(z) = f(x) fir alle x € [a,00)\ N, also f € L([a,o0)) und
o0 o0 0 g5+l
/ 2idr = / gdr = lim fmdr = — .

m—oo J, S—|—1
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Beispiel 2: Ebenso sieht man, daf fiir alle a,b,c,s € R mit a < ¢ < b und s > —1 die

durch
ol = v —c|®, fir xz#c
0 0, fir x=c¢

definierte Funktion z — |z — ¢|§ : (a,b) — R integrierbar ist iiber (a,b) mit dem Integral

b c
/ |z — clgdx = /(a:—c)sdx+/(c—a:)5d:v

1 )s—i—l b 1 (C _ x)s-‘rl c _ (b _ C)S—H + (C _ a)s—H |

= (x —c
s+1 c s+1 a s+1

Beispiel 3: Sei a > 2. Fiir m € N sei f,, : (0,1) — R definiert durch

m  k— 1
DR

k=2 (=1

iibereinstim-

.. . 1
Nach dem vorangehenden Beispiel ist die (natiirlich fast iiberall mit T

mende) Funktion |z — E/k|al/2 fir 1 < ¢ < k — 1 integrierbar iiber dem Intervall (0, 1)
mit
1
/ |z — 0/k|y P de = 2((1 —0/k)Y? 4 (ﬁ/k)m) <4.
0

Als endliche Summe integrierbarer Funktionen ist somit auch f,, integrierbar mit
m k-1

T 3 S S

k=2 (=1

Zur wachsenden Folge {f,,}5°_, von Funktionen f,, € £((0,1)) ist also die Integralfolge
{ fol fmdz}oo_, beschrinkt. Damit liefert der Satz von Beppo Levi, dafl die Reihe

oo k—1

1/
=35 e Y

k=2 =1
fiir fast alle x € (0, 1) konvergiert, und da die durch diese Reihe definierte Funktion f
zu L£((0,1)) gehort mit

1 > q
fdx = lim fmdq: < 42
k=2

m—00 ko—1 '

Jedoch besitzt f unendlich viele Singularitidten, die im Intervall (0,1) ,,dicht“ liegen. Fiir
a = 2.1 sind die Graphen der Funktionen fy und fi5 in der Abbildung auf der folgenden
Seite dargestellt. Dieses Beispiel zeigt, dafl es sehr ungewohnliche Funktionen gibt, die

Lebesgue—integrierbar sind.
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Graph der Funktion fi5

Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz: Sei A C R™ und sei {f,,}%°_,

eine Folge von Funktionen f,, € L(A), die fast {iberall gegen eine Funktion f: A — R
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konvergiert. g € L(A) sei eine Dominante dieser Folge, d.h. fiir alle m € N gelte

|fml < g

fast iiberall in A. Dann ist f € £(A) und

lim fmdx:/fdx.
A A

m—00

Beweis: N sei die Nullmenge aller z € A, fiir die {f,,(z)}oc_; nicht gegen f(x) konver-

giert. Sei
inf{ fi(z) ‘ E>m}, fir xe AN
gm(z) =
0, fir xe N,
sup{ fr(x) ) k>m}, fir ze€ A\N
h(x) =

0, fir ze€ N.

Dann ist {gm,}>_, wachsend, {h,,}>°_; fallend und lim,, oo gm(x) = limy, oo hm(z) =
f(z) fir alle z € A\N . Es soll nun der Satz von Beppo Levi auf die Folgen {g,,}>°_; und
{hm}5°_; angewandt werden. Dazu mufl gezeigt werden, daB g,,, h,, € L(A) ist, und dafl
die Integralfolgen { [, gmdx}oo_y . { [, hmdx}oe_; beschrinkt sind.

Zum Beweis sei
() = min{ fon (), - i)}

Wegen f; € L(A) ist auch uy,, € L(A). Die Funktionenfolge {um}32, ist fallend und
konvergiert auf der Menge A\N gegen ¢, . Schlielich ist auch

[tmp(2)] < max{[ [ (2)], -, [fmir(@)[} < g(2)

|/umkd:c| §/|umk|d:c§/gdx.
A A A

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi erfiillt. Nach diesem Satz

fiir fast alle x, also

existiert eine Funktion G,, € L(A) und eine Nullmenge N’ mit limg_,oo Ui (2) = G (2)
fir alle x € A\N'. Da limy_ o0 Ui () = gm(z) gilt fir alle x € A\N, stimmt g,,(x)
fiir alle z, die nicht zur Nullmenge N U N’ gehoren, mit G,,(z) iiberein, also ist auch
gm € L(A). Ebenso folgt h,, € L(A).

DaB die Folgen { [, gmdx}oe_, und { [, hida}oe_; beschriinkt sind, folgt sofort aus

/gldxg/gmdxg/hmd:cg/hldx.
A A A A
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Somit kann der Satz von Beppo Levi auf die wachsende Folge {g., }2°_; und auf die fallende
Folge {hn,,}°_, angewandt werden, und mit derselben Schlussweise wie eben erhélt man

fiir die gemeinsame Grenzfunktion f dieser Folgen, dal f € £(A) und

lim [ gpdx = / fdr = lim | h,dx
A A A

m—00 n—oo

gilt. Wegen ¢,, < fi, < h,, fast iiberall folgt
[ gndo< [ fudo < [ od,
A A A

lim fmdx:/fda:.
A A

m— 00

also

4 c.) Parameterabhiingige Integrale

Der Wert des Integrales

Aﬂ%mm

ist vom Parameter t abhéngig, iiber den nicht integriert wird. In diesem Abschnitt werden
die Stetigkeits— und Differenzierbarkeitseigenschaften der durch dieses parameterabhéngi-

ge Integral definierten Funktion
F@:/}@@m
A
studiert.
Satz: Sei A CR"™, sei D C RP? offen und
f:AxD—R

bei jedem festen ¢t € D Lebesgue—integrierbar beziiglich x sowie fiir fast alle x € A stetig
beziiglich t. Wenn f eine Lebensgue—integrierbare Dominante & : A — R besitzt, d.h.
wenn fiir alle (z,t) € A x D die Ungleichung

|f(z, 1)] < (x)

gilt, dann ist die durch
F@:/}@@m
A

definierte Funktion F': D — R stetig.
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Beweis: Sei {t}32, eine Folge mit ¢, € D und mit limy ooty =t € D. Sei ¢, : A - R
definiert durch

pr(x) = [z, te) .-
Dann konvergiert die Folge {yx}52; punktweise gegen die durch ¢(z) = f(x,t) definierte
Funktion ¢ : A — R, und hat die Dominante ® . Also gilt nach dem Satz von Lebesgue

lim F(tx) —hm/fa:tk dm—/ hmf(:r ty)dx = F(t).

k—o00 k—o00

Also ist F stetig. |
Als nachstes soll die Differenzierbarkeit untersucht werden.

Satz: Sei A C R", sei D C R offen und sei f : A x D — R bei jedem festen t € D
Lebesgue-integrierbar. Fiir fast alle z € A sei die Funktion t — f(z,t) differenzierbar und

ihre Ableitung % (x,t) besitze eine Lebesgue—integrierbare Dominante @, d.h. es gelte

fiir alle t € D und fast alle z € A. Dann ist fiir jedes ¢t € D die Funktion

of

r— — (z,1)

= /Af(x,t)da:

definierte Funktion F' ist in D differenzierbar und hat die Ableitung

Lebesgue—integrierbar, die durch

Beweis: Sei {t;}2, eine Folge mit ¢, € D mit limy_, tx =t € D und mit ¢; # ¢ fiir alle
k € N. Betrachte
flz,ty) — f(x,t)

tpy — 1 ’

1y, ist Lebesgue—integrierbar, und fiir fast alle © € A gilt limg o ¥p(z) = % (x,t). Nun

wird gezeigt, daB ® Dominante ist fiir die Funktionen 1/, . Aus dem Lebesgueschen Satz
folgt dann (z — af - (2,t)) € L(A) und
tr)
F'(t) = f(@, t) daj— hm/wk

- /,};H;o% dm—/at 0

Yr(x) =




Dafli ® Dominante ist, folgt aus dem Mittelwertsatz:

| flaty) = flzt) | Of
= ‘—‘8t<

|tx () t—t

x77—k)‘ S q)(x) )
fiir geeignetes 73, zwischen t und ¢y, . |

Beispiel: Sei A= (0,1), D=(0,1), f:(0,1)x (0,1) — R definiert durch

1
VTt

Dann ist x — f(x,t) Lebesgue—integrierbar fiir jedes ¢t € (0,1). Fiir die Ableitung gilt

f(,t)

or_ -1
ot (Vo +t)?
Fiir jedes € > 0 gilt
1 < 1
(Ve+t)? — (Vo +e)?
falls (z,t) € (0,1) x (e,1) ist; @ ist Lebesgue-integrierbar, also folgt fiir ¢ € (g,1) mit
F(t) = [y f(z,t)dx

dF Lof ! 1
o= E(m,t)dx——/o SN

= ®()

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist F' differenzierbar auf (0,1).

4 d.) Satz von Fubini

Der Satz von Fubini erlaubt die Berechnung n—dimensionaler Integrale auf die iterierte
Berechnung eindimensionaler Integrale zuriickzufithren. Dies ist von grofler Bedeutung,
weil man zur Berechnung eindimensionaler Integrale viele Regeln und Hilfsmittel zur

Verfiigung hat.

In diesem Abschnitt sei n € N mit n > 2. Elemente von R"™! werden mit 2’ bezeichnet,

Elemente von R™ mit z. Fiir A C R® und 2z € R sei
Alz) = {2 e R" | (2/,2) € A}
ein (n — 1)-dimensionaler Querschnitt von A .

Sei xq die charakteristische Funktion zum n-dimensionalen, beschrénkten Quader ) =
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I ,I;. Fir z € I, ist dann 2’ — xo(2’, z) die charakteristische Funktion zum (n — 1)-
dimensionalen Quader Q' = I 'I;, also gilt Jano1 Xo(a@', z)de’ = |Q'|, wihrend
Xo(a'z) =0 ist fiir z ¢ Iy . Somit ist
Z xo(@', z)de' = Q| x1,(2) : R =R
Rn—1

eine Treppenfunktion und

/_OO /Rnl Xo(e',2)dx’ = /_OO Q| x1,(2)dz = |Q'| |1,| = |Q| = én Xo(z)dz .

Wegen der Linearitéit des Integrals ist damit fiir jede Treppenfunktion

2) = exa @)

mit n—dimensionalen Quadern )1, ..., Q,, auch die durch

m

w(z):/Rn 1 (2, 2) da’ _ch/ (2, 2)dx’ —ZCAQHXL(:')(Z)

=1

definierte Funktion ¢ : R — R eine Treppenfunktion mit

/_Z /Rnl p(a',z) da'dz = /_00 V(z)dz = Zm:Ci /_: /Rnl xo, (', 2) dz'dz
[ i [ i

Die Berechnung des n—dimensionalen Integrals von ¢ kann also auf die Berechnung eines
(n — 1)—dimensionalen und eines eindimensionalen Integrals reduziert werden, und durch
n—fache Wiederholung dieses Schlusses sogar auf die iterierte Berechnung von n eindimen-
sionalen Integralen zuriickgefiihrt werden. Der Satz von Fubini sagt aus, dafl dies fiir jede
Lebesgue—integrierbare Funktion moglich ist.

Zum Beweis des Satzes von Fubini bendtigen wir zwei Hilfssétze:

Hilfssatz: Sei {¢n,}>_; eine wachsende Folge von Treppenfunktionen ¢,, € T(R")
mit beschriankter Integralfolge, und sei N die Menge aller x € R™, fiir die die Folge
{om(x)}o_, divergiert. Sei f : R™ — R definiert durch

lim p,(x), z€R"\N
flay =
0, r e N.
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Dann gilt:
(i) N ist eine Nullmenge im R | und es gilt f € L7 (R™) mit
f(z)dz = lim Om(x)d.
RTL

m—00 Jpn

(ii) Es gibt eine Nullmenge N; C R, so daf fir alle z € R\NN; die Menge N(z) eine
Nullmenge im R"! ist, die Funktion 2’ — f(2/,2) : R"! — R zu L(R"!) gehort und
die Funktion F': R — R,

f@' z)dx", zeR\N

0, ZENl,

in £(R) liegt mit

do = ooF dz = b ' 2)d2'dz .
Rnf(x)x / (z)dz /Oo Rn_lf(x,z)x z

[e.e]

Beweis: Die Aussage (i) ist der Satz von Beppo Levi und wurde schon bewiesen. Zum

Beweis von (ii) sei 1y, : R — R definiert durch

Ym(2) = /]R"l Om (2, 2)dz" .

Dann ist {1,,}5°_; eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit

/_Z Um(2)dz = /_Z /Rn1 om (2, 2)dr'dz = /n Om(x)dr < 5 fdz .

Nach dem Satz von Beppo Levi gibt es also eine Nullmenge N; C R, so dafl {¢,,(2)}5°_,
fiir alle z € R\ N; konvergiert. Fiir die durch

lim ¥,(2), ze€R\M

m—r00

F(z) =
O, ZGNl

definierte Funktion gilt F' € £(R) und

/ F(z)dz = lim Um(2)dz = hm/ / (2, 2)dx'dz
oo n—oo J_ M—00 Rr—1

(%)
= lim Om(x)dr = - f(x)dx

m—00 Jpn
Fir z € R\N; ist die Treppenfunktionsfolge {2’ — ¢, (2', 2)}5°_; wachsend und hat

wegen

lim Om(2',2)de’ = lim ¥, (2) = F(2) < o0

m—00 Jpn—1 m—oo
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eine konvergente Integralfolge. Wieder nach dem Satz von Beppo Levi gibt es daher eine
Nullmenge N, C R"™! | so daf} die Folge {p,, (7', 2)}>_, fiir alle 2’ € R"~1\ N, konvergiert.
Nach Definition der Menge N und der Funktion f bedeutet dies fiir 2’ ¢ N, , daB (2/,2) ¢
N, folglich 2/ ¢ N(z) und somit N(z) C N, gilt, und daB

. / o /
im (2, 2) = f(2', 2)

ist. Damit liefert der Satz von Beppo Levi auflerdem, dafl (z' — f(2/,2)) € L(R™!) ist
fir € R\ Ny mit

f(a'z)dx’ = / lim ¢, (7', 2)de’ = lim om(2!,2)dx’ = F(z).
Rn—1 n—1 M—0o0 m—00 Rn—1

Als Teilmenge der Nullmenge N, ist also auch N(z) eine Nullmenge in R"~!. Wegen (x)
folgt schliellich auch

/OO . f(x’,z)d:c'dz:/oo F(2)dz= [ f(x)dx.

—00

Mit diesem Ergebnis kann der zweite Hilfssatz bewiesen werden.:

Hilfssatz: Sei N C R” eine Nullmenge. Dann ist N(z) fiir fast alle z € R eine Nullmenge
in R*1.

Beweis: Sei e > 0 und seien Qq,Qa, ... abzéhlbar viele Quader mit N C |J,2, @, und
mit 2, |Q] < e. Fiir jedes z € R ist dann Q(z) ein (n — 1)-dimensionaler Quader und
es gilt

Ve < [Ue]e =Ua).

Mit den charakteristischen Funktionen ¢, wird durch

om(r) =Y xo.(7)
(=1

eine Treppenfunktion auf R" definiert. Die Folge {p,,}°_, ist wachsend und die Integral-

folge ist beschrankt wegen

[ en@ar=3" [ xotortr =Y lai <e.
8 =1 7R" =1

Sei K C R™ die Menge aller z, fir die {¢,,(z)}°_; divergiert, und sei
lim on(z), xeR"\K

f5<$) — m—00
0, re K.
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Nach dem vorangehenden Hilfssatz ist K eine Nullmenge im R”, fiir fast alle z € R™ ist
K(z) eine Nullmenge im R"™!, die Funktion f. gehort zu L(R"), fiir fast alle z gehort
' fo(2,2) zu L(R™!) und die durch
g-(2) := fe(2, 2)dz’ = lim om (2, 2)dz’
Rn—1 m—roo Jrn-1
definierte Funktion gehort zu £(R) mit

fe(x)dx = / ge(2)dz = lim om(z)dr = Z Q] < €.
R =1

— 50 m—r0o0 Rn

Wegen
[ enteair =30 [ xa)d = Y i)
Re—t ¢=1 /R =1

ist also {Q(2)}52, fiir fast alle z € R eine Uberdeckung von N(z) mit

> 1Qu(z)| = lim (@', 2)da’ = g=(2) < oo
=1

oo Rn—1

Setzt man nun

hi(2) = min{gi(z), ... 791/19(2)};
dann geniigt es zum Beweis des Hilfssatzes zu zeigen, daf fiir alle z auflerhalb einer
Nullmenge K; C R

I}Lrgohk(z) =0 (%)

gilt, weil dann fiir alle z € R\ K und alle 6 > 0 Zahlen k,l € N mit 1 < ¢ < k existieren,
so daf

D 1Qu@)] = giyelz) = ha(2) <
=1
gilt. Also ist N(z) fiir z € R\ K; eine Nullmenge.

Zum Beweis von (x) beachte man, daB hy € L(R) ist und dafi hx(z) > 0 gilt fiir alle
z € R, weil g. € L(R) ist fiir alle ¢ > 0 und weil g.(z) > 0 gilt. Nach Definition ist die
Folge {hi}32, fallend, also existiert limy_,o hr(z) > 0 fur alle z € R, und weil

oo o0 1
0< / hi(2)dz < / G1k(2)dz = fip(z)de < z
— Rn

o0 —00

gilt, folgt aus dem Satz von Beppo Levi, angewandt auf fallende Folgen, dafl

/ | im hg(2)|dz = / lim hy(z)dz = lim hi(2)dz =0

oo koo oo k—o0 k—o0 oo
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hieraus. Hieraus folgt (). m

Satz von Fubini: Seien A C R"” und f € £(A). Dann exisitert eine Nullmenge L C R,
so daf die Funktion
(:c' > f(x’,z)) cA(z) = R

fir alle z € R\L zu L£(A(z)) gehort, und die durch

f(2', 2)dx’, zeR\L
F(z)= A(2)

0, z€eL

erklarte Funktion F': R — R zu £(R) gehort mit

/A f(x)dz = /_ ZF(z)dz: /_ Z /A } F(o!, 2)da'dz .

Beweis: Es geniigt, diesen Satz fiir A = R™ zu beweisen, weil nach Definition eine Funk-
tion zu L£(A) gehort, genau dann wenn die durch 0 von A auf R" fortgesetzte Funktion
zu L(R"™) gehort. Weiterhin geniigt es, diesen Satz fir f € LT(R™) zu beweisen, weil
jede Funktion aus £(R™) als Differenz zweier Funktionen aus £ (R") geschrieben werden

kann.

Sei also f € LT(R™). Dann gibt es eine wachsende Folge {y,,}>°_; von Treppenfunktionen
auf R" und eine Nullmenge N im R™ mit lim,, . ¢@m(z) = f(x) fir alle x € R"\ N und
mit

lim Om(x)dr = f(z)dz.

Mmoo JRn R

Sei K die Menge aller x € R", fiir die {¢,,(z)}o_; divergiert und sei

_ lim ¢,(z), xeR"\K
f(fﬂ) — m—00
0, re K.

K ist eine Teilmenge der Nullmenge N , also ist K selbst eine Nullmenge von R”, und f
stimmt auflerhalb von N mit f iiberein. Nach dem zweiten Hilfssatz gibt es eine Nullmenge
K, von R, so dafl N(z) eine Nullmenge von R"" ! ist fiir alle z € R\ K} . Fiir alle diese z
stimmt also die Funktion ' — f(a, 2) fast iiberall in R”~! mit der Funktion 2’ — f(2/, z)
iiberein. Nach dem ersten Hilfssatz gehort 2/ — f(z/, z) zu L(R™1) fiir alle z auBerhalb
einer Nullmenge N , also gehort o' — f(2/,2) zu L(R"™!) mit

f(@, 2)ds" = f(', 2)da’

Rn—1 Rn—1
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Satzes von Fubini folgen nun unmittelbar aus dem ersten Hilfssatz
Beispiel:

fiir alle z aulerhalb der Nullmenge L = K; U N; von R. Die iibrigen Behauptungen des
Seien a,b,c >0

n
2
A={r = (x1,19) GRQ‘——F <1, 1 >0, zo >0}
und

x? a2

f(z1,29) = ¢ 1—a—;—b—22

Berechne
/ x)dr = ————dxl,x2
X2
b
xr1 = ay/1 — (x2/b)?
<
N
AN
\
N
\
\
\
A \
\

Mit der Fortsetzung

T

reA
0, zeR\A,
gilt nach dem Satz von Fubini

/Af(x)dx - /. f(x)dm:/_o;/_Zf(xl,xQ)d$1dx2
- /b/amc ———d:vld:rQ

SV a ———

dxy dxsy .
2/b2> e
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Mit der Substitution y(z1) = 1—/ ergibt sich

/Af(:v)dx—// 1- 2 \/7“1 dy das

3
:E2i|b:7T

30210

”[
= ac— |Tg9 —
4 2

Dies ist das Volumen des achten Teiles eines Ellipsoides mit den Hauptachsen a, b und c.
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5 Differentialrechnung im R"

5 a.) Definition der Ableitung

Es soll der Begriff der Ableitung von reellen Funktionen auf Funktionen von n Verdnder-
lichen verallgemeinert werden. Die Grundidee dabei ist folgende: Seien U C R”™ offen,
f:U —R™und a € U. Unter der Ableitung von f an der Stelle a versteht man diejenige
lineare Abbildung, die f in einer Umgebung des Punktes a ,,am besten approximiert*.
Ich betrachte als Beispiel Abbildungen der Form f : R? — R . Der Graph dieser Abbildung
ist eine Fliche im R3. Der Graph einer linearen Abbildung T : R? — R ist eine durch
den Nullpunkt gehende Ebene. Man bestimme nun diejenige lineare Abbildung 7', deren
Graph parallel ist zu der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).
Dann heifit 7", Ableitung von f im Punkt a “, und die Funktion

z— fla)+T(x— a)

approximiert f in einer Umgebung von a .

tangential plane

(af@)

Diese auf der Anschauung beruhende Idee wird in der folgenden Definition mathematisch

genau gefasst:

Definition: Sei U C R” offen. f : U — R™ heifit differenzierbar an der Stelle a € U,
wenn es eine lineare Abbildung 7" : R” — R™ und eine an der Stelle a stetige Abbildung
r: U — R™ mit r(a) = 0 gibt derart, daf§ fiir alle z € U gilt

f(x) = fla) + T(x —a) +r(z)llx —al.
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Um zu priifen, ob f an der Stelle a € D differenzierbar ist mufl man zuerst eine geeignete
lineare Abbildung 7" finden und dann priifen, ob fiir
f(x) = fla) = T(z —a)

[ = all

r(z) =

lim, ,, 7(x) = 0 gilt. Ich werde spéter angeben, wie man 7 findet. Es kann hochstens ein

solches T" geben. Denn es gilt:

Lemma: 7T ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien 17, T, lineare Abbildungen mit

flx) = fla) +Ti(z = a) + ri(z)]z — a

, limr(z) = limry(x) =0
Tr—a Tr—a

fx) = fla)+To(z —a)+r(x)]|z—a.
Dann folgt
(T = To)(x = a) = (r2(2) = 1)) o = al].
Sei h € R"™. Fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 gilt dann = = a + theU , und es folgt
(Ti = To)(th) = U(Ty = Ta)(h) = (rala+ th) = ri(a+ th) ) il
also
(T = T3)(h) = lim (T3 = T5)(h) = lim (ra(a+ th) = ri(a + th) ) []] =0,
t—0 t—0
also Ty =T, , da h beliebig gewé&hlt war. |

Definition: Sei U C R" offen und f: U — R™ sei in a € U differenzierbar. Dann heifit
die eindeutig bestimmte lineare Abbildung 7" : R” — R™ mit

f(x) = fla) + T(z —a) + r(2)||lz = af|, limr(z) =0,

die Ableitung von f an der Stelle a. Bezeichnung: T' = f'(a).
Bei linearen Abbildungen 148t man héufig die Klammern um das Argument weg und

schreibt T'(h) = Th = f'(a)h.

Ist f reellwertig, dann ist f’(a) eine lineare Abbildung f’(a) : R™ — R. Solche lineare
Abbildungen nennt man auch Linearformen. In diesem Fall bezeichnet man f’(a) auch als

Gradienten von f und schreibt gradf(a) := f’(a). Aus der linearen Algebra weifl man,
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daBl jede Linearform auf R™ mit Hilfe des Skalarproduktes in eindeutiger Weise durch
einen Vektor im R™ dargestellt werden kann: Es gibt ein eindeutig bestimmtes y € R",
so daB fiir alle h € R™ gilt

gradf(a)h=y-h.

Oft wird auch der Vektor y mit grad f(a) bezeichnet. Man muf sich aber im klaren dariiber
sein, dafl dies unprézise ist, weil man fiir zwei verschiedene Dinge dieselbe Bezeichnung
benutzt. Der Vektor grad f(a) zeigt in die Richtung des grofiten Zuwachses der Abbildung
f'(a), und damit auch in die Richtung des grofiten Zuwachses der Abbildung f an der
Stelle a, weil f'(a) die Abbildung f in einer Umgebung von a approximiert.

Die Tangentialhyperebene der Abbildung f : U — R im Punkt a € U wird definiert durch

{(:c, z) € R*H!

z= f(a) + [f’(a)} (r—a), o ER"}.

Der Vektor (—gradf(a),1) € R"™ steht senkrecht auf dieser Hyperebene. Denn fiir zwei

Vektoren (1, 21) und (x9, z5) aus dieser Hyperebene gilt

(12,22) — (71,21) = <$2 — I, [f/(a)} (2 —a) — [fl(a)] (z1 — a))
= (2o [f@] @ —a),

also

<— gradf’(a), 1) ~ [(962,22) — (21, Zl)}
= ( - gradf’(a)) (2 —71) + [f/(a)} (2 — 21)
=~ (2adf'(@) - (22— 20) + (radf'(@)) - (22— 21) = 0.

Ist insbesondere U C Rund f : U — R eine reelle Funktion, dann ist die lineare Abbildung
T = f'(a) : R — R gegeben durch
daf

Th=—
dx

(a)h, heR,
mit der klassischen Ableitung % (a) € R von f an der Stelle a.
Es gilt:

Lemma: Die Abbildung f : U — R™, U C R", ist differenzierbar in a € U, genau
dann wenn jede der Komponentenfunktionen fy, ..., f,, : U — R differenzierbar ist in

a € U. Es gilt dann



Beweis: Wenn f’(a) existiert, ist (f’(a)); : R” — R linear, und es gilt

o S0+ @) = £i(0) = (/@)
A1

R0

=0,

also ist (f'(a)); = fj(a). Ist umgekehrt fi(a) die Ableitung von f; fiir j = 1, ...,m, dann

wird durch

fi(a)h
Th = : :R" — R™
f(a)h
eine lineare Abbildung definiert fiir die gilt
— -T
i Flath) = fla) = Th o,
% [~
also ist T'= f'(a). ]

Um f'(a)v fiir v € R™ zu bestimmen, setze man x = a + tv mir t € R, ¢ # 0. Es gilt

dann

fla+tv) = fla) + f'(a)(tv) +r(tv + a)[t] o],
also

flay = 10T o) .
somit

F(a)o = lim f(a)o = lim L5 ) = fla)
t#0 10

Der rechtsstehende Grenzwert heifit Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung

von v € R™. Fiir die Richtungsableitung benutze ich die Bezeichnung

Dufta) = i L0 = 10)
t£0

Zur Bestimmung der linearen Abbildung f’(a) geniigt es, die Richtungsableitungen
D, f(a) fiir eine Basis vy, ...,v, von R" zu berechnen, weil man jedes v € R" als Li-

nearkombination v = Z?Zl a;v; schreiben kann mit «; € R”, also

flla)v = f/<a>(z Qv;) = Z a; f'(a)v;.

Es ist naheliegend, als Basis die Standardbasis ey, ..., e, zu wihlen. Die dabei benotigte
Richtungsableitung D., f(a) nennt man i-te partielle Ableitung. Partielle Ableitungen

bezeichnet man durch
of

a Dz T; ) /-7
axi7 f’ fz fxl
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manchmal auch durch f|; oder f;. Hierbei konnen aber Verwechslungen auftreten. Es gilt:

8_f(a):1 f(a/h.“’xi’""an>_f(a17"'>aia-'-7an)
Oz; ilz;sf T — a; ’
d.h. 5
a_fi(a) _ Jlgrg f](al,...,xz,...,a,;z_iz(al,...,az,...,an);
T Fa;
’izl,,,_’n; jzl,...,m

Zur Bestimmung der partiellen Ableitungen von f an der Stelle a geniigt somit die Diffe-

rentialrechnung einer reellen Variablen.

Sei U C R" eine offene Menge und sei f : U — R™ differenzierbar an der Stelle a € U .
Zur Bestimmung von f’(a) geht man nun folgendermaBen vor: Weil f im Punkt a diffe-

renzierbar ist, existieren alle partiellen Ableitungen D, f(a) = g—gi (a) an der Stelle a . Fiir
beliebiges h € R™ gilt h =Y | hie;, h; € R, also

F@h = (@)Y hie) = 3 (F'(@)e )b = 3 Dif (@)

i=1

oder, in der iiblichen Matrizenschreibweise,

[f'(a)h]: Difi(a) ... Dyfi(a) h
f'(a)h = =
[f(a)h]m Difw(a) ... Dyfula) ho,
Also ist
Difi(a) ... Dynfi(a)
lem(a) anm(a)
die zu den Standardbasen ey, ..., e, in R" und ey, ..., e, in R™ gehérende Darstellung

von f'(a) also m x n Matrix. Diese Matrix heifit Jacobi-Matrix von f an der Stelle a.

Um zu priifen ob f an der Stelle a differenzierbar ist, priift man zuerst, ob alle partiellen
Ableitungen % (a) existieren. Dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Differenzier-
barkeit. Wenn alle partiellen Ableitungen existieren braucht aber f nicht differenzierbar

zu sein. Daher mufl man mit der Matrix

T = (g? @) .,

j=1,...,m
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priifen, ob
lim fla+h)— f(a)=Th
56 1]

h#£0

gilt. Falls dies richtig ist, ist f'(a) := T die Ableitung von f an der Stelle a .
5 b.) Beispiele

1.)Sei f:R* 5> R?, z=(z1,79) — f(x) = (fi(w1,22), fa(x1,22)), definiert durch

filx,mp) = 27— a3

f2($17$2) = 2117

Falls f an der Stelle a = (ay,az) € R? differenzierbar ist, mufl gelten

, 2@1 —2(12
f'(a) =
2&2 2&1
JR— —_— / —_—
[l — all
Dann gilt
r(r) = x} — x5 —aj + a3 — 2a1(x1 — a1) + 2az(w2 —az) (21— a1)? — (w2 — az)?
1 = =
[ — all | — al
, (:Ij‘) . 2371.%2 — 2(11@2 — 2@2(1‘1 — al) — 2&1(.T2 — CLQ) . 2(1’1 — CL1>(ZE2 — CLQ)
9 = =
[l — all [l — all
Mit der Maximumsnorm ergibt sich
r(@)] < 2z —al
ra(@)] < 2z —al,
also
. <1 T
lim [|r(z)[| < lim 2[jz — af| =0,

also ist f an der Stelle a, und weil a beliebig war, in ganz R? differenzierbar.
2.) Sei A:R™ — R™ linear, und sei f : R" — R"™ deffiniert durch
flx)=Az+c, ceR™.

Dann ist f in ganz R" differenzierbar, und es gilt f'(a) = A. Denn

f(a—l—h)—f(a)—Ah:A(a—l—h)—i-c—Aa—c—Ah:0
171 17l '
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3.) f:R* = R sei definiert durch
0, fir (z1,22)=0
fir (x1,22) #0.

fz1,m2) = T17T2
f ist an der Stelle a = 0 nicht differenzierbar, aber die partiellen Ableitungen existieren

im Nullpunkt und es gilt

of of
0, — 0.
=0, L0 -
Wire also f in 0 differenzierbar, miifite
.
0
sein. Es gilt aber fiir
T(h) — f(h) — f(O) _ h1h2 _ h1h2
=N ey AT R
auf der Diagonalen h = (hy, hq)
: i 1
fim [r ()| = Jinm o3 = 5 # 0.

5 c.) Einfache Eigenschaften und Rechenregeln fiir differenzierbare Abbil-

dungen

Zur Vorbereitung bendétige ich ein Resultat iiber lineare Abbildungen:

Lemma: Sei A:R"™ — R™ linear. Dann ist A stetig, und es existiert eine nicht negative
Konstante, die mit ||A|| bezeichnet wird, so daf ||Az|| < ||A|l ||z| gilt fir alle z € R™.

Beweis: Es existiert eine m x n Matrix (a;;) - Loom SO daB fiir y = Az gilt
=1, ...,

Y1 = anTi+ ...+ 01,7,

YUn = Om1T1+ ...+ QupTy -

Jede dieser Abbildungsgleichungen definiert eine stetige Abbildung von R™ nach R, also
ist A stetig.

Sei £ = {xz € R"|||z|| <1}. Dies ist eine kompakte Menge. Also existiert

| Al := sup [[Az||,
zeFE
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da A stetig ist. Fiir alle z € R” gilt nun

el = Al ) | = [ heta (o) || = et A G| < nan et

wegen o € E. |

IwH

Definition: Die Zahl ||A[| := supy,<; [|Az|| heifit Norm der linearen Abbildung A.

Lemma: Es gilt fiir alle x € R", ¢ € R und fiir alle linearen Abbildungen
A B:R"—R™
(i) Al =0,
A=0+[A]=0,
(i) [leAll = [e[ 1Al
(i) A+ Bl <Al + Bl
(iv) ([ Az| < [IA[ ]| -

Beweis: (ii) ist klar, (iv) wurde schon gezeigt. Zum Beweis von (iii) beachte, daf

I(A+ B)|

[ Az + Ba|| < [[Az| + || Bx||
[AH ]+ 1181 =]l = LA+ [1BID 1l

IN

gilt. Hieraus folgt

|A+ Bl = sup [[(A+ B)z|| < sup ([[All +[|BI)]l=[l = [|Al + [ Bl

f[=]I<1 ll=f|<1

Zum Beweis von (i) sei ||A|| = 0. Fiir alle z € R™ folgt dann aus (iv), dafi 0 < ||Az|| <
|A]l ||| = 0 gilt. Somit ist A = 0. Die anderen Aussagen von (i) sind klar. ]

Die Menge L(R™, R™) der linearen Abbildungen von R™ nach R™ bildet einen Vektorraum,
und dieses Lemma zeigt, daf || A|| wirklich die Eigenschaften einer Norm besitzt. Also wird

L(R™,R™) mit dieser Norm zu einem normierten Raum.
Wir studieren nun wieder differenzierbare Abbildungen.

Seien U C R" offen, f : U — R™, a € U. Wenn fiir f alle Richtungsableitungen im

Punkt a existieren, braucht f doch nicht stetig zu sein. Ein Beispiel ist

f:R*=>R,
0, (LCl,SL’Q):O
T1,To) =
flan, o) xl_x%’ (z1,22) # 0.
2 + a8
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Die Richtungsableitungen existieren alle im Nullpunkt, weil fiir v = (v1,v2) € R?, v #0,

gilt
2 2
VU5 V5
_ - ==, v 0
D, 7(0) = tim L@ _ ) B oy Ty
0 0 > V1 = 0.
Aber fiir
h:(hla\/h1>7 h1>07
gilt
=t L)
TRZRE T 14k ’

fir hl — 0.

Es gilt aber

Satz: Sei U C R", und f : U — R™ sei an der Stelle a € U differenzierbar. Dann

existiert ¢ > 0, so daf} fiir alle x aus einer Umgebung von a gilt

1/ () = fa)] < cllz —all.
Insbesondere ist f in a stetig.
Beweis: Es gilt
f(@) = fla) + f'(a)(z —a) + r(z)||lz —al|,
also
1f(z) = f@)ll < I (@)l = all + [Ir(@)]| [l — al|
Wegen lim,_,, r(x) = 0 folgt

1f(2) = fla)ll < ellz = all,

also

lim || f () — f(a)[| = 0.

r—a

Satz: Sei U C R" offen, f : U — R™, g : U — R™ seien beide an der Stelle a € U
differenzierbar. Dann sind auch f + ¢g und c¢f (¢ € R) an der Stelle a differenzierbar und
es gilt

(f+9)(a) = [f(a)+g(a)
(cf)(a) = cf'(a).



Beweis: Es gilt

fla+h) = fla)+ fl(a)h+ri(a+h)|h], hmrl(a—i-h):()

h—0

gla+h) = gla)+g(@h+ra+h)h], limrya+h)=0.

h—0

Also folgt
(f +9)a+h) = (f +9)(a)+ (£/(@) + 9'(a) )b+ (r1 +72)(a+ h) ]
Hieraus resultiert (f + g)'(a) = f'(a) + ¢’(a) . Die andere Aussage ergibt sich ebenso. m

Satz (Produktregel): Die Funktionen f: U — R und g : U — R seien beide an der

Stelle a € U differenzierbar. Dann ist auch f - g an der Stelle a differenzierbar mit

(f - 9)'(a)h = f(a)g'(a)h + g(a) f'(a)h.

Bewers:

(- g)a+h) = (fla) + f/(@h+ria+n)n])

(9(@) + g'(@)h + rafa+ b1l

= (/- 9)(@) + f(@)g'(@)h + g(a)f' (@)l + r(a -+ h) ],

mit
ra+ IRl = f(@hg@h+ (9(0)+g'@h)n(a+w)n|
+ (@) + @) rala+ )B] +ri(a+ R)raa+ B AP

Es gilt

tim [lr(a+ )| < Tim o (1) g/ @) )
+ (lg(@] + g @I 1811} Ira(a + W] 1A

+ (IF@I+ £/ @I 1A ra(a + )] A
+Iri(a+ m)|Ira(a+ B |I0)12] =

Bemerkung: Natiirlich kann man die Produktregel auch in der Form

grad(fg)(a) = f(a)gradg(a) + g(a) gradf(a)
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schreiben.

Satz (Kettenregel): Sei V' C R"™ offen, g : V' — R™ sei an der Stelle b € V' differen-
zierbar. Sei U C RP offen, f : U — V sei an der Stelle a € U differenzierbar, und es sei
b= f(a). Dann ist g o f an der Stelle a € U differenzierbar, und es gilt

(90 (@) = (f(@)) o f'(a).

Beweis: Zur Abkiirzung seien

und fir h € R?, ||h| geniigend klein, sei
R(h) = (go f)la+h)—=(go f)la) = T2T1h.

Es muf3 gezeigt werden, dafl

O]
lim ———— =10
w2 IRl
ist. Es gilt
f@) = fla) =Ti(z —a) = n(r—azr—al, lmr(z)=0
9(y) —9(b) = To(y —b) = oy —0)lly—0f,  limry(y) =0.

Somit folgt

R = g(fla+n) -g(f@) - B(fa+h) - f(a))
+75(fla+h) — f(a) ~ Tuh)
= n(fla+n) = f@)Ifa+n) = fla)l + T (rm)l])

d.h.

.|| RR]| . 1
lim 0 < lim [W\!rz(ﬂwh)—f(a))\! 1f(a+h) = f@)l]

h—0 Hh” ~  h—0
+ Tim |75 (r1 () ]

Wegen der Stetigkeit von T5 folgt limy, o To(r1(h)) = 0. Wegen || f(a+h) — f(a)|| < ||h]|
ergibt sich

h—0 ||h]] — Cflll—>0 UE (f(a h) f(a)> =0
Damit ist der Satz bewiesen. [
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Fiir die Jacobi-Matrizen von f: U CRP - R", ¢g: VCR" - R"und h=go f:U C
R? — R™ ergibt sich also

83:1 o 833,, 8y1 o 8yn (93:1 o axp
O O 00 O || 05 ok
83:1 o 833,, 83/1 o 8yn 8131 o axp

wobei die partiellen Ableitungen von h und f an der Stelle a, von g an der Stelle b = f(a)

zu bilden sind.
Es ergibt sich also

8hj - 893 afk . .
= -2 =1 ... =1 ....m.
axi (CL) e ayk <b> 8IZ (CL), t ) D J ) )

Folgerung: Sei U C R” offen, f : U — R sei in a € U differenzierbar, und es gelte
f(a) # 0. Dann gilt

1 VRS S
grad = (@) = ()'(@) = Far® ad f(a).
Beweis: Betrachte die Abbildung g : R\{0} - R, g(z) := X . Dann gilt
1
? =go f7
also ) . .
grad 5 (a) = () (@) = ¢ ($(@) £'(0) = — 55 grad o).

u
Man kann die Ableitung der Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung f : U — V,
U,V C R" offen, mit der Kettenregel berechnen.

Denn sei g : V' — U, die Umkehrabbildung zu f, sei f an der Stelle a € U und g an der
Stelle b = f(a) € V differenzierbar. Dann gilt

go f=idy,

also

folglich



oder
-1
g = (sm)]
Wenn man voraussetzt, dafl die Umkehrabbildung der linearen Abbildung f'(a) existiert,
geniigt es sogar vorauszusetzen, dafl g stetig sei. Nach einem Satz der linearen Alge-
bra existiert die Umkehrabbildung von f’(a), wenn die Determinante det f'(a) der f'(a)

reprasentierenden n x n—Matrix von Null verschieden ist. Man nennt det f/(a) Jacobi-

Determinante.

Satz: Sei U C R” offen, f : U — R” sei umkehrbar, an der Stelle a differenzierbar,
und die Jacobi-Determinante det f’(a) sei von Null verschieden. Sei f(U) offen und die
Umkehrabbildung ¢ : f(U) — R™ sei an der Stelle b = f(a) stetig. Dann ist g an der
Stelle b differenzierbar, und es gilt

Bewers: Zunéchst zeige ich: Es gibt eine Umgebung V' von b und eine Konstante ¢ > 0
mit
lg(y) —g(0)| <e.
ly — bll
firalley e VN f(U).
Es gilt
f@) ~ f(a) = Fa)(z —a) + r(z)|z—al|, limr(z)=0.

Also folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

lg(y) =gl _  llg(y) — 9Bl
ly — bl 1/ (g(y)) = Fg@))]l
l9(y) — 9(O)]

1f(a)(g(y) — g(®) + r(g(W)llg(y) —g®)| |

< I1(f (@)~ f(a) (9(y) — g(B))]
= (@) (g(y) = g@)Il = lIr(gHI(f(a) =1 () (9(y) — g(0))]

)
< 1 ()M I (@) (g (y) = g())]
— l7(@)(g(y) = g@DIIA = (g 1(f*(a))]])
(

1)~
L= r(gG)IHL (@)=

Wegen lim,,_,;, 7(g(y)) = 0 folgt die Behauptung. Hierbei wird die Stetigkeit von g benutzt.

Nun ergibt sich der Satz folgendermaflen:
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Es muf} gezeigt werden, daf3

g(y) —g(b) — f'(a)""(y — b)

o R -
ist. Es gilt
i 9@ = 9() = f'(a) " (y — b)
" Iy — bl
~ i 9W) = 9(0) = £(a) 7N (f(9(y)) — f(g(b)))
S |y — bl
. 9(y) — g(b) = f'(a)™ (f’(a)(g(y) —9(0) +r(9w)llg(y) — g(b)H)
T v — 2l
e 1 lg(y) — g(b)]]
= lyngf (a) (7’(9(9)» R 0.

m
Beispiel (Polarkoordinatenabbildung): Seien ¢ > 0 und ¢ > ¢; > 0, und fir
c1<r<cy, 0<p<2r —c¢ sel

x = fi(r,p) = rcosy
y = fa(r,p) = rsing.

/ o(z,y)
)

Diese Abbildung ist injektiv, differenzierbar, die Jacobi—Determinante ist von Null ver-

schieden, und die Umkehrabbildung ist stetig, weil f auf einer kompakten Menge definiert
ist. Ohne die Umkehrabbildung bestimmen zu miissen, kann die Ableitung der Umkehr-
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abbildung bestimmt werden. Im Punkt (z,y) = f(r, ) gilt

-1
cosp —rsinp
L @y = f(re)™ =

sing  rcosp

. r Yy
Ccos sin \/x2 . \/x2 oy
= 1 1 = —y x
——siny —cos
, ' , ¥ 221y 221y

5d.) Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen kann auf reellwertige Funktionen verallgemeinert

werden.

Satz: Sei U C R"” offen, f : U — R sei differenzierbar, und die Verbindungsstrecke der
beiden Punkte a,b € U sei ganz in U enthalten. Dann gibt es einen Punkt ¢ auf dieser

Verbindungsstrecke mit

f(b) = fla) = f'(c)(b—a).
Beweis: Definiere die Abbildung v : [0,1] — U durch t — ~(t) := a+t(b—a) . Hierdurch
wird [0, 1] auf die Verbindungstrecke von a und b abgebildet. v ist differenzierbar mit

Y(#t)=b—a.
Auf die differenzierbare Funktion F': [0,1] — R,
F=fon,
wende man den Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen an. Es folgt mit geeignetem ¢ € (0, 1)
fla) ~ () = F(1) = F(0) = F'(9) = £ (+(0) )4'(9) = F(e)(b—a),
mit ¢ = (). ]

Natiirlich kann man den Mittelwertsatz auch folgendermafien formulieren: Zu x, x+h € U
gibt es 9,0 < ¥ < 1, mit

flx+h)— f(x)=f'(x+Ih)h.

Schrankensatz: Sei U C R" offen, f : U — R™ sei differenzierbar, und die Verbin-

dungsstrecke der beiden Punkte z,x + h € U sei in U enthalten. Dann gibt es eine Zahl
Y mit 0 <9 < 1, so dass

1f(x +h) = f(@)| < [1f'(z +0R)| ||l
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gilt.

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir folgendes Resultat, das wir nicht

beweisen:

Satz (von Hahn-Banach): Sei ||| eine Norm auf R™. Dann gibt es zu jedem u € R™
eine lineare Abbildung A, : R™ — R, so dass ||A,]| =1 und A,(u) = |Ju|| gilt.

Beispiel: Es sei u € R™, u # 0. Fiir die Euklidische Norm || - || = | - | definiere man A,
durch
A,(v) =—-v; veR™

Dann gilt A,(u) = 2% - u = |u| und

1 1
—Au(u) < [ Aull |ul = [[Ad]

Jul |

= sup |A,(v)| = sup iv‘ < sup Jul - Jol =1.
lv]<1 i<t !yl i<t [ul

Also gilt [|A,| = 1.

Beweis des Schrankensatzes: Zu f(x + h) — f(z) € R™ sei A : R™ — R eine
lineare Abbildung mit ||A|| =1 und A(f(z+h) — f(z)) = ||f(z+h) — f(z)]. Als lineare
Abbildung ist A differenzierbar mit Ableitung A’(y) = A fiir alle y € R™. Wendet man den
Mittelwertsatz auf die Abbildung F = Ao f : U — R an und verwendet die Kettenregel,

dann erhélt man mit einer Zahl 0 < 9 < 1, dass

If(z + 1) = f2)]| = A(f(z + h) = f(2))
=A(f(z+h)) — A(f(z)) = F(z + h) — F(z) = F'(z + 9h)h
= Af'(x + 0h)h < A Lf (@ + ORI 2]l = | f' (2 + OR)[| [[R]]
|

Satz: Sei U C R" offen und wegzusammenhéngend. f : U — R™ sei differenzierbar.

Dann gilt: f ist konstant, genau dann wenn f'(x) = 0 ist fiir alle z € U .

Zum Beweis beniitzen wir folgendes

Lemma: Sei U C R" offen und wegzusammenhéngend, und seien a,b € U . Dann kénnen

a,b durch einen ganz in U verlaufenden Streckenzug mit den ,Eckpunkten
ap=a, ar, ...,ag-1, a =>
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verbunden werden.

Dieses Lemma beweise ich nicht. Man findet einen Beweis im Buch von Barner—Flohr,
Analysis II, S. 56.

Beweis des Satzes: Falls f konstant, ist f = 0. Zum Beweis der Umkehrung sei f'(z) =0
fiir alle x € U . Es geniigt, die Behauptung fiir Funktionen f : U — R zu beweisen, weil
man im allgemeinen Fall die Komponentenfunktionen fi, ..., f,, von f betrachten kann.

Sei also f reellwertig.

Seien a,b € U. Man verbinde diese Punkte durch einen Streckenzug in U mit den an-
gegebenen Eckpunkten, und wende den Mittelwertsatz auf jede der Strecken mit den

Endpunkten a;, aj1; an, j =0,1, ...,k —1. Es folgt
flajn) = fla;) + fl(e)ajr1 — a5) = f(ay)

also

|
Wenn f differenzierbar ist, existieren alle partiellen Ableitungen. Wenn die partiellen Ab-

leitungen existieren, braucht f aber nicht differenzierbar zu sein. Es gilt jedoch:

Satz: Sei U € R" offen. Wenn die Funktion f : U — R™ sdmtliche partiellen Ableitun-
gen %, 1=1,...,n, j=1,...,m, besitzt, und diese an der Stelle a € U stetig sind,

dann ist f an der Stelle a differenzierbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl jede der Komponentenfunktionen fi, ..., f,, differen-

zierbar ist. Also kann man annehmen, daf§ f : U — R gilt. Es ist zu zeigen, daf}

fla+h)— f(a) —Th

lim =0
ho 17
1st mit of of
T:=|—=— o .
(L o)
Fir h € R" setze
apy = a,
a, = agp+ h161
Ay = a1 —+ hgez

at+h = an = an—1+hn6nv
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wobei ey, ..., e, € R" die kanonische Basis sei. Es gilt dann

f(a+h) — f(a)
= (fla+n) = fan) + (Flans) = flan2)) +. 4 (fla) = fl@) . (+)

Lauft x auf der Verbindungsstrecke zwischen a;_; und a;, dann variiert nur die Kom-
ponente z; von z. Da die Abbildung x; — f(z1, ...,2j, ...,2,) nach Voraussetzung
differenzierbar ist, kann der Mittelwertsatz auf jeden Summanden in der Formel (*) an-

gewendet werden. c; sei der Zwischenpunkt auf der Verbindungsstrecke von a;_; und a; .

Dann gilt
n n a
Flath) = f@) = 3 (Fa) — fla) = 30 2L e,
J=1 j=1 J
Also folgt
fla+m) = f(a) = Th= 3" 2L (c)h; — Th
“ Of " of "/ Of of
— 2 7] (Cj>hj - fo 7] (a>hj = ; <a_£l3']( J) - a_xj( ))hj ,
somit
[fa+h) = f(a) - Th|<||h||ooz} (c) (3x ! (a )’

Wegen |[|¢; — al| < ||h]|o folgt die Behauptung aus der Stetigkeit aller partiellen Ablei-

8f

tungen 3=~ , in a. [

Dieser Satz liefert eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit einer
Abbildung
f:U—=R" UCR".

Beispiel: f:R"\{0} — R sei definiert durch
fx)=(22+... +22)°, scR.

Diese Abbildung ist iiberall differenzierbar. Denn die partiellen Ableitungen

af
ox;

=s- (234 ... +a2) 2

sind stetig.

95



5 e.) Stetig differenzierbare Abbildungen

Sei U C R™ offen, f : U — R™ sei in allen Punkten x € U differenzierbar. Dann wird
durch
z— f'(x): U— L(R",R™)

eine Abbildung von U in die Menge der linearen Abbildungen von R™ nach R™ definiert.
Wendet man die lineare Abbildung f’(x) auf einen beliebigen Vektor h € R™ an, dann

erhélt man einen Vektor in R™ :
f'(z,h) = f'(x)h € R™.
Also kann man f" auch als Abbildung von U x R™ nach R™ auffassen:
(x,h) = f'(x,h) : U xR" - R™.

/! ist beziiglich des zweiten Arguments linear. Welche Auffassung man verwendet, ist eine

Frage der Zweckmafigkeit.

Weil L(R", R™) mit der am Anfang dieses Abschnittes eingefiihrten Norm ein normierter
Raum ist, ist f’ bei beiden Auffassungen eine Abbildung zwischen normierten Raumen.
Fiir Abbildungen zwischen normierten Raumen ist der Begriff der Stetigkeit definiert,
und man kann daher untersuchen, ob f” bei einer der beiden verschiedenen Auffassungen
eine stetige Abbildung ist. Das folgende Lemma zeigt, dal es bei der Untersuchung der

Stetigkeit nicht darauf ankommt, welche Auffassung man zu Grunde legt:

Lemma: Sei U C R” eine offene Menge. Genau dann ist f': U x R" — R™ stetig, wenn
f U — L(R",R™) stetig ist.

Beweis: Auf R™ und auf U x R" C R™ x R" verwende ich die Maximimsnorm. Sei [’ :
U x R™ — R™ stetig und sei a € U. Wihle ¢ > 0 mit K = {z € R" |||z —al|oc < ¢} CU.
Weil f" auf der kompakten Menge

Kx{heR"|[|hllo <1}
gleichméBig stetig ist, existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit
1 (z, 1) = f'a, R < e

fir alle z,h € R™ mit ||z — aljoc < § und |||l < 1, weil dann |[(z,h) — (a,h)]w =
|(x—a,h)||o = ||z —al|lw < 0 gilt. Also folgt fiir diese x und fiir die Norm || f'(z) — f'(a)||
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der linearen Abbildung f'(z) — f'(a) € L(R™,R™) :

1/ (z) = f(a)|| = sup ||| f'(x) = f'(a)| A

[[RlI<1

= sup [|f'(x)h = f(a)hl] = sup |f'(z,h) = f(a,h)] <e.

[hll<1 [[RlI<1

Dies bedeutet, da} [ : U — L(R",R™) in a stetig ist. Weil a beliebig gewéhlt war, ist
diese Abbildung stetig.

Sei umgekehrt ' : U — L(R™,R™) stetig und sei (a,h) € U x R". Zu jedem € > 0 gibt
es dann eine Zahl § > 0, die kleiner oder gleich min(e, 1) gewéhlt werden kann, so dafl
|f'(x) = f'(a)]] < e gilt fir alle 2 € U mit ||z — a|le < §. Fiir (x,hy) € U x R* mit
I(x, h1) — (a,h)]|s < 6 folgt dann

1/, hn) = £ (@, )| = I|f' @) = f(a)h]
= @ - s - e o -n)
1) = £/@I sl + £ (@) 12 =
e(blloe + 111 = Bll) + 17/ (@)118 < 2 (Ihlloe + 1+ 1 (@)

IN

IN

wegen ||z — alloo, |1 — hlloo < d < min(e, 1). Weil |||l + 1 + ||f'(a)]] unabhéngig von
(x,hy) ist, folgt hieraus die Stetigkeit der Abbildung f’ : U x R" — R™ in (a,h). Da
dieser Punkt beliebig gewahlt war, ist diese Abbildung stetig. |

Definition: (i) Sei U C R™ offen und sei f : U — R™ differenzierbar. Ist f': U x R" —
R™ beziehungsweise [’ : U — L(R™ R™) stetig, dann heifit f stetig differenzierbar.

(ii) Seien U,V C R™ offen und sei f : U — V stetig differenzierbar und umkehrbar. Ist
die Umkehrabbildung f~! : V — U ebenfalls stetig differenzierbar, dann heiit f Diffeo-

morphismus.

Der folgende Satz gibt ein handhabbares Kriterium, mit dem man nachpriifen kann, ob

eine Abbildung stetig differenzierbar ist:

Satz: Sei U C R” offen. Die Abbildung f : U — R™ ist stetig differenzierbar, genau

dann wenn alle partiellen Ableitungen % fj in U existieren und stetig sind.

Beweis: Die Abbildung f': U x R" — R™ ist stetig, genau dann wenn jede der Kompo-

nentenfunktionen

(z,h) = fi(z,h) = Za (%)
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stetig ist. Wahlt man fiir h den Einheitsbasisvektor e; , dann folgt aus der stetigen Diffe-
renzierbarkeit von f, dafl die partielle Ableitung

0

€T —
8%

filx) = fi(z,e) : U =R

stetig ist. Wenn umgekehrt alle partiellen Ableitungen von f in U existieren und stetig
sind, dann ist f in U differenzierbar und die j—te Komponente der Ableitung ist gegeben
durch die rechte Seite von (*) . Man sieht sofort, dafl diese rechte Seite eine stetige Funktion

von (x, h) ist. ]

5 f.) Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel

Die Ableitung von f : U — R™ ist eine Abbildung f : U — L(R™,R™). Die Ableitung
von f’ wird man als zweite Ableitung f” von f bezeichnen. Also ist die zweite Ableitung
f"(x) von f an der Stelle x eine lineare Abbildung von R™ in den Raum der linearen
Abbildungen L(R™ R™) :

U = L(R",L(R",Rm)> .

Es ist moglich, die zweite Ableitung von f so zu definieren, weil L(R", R™) ein normierter
Raum ist (sogar ein Banachraum). Denn man kann die Definition der Ableitung einer
Funktion von R” nach R” ohne Anderung auf Funktionen zwischen allgemeinen normier-
ten Raumen iibertragen. Jedoch will ich die zweite Ableitung weniger abstrakt aber in

aquivalenter Weise folgendermafien definieren:

Definition: Sei U C R" eine offene Menge und sei f : U — R™ differenzierbar in U .
Die Funktion f heifit zweimal differenzierbar in einem Punkt z € U, wenn zu jeden festen
h € R" die durch

gn(x) = f'(z,h) = f'(x)h
definierte Funktion g, : U — R™ in z differenzierbar ist. Als zweite Ableitung von f im

Punkt z bezeichnet man die durch

f”(l’, h, k) = g;i(l’)k’

definierte Funktion (h, k) — f"(x,h,k) : R" x R® — R™. Ist f in jedem Punkt von U

zweimal differenzierbar, dann gilt f” : U x R" x R™ — R™.

Fiir jedes x € U ist
(h,k) — f"(z,h, k) : R" x R" — R™
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eine bilineare Abbildung, d.h. eine Abbildung, die in beiden Variablen linear ist. Denn da
Ghasha () = ['(2) (b1 + ha) = f'(2)ha + ['(2)ha = gn, () + gn, (2) gilt, folgt

f”($, hl + hg, kl + k’z) = g;n+h2 ($>(k’1 + ]{32)

= [ghl () + gn, (2) /(kl + ko) = gp,, () (k1 + k2) + gy, (@) (k1 + ko)
= f”(ZE, hl, ]{31) + f”(ZL', hl, k’g) —+ f//(ZL‘7 hg, kl) + f”(l'7 hg, k’g) .

Ebenso folgt

f(x,ch k) = cf"(hk),
f"(x, h,ck) = cf’(hk).

Seien h = (hy, ..., h,) und k = (kq, ..., k,). Dann gilt

"0
f”(:E, h7 k) - g;L(x)k: - Z 8_gh(x)kj
=1 7t
Wegen
"9
— f(2)h = h;
(o) = f@h =3 5 1)
folgt also
0 "0
" h. k) = ‘ kL = JRE— h: k.
Pl hd) =@k = 3 xj(; 5 @)
= Z a. f(@)hik;
= o Ox; Oz,
Hierbei sieht man, dal die zweiten partiellen Ableitungen a%j 8%1- f(x) alle existieren,

indem man fiir & und k die Standardbasisvektoren e; und e; wéhlt. Es gilt

o 0
O f 9 0 a2, 9w 1
90
8xj 81:1 "

Man setzt auch
Qii(x)'— 7 (2)
8$J2 T 8Ij8xj '
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Fiir reellwertiges f : U — R erhilt man in Matrizenschreibweise

0 f . 0 f . hy
8317181'1 o (%18.%
f//<l',h,k) = (kla 7kn) :
02 f o2 f
02,01, (z) - 02,0x,, (z) hn

wobel man

2
H = <8Zéfmj>i7j1~"’”

als die Hessesche Matrix bezeichnet. Fiir beliebiges f : U — R™ erhélt man
[f"(x, h, k:)] =k Hh,
J
wobei H; die Hessesche Matrix der j-ten Komponentenfunktion f; ist. Insbesondere folgt

hieraus

(f”)j ('Ta h, k) = (fJ')”(x’ h, k) )
d.h. die j-te Komponente von f” ist die zweite Ableitung der Komponentenfunktion f; .
Falls f : U — R™ differenzierbar ist, und f in a € U zweimal differenzierbar ist, dann ist
H beziehungsweise H; eine symmetrische Matrix, d. h. es gilt

o P,
0x,; 07}, - Qx0x;

Dies ergibt sich aus dem folgenden Satz. Man beachte aber, daf3 alle zweiten partiellen Ab-
leitungen in a existieren kénnen, ohne dafl f diese Voraussetzungen erfiillt. Dann braucht

H nicht symmetrisch zu sein.

Satz von H.A. Schwartz: Sei U C R" offen, f:U — R™ sei differenzierbar und in

einem Punkt € U zweimal differenzierbar. Dann gilt fiir alle h, k € R"
(e, h k)= f"(x,k,h).

(Die bilineare Abbildung (h, k) — f"(x,h, k) : R" x R" — R™ ist symmetrisch.)

Beweis: Die Bilinearform (h, k) — f”(x,h,k) ist symmetrisch, genau dann wenn jede
ihrer Komponenten (h, k) — (f");(z,h,k) = (f;)"(z, h, k) symmetrisch ist. Es geniigt
also, die Symmetrie fiir die Komponentenfunktionen f; zu beweisen, wobei ich den Index

j weglasse und voraussetze, dafl f : U — R gilt. Zum Beweis des Satzes zeige ich, daf} fiir
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alle h, k € R"
i f(x + sh+ sk) — f(z+ sh) — f(x+ sk) + f(x)

s—0 52
s>0

= f"(z,h, k) (%)

gilt. Hieraus folgt die Behauptung, weil sich die linke Seite bei Vertauschen von A und k

nicht éndert.
f"(z, h, k) ist die Ableitung der Funktion z — f’(x, h). Also gilt
f'(x+k h)— f'(x,h) = f"(x,h, k) + R.(h, k)| k|
mit
lim Ry (h, k) = 0.
k—0

R, (h, k) ist linear beziiglich h, weil f'(x + k,h), f'(z,h)und f’(x,h, k) linear in h sind,
und es existiert eine von h und k abhéngige Zahl ¥ mit 0 < ¥ < 1, so dafl

fle+h+k)—flx+h)— fle+k)+ f(z)
= f"(x,h, k) + Ry(h,9h + k)||0h + k|| — R.(h, 9h)||0A]|
gilt. Zum Beweis dieser Gleichung betrachte man die Hilfsfunktion
F:[0,1] =R, F(t):= f(x+th+k)— f(x+th).
Wegen
F'(t)=f(x+th+ k)h— f'(x+th)h = f'(x +th+k,h) — f'(x+ th,h)

und wegen

F1)—FO0)=f(z+h+k)—flx+h)— f(r+k)+ f(z)
folgt nach dem Mittelwertsatz

F(1) = F(0) = F'(9),

mit geeignetem 9,0 < ¥ < 1, also

fle+h+k)—fx+h)—flx+k)+ f(x)
= f(z+9h+kh) — f'(z+Ohh)
- (f’(x+z9h+k, h) — f'(z, h)) - (f’(x+19h, h) — f'(, h)).
Mit
P+ Oh+kh)— f'(e.h) = f"(xh,Oh+ k) + Ro(h, 9h + &)|[9h + k|
Pz +Onh) — f'(x,h) = f"(x,h,9R) + Ry(h, 9h)|9h]|
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und mit
f"(z,h,Oh + k) — f"(x, h,9h) = f"(x, h, k)
folgt ().
Sei s > 0. Ersetzt man in (xx) den Vektor k durch sk und den Vektor h durch sh, dann

kann man auf der rechten Seite wegen der Bilinearitdt oder Linearitit der Terme den

Faktor s herausziehen und erhilt

f(x+ sh+ sk) — f(x + sh) — f(z + sk) + f(x)
= [ k) + R (b s(0h+ ) ) [9h -+ k| = Ro(h, s0m)[9R]]]

Wegen
lim R, (h, s(9h + k)) —0, limRy(h,s9h) =0
s—0 s—0

folgt ().

Beispiel:

f:R* >R, f(z1,x2) :xfx2+x1+:c§.

Die partiellen Ableitungen jeder Ordnung existieren und sind stetig, also ist f zweimal

differenzierbar. Es gilt

of
a 21209 + 1
radf = dri | _
R I°V R (NP
. x7 + 315
o0 f o0 f ) )
8:1:% 83728I1 L2 1
" = H = =

2r1 6z
011014 03 ! ?

Hohere Ableitungen: Hohere Ableitungen definiert man induktiv. Die p—te Ableitung
von f: U — R™ ist eine Abbildung

fP U xR x ... xR" = R™,
—_———
p Faktoren
die man folgendermafien aus f®~Y erhilt: Sind z € U und AV, ... AP € R*, dann ist

f®) definiert durch

P>z, hY P = |y fPD(y, B RPTY) I’ (h®)).

y=z
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f® ist linear in den letzten p Argumenten und ist total symmetrisch: Fiir 1 <i < j <p
gilt
fO Az, hD L RD ) y= @ (g A9 D).

Ist f® stetig, dann heiit f p-mal stetig differenzierbar. Wenn f® fiir alle p € N existiert,
heifft f unendlich oft differenzierbar. Wie fiir f” sieht man, dafl

SO h APy =Y Y (@) . b

gilt.

Satz (Taylorformel): Sei U C R" eine offene Menge f : U — R sei (p + 1)-mal
differenzierbar und die Verbindungsstrecke der beiden Punkte x und x + h gehore zu U .

Dann existiert ¢, 0 <9 < 1, mit

fx+h)=f(z)+ f(z,h)+ % (b h) + ..+ L fP(x, h, ... k) + Ry(x,h),

p!
p mal
wobei
1
Ry(z,h) = P+ (2 +Oh, h, ...,k
o) = oy P )
p+ 1 mal
sei.

Beweis: Sei vy :[0,1] - U, ~(t)=z+th. Auf FF = fo~v:[0,1] - R wende man den

Taylorschen Satz fiir reelle Funktionen an:

B d F(j)(()) 1 o+l
F(l)—;0 i (p—l—l)'F( )(9)
Wegen
Fity = £ (10)70) = (0.7®) = £(2(0).1)
Fi() = (0 h A1) = £ (2(0), k1)
FOH @) = f(p“)<7(t), h ...k )
(p+ 1) mal
folgt hieraus die Behauptung. |
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Man kann die Taylorformel auch in folgender Form schreiben:

flath) = Zj'[z Zax . 67;1:Z et

7=0 i1=1
P f(x +Oh
Z )G VA
(p+1)! , Oy Oy P
ip+1=
Zur Abkiirzung fithrt man die folgenden Bezeichnungen ein: Fiir o = (o, ..., a,) € Nj
und fir z = (x4, ..., 2,) € R” sei
la] == o+ ...+,
al = ol !
¢ =zt
olel f
D%f(a) =
f(a) 0y ... 0%x,

Man bezeichnet « € Nf als Multiindex und |a| als Linge von «. Bei vorgegebenem

Multiindex o mit || = j gibt es in

oo Glieder, die aus dem Glied D® f (x)h®* durch Vertauschen der Reihenfolge, in der
die Ableitungen gebildet werden, entstehen. Also folgt

fle+h) = Zzipaf( e+ > éDo‘f(:chz?h)ha

a!
3=0 lal=j lal=p+1
1 « (64 1 o (67
= D S D@+ D — D fle+Ih)h".
|al<p lal=p+1
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6 Lokale Extrema, Sitze von der inversen und der impliziten

Funktion.

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von Kapitel 5 angewandt.

6 a.) Lokale Extrema

Definition: Sei U C R” offen, sei f : U — R differenzierbar und sei a € U. Gilt
gradf(a) = 0, dann heiit a kritischer Punkt von f.

Satz: Sei U C R” offen und sei f : U — R differenzierbar. Ist a lokale Extremalstelle

von f, dann ist a kritischer Punkt von f.

Beweis: O.B.d.A. habe f in a ein Maximum. Dann gibt es eine Umgebung V' von a mit
f(z) < f(a) fur alle z € V. Sei h € R™. Wihle 6 > 0 so klein, dafl a +th € V ist fiir alle
t € Rmit [t| <. Sei F': [-9,6] — R definiert durch

F(t) == f(a+th).
Dann hat F' ein Maximum in ¢ = 0, also folgt
0=F'(0)= f'(a)h.
Weil dies fiir alle h € R™ gilt, resultiert f'(a) =0. m

Dies ist eine notwendige Bedingung an f fiir eine lokale Extremalstelle, aber keine hin-
reichende. Zum Beispiel ist der Sattelpunkt in der folgenden Skizze zwar ein kritischer

Punkt, aber keine lokale Extremalstelle:

X
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Wie fiir reelle Funktionen kann man mit Hilfe der zweiten Ableitung hinreichende Bedin-
gungen erhalten. Hierzu benotigt man Resultate iiber quadratische Formen, die ich hier

ohne Beweis angebe:

Vorbemerkung iiber quadratische Formen: 1.) Sei @) : R" x R" — R eine bilineare
Abbildung. Dann heifit die Abbildung h +— Q(h,h) : R® — R quadratische Form. Man

teilt quadratische Formen folgendermafien ein: Sei

Q(h,h) >0 fiiralle h#0 : Dann heifit @ positiv definit
Q(h,h) >0 furalle h#0 : Dann heifit @ positiv semidefinit
Q(h,h) <0 firalle h#0 : Dann heifit @ negativ definit
Q(h,h) <0 firalle h#0 : Dann heifit () negativ semidefinit.

@ heifit indefinit, wenn ) sowohl positive wie negative Werte annimmt.

2.) Eine quadratische Form kann man immer in der Form

n

Q(h,h) =Y cizhih; =h-Ch

ij=1

darstellen mit einer symmetrischen Koeffizientenmatrix

3.) Ein Kriterium dafiir, daf @) positiv definit ist, ist

€11 C12 (13
€11 Ci12
c11 > 0, det > 0, det Co1 Co2 Ca3 > 0, . 7det(CZ’j)i7j:1 _____ n>0.
Ca1, C22
C31 C32 C33

4.) Fiir eine in a € U zweimal differenzierbare Abbildung f : U — R ist h — f"(a,h, h)

eine quadratische Form. Wegen

f"(a, h,h) = Z

7,7=1

Wl
ox; 8m] v

ist die Koeffizientenmatrix dieser quadratischen Form die Hessesche Matrix

2
- <8x?81:j f(CL))i,j:l,...,n.
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Mit diesen Definitionen und Resultaten fiir quadratische Formen kann ein hinreichendes

Kriterium fiir Extremalstellen formuliert werden:
Satz: Sei U C R” offen, f : U — R sei zweimal stetig differenzierbar und sei a € U
kritischer Punkt von f. Ist dann die quadratische Form f”(a, h, h)

(1) positiv definit, so ist @ Minimalstelle von f
(ii) negativ definit, so ist a Maximalstelle von f

(iii)  indefinit, so ist a keine Extremalstelle von f .

Beweis: Aus der Taylorformel ergibt sich

f(x) :f(a)—l—f’(a,x—a)—l—%f”(a—i—ﬂ(w—a),x—a,x—a),

mit geeignetem 0 < 9 < 1, also, wegen f’(a) =0,
1 1
f@) = f@)+5f'(a+d@—a)z—az—a)

= f(a)—|—%f”(a,x—a,x—a)—i—R(a:,x—a,x—a),

mit
_ Loy . . Loy
R@Ju@__2f<a+ﬁ@ a%hk) 2f(mhﬁ>.
Es ist R(a, h, k) = 0, und es gilt sogar, dafl zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert mit
|R(x, b, h)| < e|lh]?, (%)

fir alle z € U mit ||z — a]| < 0 und alle h € R™. Zum Beweis wihle man r > 0 so klein,
daf die abgeschlossene Kugel K, (a) = {x € R"
Voraussetzung ist (x,h) — f"(x,h,h) : U x R™ — R stetig, also ist diese Funktion auf

|z — a|| < r} ganz zu U gehért. Nach

der abgeschlossenen und beschrénkten, folglich kompakten Teilmenge

K.(a) x {h € R

[Rf| = 1}

sogar gleichméfig stetig. Dies bedeutet, dafl zu € > 0 eine Zahl § > 0 existiert mit
1
S| £y = e )| <<

fiir alle h € R™ mit ||h|| = 1 und alle z € U mit ||z — al| < 6. Weil fir 0 < ¢ < 1 auch
la+J(x —a) —a|| =I||x — al| < gilt, folgt

R@ﬁﬁﬂM?R@»%n{i)h -
1 2 "
= P g | £ (a9 = o) o ) = 7 (o )| < <RI
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Dies beweist (xx) .

Sei nun h — f”(a, h, h) eine positiv definite quadratische Form. Dann gilt f”(a,h,h) > 0
fiir alle h € R™ mit h # 0, und da die stetige Abbildung h — f"(a,h,h) : R* — R auf
der abgeschlossenen und beschrénkten, also kompakten Menge {h € R”’ ||| = 1} ihr
Minimum an einer Stelle Ay annimmt, folgt fiir alle h € R™
Pt = WS (o, i ) = IRIR min (e = el
mit
c=min f"(a,n,n) = f"(a,ho,hg) >0.

lInll=1

Wé&hlt man nun € = ¢/4, dann folgt hieraus und aus (x), (%), dal § > 0 existiert mit

1
fl@) = fl@) = 5f"aw—az—a)+ R,z —az—a)
> Sle—a?=Sle—al*=7lle —al? >0,

fiir alle z mit ||z — a|| < §, also ist a ein lokales Minimum.

Entsprechend beweist man, dafl bei negativ definitem f”(a,h,h) ein lokales Maximum
vorliegt. Wenn f”(a, h, h) indefinit ist, gibt es hg € R™, ky € R™ mit ||ho]| = ||ko|| = 1
und mit

f”(a’7 h07h0> > 07 f”(a’v koak(J) <0.

Hieraus folgt, daf§ auf der Geraden mit Richtungsvektor hy bzw. ky fiir geniigend kleines
|lx — al|,z # a die Differenz f(x) — f(a) positiv bzw. negativ ist. Dies beweist man wie

oben. Also ist a kein lokales Extremum. ]

Beispiel: Sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = 62y — 3y* — 223 . Fiir jeden kritischen
Punkt (z,y) gilt

0
f(z,y) = a—i(xay) B
ay 7y

Hieraus konnen die kritischen Punkte bestimmt werden. Man erhalt fiir die kritischen
Punkte (z,y) = (0,0) und (z,y) = (1,1).

Um festzustellen, ob diese Punkte Extremalpunkte sind, mufl die Hessesche Matrix

H(x,y) = < _122 _2 >
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von f an den kritischen Punkten untersucht werden. Die durch die Matrix

won - () )

definierte quadratische Form f”(0,0, h, h) ist indefinit. Denn es gilt fir h = (1, 1)

o ()2 2)()-()(0)-

und fir A = (0,1)

poosn=(2)3 ) (2)- (1) ()

also ist (0,0) keine Extremalstelle. Dagegen ist die durch die Matrix

H(1,1) = ( _12 _2 )

definierte quadratische Form f(1, 1, h, h) negativ definit. Denn nach dem oben angegebe-
nen Kriterium ist die Matrix —H (1, 1) positiv definit wegen 12 > 0 und

12 —6
det =72-36>0.
-6 6

Somit ist H (1, 1) negativ definit und (1, 1) ein lokales Maximum.

6 b.) Lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen

Frither wurde gezeigt, dal wenn f invertierbar und in einem Punkt a differenzierbar ist,
wenn auferdem det f'(a) # 0 gilt und die Inverse g in b = f(a) stetig ist, dann ist ¢g in
b differenzierbar. Man kann sich fragen, ob aus det f’'(a) # 0 bereits folgt, daB8 f in einer
Umgebung von a invertierbar ist. Das folgende Beispiel zeigt, dafi dies im Allgemeinen

nicht richtig ist.
Gegenbeispiel: Sei f:(—1,1) — R definiert durch
1
x4 3% sin — | x#0
fz) = x
0, x=0.

f ist fur alle |z| < 1 differenzierbar, f'(x) ist beschrankt, f'(0) = 1, aber f ist in keiner

Umgebung des Nullpunktes invertierbar.
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Jedoch ist in diesem Beispiel f’ nicht stetig im Nullpunkt, weil der Grenzwert von

1 1
f'(z) =1+ 6xsin — — 3cos —
T T

an der Stelle 0 nicht existiert. Setzt man auch noch die Stetigkeit der Ableitung voraus,

dann kann man folgern, daf} eine lokale Inverse existiert:

Satz: Sei U C R" offen und a € U, f : U — R" sei stetig differenzierbar, und
es sei det f'(a) # 0. Sei b = f(a). Dann existieren offene Mengen V,W C R™ mit
aceV, beW,sodaB f:V — W bijektiv ist, und so dafi die Inverse g : W — V stetig
differenzierbar ist. (Natiirlich gilt dann ¢'(y) = [f'(9(y))]™*.)

Beweis: Setze A := f'(a) und \ := m . Die Inverse A~! existiert, weil nach Voraus-

setzung det A # 0 ist. Da nach Vorasusetzung f': U — L(R"™ R") stetig ist, existiert eine

offene Kugel V' um a mit
1 () — Al < 2A

fir allex € V.
1.) Zunéchst soll gezeigt werden: Fiir beliebige z,x + h € V gilt
1
1f (@ +h) = flz) — AR| < S [ AR, (*)

also, wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung,

1
If(@+h) = f@) = ARl = [If(z +h) = f(z) — AR = 5[ AR|
(%)
= 2M|ATH[ AR = 2| AT AR = 2[R,
woraus dann folgt, dafl f in V injektiv ist.
Hierzu definiere man F' : [0, 1] — R"™ durch

F(t) = f(x +th) — tAh.

Da V eine Kugel ist, gehort mit 2 und = + h auch die Verbindungsstrecke {x + th |0 <
t <1} zu V, und es gilt

IE' @) = [l (x + th)h — Ah|| < [[f(z + th) — A|[ [|h] < 2A[|A]
. . 1
= 2M|ATT AR < 2M AT [|AR] = 3 [|AR].

Aus dem Schrankensatz folgt nun ||[F(1) — F(0)|| < 1 ||AR|, also (x).

Somit existiert die Inverse g : W — V mit W = f(V).
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2.) Es ist zu zeigen, dafi W offen ist. Sei zp € V und sei K, eine offene Kugel mit
Mittelpunkt zo und Radius 7 > 0, so daB K, C V ist. Es soll gezeigt werden, daB f(K,)

eine offene Kugel um f(x¢) mit Radius Ar enthélt.

Hierzu wihle y € R™ mit ||y — f(x)|| < Ar. Es wird das Urbild von y unter f in K,
konstruiert. Wihle z* € K, mit

ly = f(@*) || = min [ly — f(z)].
.TEKT

Es wird sich zeigen, dafl * das Urbild ist. Zundchst mufl gezeigt werden, dafl ein solches
x* existiert. Hierzu beachte man, daf§ die durch ¢(z) := ||y — f(z)|| definierte Funktion
¢ : K, — R stetig ist. Denn es gilt fiir z € K,

lim [o(2) — 6(=) = T |y = f@) = ly = FG]

< I (y— /(@) = (y= 7))l < lim | f (@) = f(=)]| =0,

wobei wieder die umgekehrte Dreiecksungleichung verwendet wurde. Also nimmt ¢ auf
der kompakten Menge K, das Minimum in mindestens einem Punkt z* an. Es soll nun
gezeigt werden, daf |y — f(z*)|] = ¢(z*) = 0 ist. Hierzu zeigt man, da ein € K,
existieren wiirde mit ||y — f(Z)|| < |ly — f(=*)||, falls ||y — f(«*)|| # O wére. Dies ist ein

Widerspruch zur Definition von z*.

Sei h = A'(y — f(z*)) . Fiir hinreichend kleines ¢ € (0,1) ist
T=a"+theV.

Es gilt nun nach (%) wegen z*,2* +th e V :

7"+ th) — gl = 72" +1h) — F(&") — Ath+ (o) —y + Ath]
17" + th) — (o) — Ath]| + [ 7(a") — y + Ath]|
© llAth] + 1 £(a*) — y + Ath]

SlA[tA (v FE)] 1+ 15—y Afra (v - 16)]

IN

IN

1 * * _ t * _ *
= Sty = F@)+ 10 =D (@) =y)l = (1=3) Iy = F@) < ly— FEI.
falls y # f(x*). Weil diese Ungleichung fiir alle ¢t € (0,1) mit 2* + th € V gilt, bleibt

nur noch zu zeigen, daB & = z* + th € K, ist fiir alle hinreichend kleines ¢. Dann ist
der Widerspruch konstruiert. Hierzu geniigt es zu zeigen, dal * nicht auf dem Rand der

Kugel K, liegt. Fiir einen Randpunkt x von K, gilt || — x|l = r. Aus (xx) folgt somit
2xr < |[f(2) = fzo)ll < lly = f()l + lly = flzo)l| < &(z) + Ar,
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also
P(zo) = |y — f(@o)|| < Ar < ¢(x),

so dal ¢ in keinem Randpunkt das Minimum annehmen kann. Also ist x* innerer Punkt

von K, .

Damit ist bewiesen, dafl y = f(x*) gilt, somit gehoren alle y € R” mit ||y — f(xo)| < Ar
zu f(V), also ist W = f(V) offen, weil xg € V' beliebig gewéhlt war.

ly — f(zo)| < Ar

3.) Es bleibt zu zeigen, dafi die Inverse g : W — V stetig differenzierbar ist. Da f stetig
differenzierbar ist, sind die partiellen Ableitungen % : V. — R stetig. Da det f'(z) =
R stetig, also gibt es eine Umgebung von a in der det f'(z) # 0 ist, in der also f'(x)
invertierbar ist. Man verkleinere die Umgebung V' soweit, daf§ f’(z) invertierbar ist fiir
alle z € V. Nach einem Satz aus Abschnitt 5 ¢.) folgt dann, dafl die Inverse g : W — V
in jedem Punkt von W differenzierbar ist, wenn sie stetig ist. Die Stetigkeit von g folgt

unmittelbar aus (xx). Denn es gilt fir y,y + k € W :

Vel =Dy + & = yll = 1S (g + 8)) = £ (9)) | = 2\ll9(y + k) = g(w)l].

also

1
. ~ _1 o
lim [lg(y + &) = 9(y)]| < 5y lim [[k[| =0

Somit ist g stetig, also differenzierbar mit ¢'(y) = [f"(g9(y))]*.

Aus dieser Formel folgt auch, daf ¢’ stetig ist. Denn in Abschnitt 5 e.) wurde gezeigt, dafl
g’ stetig ist, wenn die Elemente der Matrix ¢'(y), also die partiellen Ableitungen von g,
stetige Funktionen von y sind. Weil ¢'(y) die Inverse der Matrix f'(g(y)) ist, werden die
Elemente von ¢'(y) aus den Elementen von f’(g(y)) durch Bildung von Determinanten
und Quotienten berechnet (Cramersche Regel!), also sind die Elemente von ¢'(y) stetige

Funktionen der Elemente der Matrix f'(g(y)), die selber wieder stetige Funktionen von y
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sind, weil f’ und g stetig sind. Also ist g stetig differenzierbar. |

Beispiel: f:R3 — R? sei erkléirt durch

f1(331>332,$3) = T+ a2+ 23
fo(@1, 20, 23) = 2ax3 + T321 + 2122
f3($1,$2,I3) = T1X2X3 .

Weil die partiellen Ableitungen alle existieren und stetig sind, ist f stetig differenzierbar

mit
1 1 1
fll@)=1 as4+x as+21 a2+a1 |,
ToX3 T1T3 1T
also
1 0 0
det f'(x) = | a5+z2 71— 2o 1 — T3

ToT3 (l‘l — l’z)xg (IL’l — 1'3)1'2
= (zl - 1702)@1 - $3)$2 - ($1 - 172)(% - $3)-’B3
== (171 — Ig)([ﬁl — 173)(.%'2 — ZE3) .

Sei also b = f(a) mit (a1 — ag)(a; — as)(ag — az) # 0. Dann gilt es Umgebungen V' von a
und W von b, so dafl das Gleichungssystem

Y1 = X1+ X2+ T3
Y2 = ToT3+ T3T1 + T1T2
Ys = T1T273

zu jedem y € W eine eindeutige Losung x € V' hat.

Man beachte aber, dafl aus der lokalen Invertierbarkeit nicht die globale folgt. Man sieht
dies an folgendem Beispiel: Sei f : {(z,y) € R* |y > 0} — R? definiert durch

filz,y) = ycosx
fa(w,y) = ysinx.

f ist stetig differenzierbar mit

—ysinx Ccos T .
. = —ysin®z —ycoslz = —y #£0
ycosx  sinx

det f'(x,y) = ‘
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fiir alle (z,y) aus dem Definitionsbereich. Also ist f in jedem Punkt lokal invertierbar,
jedoch nicht global. Denn sei b = f(a) mit a = (ay,a2). Dann gilt auch b = f(a; +
2mm, ay), m € Z, weil f beziiglich der z—Koordinate 2r—periodisch ist.

A

1 1 I
I | I
I | I
I | |
| | I
I | |
I | I
| | |
I | |
I | I
| | |

-2 0 2 47

6 c.) Implizite Funktionen

Es sei eine Abbildung f : R™*™ — R" gegeben mit den Komponenten f;, also f =
(fi, ---yfn), und es sei y = (y1, ..., Ym) € R™ gegeben. Es liegt nahe zu fragen, ob

r = (x1, ...,2,) € R" so bestimmt werden kann, dafl

fl(xlv'-'uxn7y17"'7ym> =0

fn(xlv"'axnayl---aym) =0

gilt. Dies sind n Gleichungen zur Bestimmung von n Unbekannten zi, ..., x, . Zunichst
betrachte man den Fall, dal f = A : R"*™ — R" eine lineare Abbildung ist,

Ai(z,y) 1171 + ... + a1y + b11y1 + - 4 b1 Ym
Az, y) = | =1

Az, y) 11+ o oo F AT + b1y + -+ by Ym

A habe folgende Eigenschaft:
A(h,0) =0 = h=0.

Dies ist genau dann erfiillt, wenn die Matrix

ail ... AQip % aAl
8ZE1 6:1;n
0A, 0A,
Gn1 Qnn 3x1 U a!L‘n

114



invertierbar ist, also genau dann wenn

A
det (8 j) #0
8:@ i.ii,...,n

ist. Unter dieser Bedingung ist
h+— Ch:= A(h,0): R" - R"
eine invertierbare lineare Abbildung, folglich hat das Gleichungssystem
A(h, k) = A(h,0) + A0, k) = Ch+ A(0,k) =0
fiir jedes k € R™ die eindeutig bestimmte Losung
h= (k) :=—-C A0, k).

Fiir ¢ : R™ — R” gilt
A(p(k), k) =0,

fiir alle £ € R™. Man sagt, ¢ sei durch diese Gleichung implizit gegeben. Der Satz iiber

implizit gegebene Funktionen betrifft dieselbe Situation fiir stetig differenzierbare Abbil-

dungen f, die nicht notwendig linear sein miissen:

Satz (iiber implizite Funktionen): Sei D C R™™™ offen, f : D — R" sei stetig diffe-

renzierbar. Sei (a,b) € R™ x R™ mit f(a,b) = 0 und mit

dfi of
8_;[‘1 (a, b) Ce axn (a, b)

det | : £0.
o o/,

B, (a,b) ... . (a,b)

Dann gibt es eine Umgebung U C R™ von b und eine eindeutig bestimmte stetig differen-

zierbare Abbildung ¢ : U — R"™ mit ¢(b) = ¢ und mit

f(w(y), y) =0

firalley € U.

Bemerkung: Sei A = f'(a,b) : R" x R™ — R™. Die Bedingung (*) ist dquivalent zur

Bedingung
A(h,0) =0= h=0.
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Beweis des Satzes: Betrachte die Abbildung F : D — R™*™ |

(v,9) = Fla,y) = (fla.y).y) €R™™.

Es gilt F'(a,b) = (0,b) . Es soll gezeigt werden, dafl F' die Voraussetzungen des Satzes iiber
lokale Umkehrbarkeit erfiillt. Aus diesem Satz folgt dann, dafl es Umgebungen V' C R™*™
von (a,b) und W C R™™ von (0,b) gibt, so dall F': V' — W bijektiv ist und eine stetig
differenzierbare Inverse F~!: W — V besitzt. Die Inverse ist von der Form

F i (z,w) = <gb(z,w),w> ,

mit einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ : W — R"™. Aus W und ¢ erhélt man die
gesuchte Umgebung U C R™ von b und die gesuchte Funktion ¢ : U — R™ durch die
Definitionen

U={weR"|(0,w) e W}

und

o(w) :=¢0,w), weU.

Denn wegen (0,b) € W ist U eine Umgebung von b in R™ , und fiir alle w € U gilt

(0,w) = F(F’l((),w)> = F(¢(O,w),w> = F<gp(w),w) = (f(ap(w),w),w) ,
also
f((p(ﬂ)),ﬂ}) =0.
Also geniigt es, die Voraussetzungen des Satzes iiber lokale Umkehrbarkeit nachzupriifen.
Weil f nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, folgt aus der Definition von F' so-
fort, dafl alle partiellen Ableitungen von F' existieren und stetig sind. Also ist F' stetig

differenzierbar. Der Satz iiber lokale Umkehrbarkeit kann somit angewandt werden, wenn
F'[a,b] invertierbar ist. Mit A = f'(a,b) gilt fiir (h, k) € R*t™

(h, k) = Fa,b](h, k) = (A(h, k), k) € R (%)
Denn da f differenzierbar ist, folgt
fla+hb+k)= f(a,b) + A(h, k) +r(h, k)| (h, k)],
mit T, o (b, k) = 0. Also gilt
Fla+hbtk) = (f(a+h,b+k), b+k:)
= (f(a,0),0) + (A k), k) + (r(h )|, 1)1, 0)
= Fa,)+ (Alh,k),k) + (r(, 1), 0) | (h, R
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mit lim, ky—o (r(h, k),0> = 0. Dies beweis (x). Hieraus folgt, dal F”[a,b] invertierbar
ist. Denn aus
F'la,b)(h, k) = (A(h, k), k) = (0,0)

resultiert £ = 0, also A(h,0) = 0, somit h = 0. Also besteht der Nullraum der linearen
Abbildung F'[a, b] nur aus der Menge {0}, also ist die Abbildung invertierbar. n

Man kann auch die Ableitung der Funktion ¢ berechnen. Nach der Kettenregel gilt fiir
die Ableitung % f(e(y),y) der Funktion y — f(p(y),y) :

0= d%f(sa(y),y) = (%f(w(y%y), a%f(so(y),y)) ( #() )

Ixm
= 0% f(so(y), y) o ¢'(y) + a% f(w(y), y)

mit der Einheitsmatrix I,,«,, auf R” . Hieraus folgt

P'y) = — [% f(w(y% y)] o a% f(sa(y), y) :
mit
% f(@,y) (gfz ( ’y)>j_1 nyi=1,...n
a% () = (gi ( ’y)>j:1 nyi=1,..;m

Beispiele 1.) Sei eine Gleichung

flxy, ...;z,) =0

gegeben mit stetig differenzierbarem f : R™ — R. Zu gegebenen xzi, ...,x, 1 ist z,
gesucht, so dafl diese Gleichung erfiillt ist. Angenommen, es existiere a = (ay, ...,a,) €
R"™ mit

f((ll, ...,Cln) =0

und mit 5
/
ay, ..., 0.
axn ( 1 n) 7é
Dann existiert eine Umgebung U C R"' von (ay,...,a, 1), so daB zu jedem
(x1, ...,xy_1) € U ein eindeutiges x, = (21, ...,T,—1) aus einer Umgebung von a,

existiert mit

f('rl "'7:En717xn)20-
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Fiir die Ableitung von ¢ gilt
—1

gradp(zy, ..., Tpo1) = TP grad, | f(z1, ..., x,)
D o T
0
il | o
&cn,lf

2.) F : R? — R? sei definiert durch

fl(xayaz> = 31’2+$y—2—3
folz,y,2) = 20z +1° + ay.

Es gilt f(1,0,0) = 0. Zu gegebenen z € R aus einer Umgebung des Nullpunktes ist
(z,y) € R? in einer Umgebung von (1,0) gesucht so daf§ f(z,y,z) = 0 gilt. Es ist

on O
Jx Oy [ bz +y x
of 0f 224y 3yP+w )
or Oy
also o7 o/
1 1
%(170;0) 8_y(1’0’0) 6 1
of of - —07
2 2 01
or (17070) ay (17070)

also kann eine geniigend kleine Zahl § > 0 und eine Funktion ¢ : (—d,d) — R? gefunden
werden mit f(¢1(2), 2(2), z) = 0 fir alle z mit |z| <. Es gilt

—1
6z +vy T —1
¢'(z) = - )
2z+y 3y"+ux 2x

1 32+ —x 1
(6 +y)(3y2 ) —2(22 +y) —(2z4y) 6ty 2

B -1 —3y? —x — 22?2
6z +y)(3y? +2) =22z +y) \ +(2z4y)+ 12202+ 22y |
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mit z = ¢1(z) und mit y = @5(z) . Insbesondere gilt

wegen ()0(0) = (170) ) also 301(0) = 17 902(0) =0.
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