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Vortragsaufgaben

Aufgabe H5
Es sei (Xt)t�0 die Brownsche Bewegung. Zeige, dass für alle s � 0 und alle ✏> 0 gilt

P(9C 2 [0,1) mit |Xt � Xs| C
p
|t � s| 8t mit |t � s| ✏) = 0 ,

d.h. dass ein ’typischer’ Pfad der Brownschen Bewegung in keinem Punkt 1
2
-Hölderstetig ist.

Hinweis. Zeige zunächst dass für alle C � 0

1X

n=1

P(|Xs+2�n � Xs+2�(n+1) |� C2�
n+1

2 ) =1 .

Aufgabe H6
Es sei (Xt)t�0 eine Brownsche Bewegung und

Yt := e� t e↵Xt� ↵
2

2 t , ↵,� 2 R .

(a) Berechne Erwartungswert und Varianz von Yt .

(b) Zeige

lim
t!1

Yt =

(
1 , falls � > ↵2

2

0 , falls � < ↵2

2

P-f.s. .

(c) Vergleiche das Ergebnis aus b) mit dem Langzeitverhalten von IE[Yt] und Var(Yt).

Gruppenübung

Aufgabe G13
Sei (�n)n2N eine Orthonormalbasis von L2[0,1] und (cn)n2N unabhängige und identisch standardnormalverteilte Zufalls-
variablen. Zeige dass dann für alle t 2 [0,1] die Reihe

Xt =
1X

n=0

cn

tZ

0

�n(s) ds

fast sicher und in L2 konvergiert, sowie die Eigenschaften aus Proposition 2.14 der Vorlesung erfüllt.

Aufgabe G14
Betrachte die Brownsche Bewegung (Xt)t�0. Zeige, dass dann für beliebiges k 2 N gilt

IE[X 2k
t ] =

(2k)!
2kk!

tk .

Wo fand dies in der Vorlesung Verwendung?
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Aufgabe G15
Betrachte die Brownsche Bewegung (Xt)t�0. Überlege dass...

• ... für s > 0 fest, Yt := Xt+s � Xs und

• ... für c > 0 fest, Zt := 1p
c
Xct

jeweils wieder die Brownsche Bewegung ergibt.

Aufgabe G16
Betrachte die Brownsche Bewegung (Xt)t�0. Zeige

lim
t!1

1
t

X t = 0 f.s. .

Aufgabe G17
Betrachte die Brownsche Bewegung (Xt)t�0.

(a) Zeige dass die bedingte Verteilung von X (s), gegeben dass X (t) = b, für s < t normalverteilt ist mit Erwartungswert
und Varianz

IE[X (s) | X (t) = b] =
bs
t

,

Var(X (s) | X (t) = b) =
s(t � s)

t
.

Was ist bei der Varianz auffällig?

(b) Seien t1 < s < t2. Berechne die bedingte Verteilung von X(s), gegeben dass X (t1) = a und X (t2) = b.

2


