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Vortragsaufgaben

Aufgabe H7
Sei (Xt)t�0 die Brownsche Bewegung. Für gegebene s < t, definiere

W = X t+s
2
� Xt + Xs

2
.

(a) Berechne die Verteilung von W.

(b) Zeige dass W unabhängig von Xs und Xt ist.

(c) Was lässt sich dann über die Kurve t 7! Xt aussagen?

Aufgabe H8
Sei f : [0,1]! R eine stetige Funktion mit f (0) = 0. Zeige dass für die Brownsche Bewegung (Xt)t�0 und ✏> 0 gilt

P( sup
0t1
|X (t)� f (t)| < ✏) > 0.

Gruppenübung

Aufgabe G18
Sei Y ⇠ N (0,1) und setze Xt =

p
tY für t � 0. Handelt es sich bei (Xt)t�0 um die Brownsche Bewegung? Welche

Eigenschaften gelten, und welche nicht?

Aufgabe G19
Es sei (Xt)t�0 die Brownsche Bewegung und ⇡ eine Partition des Intervalls [0, t]. Weise nach, dass gilt

(a) IE[hX it,⇡] = t,
(b) Var(hX it,⇡) |⇡| t Var(X 2

1).

Aufgabe G20
Es sei (Xt)t�0 die Brownsche Bewegung. Zeige folgende Rekurrenzeigenschaft: Für jedes a 2 R gilt

P(8t 9s � t Xs = a) = 1.

Hinweis. Verwende das Gesetz vom iterierten Logarithmus.

Aufgabe G21
Betrachte erneut die Brownsche Bewegung. Weise nach, dass fast sicher eine Familie

0= t(n)0  t(n)1  ... t(n)k(n)�1  t(n)k(n) = t

von Partitionen existiert, so dass

lim
n!1

k(n)X

j=1

(X (t(n)j )� X (t(n)j�1))
2 =1.

Hinweis. Betrachte Partitionen bestehend aus Intervallen der Form [ k
2n , k+1

2n ].

1


