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Dieses Skript orientiert sich inhaltlich am Skript zur gleichnamigen Vorlesung, gehalten von Marc Pfetsch und
Stefan Ulbrich an der TU Darmstadt.




1 Einleitung

Mathematische Optimierung beschéftigt sich allgemein mit der Lésung von Problemen der folgenden Form:!

Minimierungsproblem (Suchproblem)
Input: Funktion f: D — R, Menge X C D
Problem: finde * € argmin{f(x) : € X'}, sofern es existiert

Maximierungsproblem (Suchproblem)
Input: Funktion f: D — R, Menge X C D
Problem: finde * € argmax{f(x): x € X'}, sofern es existiert

Optimierungsprobleme sind Instanzen dieses allgemeinen Problems und werden {iblicherweise geschrieben als

min f(x) max f(x)
(MIN) st. xTeX, bzw. (MAX) st. xeX,

wobei die Abkiirzung ,s.t.“ fiir , subject to“ steht, also fiir ,,unter den Nebenbedingungen®“.

In dieser Vorlesung beschrianken wir uns auf den Fall D C R" fiir n € IN. Fiir ein gegebenes Optimierungs-
problem bezeichnen wir f: D — R als die Zielfunktion und X C D C R™ als die zuldssige Menge, bestehend
aus den zuldssigen Losungen x = (r1,...,2,)' € X. Die Komponenten z; von x nennen wir die Variablen
des Optimierungsproblems. Die Einschrdnkung « € X nennen wir die Nebenbedingungen. Dabei werden die
zulédssige Menge X, bzw. die Nebenbedingungen, oft iiber Gleichungen und Ungleichungen beschrieben, also
mittels Funktionen g: R” — R™, h: R" — R*, so dass

X ={xeR":g(x) <0,h(x) =0}

Ist ¥ = R", sprechen wir von unrestringierter Optimierung bzw. Optimierung ohne Nebenbedingungen.

Die gesuchte Optimallosung x* ist also ein (globales) Extremum der Funktion f iiber der Menge X'. Wir
unterscheiden dabei zwischen Minima und Maxima.

Definition 1.1. Ein Punkt Z € X heilst (globaler) Minimalpunkt von f: D — R iliber X C D, wenn
z € argmin{f(z):x € X} ={z' € X : f(2') = min{f(z) : x € X}}
und (globaler) Maximalpunkt von f iiber X', wenn

T € argmax{f(z):xz € X} ={z' € X: f(2') = max{f(z): x € X}}.

'Wir verwenden in diesem Skript die Konvention, dass Vektoren 2 € R™ fett gedruckt werden, im Gegensatz zu Skalaren z € R und
Matrizen A € R™*".
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Abbildung 1.1: Die Funktionen f aus Beispiel 1.2 (links) und — f aus Beispiel 1.3 auf X = [1, 5].

Beispiel 1.2. Betrachte das eindimensionale Minimierungsproblem (siehe Abb. 1.1)

min 2° — 7.52% + 18z — 10

st. z—1 0,
2 — b 0.

IN IV

Die Zielfunktion ist also f(x) = z% — 7.52% + 18z — 10.5 und die zuldissige Menge ist X = {z € R:z — 1 >
0,22 — 5z < 0} = [1,5]. Es ist argmin{f(x) : # € X} = {1}, dlso ist die eindeutige Optimallosung der
Minimalpunkt * = 1 und der zugehorige Optimalwert ist f(x*) = 1.5. A

Wegen
argmax{f(x) : x € X} = argmin{—f(x) : ¢ € X'},
max{f(x):x € X} = —min{—f(x) : ¢ € X'},
konnen wir natiirlich jedes Maximierungsproblem als Minimierungsproblem auffassen und umgekehrt.

Beispiel 1.3. Wir konnen das Optimierungsproblem aus Beispiel 1.2 dquivalent als Maximierungsproblem schreiben
(siehe Abb. 1.1):

max — z° 4 7.52° — 18z + 10

st. z—1 > 0,
2 =5z < 0.

Das Optimum wird wieder im Maximalpunkt x* = 1 angenommen und der zugehérige Optimalwert ist —1.5. A

Wie man in den Beispielen am Punkt = = 3 sieht, kann es im Allgemeinen auch lokale Extrema im Inneren
der zuldssigen Menge geben, die keine globalen Extrema sind. Dies ist eine zentrale Schwierigkeit bei der
Optimierung von nichtlinearen Zielfunktionen. Wir werden uns in dieser Vorlesung auf Optimierungsprobleme
beschrénken bei denen nur globale Extrema auftreten konnen.

Definition 1.4.Sei f: D — R und & € X. Dann ist & ein lokaler Minimalpunkt (bzw. Maximalpunkt)
von f iiber X C D, wenn eine Umgebung U (z) C R" von Z existiert, so dass & ein globaler Minimalpunkt
(bzw. Maximalpunkt) von f {iber ¢(Z) N X ist.




Wir kennen aus der Analysis bereits hinreichende lokale Optimalitdtsbedingungen fiir unrestringierte Op-
timierungsprobleme mit zweifach stetig differenzierbaren Zielfunktionen f: R™ — R: Es ist &* € R" ein
lokaler Minimal-/Maximalpunkt von f, wenn der Gradient V f(x*) verschwindet und die Hesse-Matrix
(0:9;f(x*))i jeq1,....n) POSItiv/negativ definit ist. Aulerdem liefert der Extremwertsatz (siehe Analysis II) die
Existenz der globalen Extrema fiir stetige f auf kompakten X'. Ferner haben wir die notwendige Bedingung
fiir lokale Extrema von stetig differenzierbaren Zielfunktionen f auf Untermannigfaltigkeiten X’ gesehen, dass
der Tangentialanteil des Gradienten beziiglich X verschwindet.

In der Optimierung beschéftigen wir uns mit der Existenz globaler Losungen und, vor allem, mit effizienten
algorithmischen (also konstruktiven) Verfahren zum Finden einer globalen Optimallosung. Dabei wird X" im
Allgemeinen nicht beschréankt sein.

1.1 Einteilung von Optimierungsproblemen

Diese Vorlesung soll die Grundlagen der mathematischen Optimierung vermitteln, die insbesondere fiir
weiterfithrende Vorlesungen in der diskreten und nichtlinearen Optimierung gebraucht werden. Wir geben
nun einen Ausblick auf die wichtigsten Klassen von Optimierungsproblemen.

Lineare Optimierungsprobleme

Von einem linearen Optimierungsproblem spricht man, wenn sowohl die Zielfunktion, als auch die Nebenbe-
dingungen affin linear sind. Letzteres meint, dass die zuldssige Menge ausgedriickt werden kann als

X ={zxeR":g(x) <0,h(x)=0}

mit affinen Funktionen h und g (siehe auch Definition 4.1). Wir werden uns in dieser Vorlesung ausfiihrlich
mit der Struktur von linearen Optimierungsproblemen beschéftigen (Kapitel 4) und Losungsmethoden fiir
sie entwickeln (Kapitel 5 und 6). Lineare Optimierungsproblemen haben eine besondere Bedeutung, da sie
eine Vielzahl von Fragestellungen abbilden konnen, aber dennoch in polynomieller Zeit losbar sind (siehe
Kapitel 6).

Beispiel 1.5 (siehe ADM). Das Problem einen maximalen s-t-Fluss f: E — R>( in einem gegebenen Netzwerk
(G=(V,E),u: E — R>o,s € V,t € V) zu finden, ldsst sich wie folgt als lineares Programm formulieren:

max Zeeﬁ(s) Te (Ausfluss von s)
s.t. xe < pule) Ve € E, (Kapazitdtsschranken)
Ze@i(v) Te = Ze€6+(v) Te Vv e V\{s,t}, (Flusserhaltung)
x>0, (Positivitdt)
wobei der Vektor « € R¥ aus den Flusswerten entlang der Kanten besteht. JAN

Diskrete Optimierungsprobleme

Das definierende Merkmal von diskreten Optimierungsproblemen ist das Auftreten von Ganzzahligkeitsbeding-
ungen der Form x; € Z als zusatzliche Nebenbedingungen. Diskrete Optimierungsprobleme haben ansonsten




meistens (affin) lineare Zielfunktionen und Nebenbedingungen. Die Ganzzahligkeitsbedingungen erlauben es
wesentlich mehr algorithmische Fragen abzubilden als durch lineare Optimierungsprobleme moglich ist. Das
folgende Beispiel zeigt, dass diskrete Optimierungsprobleme im Allgemeinen NP-schwer zu 16sen sind.

Beispiel 1.6 (siehe ADM). Eine Sar-Instanz mit Klauseln {C;}icqy,....m) und Variablen {z;};eq1,... ny ist erfiillbar
genau dann, wenn das lineare Ungleichungssystem

dooait+ Y (1-d;) =1 Vie{l,...,m}

Jix;€C; j:z;€C;

eine Losung & € {0,1}" hat. A

Kombinatorische Optimierungsprobleme

Von kombinatorischen Optimierungsproblemen sprechen wir, wenn die zulédssige Menge X endlich ist. Bei-
spiel 1.6 zeigt, dass diese Probleme im Allgemeinen NP-schwer sind.

Kontinuierliche (nichtlineare) Optimierungsprobleme

Dies sind allgemein Optimierungsprobleme, bei denen keine Ganzzahligkeitsbedingungen auftreten. Die
Zielfunktion und Nebenbedingungen sind insbesondere auch nichtlinear zugelassen.

Globale Optimierungsprobleme

Dies sind Optimierungsprobleme, bei denen lokale Extrema auftreten konnen, die nicht schon global optimal
sind. Hier miissen spezielle Optimierungstechniken entwickelt werden.

Konvexe Optimierungsprobleme

Wir werden sehen (Kapitel 2), dass Konvexitit von Zielfunktion und zulédssiger Menge hinreichend ist, damit
nur globale Extrema existieren. Konvexe Optimierungsprobleme sind Optimierungsprobleme, die dieser
hinreichenden Bedingung geniigen. Fiir diese Probleme ist es moglich, Algorithmen zu entwickeln, die auf
lokaler Information basieren, wie den Gradienten der Zielfunktion f und der Funktionen g und h in der
Beschreibung der Nebenbedingungen.

Beispiel 1.7. Sei der Vektor (r1,...,7,)" € R" eine Zufallsvariable mit Erwartungswert pu € R™ und Kovarianz-
matrix ¥ € R™*", die die Rendite von n verschiedenen Wertpapieren beschreibt. Wir wollen entscheiden, welchen
Anteil x; unseres Budgets wir jeweils in das i-te Wertpapier investieren sollen. Wollen wir eine erwartete Rendite
von p € R bei minimaler Varianz ergielen, so fiihrt dies auf das (wie wir sehen werden) konvexe quadratische
Minimierungsproblem

min z' Yx st. 1'e=1, x>0, uT:c > p.

Wollen wir hingegen die erwartete Rendite maximieren bei Varianz héochstens v € R, so erhalten wir das konvexe
Maximierungsproblem mit quadratischen Nebenbedingungen

max ;J,Tm st. 1'e=1, >0, z'Zz<uw A




2 Konvexe Mengen und Funktionen

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit dem Begriff der Konvexitidt von Mengen und Funktionen. Die
Bedeutung dieses Begriffs fiir die Optimierung liegt darin, dass die Konvexitédt der Zielfunktion und der
zuldssigen Menge zusammen eine hinreichende Bedingung liefern, dass nur globale Extrema existieren.

2.1 Konvexe Mengen

Wir definieren die Konvexitit einer Menge iiber Konvexkombinationen von zwei Punkten und zeigen im
Anschluss, dass wir dquivalent dazu auch Konvexkombinationen beliebig vieler Punkte betrachten kénnen
(siehe auch Abb. 2.1).

Definition 2.1. Fiir z™, ..., z® € R™ und \y,..., A, > 0 mit p € IN heil3t

P
2= Z Aix™®
i=1

eine konische Kombination der Punkte ™, ..., ® . Ist > A\; = 1, so heiflt z eine Konvexkombination von
x® ... x®. Gilt zusétzlich \i,..., )\, € (0,1), so heildt z echte Konvexkombination.

Definition 2.2. Eine Menge C C RR™ heifdt konvex, wenn sie alle Konvexkombinationen zweier Punkte
x® 2@ € C enthilt.

Satz 2.3. Eine Menge C C R" ist konvex genau dann, wenn sie alle Konvexkombinationen von Punkten aus C
enthalt.

Beweis. Ist jede Konvexkombinationen von Punkten aus C wieder in C enthalten, dann auch jede Konvexkom-
bination aus zwei Punkten. Damit ist C per Definition konvex.

Nehmen wir also andersherum an, C sei konvex. Es geniigt Konvexkombinationen z = > F_, \;z® mit
x® . x® e C, Ai,...,\, >0und p € IN zu betrachten. Fiir p = 1 ist z = ™) € C. Wir beweisen nun,
dass z € C fiir p > 2 per Induktion iiber p.

Wegen p > 1 und A; > 0 gilt A\, < 1 und wir kénnen z schreiben als
z=(1- )y + Xpz®

mit
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Abbildung 2.1: Zwei Punkte in R? mit ihren konischen Kombinationen (rot) und Konvexkombinationen (blau).

Wegen A; > 0 firallei € {1,...,p— 1} und ZZ 1T 3\ = 1 ist y eine Konvexkombination von p — 1

Punkten aus C, also gilt per Induktion y € C und z ist eine Konvexkombination aus zwei Punkten in C. Somit
ist z € C per Definition der Konvexitit von C. O

Eine besonders wichtige Familie von konvexen Mengen fiir die Beschreibung von Nebenbedingungen sind
Hyperebenen und die von ihnen erzeugten Halbrdume. Bei der folgenden Definition gilt es zu beachten, dass
der Normalvektor einer Hyperebene nicht eindeutig bestimmt ist, sondern beliebig skaliert werden kann.

Definition 2.4. Eine Hyperebene ist eine Menge der Form
H={xecR":a'zx=4}

wobei @ € R" \ {0} Normalvektor zu # heif3t und § € R. Die Hyperebene # erzeugt die abgeschlossenen
Halbrdume
{fxeR":a'2<p} und {xecR":a'xz >3},

sowie die zugehorigen offenen Halbrdume

{xcR":a'c<p} und {xcR":a'zx> G}

Proposition 2.5 (Ubung). Seien A, ..., A; C R konvex. Folgende Mengen sind konvex:
(i) jede Schnittmenge konvexer Mengen;
(ii) jede Hyperebene und jeder von ihr erzeugte offene oder abgeschlossene Halbraum,;
(iii) das kartesische Produkt A; x --- x Ay = {(a™,...,a™) :a®” € 4;Vie {1,...,k}};
(iv) die Minkowski-Summe Z 1 05 A; {Z a1 a® e A;Vie {1,. k}} fiir o € RF¥;
(v) jede Menge der Form {x € R" : Az < b}, mit A€ R™*", be R"und < € {<,<,=,>,>};
(vi) jede offene (und auch jede abgeschlossene) Kugel
Ba(z)={xz e R": ||z — z|| < a}
mit Mittelpunkt z € R” und Radius o > 0;

(vii) die Mengen () und R", sowie jede Menge {x} mit x € R".
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Jede Menge induziert eine eindeutige konvexe Menge, namlich ihre kleinste konvexe Obermenge.
Definition 2.6. Die konvexe Hiille einer Menge M C R" ist die kleinste konvexe Menge, die M enthilt, also
conv(M) == [1{C CR" : M C C, Ckonvex}.

Alternativ lasst sich die konvexe Hiille als der ,,konvexe Abschluss®, also als Abschluss im Bezug auf Bildung

von Konvexkombinationen, einer Menge charakterisieren. Die konvexe Hiille ist allerdings natiirlich nicht
unbedingt (folgen-)abgeschlossen (z.B. ist conv((0,1)) = (0, 1) nicht abgeschlossen).

Satz 2.7 (Ubung). Fiir alle M C R™ ist conv(M) die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten aus M,
also conv(M) = {AX: Ac R {Aq,..., A} CM,EkEeINA>0,1"TA=1}.

Wir zeigen, dass man sich in Satz 2.7 auf Konvexkombinationen aus n + 1 Punkten beschrdanken kann.

Satz 2.8 (Carathéodory). Fiir M C R" ist conv(M) die Menge aller Konvexkombinationen aus n + 1 Punkten
in M.

Beweis. Sei Z € conv(M). Nach Satz 2.7 existieren dann ™, ... z® € Mund A € R?, A > 0, 1T\ = 1 mit

p
T = Z )\Z-ac(’).
=1

Es ist nun zu zeigen, dass wir eine solche Darstellung von Z mit p < n + 1 finden kénnen. Dazu zeigen wir,
dass im Fall p > n+ 1 der Vektor Z die Konvexkombination von echt weniger als p Punkten aus {z®,... x®}
ist.

Wir definieren die Vektoren y® = x® — x® fiiri € {1,...,p — 1}. Esist p — 1 > n + 1, also sind diese
Vektoren linear abhéngig, das heil3t, es existiert a € RP~!\ {0}, so dass

p—1 p—1 p—1
0= Z aiy(i) — Zaiw(i) —® Z ;.
i=1 i=1 i=1

Wir diirfen o, := — Zf;ll a; < 0 annehmen, sonst kénnen wir o negieren. Damit haben wir also
P
> az® =0, 2.1)
i=1
p
> ai=0. (2.2)
i=1

Wir kénnen also beliebige Vielfache von av zu A addieren, und dabei eine Linearkombination mit Faktoren ~
erhalten, die immer noch Z ergibt und deren Faktoren weiterhin zu 1"~ = 1 summieren. Es bleibt nur noch
das Vielfache genau so zu wéhlen, dass v > 0 und dass ein Faktor ~;, verschwindet.

Wegen a # 0 und (2.2) existiert ¢ € {1,...,p} mit o; > 0. Wegen o, < 0, kénnen wir

)\,
ioeargmin{—l:iE{l,...,p—l},ai>0}
(67}

1



wahlen.

Wir setzen jetzt v := A — ii,a € RP. Per Definition von iy und wegen A > 0 gilt v;, = 0 und ; > 0 fiir alle
20

i € {1,...,p}, unabhingig vom Vorzeichen von «;. AuSerdem gilt

P A (2.2)
1Ty =Y ()\i — ﬂai) 221 Ta =1
i=1 io
Also lasst sich  als Konvexkombination ohne Vektor x*¢) schreiben als

p p
(2. i . )
2= 2@ B3 (- Yoaa = S .
LA — ( Olioa)m . o
=1 =1 1€{1,..0\{i0}
Insbesondere haben wir folgende Aussage gezeigt.

Korollar 2.9. Jede konische Kombination Zle ;2P o > 0 lasst sich als konische Kombination von linear
unabhéingigen Vektoren aus {z®, ... 2™} schreiben.

Beweis. Es gentiigt zu zeigen, dass wir einen Vektor aus {z™,... 2™} aus der konischen Kombination
eliminieren konnen, falls diese Vektoren linear abhédngig sind. Wir diirfen a > 0 annehmen. Mit \; := l%i—l
und @ = (k4 1)a; 2@ fliri € {1,...,k}, sowie \g11 = k%rl, x®**+1 .= 0 und p := k + 1 kdnnen wir

k p
i=1 =1

mit 1" X = 1 und X > 0 als Konvexkombination schreiben. Der Beweis von Satz 2.8 benétigt nur, dass die
Vektoren y» = & — x® = (k 4+ 1)a;z™ fiir i € {1,...,p — 1} linear abhéngig sind. Fiir linear abhéngige
{z®, ..., 2™} ist das (wegen o > 0) der Fall und wir kdnnen mit dem gleichen Verfahren einen Vektor o)
mit iy # p aus der Konvexkombination } % _; A\;x® eliminieren. Wegen «® = 0 ist damit

k
Z%’Z(i) = Z Aix® = Z ~yie® = Z vi(k + 1)a;z®
i=1

ief{1,...p} ie{1,...p—1}\{io} ie{1,...kN\{io}

eine konische Kombination und wir haben einen Vektor aus {z™, ..., 2} eliminiert. O

Wir erwédhnen eine weitere niitzliche Eigenschaft.

Proposition 2.10 (Ubung). Die konvexe Hiille einer kompakten Menge ist kompakt.

2.2 Trennungssatze

Um die Unzuldssigkeit eines Punktes x € R", beziehungsweise einer Menge M C R" von Punkten, beziiglich
einer zulédssigen Menge C zu belegen, miissen wir « und C trennen. Wir zeigen im Folgenden, dass eine solche
Trennung fiir konvexe Mengen immer bereits durch eine Hyperebene moglich ist. Es sei darauf hingewiesen,
dass die allgemeinere Trennung konvexer Mengen in normierten Vektorrdumen durch lineare Funktionale in
der Vorlesung Funktionalanalysis behandelt wird.
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Definition 2.11. Eine Hyperebene H trennt M, My C R"™ (strikt), wenn My, M5 in unterschiedlichen abge-
schlossenen (bzw. offenen) Halbrdumen liegen, die von H erzeugt werden.

Wir beginnen mit der strikten Trennung eines Punkts von einer abgeschlossenen, konvexen Menge.

Proposition 2.12. Sei C C R" abgeschlossen und konvex mit 0 ¢ C # (). Dann existiert eine Hyperebene, die
C und {0} strikt trennt.

Beweis. Sei o > 0 so gewdhlt, dass B, NC # 0 fiir B, = {x € R" : ||z|| < a}. Da B,, und C abgeschlossen
sind und B, beschrankt ist, ist Ba N C kompakt. Daher nimmt die stetige Funktion ||| ihr Minimum {iber
B, NC in einem Punkt Z € B, NC an. Wegen 0 ¢ C ist 0 < ||Z|| und wegen der Wahl von Z mit ||Z| < « ist

T

' z=|z|’<|z]*=z"z VxeC. (2.3)

T

Es geniigt nun zu zeigen, dass '« > ' z fiir alle © € C: Wegen &' & = ||Z||* > 0, trennt die Hyperebene
_ 12T

{xeR":a'x =} mita =z und E 5& ' = dann strikt C und {0}.

Sei also « € C beliebig gewahlt. Da C konvex ist, gilt fiir alle A € [0, 1], dass (Ax + (1 — A\)Z) € C und damit,
wegen (2.3), dass
0< Az +(1- Nz~ ||
= |IMz - 2) + 2| — |z

=Nz -z +2)z" (z — 7).

Fiir alle A € (0, 1] gilt also

8l

_ A _
T(@-2) 25 e —al*.

Da dies fiir beliebig kleine A > 0 gelten muss, ist also Z ' (x — ) > 0 und somit ' x > & ' &, wie benétigt. [

Proposition 2.12 lasst sich von einem einzelnen Punkt auf kompakte Mengen erweitern.

Satz 2.13 (strikter Trennungssatz). Seien C;,Co C R™ nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen und sei Cs
kompakt. Wenn C; N Cy = (), dann existiert eine Hyperebene, die C; und Cs strikt trennt.

Beweis. EsistC1 —Cy = {c® — c® : ™ € C1,e® € Cy} abgeschlossen: Fiir jede Folge (2™)rew € C1 — Ca
mit Grenzwert z € R" existieren Folgen (™ )iew € C; und (y®)pew € Co mit z® = 2® — y® fiir alle
k € IN. Da C, kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (y“*)ren C (y™)ren mit Grenzwert y € Co.
Es konvergiert auch (zU*)),cy gegen z und damit muss auch (x¥*)),cy gegen x := z + y konvergieren, mit
x € C; wegen Abgeschlossenheit von C;. Es folgt, dass z = @ — y € C; — Cs, also ist C; — Co abgeschlossen.
Nach Proposition 2.5 (iv) ist C; — C konvex. Da C; und Cs disjunkt sind, ist auferdem 0 ¢ C; — Cy. Nach
Proposition 2.12 existiert also eine Hyperebene

{zeR":a'z =3},
die C; — C2 und {0} strikt trennt, wobei wir das Vorzeichen von a so wéhlen konnen, dass

a' (x—y)>pB>0
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Abbildung 2.2: Die Mengen aus Beispiel 2.14 lassen sich nicht strikt trennen.

fiir alle € C; und y € C,. Daraus folgt

inf a'x>supa'y+8>supa'y.
zeCy yeCo yeCs

Damit trennt die Hyperebene
{xeR:a'x =7}

mit 7 = sup,ec, a'y+ g die Mengen C; und Cy strikt. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung der Kompaktheit in Satz 2.13 notwendig fiir die strikte
Trennung zweier Mengen ist.

Beispiel 2.14. Die Mengen {x € R? : 25 < 0} und {x € R? : x5 > e®'} sind disjunkt, konvex und abgeschlossen,
trotzdem ist keine strikte Trennung moglich (siehe Abb. 2.2). Die Mengen sind aber trennbar durch die Hyperebene
H={x cR?: 29 =0} A

Verzichten wir auf die Striktheit der Trennung, so benétigen wir keine Abgeschlossenheit mehr.

Proposition 2.15. Sei D C R™ eine kompakte Menge und .% C 2P .% +# (), eine Familie von abgeschlossenen
Teilmengen von D. Der Durchschnitt aller Mengen in .# ist nichtleer genau dann, wenn jeder endliche
Durchschnitt von Mengen in .# nichtleer ist.

Beweis. Sei ()5 M = 0 und bezeichne -~M = R" \ M das Komplement von M € 7. Dann ist ~M eine
offene Menge und (wegen .7 # () |Jc# M = R" eine offene Uberdeckung von D. Da D kompakt ist,
existiert per Definition (siehe Analysis II) eine endliche Teiliiberdeckung, also eine endliche Familie .#' C .#
mit D C ez "M = 7 pgezr M. Damit ist (), 7~ M = 0 ein leerer endlicher Durchschnitt. O

Proposition 2.16. Sei C C R" konvex mit 0 ¢ C # (). Dann existiert eine Hyperebene, die C und {0} trennt.
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Beweis. Wir suchen a € R™ \ {0} mit a "« > 0 fiir alle € C. Wir kénnen uns auf ||a| = 1 beschriinken und
definieren zunéchst fiir alle € C die Menge

V()={yeR": |y| =1y = >0}

Sei nun X die konvexe Hiille einer beliebigen endlichen Teilmenge {x™,..., ®} C C. Wegen Satz 2.3
und 2.7 sowie Proposition 2.10 ist X C C konvex und kompakt. Nach Proposition 2.12 und wegen 0 ¢ C
existiert also (nach Skalierung) ¥ € R™ mit ||g|| = 1 und ' ® > 0 fiir alle i € {1, ..., k}. Damit ist

k
ge () Va?)
i=1
und dieser Schnitt also nichtleer. Da {x™, ..., ®} beliebig gewahlt war, ist also jeder endliche Schnitt aus
Mengen in der Familie {)(x) }.cc nichtleer.

Die Mengen )(x) sind jeweils Teilmenge der kompakten Einheitssphiare D = {y € R" : ||y|| = 1}. Aullerdem
ist () die Schnittmenge von D mit dem abgeschlossenen Halbraum {y € R" : 'y > 0}, also wieder
abgeschlossen. Mit Proposition 2.15 folgt, dass

) Y(z) # 0.

xeC

Damit existiert a € R™ \ {0} mit a € Y(z) fiir alle € C. Es folgt ' > 0 fiir alle € C. Also trennt die
Hyperebene {z € R" : a'x = 0} die Menge C und {0}. O

Wir konnen damit einen schwécheren Trennungssatz zeigen, der weder die Abgeschlossenheit noch die
Beschrénktheit der zu trennenden Mengen benétigt.

Satz 2.17. Seien C1,Cy C R™ nichtleer und konvex. Wenn C; N Cy = (), dann existiert eine Hyperebene, die C;
und C, trennt.

Beweis. Nach Proposition 2.5 ist C; — Cy konvex. Da C; und C, disjunkt sind, ist aullerdem 0 ¢ C; — Cs.
Nach Proposition 2.16 existiert (ggf. durch Skalierung) a € R™ \ {0} mit a2 > 0 fiir alle z € C; — (s,
beziehungsweise a ' (x — y) > 0 fiir alle « € C; und y € Cy. Daher kénnen wir 3 € R finden, so dass

inf a'z>pB>supa'y.
xeCy y€Co

Das heif3t, dass die Hyperebene {x € R" : a2 = 3} die Mengen C; und C, trennt. O

2.3 Extrempunkte, Extremrichtungen, Stiitzeigenschaften

Wir werden sehen, dass wir uns zur Bestimmung von Extrema bestimmter (insbesondere linearer) Funktionen
iiber einer konvexen Menge auf Punkte beschrianken kénnen, die sich nicht als Konvexkombination anderer
Punkte ausdriicken lassen.

Definition 2.18. Ein Punkt « € C heil3t Extrempunkt einer konvexen Menge C C R", wenn er keine echte
Konvexkombination verschiedener Punkte in C ist.
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Abbildung 2.3: Die Mengen aus den Beispielen 2.19, 2.20 und 2.22.

Beispiel 2.19. Die Extrempunkte der abgeschlossenen Kugel B (()) = {z € R? : ||z| < 1} (konvex nach
Proposition 2.5) sind alle Punkte ihres Randes {@ € R? : ||x|| = 1} (sieche Abb. 2.3). Die offene Kugel B1((])) =
{x € R?: ||z|| < 1} hat keine Extrempunkte. A

Beispiel 2.20. Die Extrempunkte der Menge conv({(3),(2),(3),(3),(3). (%), (1), (1), (%)}) sind die
Punkte {(9),(3),(3).(2), (%)} Giehe Abb. 2.3). A

In den obigen Beispielen sind die abgeschlossenen Mengen genau die konvexen Hiillen ihrer Extrempunkte.
Der folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung fiir diese Eigenschaft.

Satz 2.21. Jede kompakte konvexe Menge C C R" ist die konvexe Hiille ihrer Extrempunkte.

Beweis. Sei K die konvexe Hiille der Extrempunkte von C. Nach Satz 2.3 ist L C C, da C konvex ist.

Wir beweisen nun C C K per Induktion {iber die Raumdimension n. Fiir n = 1, sind alle kompakten, konvexen
Mengen abgeschlossene und beschrankte Intervalle, also die konvexe Hiille ihrer zwei Endpunkte, und damit
CCK.

Betrachte nun n € IN \ {1}. Angenommen es gdbe Z € C \ K. Dann liefert Satz 2.17 ein a € R™ \ {0} und
feRmita'Z > B > a'x fiir alle z € K. Da C kompakt ist, existiert

B =max{a'x:xcC}>a'Z >}

Die Hyperebene H := {x € R" : a'x = 3*} ist ein affiner Unterraum der Dimension n — 1. Es ist C N H
kompakt und nach Proposition 2.5 (ii) und (i) konvex. Betrachten wir also C N H als Objekt im affinen
Unterraum H, liefert uns die Induktion, dass C N ‘H = K’ wobei K’ die konvexe Hiille der Extrempunkte von
C N H bezeichnet. Per Definition von H ist C N H # (), also auch K’ # 0.

Wir behaupten, dass jeder Extrempunkt y € K’ von C N ‘H auch ein Extrempunkt von C ist. Das impliziert
(CNH)=K'C K und fithrt zu einem Widerspruch: Fiir 8* > /3 ist sogar (C N H) N K = () und fiir * = S ist
Z € (CNH)\ K. Es folgt, dass kein Z € C \ K existieren kann, bzw. C C K.

Sei nun also y ein Extrempunkt von C N H. Ist y kein Extrempunkt von C, lasst es sich als echte Konvex-
kombination y = >°7_, \;z® von Punkten {z®,...,2®} C C mit A > 0 und 1"\ = 1 darstellen. Da y ein
Extrempunkt von C N ist, muss es £ € {1,...,p} geben mit ® ¢ H, bzw. mit a' ® < 3*. Per Definition
von * gilt

p
. A>0
a,Ty = )\ga—rm(l) + Z )\iaTZE(z) < )\gaT:I:“) + Z i3 2 B* Z Ai = 37,

i€{l,...p\{¢} ie{1,....p}\{¢} i=1

ein Widerspruch zu y € H. Also ist y ein Extrempunkt von C, wie behauptet. O
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Die Notwendigkeit der Abgeschlossenheit haben wir bereits in Beispiel 2.19 gesehen. Das folgende Beispiel
zeigt die Notwendigkeit der Beschréanktheit.

Beispiel 2.22. Die abgeschlossene konvexe Menge C = {x € R? : z9 > |x1 — 2|} besteht nicht nur aus
Konvexkombinationen ihres einzigen Extrempunkts ((2)) (siehe Abb. 2.3). JAN

Beobachtung 2.23 (Ubung). Jede abgeschlossene konvexe Menge, die einen nichttrivialen (Dimension
grofder 0) affinen Unterraum enthélt, hat keine Extrempunkte.

Um den unbeschriankten Teil einer konvexen Menge beschreiben zu konnen, benotigen wir ihre Extremrich-
tungen.

Definition 2.24. Ein Vektor d € R™ \ {0} ist eine Richtung von D C R", wenn = + ad € D fiir alle x € D und
a > 0. Richtungen d®, d® heil3en verschieden, wenn d # 3d® fiir alle 8 > 0. Eine Richtung d ist eine
Extremrichtung, wenn d # d™ + d® fiir alle verschiedenen Richtungen d®,d®.

Beispiel 2.25. Die Richtungen der Menge C aus Beispiel 2.22 (siehe Abb. 2.3) sind {(3) # 0 : 8 > |a| > 0}. Die
Extremrichtungen von C sind () und (&) fiir alle o > 0. A

Beispiel 2.26. Lineare Unterrdume U C R™ haben keine Extremrichtungen: Jedes d € U \ {0} ist eine Richtung
von U und genauso d' = —d. Daher ist d = 2d + d' eine Linearkombination verschiedener Richtungen aus U. A

<

Die Beschreibung einer konvexen Menge durch ihre Extrempunkte und -richtungen nennt man ihre ,innere’
Darstellung. Alternativ lasst sich eine konvexe Menge als Schnitt von Halbraumen, ihrer ,dufSeren“ Darstellung,
beschreiben. Weitere Einzelheiten zu diesen Darstellungen und der Umrechnung werden in der Vorlesung
Diskrete Optimierung behandelt.

Definition 2.27. Es heift H = {x € R" : a'x = 8}, mita € R" \ {0} und 3 € R, Stiitzhyperebene von
D C R™ mit zugehorigem Stiitzhalbraum HS = {x € R" : @'« < 8} und dufSerer Normale a, wenn
DNH#D und DCHS.

In Definition 2.27 ist die Bezeichnung mit '<’ willkiirlich, da # = {x € R" : —a'x = —3}.

Wir zeigen nun, dass kompakte konvexe Mengen in jeder Richtung durch eine Hyperebene beschrankt werden
konnen.

Proposition 2.28. Fiir alle kompakten Mengen D C R", D # ) und alle a € R"™ \ {0} existiert eine
Stiitzhyperebene von D mit dullerer Normale a.

Beweis. Es ist D # () kompakt und f(x) = a'x stetig, daher existiert 3 = max{a'y : y € D}. Damit ist
H = {x € R": a"x = B} Stiitzhyperebene von D. O

Satz 2.29. Jede abgeschlossene, konvexe Menge C C R™, C # () ist die Schnittmenge ihrer Stiitzhalbraume.
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Abbildung 2.4: Von links nach rechts: strikt konvex, konvex, strikt konkav, weder konvex noch konkav. Der
Epigraph £(f) ist ausgeflllt und die Niveaumenge L(f,4) ist blau.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es fiir alle Z € R™ \ C einen Stiitzhalbraum von C gibt, der Z nicht enthélt.
Sei a > 0 so gewdhlt, dass C N B, (Z) # 0 mit B, () = {x € R" : ||z — Z|| < a}. Wegen Abgeschlossenheit
von C ist C N B, (Z) kompakt und es existiert

y €argmin{||Z — x| : x € C} = argmin{||Z — x| : ¢ € (C N Ba(T))}.

Sei a* = |z — g||. Dann ist o* > 0 und C N By+(Z) = 0 mit By+(Z) = {x € R" : ||l — Z| < o*}. Nach
Satz 2.17 existieren also @ € R\ {0} und 3 € Rmita'x < 3 < a'y fiiralle x € C und y € B.-(Z). Da
7 € OB, (Z) existiert eine Folge (7™ )rcn C Ba+ (Z) mit Grenzwert 7. Also gilt wegen Stetigkeit von a 'z,
dass
a'g<p< lima'g® =a'y,
k—o00

also a'y = 3. Damitist H = {x € R" : a'z < 8} D C der gewiinschte Stiitzhalbraum, da g € (C N {x €
R":a'x = 3}) # . Beachte, dass a 'z > 3 + %ﬁ > [ und somit Z ¢ H wegen T — %ﬁ € B+ (Z) und
a* > 0.

Aus C # R"™ folgt jetzt die Existenz eines Stiitzhalbraums von C. Wir kénnen also die Schnittmenge G aller
Stiitzhalbrdume von C betrachten. Es ist C C G, da jeder Stiitzhalbraum per Definition C enthélt. Andersherum
existiert nach unserer Voriiberlegung fiir alle Z € R"™ \ C ein Stiitzhalbraum von C, der Z nicht enthélt. Damit
ist z ¢ G und somit G C C. O

2.4 Konvexe Funktionen

Eine konvexe Funktion ist eine Funktion, deren Interpolation zwischen Funktionswerten immer linear be-
schrankt werden kann. Anschaulich heif3t das, dass die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten auf dem
Funktionsgraphen stets oberhalb der Funktion liegt. Wir geben die folgende formale Definition (siehe Abb. 2.4
fiir Beispiele).

Definition 2.30. Sei C C R™ konvex. Eine Funktion f: C — R heillt konvex, wenn
fQz+ (1 -Ny) <Af(x)+(1-Nf(y) Vxelyel\{z},Ae(0,1),

und strikt konvex, wenn die Ungleichung strikt gilt. Die Funktion f heil3t (strikt) konkav, wenn — f (strikt)
konvex ist.

Beispiel 2.31. Affine Funktionen ¢ + ~ sind konvex und konkav. A
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Ahnlich wie bei der Konvexitit von Mengen, kénnen wir die Konvexitit einer Funktion auch iiber beliebige
Konvexkombinationen von Argumenten und Funktionswerten charakterisieren.

Beobachtung 2.32 (Ubung). Sei f: C — R mit C C R" konvex. Dann ist f konvex genau dann, wenn fiir alle
@, . x® eCund A\y,...,\p, >0mitpe Nund }? | \; = 1gilt

P30 a®) <37 Aif(a).

Wir geben grundlegende Eigenschaften von konvexen Funktionen. Zu beachten ist, dass Differenzen, Produkte
und Minima konvexer Funktionen im Allgemeinen nicht wieder konvex sind.

Proposition 2.33 (Ubung). Seien C C R™ und f1, fo: C — R jeweils konvex und sei « > 0. Dann sind auch
afi, f1 + fo und max{fi, fo} konvex.

Wir wollen nun die Konvexitit einer Funktion mit der Konvexitit zugehoriger Mengen in Beziehung setzen.
Dazu definieren wir Mengen, die es erlauben unsere Anschauung iiber die Geometrie des Funktionsgraphen
auszudriicken (siehe Abb. 2.4).

Definition 2.34. Sei f: D — R mit D C R". Der Epigraph von f ist gegeben durch
E(f) = {(@,0) €D x R: f(2) < a}.
Die (untere) Niveaumenge von f zum Niveau 3 € R ist gegeben durch

L(f,B) ={zeD: f(zx) < B}

Wir konnen jetzt die Konvexitét einer Funktion auf die Konvexitat dieser Mengen zuriickfithren. Zu beachten
ist, dass konvexe Niveaumengen nur eine notwendige Bedingung fiir Konvexitét einer Funktion sind (wie man

beispielsweise an f(x) = 2° sehen kann). Funktionen, die dieser Bedingung geniigen, nennt man quasikonvex.
Satz 2.35 (Ubung). Fiir f: C — R mit C konvex gilt:

(i) Esist f konvex genau dann, wenn £( f) konvex ist.

(ii) Ist f konvex, dann ist auch L(f, 5) konvex fiir alle g € R.

Eine wichtige Eigenschaft von konvexen Mengen sei hier genannt.

Satz 2.36 (Ubung). Sind C C R™ und f: C — R konvex, so ist f im Inneren von C stetig.

Allerdings sind konvexe Funktionen im Allgemeinen nicht differenzierbar, wie man zum Beispiel an f(z) = |z|
sieht.

Wir zeigen jetzt die anschauliche Charakterisierung von Konvexitét fiir differenzierbare Funktionen, dass die
Funktion oberhalb jeder Tangente liegt.
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Satz 2.37. Sei f: C — R mit C konvex und f differenzierbar. Dann ist f genau dann konvex, wenn

f) > f@)+(y—=x) Vix) Vxelyecl\{z} (2.4)

und genau dann strikt konvex, wenn (2.4) strikt gilt.

Beweis. Sei f konvex und seien « € C, z € C \ {x} beliebig gewahlt. Betrachte ~: R — R mit
h(A) = (1 =N f(x)+ Af(z) — f((1 =Nz + Az).
Da f konvex ist, gilt h(A) > 0 fiir alle A € [0, 1]. Wegen ~(0) = 0 folgt

0< S0 = ~f@) + (=) - (=~ @) V(@)
und damit (2.4).

Ist f strikt konvex, gilt unter Verwendung von (2.4) mit y = %:c + %z sogar

f2) = 2 [f@) + 37(=) ~ 3 f@)]
> 2 [fGe+52) — 5 f(@)
(2.4)
20 @) + etz 2) V)~ L f(@)

= f@)+(z-2)"V/(z),

und damit gilt (2.4) strikt.

Fiir die Riickrichtung seien x € C, y € C \ {z} und z := Az + (1 — \)y mit A € (0,1). Da C konvex ist, ist
z € C und damit

M@+ (1= NI > A+ (@ 2) V)] + - N[+ -2 VE)]
= f(z)+[)\:c+(1—)\)y—z}TVf(z)
= fQAx+(1-Ny).

Also ist f konvex. Gilt (2.4) strikt, dann ist f nach der gleichen Rechnung strikt konvex. O

Fiir zweifach stetig differenzierbare Funktionen auf ganz R", konnen wir konvexe Funktionen iiber die intuitive
Eigenschaft charakterisieren, dass sie nichtnegativ gekriimmt sind.

Satz 2.38. Eine Funktion f: R" — R mit f € C? ist genau dann konvex, wenn die Hesse-Matrix Hy(x) :=
) fiir alle € R™ positiv semidefinit ist.

Beweis. Nach dem Satz von Taylor (siehe Analysis II) gilt fiir alle x, y € R", dass

e ) = @)+ - 2) V@) + - o) Hyw iy o)y -2). @25
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Abbildung 2.5: Die Funktion aus Beispiel 2.41.

Ist Hy () fiir alle x positiv semidefinit, so ist der letzte Summand in (2.5) nichtnegativ. Mit Satz 2.37 folgt,
dass f konvex ist.

Ist andersherum H;(Z) nicht positiv semidefinit in € R", so existiert y € R™ mit
(y— @) Hy(z)(y — @) <0.
Es ist H(z) uns somit auch g(z) := x " H¢(z)z stetig. Also kénnen wir y nah genug an Z wihlen, dass
(y—z) Hi(z+ty—2))(y—2) <0, Vtelo1].

Aus (2.5) und Satz 2.37 folgt, dass f auf R™ nicht konvex ist. O

Korollar 2.39. Sei f: R" — R mit f € C2. Ist Hy(x) positiv definit fiir alle € R™, so ist f strikt konvex. Die
Umkehrung gilt nicht.

Beweis. Fiir die Riickwértsrichtung beweisen wir analog, dass positive Definitheit von H ¢ () mit dem Satz von
Taylor impliziert, dass (2.4) strikt gilt und f damit strikt konvex ist. Die Vorwértsrichtung folgt nicht analog,
da das Stetigkeitsargument einen Abstand zu 0 braucht. Die Umkehrung gilt auch nicht, wie wir anhand der
konvexen, eindimensionalen Funktion f(x) = z* einfach am Punkt 0 sehen kénnen. O

Beispiel 2.40. Eine quadratische Funktion der Form f(x) = a+c'x + %CCTQ:B mit symmetrischer Matrix @)
hat die Hesse-Matrix Hy(x) = Q und ist daher konvex (bzw. konkav) genau dann, wenn Q positiv (bzw. negativ)
semidefinit ist. Insbesondere sind alle quadratischen Funktionen iiber R konvex und/oder konkav. A

Im Allgemeinen gibt es quadratische Funktionen, die weder konvex noch konkav sind.

Beispiel 2.41. Die Funktion f((3)) = a® + 3% — 4a3 hat die indefinite Hesse-Matrix
o (2 —4
mn=(2 )

mit Eigenwerten —2 und 6. Daher ist f weder konvex noch konkav. A
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2.5 Optimalitatskriterien fiir konvexe Optimierung

Wir verwenden nun unsere strukturellen Erkenntnisse aus den vorigen Abschnitten um Optimalitétskriterien
fiir konvexe Funktionen abzuleiten. Wir beobachten zunéchst, dass konvexe Funktionen nur globale Minima
haben konnen.

Satz 2.42. Seien C C R™ und f: C — R konvex. Dann ist jede lokale Minimalpunkt von f iiber C bereits ein
globaler Minimalpunkt.

Beweis. Sei Z € C ein lokaler Minimalpunkt von f iiber C und sei « € C beliebig. Wegen lokaler Minimalitat
von Z existiert dann A > 0 mit f(Z) < f(Z + A(xz — Z)). Mit Konvexitit von f folgt

f@) < fOx+ (1= ME) <Af(z)+ (1 - A)f(@),
und damit f(z) < f(x). Da dies fiir beliebige « gilt, ist Z ein globaler Minimalpunkt. O

Weiterhin zeigen wir, dass die Menge der Minimalpunkte einer konvexen Funktion konvex ist und dass strikt
konvexe Funktionen hochstens einen Minimalpunkt haben.

Satz 2.43 (Ubung). Seien C C R” und f: C — R konvex. Dann ist arg mingcc f() konvex.

Korollar 2.44. Sei C C R" konvex und f: C — R strikt konvex. Nimmt f sein Minimum iiber C an, dann in
einem eindeutigen Punkt.

Beweis. Angenommen es gibe zwei verschiedene Punkte x,y € argming <. f(2’) und sei z = Jx + 1y.
Wegen strikter Konvexitit von f ist f(z) < 1 f(z) + 1 f(y), aber Satz 2.43 liefert f(z) = f(x) = f(y) - ein
Widerspruch. O

Fiir konvexe Funktionen auf ganz R" ist die notwendige Bedingung, dass der Gradient an einem Minimalpunkt
verschwindet, bereits hinreichend.

Satz 2.45. Sei f: R” — R differenzierbar und konvex. Dann ist Z € R" ein globaler Minimalpunkt von f
tiber R" genau dann, wenn V f(Z) = 0.

Beweis. Es gilt V f(x) = 0 fiir alle lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion f auf R", also insbeson-
dere V f(Z) = 0 wenn Z ein globaler Minimalpunkt von f ist.

Sei andersherum V f(Z) = 0 und f konvex. Nach Satz 2.37 gilt
f@)>f®) +(x—2) V@) =f(®) VoeR"
also ist Z ein globaler Minimalpunkt. O

Das folgende Beispiel illustriert die obigen Optimalitatskriterien fiir die konvexe Minimierung. Es zeigt
auflerdem, dass es sehr wohl lokale Maximalpunkte einer konvexen Funktion geben kann.
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Abbildung 2.6: Die Funktion 2% — 42 + 3 aus Beispiel 2.46.

Beispiel 2.46. Die eindimensionale Funktion f(x) = x? — 42 + 3 nimmt Ihr Minimum iiber R im Punkt ¥ = 2 mit
V f(z) = 0 an (siche Abb. 2.6). Das Minimum iiber dem Intervall [—1, 0] wird am Rand des Intervalls angenommen,
das Minimum tiber [1.5, 3.5] nicht. Das Maximum iiber beiden Intervallen wird an ihrem Rand angenommen und
das Intervall [1.5,3.5] besitzt ein lokales Maximum bei x = 1.5. A

Zwar kann es lokale Maximalpunkte einer konvexen Funktion geben, dafiir konnen wir uns bei der Suche
nach globalen Maxima auf Extrempunkte beschrédnken. Wie das vorige Beispiel zeigt, ist das fiir Minima nicht
der Fall.

Satz 2.47. Seien C C R™ und f: C — R konvex und C kompakt. Nimmt f ihr Maximum {iber C an, dann auch
in einem Extrempunkt von C.

Beweis. Sei & € C ein Maximalpunkt von f iiber C. Nach Satz 2.21 und Satz 2.8 kdnnen wir Z als Konvexkom-
bination Z = Z?jll Aiz® mit A > 0und 1T\ = 1 darstellen, wobei 2™, ..., 2+ ¢ C Extrempunkte von C
sind. Da f konvex ist, folgt mit Beobachtung 2.32

n+1 n+1
)< > Nf(z®) < max z®)- ) N\ = max ).
f(@) < ; f@O) < max | f@®) ; P e (@)
Also existiert ein Extrempunkt ™, i € {1,...,n + 1} in dem das Maximum angenommen wird. O

Besonders wichtig fiir uns wird sein, dass affine Funktionen die Vorziige der Minimierung und Maximierung
konvexer Funktionen beziiglich aller Extrema vereinen.

Korollar 2.48. Jede affine Funktion iiber jeder kompakten und konvexen Menge hat nur globale Extrema und
nimmt sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum in einem Extrempunkt an.

Beweis. Sei f eine affine Funktion. Da f stetig ist, nimmt sie ihr Maximum und Minimum {iber jeder kompakten
Menge C an. Auflerdem sind f und — f konvex. Wegen

argmin{f(x) : ¢ € C} = argmax{—f(x) : x € C}

impliziert Satz 2.47, dass f ihr Maximum und Minimum in einem Extrempunkt annimmt. Genauso impliziert
Satz 2.42, dass nur globale Extrema existieren. O
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Wir machen zuletzt noch die wichtige Beobachtung, dass wir das Maximum einer konvexen Funktion iiber
einer kompakten Menge auf der konvexen Hiille dieser Menge suchen konnen.

Satz 2.49 (Ubung). Ist M C R™ kompakt und f: R™ — R konvex, so nimmt f ihr Maximum iiber M an und
es gilt
max{f(z): x € M} = max{f(z): « € conv(M)}.

Beobachtung 2.50 (Bonusaufgabe). Ist M C R"™ kompakt und f: M — R konvex, so nimmt f nicht
unbedingt ihr Maximum iiber M an.
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3 Polyeder

Fiir die Maximierung einer konvexen Funktion (auch fiir die Minimierung einer affinen Funktion) miissen
wir nur die Extrempunkte der zuldssigen Menge betrachten (Satz 2.47 und Korollar 2.48). Im Allgemeinen
koénnen das natiirlich unendlich viele Punkte sein, weshalb wir zusétzliche Struktur brauchen, um auf diese
Weise zu einem effizienten Losungsverfahren zu kommen.

Aus Satz 2.29 und Proposition 2.5 wissen wir, dass eine Teilmenge des R" genau dann abgeschlossen und
konvex ist, wenn sie die Schnittmenge von abgeschlossenen Halbrdumen ist. Wir interessieren uns besonders
fiir den Fall, in dem bereits eine endliche Anzahl an Halbraumen fiir die Beschreibung ausreicht, da dann
auch die Anzahl der Extrempunkte endlich ist.

Definition 3.1. Ein Polyeder ist eine Schnittmenge endlich vieler abgeschlossener Halbrdume, oder ganz R".
Ein Polytop ist ein beschrianktes Polyeder.

Insbesondere haben Polyeder also die folgenden Eigenschaften.

Beobachtung 3.2. Jedes Polyeder ist abgeschlossen und konvex.

Beobachtung 3.3. Eine Menge P C R" ist ein Polyeder genau dann, wenn A € R™*", b € R™ existieren, so
dass
P=P(Ab) ={xcR": Ax < b}.

Notation: Fiir eine Matrix A € R"*" bzw. einen Vektor b € R™ mit Zeilenindexmenge M C NN, |M| = m und
Spaltenindexmenge N C IN, |N| = n schreiben wir A € RM*Y bzw. b € RM. Weiter bezeichnet A;. € RY
den Zeilenvektor von A mit Index i € M (nicht notwendigerweise die i-te Zeile) und A;. € R™*¥ die aus den
Zeilen I C M gebildete Teilmatrix. Analog bezeichnet A.; € RM den Spaltenvektor von A mit Index j € N
und A.; € RM*/ die aus den Spalten J C N gebildete Teilmatrix.

Beispiel 3.4. Das Polyeder P(A,b) mit

2 0 5
0 -2 1
A=|-1 1|, b=]-1
2 9 23
6 —2 13

ist in Abb. 3.1 dargestellt. Es ist beschrdnkt, also ein Polytop, daher ist es nach Beobachtung 3.2 und Satz 2.21

die konvexe Hiille seiner Extrempunkte ( 32), (X% ), (_%5), (%°), (%°). A
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Abbildung 3.1: Das Polytop aus Beispiel 3.4, wobei a(” jeweils eine dulRere Normale des Stiitzhalbraums
{z € R?: A;.z < b;} bezeichnet. Die Teilmengen F und G sind Seitenflachen und {z € R? :
2x9 — x1 = 8} ist eine Stutzhyperebene.

Beobachtung 3.5. Die Menge von Losungen (2) eines Systems

Bx+Cy = c

Dx+FEFy < d
x > 0
x € RP
y € R

ist ein Polyeder, mit B € R™*?, C' € R™*4, D € R**?, E € R**9, ¢ € R™, d € R* und m, k, q,p € IN.

Beweis. Die Losungsmenge des Systems ist P(A, b) mit

B C c
-B -C —c
A=\'p g ®=|a]
-I O 0
wobei I die Einheitsmatrix und O die Nullmatrix bezeichnet. O

Wir haben also ein System von Gleichungen und Ungleichungen in die Form Ax < b gebracht. Insbesondere
haben wir dabei Gleichungen und Nichtnegativitdtsbedingungen eliminiert. Wir konnen andersherum ein
Ungleichungssystem in ein Gleichungssystem mit Nichtnegativitdtsbedingungen transformieren.
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Beobachtung 3.6. Die Losungsmenge eines Systems von (Un)gleichungen ist invariant unter folgenden
Transformationen (bzgl. der urspriinglichen Variablen):

(i) Ersetze eine Ungleichung der Form
a'z<p durch aT:c—l—y:ﬁ,yZO,
mit einer neuen Schlupfvariablen y € R.

(ii) Ersetze eine Variable
zeR durch z=z" -z, 27 >0,2" >0,

mit zwei neuen vorzeichenbeschrankten Variablen z*, z ™.

Diese Transformationen erlauben es uns zwischen verschiedenen Beschreibungen von Polyedern zu wechseln,
je nachdem welche Beschreibung im Kontext natiirlicher ist.

Korollar 3.7. Jedes Polyeder P C R” kann beschrieben werden durch ein Polyeder P’ C R™ mit n’ > n,
A e R™" e R™ und
P =P=(A,b) = {xcR" : Ax = b,z > 0}.

Natiirlich konnen wir auch auf iiberfliissige Ungleichungen in der Beschreibung des Polyeders verzichten.

Definition 3.8. Sei Ax < bmit A € R™*Y und b € RM. Existiert I C M mit I # () und P(A,b) =
P(A( M\I)-> b\ 1), dann heil3t Az < b redundant und das Teilsystem A;.x < by sowie alle Ungleichungen
A;.x < b; mit i € I redundant beziiglich Ax < b.

Eine wichtige Klasse von Polyedern sind solche, die aus Ursprungsstrahlen bestehen.

Definition 3.9. Ein Menge K C RR" ist ein Kegel, wenn \x € K fiir alle € K, A > 0. Ein Kegel ist polyedrisch,
wenn er ein Polyeder ist.

Die folgende Charakterisierung von polyedrischen Kegeln ist sehr niitzlich.

Beobachtung 3.10. Eine nichtleere Menge K C R" ist genau dann ein polyedrischer Kegel, wenn eine
Matrix A existiert mit
K =7P(A,0).

Beweis. Ist K = P(A,0), dann ist K offensichtlich ein Polyeder (Beobachtung 3.3). Fiir alle x € K und A > 0
gilt auflerdem

A(Ax) = MMz <0,
also ist Ax € K und K somit ein Kegel.
Ist andersrum K # () ein polyedrischer Kegel, dann existieren A € R™*™ und b € R™ mit K = P(A,b)
(Beobachtung 3.3). Wegen 0 € K gilt b > 0 und damit P(A,0) C P(A,b) = K. Wir behaupten, dass
K =P(A,0).
Sei dazu z € R™ \ P(A,0). Dann existiert also i € {1,...m} mit A;.Z > 0. Fiir beliebiges A > b;/(A;.Z) gilt
damit A;.(A\Z) = NA;.Z > b;, also Az ¢ P(A,b) = K. Da K ein Kegel ist und A > 0 wegen b > 0, folgt = ¢ K.
Damit ist £ C P(A, 0) wie behauptet. O
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3.1 Seitenflachen, Ecken und Facetten

Wir hatten bereits gesehen (Satz 2.29), dass abgeschlossene konvexe Mengen genau durch die Ungleichungen
gegeben sind, die fiir alle Punkte der Menge erfiillt sind.

Definition 3.11. Die Ungleichung a " < 3 heilt giiltig fiir M C R", wenn a € R®, § € R und

MC{xecR":a'z <3}

Dabei erlauben wir a = 0, also muss die rechte Seite kein Halbraum sein. Die Punkte eines Polyeders, fiir die
eine giiltige Ungleichung mit Gleichheit erfiillt sind, bilden eine Seitenflache.

Definition 3.12. Ist a' « < 3 eine giiltige Ungleichung fiir ein Polyeder P C R"™, dann heilRt
F=Pn{zeR":a'x=p}

Seitenfldche von P. Die Seitenfliche F wird von a '« < § induziert, sie ist echt, wenn F # P, trivial, wenn
F € {0, P}, und minimal, wenn sie keine andere nicht-triviale Seitenfldche von P enthilt.

Beispiel 3.13. Das Polytop P aus Beispiel 3.4 hat F = {x € P : 6x1 —2x2 = 13} als Seitenfldche (siehe Abb. 3.1).
Die Ungleichung 29 — x1 < 8 ist giiltig fiir P und indusziert die Seitenfliche G = {( ) }. Dieselbe Seitenfliche
wird auch von —z; < 2 indugiert. Die giiltigen Ungleichungen 2xo — z; < 9 und 0" < 0 indugieren triviale
Seitenfldchen A

Wir machen einfache Beobachtungen zur Definition von Seitenflachen und setzen sie in Bezug zu Stiitzhyper-
ebenen.

Beobachtung 3.14. Sei P ein Polyeder. Dann gilt:
(i) P ist eine Seitenflache von sich selbst.
(i) 0 ist eine Seitenflache von P.
(iii) Induziert a'x < 3 eine nichttriviale Seitenfliche von P, so ist a # 0.

(iv) Esist H={x € R": a'x = B} eine Stiitzhyperebene von P mit dullerer Normale a genau dann, wenn
a # 0 und a " x < § eine nichtleere Seitenfliche von P induziert.

Beweis.

@) Esist 0T < 0 eine giiltige Ungleichung fiir 7 und somit ist
P=PNR"=Pn{zecR":0"z =0}

eine Seitenflache.
(i) Esist0"x < § fiir § > 0 eine giiltige Ungleichung fiir P und somit ist

f=Pnd=Pn{zcR":0 z=4}

eine Seitenflache.
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(iii) Damit @z < § fiir @ = 0 giiltig ist, muss 3 > 0 gelten. Damit wire nach (i) und (ii) P NH € {P,0}
mit H = {x € R" : a' z = B} eine triviale Seitenfléche.

(iv) Sei H eine Stiitzhyperebene von P. Per Definition einer Hyperebene ist dann a # 0. Da H Stiitzhy-
perebene mit dulerer Normale a ist, gilt P C {x € R" : a'x < 3}, also ist a'x < f giiltig. Da H
Stiitzhyperebene ist, gilt auRerdem P N H # (. Damit induziert a "« < /3 eine nichtleere Seitenfliche
von P.

Sei andersherum a # 0 und induziere a ' = < {8 eine nichtleere Seitenfliche von P. Wegen a # 0 ist
eine Hyperebene. Aulerdem ist P N H # (), da diese von a '« < /3 induzierte Seitenfliche nichtleer ist.
SchlieRlich ist P C {x € R" : a '« < $}, da die Ungleichung a "« < § giiltig fiir P ist. O

Eine Seitenflache ist also trivial oder der Schnitt des Polyeders mit einer Hyperebene, die wiederum der
Schnitt zweier abgeschlossener Halbraume ist.

Beobachtung 3.15. Jede Seitenflache eines Polyeders ist wieder ein Polyeder.

Von zentraler Bedeutung fiir die lineare Optimierung ist, dass lineare Zielfunktionen ihre Extrema genau auf
Seitenflachen von Polyedern annehmen.

Proposition 3.16. Fiir alle Polyeder P C R™ und alle ¢ € R" sind argmin{c'z : € P} und arg max{c'x :
x € P} jeweils Seitenfldchen von P.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir arg max, das Argument fiir arg min ist identisch. Falls arg max{c'x :
x € P} € {0, P}, also insbesondere fiir ¢ = 0 oder wenn das Maximum nicht angenommen wird, gilt die
Behauptung nach Beobachtung 3.14. Ansonsten ist die Ungleichung ¢' « < v* mit v* = max{c'z : € P}
giiltig fiir P und induziert die nichtleere Seitenfliche PN{x € R": c'x = v*} = argmax{c'z: x € P}. O

Wir werden sehen, dass die Seitenflachen eines Polyeders der Form P(A, b) genau {iber Teilmengen von
Ungleichungen im System Ax < b charakterisiert sind, die mit Gleichheit gelten. Die folgende Definition
bezieht sich auf eine feste Beschreibung eines Polyeders.

Definition 3.17. Sei P = P(A,b) ein Polyeder mit A € RM*Y und b € RM. Die Menge der aktiven
Ungleichungen fiir alle & € F C P ist gegeben durch

eq(F)={ie M:A;.x=0bvVZT e F}.
Die von I C M induzierte Seitenfldche von P ist gegeben durch

fa(I) ={x € P: Ar.x = br}.

Beobachtung 3.18. Sei P = P (4, b) ein Polyeder mit A € RM*Y und b € RM. Fiir alle I C M ist fa(I) eine
Seitenflache von P gemal} Definition 3.12.

Beweis. Mit a' = Y, ;Aj. und B8 = >, b; ist a'x < j eine giiltige Ungleichung fiir P und damit
F = {x € P:a'x = B} eine Seitenfliche von P. Offensichtlich gilt fa(I) C F. Sei andersherum z € F.
Wegenz € Pgilta'z =Y ,., A;.Z <>, ;b = pund wegen Z € F gilt a'Z = . Es folgt A;.Z = b; fiir
alle 7 € I und damit z € fa([/). Also ist fa(I) = F. O
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Beispiel 3.19. In Beispiel 3.4 bzw. 3.13 (siehe Abb. 3.1) gilt eq(F) = {5} und eq(G) = {3, 4}, sowie F = fa({5})
und G = fa({3,4}). A

Zur Beschreibung des Rands eines Polyeders konnen wir uns auf seine Facetten beschrénken.

Definition 3.20. Eine echte Seitenfldche 7 von P = P (A, b) heildt Facette von P, falls F in keiner anderen
echten Seitenfldche von P enthalten ist.

Wahrend Facetten die duldere Beschreibung eines Polyeders liefern, brauchen wir fiir innere Beschreibung
seine Ecken.

Definition 3.21. Ein Punkt « € P ist eine Ecke des Polyeders P, wenn {x} eine Seitenfldche von P ist.

Beispiel 3.22. In Beispiel 3.4 bzw. 3.13 (siehe Abb. 3.1) ist F eine Facette, und der einzige Punkt in G ist eine Ecke
von P. Aber G ist in der echten Seitenfliche P N {x € R? : As.x = b3} enthalten, also ist G keine Facette. ~ /\

Wir charakterisieren nun die Ecken eines Polyeders und zeigen insbesondere, dass sie genau seine Extrempunkte
sind.

Satz 3.23. Sei P = P(A, b) C R” ein Polyeder und & € P. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Der Punkt & ist eine Ecke von P.
(i) Es gilt rank(Acq(fz}).) = n-
(iii) Der Punkt & ist ein Extrempunkt von P.

(iv) Es existiert ¢ € R™ mit {#} = argmax{c'x : = € P}.

Beweis.

Aus (i) folgt (iv): Sei & Ecke von P. Per Definition ist {Z} eine Seitenfldche von P, also existiert eine giiltige
Ungleichung ¢'x < v fiir P mit {&#} = {x € P : ¢'x = «}. Damit ist {#} = argmax{c 'z : = € P}.

Aus (iv) folgt (iii): Sei c € R" so dass {#} = argmax{c'x : ¢ € P}. Danngiltc'® > c'z fiiralle x € P\ {2}.
Damitist & # Az + (1 — Ny firallex € P,y € P\ {z} und A € (0,1), denn

c'd=\'3+ (1- )\)cT:i: > ez + (1-— )\)cTy = cT()\az +(1-Ny)

wegen x # & oder y # &.
Aus (iii) folgt (ii): Ist rank(Aeqy(fz}).) < n, dann existiert x € R™ \ {0} mit A.q((3}).@ = 0. Damit existiert,
wegen Stetigkeit der Abbildung Az, ein ¢ > 0 fiir dass inaktive Ungleichungen fiir {&} auch fiir {& + cx}
inaktiv sind, also

A(Z tex) <b.
Aber dann ist y := (& + ex) € P und z := (& — ex) € P und somit & = 1y + 1z kein Extrempunkt von P.

Aus (ii) folgt (): Ist rank(Aeq(1z}).) = 1, hat also A.q(ys)). vollen Spaltenrang, so hat Acq((3)).T = beq({2})
hochstens eine Losung (siehe Lineare Algebra I). Per Definition von eq(-) ist & also die einzige Losung. Damit
ist

fa(eq({:i:})) = {w eP: Aeq({@})_w = beq({ﬁ,})} = {i}
und nach Beobachtung 3.18 ist fa(eq({Z)) = {&} eine Seitenfladche von P. O
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Wir geben eine weitere Charakterisierung von Ecken fiir Polyeder der Form P=(A, b). Dazu erinnern wir
zunichst an folgende Notation.

Definition 3.24. Der Trdiger (engl: support) eines Vektors € R ist

supp(x) = {i € N : x; # 0}.

Satz 3.25 (Ubung). Sei P = P=(A, b) ein Polyeder und & € P. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Der Punkt & ist eine Ecke von P.
(i) Es gilt rank(A. gupp(z)) = [supp(2)|.

(iii) Die Spalten von A. g,z sind linear unabhéngig.

3.2 Dimension und Darstellung von Seitenflachen

Wir beschéftigen uns nun mit der Dimension von Seitenflachen eines Polyeders im Zusammenhang mit ihren
aktiven Ungleichungen. Wir fithren zunéchst die Dimension einer beliebigen Punktmenge auf die Dimension
eines affinen Raums zuriick. Dazu definieren wir den Abschluss einer Menge in Bezug auf die Bildung von
Linearkombinationen, affinen Kombinationen und konischen Kombinationen von Punkten (vgl. Satz 2.7 fiir
die konvexe Hiille).

Definition 3.26. Die lineare Hiille von M C R"™, M # () ist der kleinste lineare Raum, der M enthélt, also
lin(M) == {AX: A e R™* {A;,..., A} C M, ke N X e R}
Die affine Hiille aff(M) von M ist der kleinste affine Raum, der M enthilt, also
aff( M) = {AX: Ae RV* {A4,..., A} C M, keNAeR1"TA=1}.
Die konische Hiille cone(M) von M ist der kleinste konvexe Kegel, der M enthalt, also

cone(M) = {AX: Ae R™* {A4,..., A} C M, ke N,Xx e R*, x>0}

Beispiel 3.27. Seien @,y € R" mit « # y (siehe Abb. 3.2). Sind x und y linear unabhdngig, dann ist lin({zx,y})
durch die Ebene gegeben, die x,y, 0 enthdlt. Die affine Hiille von x und vy ist durch die Gerade gegeben, die durch
x und y verlduft, denn

af({z,y}) ={ D+ (1-Ny: AeR}={y+ Az —y): A€ R}.
Die konische Hiille wird von den zwei Ursprungsstrahlen, die x bzw. y enthalten, aufgespannt. A

Wir kénnen damit die Dimension einer Menge von Punkten als die kleinste Dimension eines affinen Raums
definieren, in den die Menge eingebettet werden kann.
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Abbildung 3.2: Zwei Punkte (2,0,1) " und (0,3,2) " in R? mit ihrer linearen (hellrot), affinen (blau), konvexen
(blau durchgezogen) und konischen (rot) Hille.

Definition 3.28. Die Dimension dim(M) einer nichtleeren Menge M C R" ist definiert durch
dim(M) := dim(aff(M)).

Die Menge M heil3t volldimensional, wenn dim(M) = n, bzw. aff (M) = R".

Wir konnen die Dimension natirlich auch auf die Dimension von linearen Rdumen zurickfithren.

Beobachtung 3.29. Fiir M C R” gilt lin(M) = aff(M U {0}) und aff(M) = {@} + lin({z — 2@ : z €
M\ {x@}}) fiir beliebiges @ € M, also insbesondere

dim(M) = max{d € NU{0} : Fz©,..., 2 e M mitz® — 2@, z® — 2@, ... ¥ — 2 linear unabh.}.
Wir definieren relativ innere Punkte eines Polyeders als innere Punkte beziiglich der affinen Hiille. Ist das
Polyeder nichtleer und nicht volldimensional, liegen alle seine Punkte auf dem Rand des Polyeders, es gibt also
keine inneren Punkte. Wir werden dennoch sehen, dass mindestens ein relativ innerer Punkt existiert. Anders

gesagt, ist ein Punkt ein relativ innerer Punkt, wenn eine Kugel der Dimension des Polyeders um den Punkt
existiert, die im Polyeder liegt. Insbesondere ist « relativ innerer Punkt des nulldimensionalen Polyeders {x}.

Definition 3.30. Ein Punkt x eines Polyeders P heil3t relativ innerer Punkt von P, falls  in keiner echten
Seitenfldche von P enthalten ist.

Wir zeigen, dass jedes Polyeder einen relativ inneren Punkt besitzt.

Proposition 3.31. Sei P = P(A,b) # ) mit A € RM*Y und b € RM. Dann existiert Z € P mit

A, T =0b; Vie€eq(P),
Aj;Z <bj VjeM\eq(P).

Jeder solche Punkt ist relativ innerer Punkt von P.
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Beweis. Wir zeigen zunédchst die Existenz eines Punkts Z mit der gewiinschten Eigenschaft. Ist eq(P) = M,
konnen wir jedes & € P # () wéhlen.

Seialso I := eq(P) # M und J := M \ eq(P) # 0. Fiir alle j € J existiert ein £’ € P mit Az < b; per
Definition von eq(P). Da P konvex ist, gilt

1 .
T = Wil Z P e P
71 =
und damit A;.Z = by. Also hat Z die gewiinschte Eigenschaft, denn fiir alle j € J gilt

1 ‘ 1 1
A — . () . () C— b,
A;x = |J|A3.w’ + ] E | A x® < ] g bj =b;.
e J\{j} teJ

Es bleibt zu zeigen, dass Z relativ innerer Punkt von P ist. Sei dazu d' = < § eine giiltige Ungleichung fiir P
und F die zugehorige induzierte Seitenflache, so dass & € F. Wir zeigen, dass F = P.

Fiir alle y € ker(Ar.) = {x € R": Ar.x = 0} gilt
Ap(Z +y) = br.

Da A;.x eine stetige Abbildung ist, existiert € > 0, so dass fiir alle y € ker(A;.) mit ||y|| < ¢ gilt
Aj(z+y)<by.

Es folgt
{(Z+y:ycker(AL), |y <elCPC{xeR":d x <d}.

Damit gilt fiir alle y € ker(Ay.) mit ||y|| < ¢, dass
§>d" (z+y)=0+dy.
Da ker(A}.) ein linearer Unterraum ist, folgt d 'y = 0 fiir alle y € ker(A;.). Also ist
Pn{Zz4+y:ycker(Ar)} CPN{xcR":d =5} =F. (3.1)
Andererseits ist A;.x = by fiir € R" genau dann, wenn A;.(x — Z) = 0, bzw. wenn y = x — & € ker(Ar.).

Daraus folgt
P=PnN{zxecR":Are=br} =PnN{Z+y:ycker(Ar)}. (3.2)

Da F Seitenfldache von P ist, also F C P, ergibt sich aus (3.1) und (3.2), dass F = P. O
Aus unseren Uberlegungen lisst sich eine Dimensionsformel ableiten.
Korollar 3.32. Fiir jedes Polyeder P = P(A,b) C R", P # () gilt

dim(P) = n — rank(Aeq(py.) = dim(ker(Aeqepy.))-

Beweis. Wir haben im Beweis von Proposition 3.31 gesehen, dass

{Z+y:yeker(Agp)) lyl <e} CPC{Z +y:y € ker(Aey(p).)}-
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Aus aff({Z +y : y € ker(Acq(p).)}) = aff({Z} + ker(Aqq(p).)) folgt damit
dim(ker(Aqqepy.)) < dim(P) < dim(ker(Aeqepy.)),

beziehungsweise dim(P) = dim(ker(Aqq(p).)). Aus dem Dimensionssatz {iber lineare Abbildungen (Lineare
Algebra I) wissen wir auRerdem

n = rank(Aqq(p).) + dim(ker(Aqqep).))-
Beide Tatsachen implizieren zusammen die Aussage. O

Eine unmittelbare Folgerung ist, dass aktive Ungleichungen noétig sind, um die Dimension einzuschranken. Die
Existenz aktiver Ungleichungen ist allerdings nicht hinreichend, da die Ungleichung 0" 2 < 0 zugelassen ist.

Korollar 3.33. Ist P = P(A, b) # () ein Polyeder mit eq(P) = (), dann ist P volldimensional.

Wir verallgemeinern die Dimensionsformel weiter fiir Seitenfldchen. Dabei ist zu beachten, dass sich die
folgende Dimensionsformel tiber eq(-) auf die Beschreibung des zugrunde liegenden Polytops bezieht!

Satz 3.34 (Dimensionsformel). Ist 7 # () eine Seitenfldche des Polyeders P = P(A4,b) C R™, dann gilt
dim(F) = n — rank(Aeq(r).)- (3.3)
Ist F eine echte Seitenfldche von P, dann gilt dim(F) < dim(P).
Beweis. Sei A =RM*N und definiere I := eq(F) und J := M \ eq(F). Sei d' x < § eine giiltige Ungleichung
fiir P, die F induziert. Dann ist

F=Pn{zecR":d z =24}
={zecR": —d"x < -6, Az < b}.

Es ist also F ein Polyeder (Beobachtung 3.15) mit den aktiven Nebenbedingungen
—d"z=-6 und A,z = b
Nach Proposition 3.31 existiert also ein & € F mit
d'z =6 Arz=0b;, A;T<by
und nach Korollar 3.32 fiir das Polyeder F gilt
dim(F) = dim(ker((5)))-
Wegen dem Dimensionssatz iiber lineare Abbildungen (Lineare Algebra I) ist
dim(ker(Az.)) = n —rank(Ar.).

Um (3.3) zu zeigen, geniigt also zu zeigen, dass ker ( ( ‘34’ )) = ker(Ay.). Es ist klar, dass ker (( 34’ )) C ker(Ap).
Sei nun y € ker(Az.). Wegen Stetigkeit der Abbildung A ;.x, existiert ¢ > 0 mit

A (T +ey)=br, A;(Ttey) <by.
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Alsosind Z + ey € P und da d' x < ¢ eine giiltige Ungleichung ist, gilt
§>d (Z+ey)=0+ed'y.

Daraus folgt d'y = 0, also ist y € ker(( ‘34 )) und ker (( 2#’ )) = ker(Ay.) bzw. (3.3) ist gezeigt.

Wegen ker((é%’ )) = ker(Ar.) und F # 0 gilt

F=Pn{xeR": Aqr).® = b, d @ =6} =P N ({Z} + ker((11)))
=Pn({&} +ker(Ar)) =P n{x € R": A7) & = beq(r)} = faleq(F)). (3.4)

Ist F eine echte Seitenflache von P, dann gilt damit
P{x € R": Aeqr) T = beqr)} = F S P ={x € P: Acqp).T = beg(p) }-
Insbesondere ist, wegen F # (),
0 #{x e R": Aq(r) @ = beg(r) } & {@ € R" : Aeqp).® = beg(p) }

und damit rank(Aeq(r).) > rank(Aeqp).). Aus (3.3) folgt damit dim(F) < dim(P). O

Wir konnen insbesondere ableiten, dass Seitenflichen eindeutig durch ihre aktiven Ungleichungen induziert
werden.

Korollar 3.35. Ist F # () eine Seitenfldche des Polyeders P = P(A,b) C R", dann ist
F={x € P: Aeqr)-® = beq(F)} = fa(eq(F)),
aff(F) = {x e R": Aeq(]:).:li = beq(]—')}'
Beweis. Den ersten Teil der Aussage haben wir im Beweis von Satz 3.34 (Gleichung (3.4)) gezeigt.
Aus F C T ={x € R": Agyr). T = beq(F)} folgt
aff(F) Caff(T) =T,

da 7 ein affiner Raum ist. Weiter gilt wegen F # () nach Satz 3.34 und dem Dimensionssatz iiber lineare
Abbildungen (Lineare Algebra I), dass

dim(F) = n — rank(Aey(r).) = dim(ker(Aqqr).)) = dim(7).

Da aff(F) und 7 affine Rdume sind mit aff (F) C T sowie dim(aff(F)) = dim(7), folgt, dass aff(F) = 7. O

Wir haben schon beobachtet (Beobachtung 3.15), dass Seitenflachen wieder Polyeder sind. Wir stellen weiter
fest, dass sich die Seitenflachen {ibertragen.

Beobachtung 3.36. Sei P = P(A,b) C R" ein Polyeder mit Seitenfliche 7 C P. Dann ist G C F Seitenflache
von P genau dann, wenn G Seitenfldache von F ist.
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Beweis. Nach Korollar 3.35 konnen wir F als Polyeder der Form
F=P(D,d) ={xcR": Aeq(;)_a: < beq(}-), —Aeq(]:)_a: < _beq(}')v Ax < b}

betrachten. Bezeichne mit eq+(-) und far(-) die aktiven Ungleichungen bzw. die induzierten Seitenflachen
beziiglich der Beschreibung P (D, d). Wegen G C F ist eq(F) C eq(G). Damit gilt

fa]:(eq]:(g)) = {CC eF: Deq]__(g),w - dngr(g)}
=F N{x € P: Deg,(g)® = deqr(g)}

= {ac ceP: Aeq(g).w = deq(g)}
= fa(eq(9)),

also ist G nach Beobachtung 3.18 und Korollar 3.35 Seitenfldche von F genau dann, wenn es Seitenflache
von P ist. O

Wir konnen nun Ecken und Facetten uber ihre Dimension charakterisieren.

Proposition 3.37. Eine Seitenfldche F eines Polyeders P C R" ist eine Ecke genau dann, wenn dim(F) = 0
und eine Facette genau dann, wenn dim(F) = dim(P) — 1.

Beweis. Die Aussage fiir Ecken gilt per Definition. Ist F keine Facette, dann existiert eine Seitenfliche G mit
F € G C P. Aus Satz 3.34 und Beobachtung 3.36 folgt

dim(F) < dim(G) — 1 < dim(P) — 2.

Sei andersherum dim(F) # dim(P) — 1. Nach Satz 3.34 kann F also nur eine Facette, und damit eine echte
Seitenflache, sein, wenn dim(F) < dim(P) — 2 bzw. rank(Aey(r).) > rank(Aeqepy.) + 2. Sei I C eq(F) so
gewdhlt, dass rank(A;.) = rank(Aqq(r).) — 1. Nach Beobachtung 3.18 ist G = fa([) eine Seitenfldche von P
und nach Korollar 3.35 ist 7 = fa(eq(F)). Damit gilt

G =fa(I) D fa(eq(F)) = F.
Nach Satz 3.34 ist
dim(G) = n —rank(A;.) = n — rank(Aeqr).) + 1 = dim(F) + 1 < dim(P).
Also ist G # F eine echte Seitenfldche, die F enthélt. Damit ist F keine Facette. O

Wichtig sind auf3erdem eindimensionale Seitenflachen.

Definition 3.38. Eine Seitenfldche F eines Polyeders P ist eine Kante wenn dim(F) = 1. Existieren x,y € R",
y # 0mit F = {z} + lin({y}) = aff({x,y + x}), so heildt F Extremalgerade von P. Existieren x,y € R",
y # 0 mit F = {x} + cone({y}), so heillt F Extremalstrahl von P.

Ist eine Kante in beide Richtungen beschrankt, sind ihre 0-dimensionalen Endpunkte nach Proposition 3.37
und Beobachtung 3.36 Ecken des Polyeders.

Beobachtung 3.39. Jede Kante eines Polyeders, die keine Extremalgerade und kein Extremalstrahl ist, ist die
Verbindungsstrecke conv({x,y}) zweier Ecken x, y. Diese Ecken heien dann adjazent auf P.
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Wir konnen auch relativ innere Punkte iiber ihre aktiven Ungleichungen charakterisieren.

Satz 3.40. Sei F eine Seitenfldche eines Polyeders P(A,b) und Z € F. Dann ist Z genau dann ein relativ
innerer Punkt von F, wenn eq({Z}) = eq(F).

Beweis. Sei G eine Seitenfldche von F mit & € G. Aus & € G C F folgt eq(Z) 2 eq(G) D eq(F). Ist
eq({Z}) = eq(F), dann auch eq(G) = eq(F) und damit, nach Korollar 3.35, auch

G = fa(eq(G)) = fa(eq(F)) = F.

Also ist Z relativ innerer Punkt von F.

Ist eq({Z}) # eq(F), dann gilt eq(F) < eq({Z}) wegen Z € F. Aber dann ist Z € fa(eq({Z})) und nach
Beobachtung 3.18 ist fa(eq({Z})) eine Seitenflidche von P. Wegen eq(F) # eq({Z}) gilt fa(eq({Z})) # F und
damit

fa(eq({z})) S fa(eq(F)) = F.

Nach Beobachtung 3.36 ist die Seitenfldche fa(eq({Z})) C F von P auch Seitenfliche von F und damit &
kein relativ innerer Punkt von F. O
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4 Grundlagen der Linearen Optimierung

Wir beschéftigen uns nun speziell mit linearen Optimierungsproblemen, die also eine affine Zielfunktion
haben und deren Nebenbedingungen mittels affiner Funktionen beschrieben werden kénnen. Wir werden die
zuldssige Menge solcher Probleme oft als Polyeder der Form P (A, b) ausdriicken.

Definition 4.1. Ein lineares Programm (LP) ist ein lineares Optimierungsproblem, das in der Form

max ¢ 'z s.t. Az <b,

mit A € R™*", b € R™, ¢ € R" fiir n,m € IN geschrieben werden kann. Diese Form heil3t die natiirliche Form
des LPs.

4.1 Duales Problem und schwache Dualitat

Betrachte beispielsweise das folgende lineare Programm in natiirlicher Form:

max 5x1 + 3z + 43
s.t. 3z + 220 + 23 < 6,
1+ 2 + 23 <5,
2x1 + 223 < 4,
—x; <0 firi € {1,2,3}.

Die Losung x1 = 1,22 = 1, z3 = 1 ist offensichtlich zuldssig und erreicht einen Zielfunktionswert von 12. Wir
konnen einfach beweisen, dass diese Losung nicht optimal ist: Dazu brauchen wir lediglich eine Losung mit
besserem Zielfunktionswert, z.B. x1 = 0, o = 2, v3 = 2 mit Wert 14.

Die Losung = = (0,2,2) " ist sogar optimal. Aber wie konnen wir das formal beweisen? Wir kénnen versuchen
den optimalen Zielfunktionswert mit Hilfe der Nebenbedingungen zu beschrénken. Da alle Variablen nicht-
negativ sind (!), impliziert die erste Nebenbedingung zum Beispiel

51 + 3xg +4x3 < 4- (3x1 + 229 + x3) < 24.
Mit Hilfe der zweiten Nebenbedingung bekommen wir
Sx1 + 3xg +4x3 < 1-(3x1 + 229+ x3) + 3+ (11 + 22 + x3) < 21.
Nehmen wir die dritte Nebenbedingung hinzu sogar beispielsweise

S5x1+ 3w +4x3 <1-(3x1+2x9+23)+1-(x1 +22+23)+1- (201 + 223) < 15.
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Wir haben also gezeigt, dass keine zulassige Losung unseres linearen Programms einen besseren Wert als 15
erreichen kann. Damit haben wir aber immer noch nicht die Optimalitit unserer Losung mit Wert 14 gezeigt.
Was ist die niedrigste obere Schranke, die wir durch Kombination von Ungleichungen erhalten kénnen? Wir
suchen also eine Gewichtung der drei Ungleichungen mit Faktoren 1, 2, y3, S0 dass x; in Summe mit Gewicht
mindestens 5 vorkommt, xo mit Gewicht mindestens 3 und z3 mit Gewicht mindestens 4. Wir konnen diese
Frage wiederum als lineares Programm formulieren:

min 6y1 + 5y2 + 4ys
s.t. 3y1 + y2 + 2y3 > 5,
2y1 +y2 > 3,
Y1 +y2 + 2y3 > 4,
yi >0  fird e {1,2,3).

Beachte, dass wir die Gewichte der Ungleichungen nicht-negativ wiahlen miissen, damit die Ungleichungen
gliltig bleiben.

Jede zuléssige Losung des Minimierungsproblems ist per Konstruktion eine obere Schranke an die optimale
Losung des Maximierungsproblems. Die Losung y; = 3/2,y2 = 0,y3 = 5/4 ist zulédssig und hat Wert 14. Wir
haben also einen kurzen Beweis, dass unsere obige Losung in der Tat optimal ist, denn

3 5 3 5
5.%'1+3.%'2+4.%’3§5-(3:6‘1—%2:()24—373)4—1(23?1—!-21’3)§§-6+1-4:14.

Daraus folgt ebenfalls, dass y; = 3/2,y2 = 0,y3 = 5/4 eine Optimallosung des Minimierungsproblems ist.

Im Allgemeinen miissen wir Variablen zulassen, die sowohl positiv als auch negativ werden konnen. In
diesem Fall, konnen wir die Zielfunktion nicht durch eine Linearkombination von Ungleichungen von oben
beschranken. Stattdessen miissen wir die Zielfunktion durch eine exakte Linearkombination ausdriicken. Wir
fiihren das duale LP entsprechend wie folgt ein.

Definition 4.2. Fiir das (primale) LP

max c'x
{HE) s.t. Ax <b,
ist das duale LP gegeben durch
min b'y
(DLP) st. ATy =c¢,
y>0.

Das Duale in der obigen Definition befindet sich in sogenannter Standardform, wobei die zuldssige Menge
in der Form P=(A, b) ausgedriickt ist. Wir haben bereits in Korollar 3.7 festgestellt, dass sich die zuléssige
Menge immer durch Anwendung von Beobachtung 3.6 in diese Form bringen lasst.

Beobachtung 4.3. Jedes lineare Programm kann in Standardform
mine' 'z st. Az =b,z >0,
mit A € R™*"™, b € R™, ¢ € R" fiir n,m € N, iiberfiihrt werden.

Wir zeigen, dass das primale LP dual zum dualen LP ist.

40



Satz 4.4. Das duale LP von (DLP) ist wieder (LP).

Beweis. Negieren wir den Zielfunktionswert, ldsst sich (DLP) in natiirlicher Form schreiben als

max —bTy
AT c
st. | —AT |y < | —c
—I 0
Das hierzu duale LP ist per Definition
-
c u
min | —c v
0 w
u
st.(A —A -I)[v ]| =-b,
w

uw,v,w > 0.

Durch die Substitution « := v — u und Eliminieren der Schlupfvariablen w (siehe Beobachtung 3.6), erhalten
wir das dquivalente Programm

min —c¢' x
s.t. —Ax > —b,
was nach erneuter Negierung des Zielfunktionswerts genau (LP) ist. O

Unsere Konstruktion impliziert sofort, dass das duale LP immer eine Schranke an das primale LP liefert.

Satz 4.5 (schwache Dualitdt). Fiir alle zulédssigen Losungen x, y eines primalen Maximierungsproblems der
Form (LP) und des dazugehérigen dualen LPs (DLP) gilt ¢ < bTy.

Beweis. Es gilt
y>0

cle=A"y) ze=y Az < y'b. O

Korollar 4.6. Sind x, y zulissige Losungen von (LP) bzw. (DLP) mit ¢' « = b 'y, dann sind @, y Optimall6-
sungen von (LP) bzw. (DLP).

Wir zeigen nun, dass das Duale LP sich immer genau als das lineare Programm ergibt, dass die beste Schranke
an den primalen Zielfunktionswert mittels einer Linearkombination der primalen Ungleichungen bestimmt.

Satz 4.7. Gegeben seien dimensionsvertragliche Matrizen A, B, C, D und Vektoren a, b, ¢, d. Dann sind

max a'xz+b'y min c¢'u+d'v
st. Axz+Cy<ecec st. ATu+BTv>a
PA - DA =7
Qs Bx + Dy =d, und 406y C'u+D"v=hb,
xz > 0. u>0

zueinander duale lineare Programme.
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Beweis. Wir konnen (DA) durch Anwendung von Beobachtung 3.6 in Standardform schreiben als

c u
min d vt
—d v
0 w
u
.t AT BT —BT -1\ [ot a
\¢T DT -DT 0O) v | \b)’
w
u,v+,v_,w20,

wobei I die Identitdtsmatrix und O die 0-Matrix, beide mit geeigneten Dimensionen, bezeichnet. Das duale
Programm hierzu ist nach Satz 4.4

A C c
B D T d
““|-B -p <y> =1 -a
-I O 0
Dieses Programm ist d&quivalent zu (PA). Umgekehrt ist (DA) per Definition dual zu (PA). O

Insbesondere haben wir im einleitenden Beispiel genau das Duale konstruiert.

Korollar 4.8. Das zu
max ¢ x S.t. Ax <b,x >0

duale LP ist
min b'y S.t. ATy >c,y>0.

4.2 Beispiel: Batterierecycling

Wir betrachten ein prototypisches Beispiel, um die Bedeutung der Dualitdt zu veranschaulichen. Nehmen wir
dazu an, wir kontrollieren ein Unternehmen, dass sich darauf spezialisiert hat, Altbatterien zu verwerten. Der
Einfachheit halber gebe es nur zwei unterschiedliche Akkupacks mit unterschiedlicher (stark vereinfachter)
Zellchemie zu berticksichtigen:

Akkupack Eisen [kg] Cobalt [kg] sonstige Metalle [kg] Gesamtkosten [€]

NiMH 2 1 2 300
Li-ion 2 4 1 500

Wir haben einen Auftrag zur Lieferung von 500kg Eisen, 400kg Cobalt und 300kg sonstige Metalle, den wir
so kostengiinstig wie moglich bedienen wollen.
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Abbildung 4.1: Grafische Darstellung des LPs (BR).

Sei dazu x; eine Variable, die die Anzahl zu verwertender NiMH-Packs bezeichnet und sei x5 eine entsprechende
Variable fiir Li-ion-Packs. Wegen der groRen Anzahl benotigter Akkupacks, kénnen wir ndherungsweise
fraktionale x1,x2 > 0 zulassen. Dann lasst sich das Problem wie folgt als LP modellieren (siehe Abb. 4.1):

min 300z + 500x2 (Gesamtkosten in €)
s.t.  2x1 + 2x9 > 500, (bendtigtes Eisen in kg)
x1 + 49 > 400, (benotigtes Cobalt in kg)
2x1 + x9 > 300, (bendtigte sonstige Metalle in kg)
x1 >0,
x9 > 0.

(BR)

Wir konnen das Problem wie folgt grafisch 16sen. Die Menge der zuldssigen Losungen mit Zielfunktionswert ~y
ist durch den Schnitt der zulédssigen Menge P mit der Geraden

G, = {x € R?: 30021 + 50022 = v}

gegeben. Wir suchen den kleinsten Zielfunktionswert v* fiir den dieser Schnitt nicht leer ist. Dazu kénnen wir
von einer Geraden mit nichtleerem Schnitt ausgehen, zum Beispiel Go30 000 und diese in Richtung —c = — ( 300 )
parallel verschieben, bis sie zu einer Tangente der zuldssigen Menge wird. In unserem Fall ist diese Tangen-
te Ggs.000 und ihr Schnitt mit der zuldssigen Menge ist { (%Y )} (siehe Abb. 4.1). In anderen Worten ist die
optimale Losung «* unseres Problems, 200 NiMH-Packs und 50 Li-ion-Packs zu verwerten. Die Kosten dieser
Losung sind 85.000€.

In héheren Dimensionen ist unser grafisches Losungsverfahren nicht mehr praktikabel. Wie kénnen wir im
Allgemeinen vorgehen, um eine optimale Losung zu bestimmen?

Wir stellen zunachst fest, dass die Optimallésung in unserem Beispiel eine Ecke bzw. ein Extrempunkt der
zuldssigen Menge ist. Das muss der Fall sein, sofern die zuldssige Menge Ecken besitzt und ein Optimum
existiert: Da ein Polyeder mit Ecken keinen affine Teilraum enthélt (siehe Ubung), enthilt die von den
Optimallosungen induzierte Seitenflache (Proposition 3.16) eine Ecke. Konnen wir also nachweisen, dass ein
Optimum existiert, geniigt es alle Ecken der zuldssigen Menge abzusuchen.

In unserem Fall kénnen wir wie folgt zeigen, dass eine optimale Losung existiert. Zuerst zeigen wir, dass die
zuldssige Menge nicht leer ist, indem wir eine zuléssige Losung angeben, zum Beispiel (580) oder (580 ) Der
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Abbildung 4.2: lllustration der zuldssigen Menge und Zielfunktion (griin) von (DBR).

Punkt (°J°) hat Kosten bzw. einen Zielfunktionswert von 150.000. Also wird die Optimallésung auf dem
Schnitt der zuldssigen Menge mit der kompakten Menge C = {z € R? : 300z + 50022 < 150.000,z > 0}
angenommen.

Damit wissen wir also, dass wir nur die Ecken absuchen miissen. Nach Satz 3.34 sind in unserem Fall
(Raumdimension n = 2) Ecken jeweils der Schnitt zweier Geraden der Form {z € R? : A,z = b;} fiir
i€ {1,...,5}. Es gentigt also die (g) = 10 entsprechenden Schnittpunkte zu berechnen, jeweils zu priifen, ob
sie zuldssig sind, und den zuldssigen Schnittpunkt auszuwahlen, der den besten Zielfunktionswert hat. Und
tatsachlich hat «* unter den 4 zuléssigen Schnittpunkten den besten Zielfunktionswert.

Im Allgemeinen sind Ecken iiber (") Schnittpunkte von jeweils n Hyperebenen definiert und auch dieses
Losungsverfahren unpraktikabel. Wir werden in Kapitel 5 ein systematischeres Verfahren kennenlernen, um
die Ecken abzusuchen: Der Simplexalgorithmus geht von Ecke zu Ecke entlang Kanten der zuldssigen Menge,
so dass sich der Zielfunktionswert in jedem Schritt verbessert. Wir werden sehen, dass man auf diese Weise
eine optimale Losung findet, sofern eine existiert. Waren wir in unserem Beispiel so verfahren, hétten wir,
angefangen von der Ecke (580) des Polytops P N C, nur zwei weitere Ecken untersuchen miissen.

Duales Problem

Um zu beweisen, dass x* = (25000) tatsachlich optimal ist, konnen wir das duale LP zu (BR) betrachten. Dazu
miissen wir das Problem formulieren, die beste Schranke an (BR) durch Linearkombination der Ungleichungen
zu finden. Wir fiihren Variablen y € R? ein, die beschreiben, wie oft die drei ersten Ungleichungen von (BR)
jeweils in die Schranke eingehen. Wir miissen sicherstellen, dass x; in der Linearkombination héchstens
mit Vorfaktor 300 auftaucht und x5 hochstens mit Vorfaktor 500, damit wir eine untere Schranke erhalten
(wegen > 0 geniigt das). Aullerdem miissen wir y > 0 sicherstellen, damit unsere Ungleichungen mit
diesen Faktoren multipliziert giiltig bleiben. Die untere Schranke ergibt sich dann als Linearkombination der
rechten Seiten. Wir erhalten also das duale LP

max 500y; + 400y2 + 300ys

s.t. 2y; + y2 + 2y3 < 300,
2y1 + 4y2 + y3 < 500,
y=>0.

(DBR)

Wir kénnen auch hier wieder grafisch eine Optimallosung bestimmen (siehe Abb. 4.2), oder alle (g) =10
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Schnittpunkte der Ungleichungen absuchen. Wir erhalten die Optimallosung y* = %(700, 400,0) " mit Ziel-
funktionswert
500y] + 400y5 + 300y5 = 85.000 = 300x7] + 500z5.

Wir haben also eine straffe untere Schranke gefunden, die die Optimalitiat von =* (und y*) beweist (vgl. Ko-
rollar 4.6). Wir werden das Prinzip der starken Dualitdt zeigen (Satz 4.19), das besagt, dass wir immer eine
straffe untere Schranke als Linearkombination der Ungleichungen bestimmen kénnen.

Interpretation der dualen Losung

Wir kénnen die dualen Variablen wie folgt interpretieren. Angenommen, ein Rohstofflager méchte ein Konkur-
renzangebot fiir die Lieferung machen. Welchen Preis y; kann es fiir Eisen, welchen Preis y, fiir Cobalt und
welchen Preis y;3 fiir sonstige Metalle verlangen, um konkurrenzfihig zu sein und dabei maximalen Profit
zu erzielen? Die Nebenbedingungen von (DBR) fordern, dass die Preise nicht teurer sind als das Recycling
von NiMH- bzw. Li-ion-Packs und die Zielfunktion maximiert den Profit. Der Profit der Optimallésung y*
entspricht genau den Selbstkosten von «* aus (BR). Einen hoheren Preis kann das Rohstofflager nicht fordern,
ohne teurer als der (giinstigste) Recyclingprozess zu werden. Die Werte der dualen Optimallésung y* werden
auch Schattenpreise genannt.

In unserem Fall ist y; = 700/6 und y5 = 400/6, was den Kosten entspricht, die zusatzlich pro kg entstehen,
wenn wir die Auslieferungsmenge von Eisen bzw. Cobalt (infinitesimal) erh6hen wollen. Anders gesagt, sind
dies unsere Kosten pro produzierter Einheit, wobei wir keinen Uberschuss haben. Im Gegensatz dazu ist i = 0,
was bedeutet, dass wir einen Uberschuss an sonstigen Metallen produzieren, also, dass die entsprechende
Ungleichung nicht aktiv ist. Mehr davon zu liefern wiirde uns zunéchst gar nichts kosten. Wie wir sehen
werden, besteht immer eine solche Komplementaritdt zwischen inaktiven primalen Nebenbedingungen in der
primalen Optimallésung und dualen Variablen im Trager der dualen Optimallosung (siehe Satz 4.22).

4.3 Zulassige Richtungen und Losungen

Um starke Dualitét herzuleiten, charakterisieren wir zunachst optimale Losungen dariiber, dass Sie sich in
keiner Richtung lokal verbessern lassen. Wir definieren dazu zunédchst Richtungen in denen wir lokal zuléssig
bleiben. Achtung, das entspricht nicht den Richtungen der konvexen zuldssigen Menge gemal(3 Definition 2.24.

Definition 4.9. Ein Vektor s € R" heil3t zuldssige Richtung in einer zuldssigen Losung & € R" eines LPs, wenn
A > 0 existiert, so dass T + As eine zuldssige Losung des LPs ist. Die Menge aller zulédssigen Richtungen in &
bezeichnen wir mit Z(z) C R".

Fiir zuldssige Mengen der Form P(A, b), diirfen zuldssige Richtungen die linken Seiten der aktiven Unglei-
chungen nicht erh6hen. Wir beobachten, dass diese Bedingung auch hinreichend ist.

Beobachtung 4.10. Sei A € R™*™, b € R™ und ¢ € R™ und & € R" eine zuléssige Losung von

max c' x s.t. Ax < b.

Dann ist die Menge der zuldssigen Richtungen fiir Z gegeben durch

Z(x)={seR": Aeq(i)_s < 0}.
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Beweis. Ist s zulédssige Richtung fiir Z, so existiert per Definition A\ > 0 mit beq(z) > Aeqz). (T + A8) =
beq(j) + )\Aeq(g—c).s, also gilt Aeq(g—c).s <0.

Sei andersherum s € R™ mit A.z).s < 0. Per Definition von eq(Z) kénnen wir A > 0 so wéhlen, dass
A < min{(b; — A;.&)/(As.s) i€ {1,...,m} \ eq(Z), A;.s > 0}. Dann gilt
Acq(@)- (2 +A8) = beq(@) + AMeq(z)8 < beq(@)
und, fiiralle i € {1,...,m} \ eq(Z),
A,(Q_Z + )\S) = A;. T+ )MNA;.s <b;.

Damit ist Z + As € P(A, b) zuldssig und s also zuléssige Richtung in Z. O

Damit konnen wir zeigen, dass eine Losung optimal ist genau dann, wenn sie keine zuldssige Verbesserungs-
richtung hat.

Satz 4.11. Sei A € R"™*", b € R™ und ¢ € R". Dann ist Z € P(A, b) genau dann Optimallésung von

max ¢' S.t. Az < b

wenn
c's<0 Vs € Z(Z).

Beweis. Sei & Optimallosung. Fiir alle s € Z(Z) existiert A > 0, so dass Z + \s zuléssig ist. Wegen Optimalitat
von Z gilt also ¢c'Z > ¢' (Z 4 \s), also c' s < 0.

Sei Z € P(A, b) keine Optimallsung. Dann existiert eine zuldssige Losung * mit ¢' * > ¢ Z. Dann ist s :=
x* — & zuléssige Richtung fiir Z per Definition mit A = 1. Fiir diese Richtung giltc's =c'z* —c'z > 0. O

Wenn Z eine Ecke ist, konnen wir uns dabei, wegen Konvexitat der zuldssigen Menge, auf zulédssige Richtungen
entlang von Kanten beschranken.

Definition 4.12. Sei € R" Ecke der zuléssigen Menge eines LPs und s € R" zul&ssige Richtung in z. Hat
die zuldssige Menge eine Kante {Z + As : A € [0, \]} mit A € R>o U {0}, so heildt s Kantenrichtung in Z zu
dieser Kante.

Korollar 4.13. Eine Ecke Z von P(A,b) ist genau dann Optimalldsung von max{c'z : Az < b}, wenn
c' s < 0 fiir alle Kantenrichtungen s in Z gilt.

Beweis. Existiert eine Kantenrichtung s in Z mit ¢ s > 0, so ist Z nach Satz 4.11 keine Optimallésung.

Sei andersherum die Ecke Z keine Optimallosung. Nach Satz 4.11 existiert dann eine zuldssige Richtung
s € Z(Z) mit ¢' s > 0, wobei wir durch Reskalierung von s annehmen diirfen, dass y := & + s € P(A, b). Wir
miissen zeigen, dass wir s als Kantenrichtung in Z wahlen konnen.

Wegen y € P(A,b) ist auch y € P(D, d) mit

[ Acq@)- . { bea(@)
D._( 3@), d._<cTy .

Seiy’ € P(D,d) so gewdhlt, dass ¢"y’ = ¢'y und rank(D,,).) maximal ist.
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Da Z Ecke von P(A, b) ist, gilt rank(Aqz).) = n (Satz 3.23) und damit rank(D) =n.Dac'Z =c'y—c's <
c'y,ist & € P(D,d). Wegen rank(Deq(z).) = n ist Z auch Ecke von P(D, d) (Satz 3.23). Damit kann P(D, d)
keinen nichttrivialen affinen Unterraum enthalten (Beobachtung 2.23). Nach Maximalitit von y’ muss daher
rank(Deq(y).) = n und, wegen D = (Ae;*@' ), damit auch rank(Aeq((z4}).) > n — 1 gelten. Nach Satz 3.34
und wegen y’ # Z hat die Seitenflache F = fa(eq({Z,y’})) von P(D,d) (Beobachtung 3.18) Dimension 1
und ist somit eine Kante und s’ := y’ — T eine Kantenrichtung von P(D, d).

Aus Aq((z,y1)-8" = Acqzy' )Y — Acq{zy'})-T = 0 folgt, dass wir A > 0 finden konnen, so dass Z + \s’ €
P(A,b). Also ist s’ die gesuchte Kantenrichtung mitc's’ =c'y’ —c'Z=c'y —c'Z = c's > 0 zur Kante
fa(eq({Z,Z + \s’})) C F von P(A,b). O

Um diese Optimalitdtsbedingungen in eine niitzlichere Form zu bringen, miissen wir den Trennungssatz
(Satz 2.13) auf Polyeder iibertragen. Dazu beobachten wir zunéachst, dass die linke Seite der Nebenbedingungen
einen Kegel definiert.

Lemma 4.14. Fiir alle A € R™*" ist die Menge K = {Ax : * € R",x > 0} ein abgeschlossener, konvexer
Kegel.

Beweis. Aus y = Ax € K folgt \y = A(Ax) € K mit A\ > 0, daher ist K ein Kegel. Fiir Az; € K, Azg € K
mit z1,x2 > 0und A € (0,1) gilt Ax1 + (1 — A\)x2 > 0, also

Mz + (1 — M Azg = Az + (1 — Na2) € K,

daher ist KC konvex. Wir zeigen, dass K abgeschlossen ist.
Seien U = {I C {1,...,n} : die Spalten von A.; sind linear unabhéngig} und K; := {Ajx;: x; € R, z; >
0} fiir I € Y. Wir behaupten, dass

K=JK:

Ieu

Offensichtlich gilt ; C K fiir alle I € U. Fiir die Riickrichtung beobachten wir, dass sich jeder Vektor y € K
als konische Kombination der Spalten von A darstellen lédsst. Nach Korollar 2.9 existiert I’ € U, so dass sich
y als konische Kombination der linear unabhingigen Spalten in A.;» darstellen ldsst. Damit ist y € K und
somit IC C (J;¢y K-

Es bleibt zu zeigen, dass alle K abgeschlossen sind, und damit auch ihre endliche Vereinigung K. Sei dazu
(y™)rew C K1 eine konvergente Folge in 7 mit Grenzwert y. Wir miissen zeigen, dass y € K. Es existiert
eine Folge (™ )rewy € R! mit £® > 0 und y® = A;x®. Da A vollen Spaltenrang hat, kénnen wir
eine invertierbare Teilmatrix A ;; finden. Also ist z® = A;}(y(’“)) s eindeutig bestimmt. Damit ist die Folge
(™), das Bild einer stetigen Abbildung und konvergiert somit, mit Grenzwert > 0 wegen = > 0.
Damit gilt

y = lim y® = lim A;2® = A ;x € K;. O

k—00 k—o00
Der Trennungssatz (Satz 2.13) besagt nun, dass ein Vektor b entweder im Kegel liegt, der von A.1,..., A.p,
aufgespannt wird, oder dass es eine Hyperebene gibt, die b von A.q, ..., A.,, trennt. Das erlaubt folgende

Charakterisierung von Zulassigkeit fiir Nebenbedingungen der Form P=(A, b).
Satz 4.15 (Farkas-Lemma). Fiir A € R”*™ und b € R™ gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Es existiert > 0 mit Az = b.

(i) Es existiert y € R™ mity'A < 0" undy'b > 0.
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Beweis. Es kénnen nicht beide Aussagen gelten: Existiert > 0 mit Az =bund y € R” mity' A <0, dann
gilt
0> (y' Az =y (Az) =y'b.

Existiert kein @ > 0 mit Az = b, dann ist b ¢ K, wobei K = {Ax : x € R",x > 0} den abgeschlossenen,
konvexen Kegel aus Lemma 4.14 bezeichnet. Da 0 € K ist K # () und nach Satz 2.13 existiert eine Hyperebene,
die K und {b} strikt trennt, also ein y € R™ \ {0} und § € R mit

y'z2<4§ VzeKk, y'b>4.

Wegen 0 € K gilt 6 > 0 und damit ¢y "b > 0. Wir behaupten, dass y " z < 0 fiir alle z € K. Ist némlichy 'z > 0
fiir z € K, dann existiert A > 0 mit y ' (\z) > 6 aber Az € K, da K ein Kegel ist.

Da A.; € K fiirallei € {1,...,n} folgtalso y ' A.; < 0 und damit
y'A<o0", y'b>o0. O

Die Bedeutung des Farkas-Lemmas liegt darin, dass es ein Zertifikat fiir Unzuldssigkeit liefert. Wir konnen es
natiirlich auch fiir Nebenbedingungen der Form P(A, b) formulieren.

Korollar 4.16 (Ubung). Fiir alle A € R™*" und b € R" gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Es existiert  mit Az < b.

(ii) Es existierty > 0mit ATy =0und b'y < 0.
Im Allgemeinen erhalten wir die folgende Aussage.

Korollar 4.17 (Ubung). Fiir dimensionsvertrigliche Matrizen A, B, C, D sowie Vektoren a, b hat genau eines
der beiden folgenden Systeme eine Losung:

T T >
A$+By S a, UTA+’UTC - 07
u B+v'D = 0,
Cx+Dy = b, oder u > 0
> 0. =
z 20 u'a+v'd < 0.

4.4 Optimalitatsbedingungen

Wir betrachten ein Paar von einem primalem Problem und dem dazugehorigen dualen Problem in der Form

max c'x min bTy
T., —
P st. Az <b, (D) st. A'y=c,
y=>0,

mit A € R™*™, b € R™, ¢ € R". Da jedes lineare Problem in Standardform iiberfiihrt werden kann, gelten
die entsprechenden Aussagen genauso fiir Probleme der allgemeineren Form (PA) und (DA).

Mit Hilfe der Farkas-Lemmas konnen wir jetzt die Optimalitdtsbedingung aus Satz 4.11 in eine niitzlichere
Form, tiber die sogenannten KKT-Bedingungen, bringen.
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Satz 4.18 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen). Es ist Z € R" genau dann Optimallésung von (P), wenn
7y € R™ existiert, so dass

Ax < b, (primale Zulassigkeit)
(KKT) Alg=¢c5y>0, (duale Zulassigkeit)
y; =0V A;xz =b;Vie{l,...,m}. (Komplementaritit)

Dann ist jedes solche gy Optimallésung von (D) mit demselben Optimalwert wie (P).

Beweis. Sei  Optimallosung von (P). Dann gilt unmittelbar die primale Zuléssigkeitsbedingung.

Nach Satz 4.11 existiert auferdem keine zuléssige Richtung s € Z(z) fiir  mit ¢'s > 0. Nach Beobach-
tung 4.10 ist Z(Z) = {s € R" : A.y(z).8 < 0}. Also existiert keine Losung s € R" des Systems A.qz).s < 0
mit ¢ s > 0. Nach dem Farkas-Lemma (Satz 4.15) existiert also ein y > 0 mit (Aeq(i,)_)Ty =c.

Wir kénnen den Vektor y ergédnzen zu gy € R™ mit y; = y; flir i € eq(Z) und y; = 0 fiiri € {1,...,m} \ eq(Z).
Per Konstruktion gilt dann die Komplementaritdtsbedingung fiir Z und g. Die duale Zul&ssigkeitsbedingung
fiir g gilt wegen y > 0 und ATy = (Aoyz)) 'y =c.

Existiert umgekehrt fiir z € R" ein g € R, so dass (KKT) gilt, dann ist & zuléssige Losung fiir (P) und g
zulassige Losung fiir (D). Weiter gilt dann wegen Komplementaritét, dass

b'g—c'z2=9"b-5'Az=7"(b— AZ) = 0.
Nach schwacher Dualitédt (Korollar 4.6) ist damit & Optimallésung von (P) und g Optimallosung von (D). O

Damit konnen wir nun die starke Dualitat nachweisen, die insbesondere besagt, dass wir immer eine straffe
Schranke an den primalen Zielfunktionswert aus einer Linearkombination der Nebenbedingungen herleiten
konnen. Dieses zentrale Resultat ist invariant unter den Transformationsregeln aus Beobachtung 3.6 und gilt
daher fiir primal-duale Paare in beliebiger Form.

Satz 4.19 (starke Dualitdt). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (P) und (D) sind beide zulassig, haben also zulédssige Losungen.
(i) (P) hat eine endliche Optimallosung.
(iii)) (P) und (D) haben Optimallésungen mit {ibereinstimmendem Zielfunktionswert.
(iv) (D) hat eine endliche Optimallosung.
(v) (P) ist zuldssig und beschrankt oder (D) ist zulédssig und beschrénkt.
Beweis. Aus (i) folgt (ii): Da (D) zuléssig ist, existiert eine zuldssige Losung y € P~ (A, ¢) fiir (D). Wegen

schwacher Dualitét (Satz 4.5) gilt ¢'a < b’y firalle z € P(A,b) und y € P=(AT,c). Da (P) zuléssig ist, ist
P(A,b) # () und es existiert also ein endliches p* := sup{c'x : z € P(4,b)} < b'7.

Wir zeigen, dass das Supremum angenommen wird, also eine primale Optimallosung existiert. Angenommen,
das sei nicht der Fall. Dann ist das System

(Ler)z < ()

also unzuléssig.
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Nach dem Farkas-Lemma (Korollar 4.16) existiert dann aber (¥) > 0 mit

y'A—ye' =0" (4.1)
und
y'b—p" <0 (4.2)
Fiir jedes Z € P(A,b) gilt
(4.1) T Y20 ) .

0 ="y AZ—vc'Z < y'b—nc'Z < (p* —c'T).

Wegen ¢’z < p* impliziert das v > 0 und wir kénnen ¢ := v~ !y > 0 definieren. Mit (4.1) folgt ATy = c,
also ist g zulassig fiir (D). Aus (4.2) folgt weiter bTQ < p*. Damit muss also & € P(A, b) mit bTQ <c'z
existieren, was im Widerspruch zur schwachen Dualitédt (Satz 4.5) steht. Also existiert * € P(A, b) mit
c¢'x* > p* und * ist somit eine Optimallésung von (P).

Aus (ii) folgt (iii) nach Satz 4.18. Aus (iii) folgt trivialerweise (iv) und daraus trivialerweise (v).

Aus (v) folgt (i): Da wir die zuldssige Menge P~(A',c) von (D) auf die Form P(D,d) bringen kénnen
(Beobachtung 3.6), diirfen wir, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, annehmen (P) habe eine zuléssige
Losung T € P(A, b) und sei beschrankt. Wir miissen nun zeigen, dass auch (D) zulassig ist.

Angenommen (D) sei unzuléssig, also P:(AT, c) = (). Nach dem Farkas-Lemma (Satz 4.15) existiert dann ein
u € R” mit Au < 0und ¢"u > 0. Fiir alle A > 0 ist dann Z + \u € P(A,b) zulassig fiir (P) mit

lim ¢ (Z4+ M) =c¢'Z+ lim Ae'u = .
A—00 A—r00
Das ist ein Widerspruch zur Beschranktheit von (P). Also ist (D) zulassig. O

Insbesondere kann ein LP keine Losung haben, wenn das Duale unbeschrénkt ist, da wir dann jede Schranke
an das Primale herleiten konnen. Andererseits bedeutet ein unzuldssiges Duales, dass wir gar keine Schranke
an das Primale herleiten konnen, was nur sein kann, wenn das Primale unzuléssig oder unbeschrankt ist.
Zusammengefasst gilt Folgendes — natiirlich auch fiir primal-duale Paare in beliebiger Form und insbesondere
umgekehrt.

Korollar 4.20. Ist (D) unbeschrankt, so ist (P) unzulissig. Ist (D) unzuléssig, so ist (P) unzuldssig oder
unbeschrankt.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der schwachen Dualitédt (Satz 4.5). Ist (P) zuldssig und
beschrankt, dann folgt aus der starken Dualitét (Satz 4.19 (v) und (i)), dass (D) zuldssig sein muss. Daher gilt
auch die zweite Aussage. O]

Beispiel 4.21. Die beiden linearen Programme

s n min —x9
1 Y2 st. T1 —x9 = 1,
st. y1 —y2 <0, und
—y1+yp < —1 —ntan =1
Y1y > —1 x>0,
sind zueinander dual und beide unzuldssig. A
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Paare aus einer primalen und dualen Optimallosung lassen sich durch Komplementaritét charakterisieren.
Allgemein formuliert, ist fiir jede inaktive primale/duale Ungleichung die zugehorige duale/primale Variable
Null.

Satz 4.22 (schwacher komplementérer Schlupf). Seien £ € R™ und gy € R™ zulassig fiir (P) bzw. (D). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) x und g sind Optimallosungen
G) g"(b— AZ) =0
(i) gy, =0V Az =0b;Vie {l,...,m}

T

Beweis. Nach Dualitat (Satz 4.19 (i) und (iii), sowie Korollar 4.6) ist (i) dquivalent zu ¢' & = ng‘;, was wegen

c = 7' A wiederum #quivalent ist zu (ii), denn
0=g'b—c'z=75"(b— AZ).
Das ist schlief3lich, wegen 5 > 0 und AZ < b, bzw. b — Az > 0, dquivalent zu (iii). O

Wir konnen jetzt die Giiltigkeit der KKT-Bedingungen fiir (D), also die direkte Umkehrung von Satz 4.18,
einfach beweisen. Fiir primal-duale Paare in anderer Form, miissen wir die KKT-Bedingungen im Allgemeinen
umformulieren.

Korollar 4.23. Es ist g € R™ genau dann Optimallosung von (D), wenn Z € R existiert, so dass (KKT) gilt.
Dann ist & Optimallosung von (P) mit demselben Optimalwert wie (D).

Beweis. Ist y € R™ Optimallosung von (D), dann ist (ii) aus Satz 4.19 erfiillt. Also existiert nach Satz 4.19
(iii) eine Optimallosung & € R™ von (P) mit demselben Optimalwert wie (D). Nach Satz 4.22 und wegen der
Zulassigkeit von Z und g gilt damit (KKT). O

Die schwachen komplementédren Schlupfbedingungen lassen sich wieder allgemein formulieren, wie oben
erwahnt.

Korollar 4.24 (Ubung). Seien (%) und (%) zuldssige Losungen fiir (PA) bzw. (DA). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) (%) ist optimal fiir (PA) und (%) ist optimal fiir (DA).
(i) @' (c— (AZ+Cy))+(ATu+B'v—a)'z =0.
(iii) Fiir alle Komponenten u; gilt
;=0 oder (AZ 4+ Cy); = ¢
und fiir alle Komponenten z; gilt
z; =0 oder (ATa + B'9); = q;.

In Satz 4.22 kénnen y; und (b; — A;.x) gleichzeitig verschwinden. Es gibt jedoch immer auch Paare von strikt
komplementdren Optimallosungen, bei denen immer nur genau eine Komponente verschwindet:
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Satz 4.25 (starker komplementérer Schlupf, ohne Beweis). Sind (P) und (D) zuléssig, so existieren Optimal-
l6sungen z € R™ und y € R™ von (P) bzw. (D), so dass fiir alle : € {1,...,m} gilt

y; >0 genau dann, wenn A, T =0

Der Satz vom starken komplementédren Schlupf tibertréagt sich analog auf (PA) und (DA).

Beispiel 4.26. Die linearen Programme

max min y; + 2y9
s.t. =<1, und st. y1+2y2 =1,
2z < 2, y >0,

sind zueinander dual. Die Optimallésungen x* = 1 und y* = ((1)) haben schwachen komplementdren Schlupf

(Satz 4.22 (iii)), aber keinen starken komplementdren Schlupf (Satz 4.25), wegen y5 = 0 aber 2z* £ 2. Es
1/2

existieren aber Optimallésungen =** = 1 und y** = (| 14

) mit starkem komplementdren Schlupf. A
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5 Das Simplex-Verfahren

Wir betrachten in diesem Kapitel wieder das Paar von primalem Problem in natiirlicher Form und dem
dazugehorigen dualen Problem in Standardform

max c'x min b’y
T, _
P st. Ax<b, (D) st. A'ly=c,
y=>0

mit A € R"™*", b € R™, ¢ € R". Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass rank(A) = n, also, dass A vollen
Spaltenrang hat. Wir brauchen diese Annahme, da sonst P(A, b) nach Satz 3.23 keine Ecken besitzt.

Wir wissen bereits, dass wir uns bei der Suche nach einer Optimallosung von (P) auf Ecken von P(A,b)
beschranken konnen (Satz 2.47 und 3.23). Korollar 4.13 erlaubt es bei der Suche nach einer optimalen
Ecke lokal vorzugehen: eine Ecke ist entweder bereits optimal oder wir kénnen die Losung entlang einer
angrenzenden Kante verbessern. Wir haben also entweder einen unbeschriankten Extremstrahl oder eine
bessere Nachbarecke gefunden. Ausgehend von einer Startecke, konnen wir also von Ecke zu Ecke suchen,
wobei sich der Zielfunktionswert in jedem Schritt verbessert.

Dieses Vorgehen ist der konzeptuelle Kern des Simplex-Verfahrens. Fiir den Fall, dass P(A, b) beschrankt ist,
konnen wir das Verfahren aus kombinatorischer oder geometrischer Sicht wie folgt zusammenfassen:

Algorithmus : SIMPLEX(P)
input: Polytop P # (), Zielfunktion ¢ € R"™
output: Optimallésung Z von max{c'z : & € P}
finde Ecke  von P
while 3 adjazente Ecke ' von & mit ¢' ' > c'x:
|z

return &

Die Schwierigkeit des Verfahrens liegt in seiner formalen Ausgestaltung, also insbesondere darin, wie Ecken
beschrieben werden und wie wir systematisch eine bessere Nachbarecke finden kénnen.

Satz 3.23 (ii) liefert eine niitzliche Charakterisierung von Ecken als eindeutige Losungen & von Gleichungs-
systemen der Form Ap.« = bp wobei B C eq(Z) mit rank(Apg.) = n. Wir konnen Ecken entsprechend iiber
zugehorige Basen beschreiben.

Definition 5.1. Eine (Zeilen-)Basis von (P) ist eine Menge von Zeilenindizes B C {1,...,m} fiir die Ap.
regulér ist (insb. | B| = n). Die zugehorige (primale) Basislosung ist Z = (Ap.) " 'bp.

Insbesondere, erlaubt diese Beschreibung einen impliziten Umgang mit Nachbarschaften.
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Beobachtung 5.2 (Ubung). Zwei Ecken von P (A, b) sind genau dann adjazent, wenn sie Basislésungen zu
Basen sind, die sich nur um ein Element unterscheiden.

Damit kénnen wir das Simplex-Vefahren aus algebraischer Sicht so umschreiben, dass (Nachbar-)ecken nicht
explizit verwaltet werden miissen:

Algorithmus : SIMPLEX(P)
input: Polytop P # (), Zielfunktion ¢ € R"
output: Optimallésung Z von max{c'zx : = € P}

finde Teilsystem Ap.Z = bp fiir eine Ecke &
while (Ap.)~'bp nicht optimal :
L wiihle geeignete i € B, j ¢ B
B« B\ {i} U{j}

return (Ap.)"'bp

Hierbei ist natiirlich zu klaren, wie wir 4, j jeweils so wéhlen, dass die resultierende Menge eine Basis zu einer
verbesserten Ecke bildet. Auferdem miissen wir an eine zuldssige Startlosung kommen und das Verfahren auf
den unbeschrankten Fall erweitern.

5.1 Das Simplex-Verfahren

Bei der Umsetzung des Simplex-Verfahrens miissen wir darauf achten, nur Indexmengen als Basen B in
Betracht zu ziehen, deren zugehdorige Basislosung & = (Ap.)~'bp zulissig ist, fiir die also & € P(A, b) gilt.
Wegen Ap.Z = bp genligt es dabei die Ungleichungen auf3erhalb der Basis zu priifen.

Definition 5.3. Eine Basis B von (P) hei3t primal zuldissig, wenn A;.(Ap.)~'bp < b; firallei € {1,...,m}\ B.

Um festzustellen, ob eine Basis optimal ist, die zugehorige Basislosung also eine Optimallosung von (P) ist,
geniigt es nach dem Satz 4.22 vom komplementédren Schlupf eine zuldssige Losung y € R™ von (D) zu
konstruieren, mit supp(y) C B. Diese Losung muss gEA p. = ¢! erfiillen, womit sie eindeutig bestimmt ist,
sofern sie existiert, da Ap. vollen Rang hat. Sie ist genau dann zuléssig fiir (D), wenn g > 0.

Definition 5.4. Die zugehérige duale Basislosung y € R™ einer Basis B von (P) ist gegeben durch 5 =
c'(Ap) tund y; = 0 fiiralle i € {1,...,m} \ B. Ist g zuléssig fiir (D), gilt also ¥ > 0, dann heift B dual
zuldssig.

Insbesondere liefert also primale und duale Zuléssigkeit der Basis bereits die Optimalitét.

Satz 5.5. Ist eine Basis B von (P) primal und dual zuléssig, dann sind die zugehorigen primalen und dualen
Basislosungen Z, y jeweils optimal fiir (P) und (D).

Beweis. Wir haben bereits {iber Satz 4.22 argumentiert, die Aussage folgt aber ebenso direkt aus schwacher

Dualitét (Korollar 4.6), denn

c'T=9ypApT=75be=7'b. O
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Wenn die der aktuellen Basis zugehorige duale Basislosung g also zuldssig ist, haben wir ein Optimum gefunden.
Andernfalls miissen wir einen Basiswechsel vornehmen, fiir den wir ein Basiselement 7 € B identifizieren
miissen, das die Basis verlassen soll. Die ensprechende Zeile A;.« < b; muss also nach dem Basiswechsel
nicht mehr mit Gleichheit erfiillt sein. Das verbleibende System Ap\ ;1. = bp\ {4} definiert, gemeinsam mit
A;.x < b; und bis auf Skalierung, eine eindeutige zuldssige Richtung w fiir Z. Diese Richtung ist gegeben
durch Ap.w = —e;, also durch

w=—((Ap) ")

Die Verbesserung der Losung entlang dieser Richtung ist ¢ w = —(¢' (Ap.)~!).; = —7,. Die Eintréige von g5
ordnen also jeder Basiszeile eine Anderung der Zielfunktion zu und werden manchmal als reduzierte Kosten
der Zeile bezeichnet (vgl Schattenpreise, Abschnitt 4.2). Um eine Verbesserung zu erzielen, miissen wir

ie{leB:y, <0}

wahlen. Das ist immer moglich, da gy nicht dual zuléssig ist.

Wir kénnen nun zu einer neuen Losung Z + ~yw mit v > 0 libergehen, wobei sich die Zielfunktion nur
verbessern kann und alle Ungleichungen in der bisherigen Basis sicher erfiillt bleiben. Dabei miissen wir
allerdings auf die Zulassigkeit beziiglich der Ungleichungen aufderhalb der Basis achten. Gilt Aw < 0, bleiben
diese ebenfalls sicher erfiillt und (P) ist unbeschrankt wegen lim.,_, c(Z+yw)=c'z— limy 00 7Y; = 00.

Beobachtung 5.6. Sei B eine primal zulédssige Basis von (P) und g die zugehorige duale Basislosung. Existiert
i € Bmity; <0und —A((Ap.)~!),; <0, dann ist (P) unbeschrinkt.

Andernfalls existieren Zeilen ¢ ¢ B mit Ap.w > 0. Jede solche Zeile beschrankt unsere Wahl von ~ tiber

Ap. (T +yw) <bgaufy < %. Wir konnen also

b — AT
y= JA j
jow

setzen, mit

— Apx

b
j € argmin { ZA - :0e{l,...,m}\ B, Apw > 0}.
2.

Fiir die neue Losung  + yw gilt dann A;.(Z + yw) = b;, also kénnen wir in der Basis ¢ durch j ersetzen.

Das Simplex-Verfahren geht wie beschrieben vor und lasst sich wie folgt formulieren.
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Abbildung 5.1: Zulassige Menge, Zielfunktion und Zwischenlésungen des Simplexalgorithmus in Beispiel 5.7.

Algorithmus : SIMPLEX(A, b, ¢, B, T)

input: Matrix A € R™*", b € R™, ¢ € R",
primal zuldssige Basis B mit zugehoriger Basislosung T

output: Optimallosungen Z fiir (P) und g fiir (D) mit einer zugehorigen Basis B,

oder oo falls (P) unbeschrankt

repeat
y+0

ifyg > 0:
| return (Z,y, B)

takei € {{ € B :y, < 0}

if Aw<0:
L return oo

take j € argmin{*Z2£% : ¢ € {1,...,m} \ B, Apw > 0}

bi—A;. T
v JA J

5w

T T+yw

yg « (A) Te (Lésung von g Ap. = ¢

(reduzierte Kosten)

(Austrittsregel)
w <+ —((Ap) ™) (Losung von Ap.w = —€;)
(Ratio-Test)

(Eintrittsregel)
(Schrittweite)

| B+ BU{j}\{i} (Basiswechsel)
Beispiel 5.7. Wir betrachten das folgende lineare Programm (siche Abb. 5.1):
max 3x1 + 2z2 + 2x3
st. x4+ x3 <8,
(LP) 1 +x2 <7,
1 + 2x9 < 12,
—x <0.
Eine zuldssige Basis ist B = {4,5,6} mit Basismatrix Ag. = —I und zugehériger Basislosung T gegeben

durch & = (Ap.)"'bp = 0. Wir fassen die Schritte des Simplexalgorithmus tabellarisch zusammen.
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step Ap. (Ap)~! (Ap)"" gy i w j v B T 'z

{4,561 0 0
Lo(ges) (en) (Gae) (3) ¢ () 27 oese () =
2 (498) G28) (9%) (L) e () 11 a2s () =
s (08 (A2 (h2) (B) 5 () » 5 nam () =
() Gay) G @)

In Iteration 4 terminiert der Algorithmus und gibt T = (é), y= (?)) und B = {1, 2,3} zuriick, was Optimall6-
sungen von (P) und (D) mit Wert ¢' & = 28 = b' i entspricht. A

Satz 5.8. Terminiert SIMPLEX, so liefert das Verfahren ein korrektes Ergebnis.

Beweis. Wir zeigen, dass der Algorithmus die Invariante erhdlt, dass B eine primal zuldssige Basis mit
zugehoriger Basislosung Z ist. Seien dazu B, T und B’, &’ die Werte vor und nach dem Update Schritt
bzw. Basiswechsel einer Iteration.

Wir weisen zuerst nach, dass B’ eine Basis ist. Offensichtlich ist B C {1,...,m} und |B’| = n. Angenom-
men Ap. sei nicht reguldr. Dann sind die Zeilen von Ap. linear abhingig, es existiert also A € R"~! so
dass

ATAB/\{]'}. = AJ

Nach Wahl von w und j gilt Ag\ ;3. w = 0 und Aj.w > 0. Damit ist
0= ATAB\{I}UJ = )\TAB/\{]-},U) = Aj.w >0

ein Widerspruch. Also ist Ap:. reguldr und B’ somit eine Basis von (P).
Weiterhin gilt A;. w = —1 und, wie bereits festgestellt, Ap\ (;3.w = 0 nach Wahl von w. Also ist

A = AT+ yA;w < b — v < b;,
Ap\(i) & = Ap\(i} & T 748\ W = Ap\(5). 8 = be\(i)-
Nach Wahl von v gilt yAp.w < by — Ap.Z fiir alle £ € {1,...,m} \ B mit Gleichheit fiir £ = j. Damit ist

ApT’ = ApT + ~yApw < by,

Aj.i/ = A;Z+vAjw =b;.
Wegen B’ = BU {j}\ {i} ist also #’ = (Ap.)"'bps zugehorige, zuléssige Basislosung zu B’. Die Invariante
ist somit erhalten.

Terminiert SIMPLEX weil die reduzierten Kosten nichtnegativ sind, dann ist B nach der Invariante eine primal
und dual zuléssige Basis. Nach der Invariante ist Z die zugehorige Basislosung und nach Satz 5.5 sind Z und g
somit optimal. Also gibt der Algorithmus ein korrektes Ergebnis zurtick.

Terminiert SIMPLEX wegen des Ratio-Tests, dann ist (P) nach Invariante und Beobachtung 5.6 unbeschrankt.
Also gibt der Algorithmus ein korrektes Ergebnis zuritick. O
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0 1

Abbildung 5.2: Zulassige Menge des Systems aus Beispiel 5.11.

Es kann im Allgemeinen sein, dass SIMPLEX nicht terminiert.

Beispiel 5.9 (Ubung). SivpLEx terminiert nicht fiir jede Wahl von eintretender und austretender Basisvariable. /A

5.2 Degeneriertheit und Terminierung

In jeder Iteration des Simplex-Verfahrens erhéht sich der Zielfunktionswert um ye' w = —47; mit 7; < 0 und
~ > 0. Das entspricht einer strikten Verbesserung, sofern v > 0. Da jede Basis eine eindeutige zugehorige
Basislosung besitzt ist die mogliche Anzahl an strikten Verbesserungsschritten durch die Anzahl verschiedener
Basen, also durch (7;), beschrankt. Im Allgemeinen kann ~ = 0 durchaus vorkommen, ndmlich dann, wenn
mehrere Basen dieselbe zugehorige Basislosung besitzen, also im folgenden Fall.

Definition 5.10. Eine Basislosung & heil3t degeneriert, falls | eq(Z)| > n.

Insbesondere ist jede Teilmenge B C eq(Z), |B| = n eine Basis mit zugehoriger Basislosung . Geometrisch
entspricht das dem Fall, dass Z Schnittpunkt von mehr als n Hyperebenen der Form A,.x = by ist.

Beispiel 5.11. Betrachte das System

r1+x2 <1,
221 + 22 < 2,
—x1 <0,
—x9 < 0.

Das zugehorige Polytop hat drei Ecken (siehe Abb. 5.2), wobei die Ecke (é) degeneriert ist. Sie gehort zu den
Basen {1,2}, {2,4}, {1,4} und ergibt sich als Schnittpunkt der Hyperebenen {x € R? : 21 + x5 = 1}, {x €
R? : 271 + 22 = 2} und {x € R? : 29 = 0}. Die Degeneriertheit der Ecke resultiert aus der Redundanz der
zweiten Ungleichung. In R? ist dies der einzige mogliche Grund fiir Degeneriertheit, da der Schnitt von mehr als
zwel Halbrdumen, die einen Randpunkt teilen, auf den Schnitt von nur zwei Halbrdumen zurtickgefiihrt werden
kann. A
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Abbildung 5.3: Beispiel fiir degenerierte Ecken (rot) zweier Polytope in R? auch in Beschreibungen ohne
Redundanz. Degenerierte Ecken sind der Schnittpunkt von mehr als 3 Facetten.

Beispiel 5.12. In hoheren Dimensionen kann Degeneriertheit auch ohne redundante Nebenbedingungen auftreten
(siehe Abb. 5.3). A

Sofern keine Ecke zu mehr als einer Basis gehort, konnen wir sicher sein, dass wir in jeder Iteration die
aktuelle Ecke verlassen und somit die Zielfunktion strikt verbessern. Insbesondere kénnen wir keine Ecke und
damit keine Basis mehr als einmal besuchen. Somit terminiert das Simplex-Verfahren nach hochstens (7;‘)
[terationen.

Satz 5.13. Ist keine zuléssige Basislosung von (P) degeneriert, so terminiert SIMPLEX.

5.3 Pivotregeln

Das Simplex-Verfahren kann mit Auswahlregeln fiir die eintretende und austretende Basisvariable konfiguriert
werden. Eine solche Auswahlregel wird Pivotregel genannt. Eine Funktion der Pivotregel kann es zum Beispiel
sein, die Terminierung zu garantieren. Wir zeigen im Folgenden, wie das erreicht werden kann.

Nach Satz 5.13 terminiert das Simplex-Verfahren, sofern keine zuléssige Basislosung von (P) degeneriert
ist. Das konnen wir durch Modifikation von (P) mittels der Perturbationsmethode erreichen. Dabei addieren
wir eine kleine Storung e € R™ mit 1 > &1 > g9 > --- > g, > 0 auf die rechte Seite b. Basislosungen zu
verschiedenen Basen B, B’ sind dann von der Form (Ap.) " (bp+ep) und (Ap.) "' (bpr +eps). Da A regulér
ist und keine Nullspalte enthalten kann, enthélt nur die erste Basislosung eine Zeile mit einem Beitrag von ¢;,
i € B\ B’, welcher sich mit keinem anderen Eintrag verrechnen kann. Damit miissen sich die Basislosungen
unterscheiden und kénnen nicht degeneriert sein.

Natiirlich wollen wir vermeiden mit sehr kleinen numerischen Stoérungen zu arbeiten (siehe Einfiihrung in
die Numerik). Wir konnen stattdessen wie folgt mit symbolischen Stérungen rechnen. Dazu beobachten wir,
dass die Storungen nur auf die Wahl der eintretenden Basiszeile einen Einfluss haben. Hier miissen wir statt
(bg — Agi)/(Ag'w) = (bg — Ap. (AB.)_le)/(Ag.w) nun das Verhéltnis (bg +ep—Ap. (AB.)_l (bB +sB)/(A¢.'w)
betrachten. Fiir alle Elemente von arg min{l@# :0e{l,...,m}\ B, Ap.w > 0} miissen wir also die Zeile
(ee" — Ap.(Ap.)™')/(Apw) vergleichen. Im perturbierten System wihlen wir den eintretenden Index so, dass
diese Zeile lexikographisch minimal ist (also im ersten ungleichen Eintrag kleiner als jede andere). Wéhlen
wir in SIMPLEX also diese Variable als eintretende Basisvariable, landen wir bei der gleichen optimalen Basis
wie fiir das perturbierte System. Diese Pivotregel wird die lexikografische Regel gennant.
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Satz 5.14. Unter Verwendung der lexikographischen Regel terminiert SIMPLEX.

Beweis. Folgt aus der Aquivalenz der lexikographischen Regel und der Perturbationsmethode zusammen mit
Satz 5.13. ]

Eine weitere Pivotregel, die die Terminierung des Simplex-Algorithmus garantiert, ist die Bland Regel, die die
Indizes 7 und j jeweils kleinstmoglich wahlt.

Satz 5.15. Unter Verwendung der Bland Regel terminiert SIMPLEX.

Beweis. Terminiert SIMPLEX nicht innerhalb von (ZL) Iterationen, dann tritt dieselbe Basis B in zwei Itera-

tionen k und ¢ mit k < ¢ auf. Da sich der Zielfunktionswert in jeder Iteration um genau ve'w = —v7; > 0
verbessert und in Iterationen & und ¢ identisch ist, folgt v = 0 aus 3, < O fiir alle Iterationen k,k+1,...,/ —1
und die Basislésung Z bleibt somit unverandert.

Die Menge der Indizes, die innerhalb der Iterationen k, k+1, ..., £ —1 in die Basis eintreten und die Menge der
Indizes, die austreten, miissen identisch sein. Sei i,,.x der hochste Index aus dieser Menge, seih € {k,...,¢—1}
eine Iteration, in der er austritt und A’ € {k,...,¢ — 1} eine Iteration in der er eintritt. Sei B die Basis in

Iteration h und g die zugehorige duale Basislosung. Sei weiter B’ die Basis in Iteration #/, ¢’ die zugehorige
duale Basislosung, i’ der austretende Index und w’ der Wert des Vektors w in dieser Iteration. Dann gilt

ZZ_ITAT-'U’, =g Aw' =gpApw =c"w = —(c"(Ap.) ")y = —7l > 0.

Wir wahlen nun r so, dass 7, A,.w’ > 0 und fithren diese Wahl auf einen Widerspruch. Es folgt g, # 0 und
somit muss r € B gelten, per Definition von 3. Ware r > i,,,x, dann miisste auch » € B’ und r # i’ wegen
Maximalitat von i,y gelten, was wiederum A,..w’ = 0 und somit einen Widerspruch zur Wahl von r zur Folge
hétte. Wére r = iy,.x, dann miisste g, < 0 in Iteration h gelten, sowie A,.w’ > 0 in Iteration /', ebenfalls ein
Widerspruch zur Wahl von r. Wire schlieBlich r < 4,,,x, so miisste nach der Bland Regel 3, > 0 in Iteration h
gelten. Dar € B C eq({Z}), gilt A,.Z = b,. Da in Iteration '’ nach der Bland Regel nicht r sondern i,y
zum Eintritt gewéhlt wird, obwohl b, — A,..Z = 0 = yA,.w’ gilt, folgt A,.w’ <0.Aus 3, > 0und A,.w’ <0
ergibt sich wiederum ein Widerspruch zur Wahl von r.

Wir folgern, dass unter Verwendung der Bland Regel dieselbe Basis nicht mehrfach auftreten kann. Damit
muss SIMPLEX also innerhalb von ( ) Iterationen terminieren. O

Es wurden eine Vielzahl von Pivotregeln fiir das Simplex-Verfahren untersucht. Im Folgenden findet sich eine
Ubersicht iiber die wichtigsten Regeln. Auf3er der Bland Regel konnen alle Regeln mit der lexikographischen
Regel kombiniert werden, so dass Terminierung sichergestellt ist.

lexikographische Regel Wihle j € arg mm{ A”’ : 0 e {l,...,m}\ B,Apw > 0} so, dass (e’ —
Ap.(Ap.)™Y)/(Apw) lexikographisch m1n1mal ist.

Bland Regel Wéhle i = min{/ € B : y, < 0} und j = min{¢ € argmln{bz A‘ T.tec{l,....,m}\ B, Apw >
0}}.

Dantzig Regel Wahle i € argmin{y, : ¢ € B} mit negativsten reduzierten Kosten.

groBte Verbesserung Wahle i so, dass die resultierende Verbesserung |yy;| der Zielfunktion maximal ist.

steilster Anstieg Wihle i so, dass die resultierende Anstiegsrate ¢' w [|w|| ' maximal ist.

zuféllige Kante Wihle i € {¢ € B : y, < 0} gleichverteilt zuféallig.
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Abbildung 5.4: Der Klee-Minty Wiirfel in R? fire = 101

zufillige Facette Schrianke das Problem auf eine zuféllige Facette ein, die die aktuelle Ecke enthélt und
wahle ¢ rekursiv, sofern es nicht schon eindeutig bestimmt ist.

Cunningham Regel Sei i’ der Wert der vorigen Iteration. Wahle ¢ = min{¢ >4 : £ € N, (¢ mod m) + 1 ¢
B, Yt mod m)+1 < 0} mod m + 1 als der néchsten Index mit negativen reduzierten Kosten in zyklischer
Reihenfolge.

Zadeh Regel Wihle ein i € {¢ € B : y, < 0}, das bislang am seltensten gewéahlt wurde.

5.4 Laufzeit des Simplex-Verfahrens

Die Endlichkeit des Simplex-Verfahrens ist also fiir alle Pivotregeln der vorigen Sektion, gegebenenfalls durch
Kombination mit der lexikographischen Regel, gewahrleistet. Es stellt sich die Frage, welchen Einfluss die
Wahl der Pivotregel auf die Laufzeit des resultierenden Algorithmus hat. Insbesondere erhoffen wir uns
eine effiziente, also polynomielle (siehe ADM) Worst-Case-Laufzeit. Das folgende Beispiel war das erste
exponentielle Worst-Case-Beispiel fiir die urspriingliche Fassung des Simplex-Algorithmus mit der Dantzig
bzw. der Bland Regel. Die Idee hinter der Konstruktion ist es eine exponentielle Instanz fiir den Simplex-
Algorithmus rekursiv aus zwei exponentiellen Instanzen kleinerer Dimension zu kombinieren.

Definition 5.16. Der Klee-Minty-Wiirfel K(n) := conv(X,,) von Dimension n € IN ist rekursiv definiert {iber
Xy ={e,1—¢}fiir0<e<1und

Xp>o = {(Exf_l) Tx € Xn_l} U {(1—»33;3,1_1) = Xn_l}.

Beobachtung 5.17 (Ubung). Es gilt K(n) = {x € R" : exy_; < 2y <1 —exp_ V0 € {1,...,n}} mit g = 1
(siehe Abb. 5.4).

Der Klee-Minty-Wiirfel kann als eine Deformation des Hyperwiirfels gesehen werden. Fiir die Bland Regel
ist anschaulich klar, dass der Simplex-Algorithmus mit Startpunkt beim verschobenen Ursprung und Ziel-
funktion z,, zuerst die Variablen x1,...,x,_1 optimiert, und dann von z,, ~ 0 zu x,, ~ 1 wechselt. Dort
angekommen, optimiert er eine Spiegelung der Instanz auf den ersten n — 1 Variablen, was im umgekehrten
Verhalten verglichen mit der ersten Halfte der Ausfiithrung resultiert (siehe Abb. 5.4).
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Proposition 5.18. Wird die eintretende Basisvariable nach der Bland Regel gewéhlt, besucht SiMPLEX, ange-

fangen bei der Ecke « = (¢,¢2,¢3,...), alle 2" Ecken der zuléssigen Menge des LPs

max{z, : x € K(n)}.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n, zusammen mit der Tatsache, dass die Optimallésung
(e,€2,...,e""1 1 — &™) ist. Beides ist klar fiir n = 1, also betrachten wir n > 2. In natiirlicher Form kénnen
die m = 2n Nebenbedingungen des LPs (nach Beobachtung 5.17) als

—xy+exy_1 <0 Vee{l,...,n},
Tp+exy_1 <1 Vee{l,...,n},

mit o = 1 geschrieben werden. Die eindeutige Basis zur Startecke ist dann B = {1,...,n}. Da die Bland
Regel Ungleichungen kleinerer Indizes praferiert, erhélt SiMPLEX solange wie moglich z,, = €Z,,_1, bleibt
also in Ecken T € {(Emff,1 ) : x € X,—1}. Damit l6st SIMPLEX also zunéchst das Teilproblem arg max{z,_; :
x{1,..n—1} € K(n — 1)}. Per Induktion besucht SimpLEX alle 2"~ Ecken, bis der Algorithmus die Op-
timallosung Zq,..n—13 = (€,€%...,6" 2,1 — ¢""!) des Teilproblems erreicht. Entsprechend ist dann
Ty = €Tp—1 = € — €". Als nachstes wechselt SIMPLEX von Z,, = €Z,—1 ZU Ty, = 1 — €Tp_1 = 1 — e+ "
und I6st das Teilproblem

argmax{l — exn_1: x{1,..n—1} € K(n — 1)} = argmin{z,_1: xf3,.. n—1} € L(n - 1)},

angefangen von der Ecke Z{;,.. 1}, die genau die Optimallosung des zuerst gelosten Teilproblems ist.
Also sucht SimpLEX die Ecken von IC(n — 1) in umgekehrter Reihenfolge ab, wobei per Induktion wieder alle
Ecken besucht werden. Insgesamt werden also alle 2" Ecken abgesucht. Die finale Losung ist gegeben durch
Z{1,...n—1} = (e,€%,...,e" 1) und damit z,, = 1 — £". O

Mittels dhnlicher Konstruktionen iiber Deformationen des Hyperwiirfels kann man zeigen, dass die Dantzig
Regel, sowie die Regel der grof3ten Verbesserung und des steilsten Anstiegs jeweils zu einer exponentiellen
Laufzeit fithren. Fiir die anderen Pivotregeln der vorigen Sektion sind ebenfalls (erheblich aufwéndigere)
exponentielle Laufzeitschranken bekannt, die teilweise erst kiirzlich gezeigt werden konnten. Die einzige
Ausnahme ist die Regel der zufilligen Facette, fiir die die erwartete Laufzeit mit ©(2V") (fiir n > m) aber
immer noch ,,subexponentiell“ ist. Die Frage nach der Existenz einer polynomiellen Pivotregel wird oft als die
wichtigste offene Frage der diskreten Optimierung bezeichnet.

o(1)

Problem 5.19. Existiert eine Pivotregel fiir die SIMPLEX nur n Iterationen braucht?

Insbesondere wiirde eine polynomielle Pivotregel einen polynomiellen ,,kombinatorischen* (nicht-numerischen)
Algorithmus zur Losung von LPs liefern. Ein solcher Algorithmus wére sehr wahrscheinlich stark polynomiell,
hétte also eine Laufzeit, die durch ein Polynom in n - m beschrankt werden kann, unabhéngig von der Darstel-
lungsgrofRe der Zahlen im Input. Das wire die Losung eines der 18 Probleme fiir das 21ste Jahrhundert, die
von Stephen Smale 1998 als Aktualisierung der Hilbert-Probleme (1900) vorgeschlagen wurden.

Problem 5.20 (Smale-Problem #9). Koénnen LPs in streng polynomieller Zeit (nm)©() gelost werden?

Weiterhin wiirde die Existenz einer polynomiellen Pivotregel sofort einen Beweis fiir die folgende zentrale
Vermutung der Polyedertheorie liefern.

Vermutung 5.21 (polynomielle Hirsch-Vermutung). Paare von Ecken eines Polyeders P sind durch einen Pfad
aus dim(P)°() Kanten verbunden.
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5.5 Finden einer Startbasis

Bislang haben wir angenommen, dass eine primal zuldssige Basis von (P) mit zugehoriger Basislosung vorliegt.
Zur vollstéandigen Beschreibung des Simplex-Verfahrens miissen wir noch erklaren, wie man an die anféngliche
Basis kommt. Da P(A, b) nicht immer eine Ecke besitzt, miissen wir (P) zunéchst etwas umformulieren
(Beobachtung 3.6) zu

max c'zx
, st. Atx <bt
P) Az <b
x>0,

wobei wir die Ungleichungen so aufteilen, dass b™ > 0 und b~ < 0. Wir werden sehen, dass diese Form die
Existenz einer Ecke garantiert, sofern sie zulassig ist.

Um SimpLEX anwenden zu kénnen, wollen wir das Problem so umformulieren, dass 0 eine triviale Basislosung
ist, mit der wir starten konnen. Diese Losung wird von den Ungleichungen A=« < b~ verhindert. Da wir bei der
Suche nach einer Startlésung noch nicht an der Zielfunktion interessiert sind, konnen wir die problematischen
Ungleichungen durch einen Strafterme in der Zielfunktion ersetzen:

min 1TA xz+1Ty

st. ATz <bt
A x+y>b"
xz,y > 0.

(PD)

Das umformulierte Problem (PI) erlaubt die Basislosung 0, wobei die Basis die Ungleichungen x,y > 0 enthélt.
Durch Negation der Zielfunktion und einem Teil der Nebenbedingungen kénnen wir (PI) in die natiirliche
Form {iiberfiihren und somit SiMPLEX anwenden. Wir behaupten, dass wir aus dem Ergebnis entweder eine
Startbasis oder die Unzulassigkeit von (P’) ablesen konnen.

Proposition 5.22. Das Problem (PI) hat genau dann einen optimale Losung (z) mit Wert 1"b~, wenn &
zulassige Losung von (P’) ist.

Beweis. Fiir jede zuldssige Losung @ von (P) ist (,—_“4-, ) eine zuldssige Lésung von (PI) vom Wert 17b~.
Diese Losung ist optimal fiir (PI), da die Ungleichung A~x +y > b~ den Lésungswert durch 17 (A~ z + y) >
17b~ beschriinkt.

Ist andersherum (Z) zuléssig fiir (PI) mit Wert 1T(A_§c +9) = 17b—, so gilt, wegen A~ & + ¢ > b—, dass
A 2+ 9y =b".Wegen gy > 0istdamit A& < A~& + ¢ = b~ und & also zulassig fiir (P’). O]

Im Fall, dass (P’) zuldssig ist, entspricht eine optimale Basislosung von (PI) direkt einer zuldssigen Basislosung
von (P).

Proposition 5.23. Ist ( z ) eine optimale Basislosung von (PI) mit Wert 175, so ist & eine zulassige Basislosung
von (P’).

Beweis. Sei B eine Basis von (PI) mit zugehériger Basislésung (z) € R™ x R™, wobei wir AT € R x»
und A~ € R™ *™ annehmen. Dann gilt |B | = n 4+ m~ und wir miissen eine Basis B von (P’) konstruieren mit
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zugehoriger Basislosung &, also eine Indexmenge B C {1,...,m" +m~ + n} mit |B| = n und B C eq(&), so
dass die entsprechenden Zeilen von (P’) linear unabhéngig sind. Nach Proposition 5.22 ist & zuldssige Losung
von (P).

Wir definieren die folgenden Indexmengen:

L=Bn{l,....m"}C{t: Afz =10}},
L=Bn{m 4+m +1,...om"+m™ +n} C{l:3_p+_ =0},
L={{cBn{m"+1,....om"4+m }:L+m +necB}

< {£ : A(_e_m-i-)i: + @me"" = b;,m+ A @Efm"' = 0}

Wegen A~x +y = b~ folgt dann |I; U Iy U I3 > |D| —m~ = n. Wir wihlen B C [, U, U I3 mit |B| =n
beliebig. Da B Basis von (PI) ist und per Definition von I3, sind die Zeilen B von (P’) linear unabhéngig. Per
Definition von Iy, 5, I3 sind die entsprechenden Ungleichungen aktiv fiir &. Damit ist B Basis von (P’) mit
zugehoriger zuldssiger Basislosung . O

Damit konnen wir also eine zuldssige Startbasis von (P’) aus einer Ecklosung von (PI) erhalten. Dieses
Verfahren zur Bestimmung einer zuldssigen Startbasis fiir Simplex wird auch als Phase I des Simplex-Verfahrens
bezeichnet.

Algorithmus : PHASEI(A, b)
input: At € R™'*", A~ € R™ *", bt € RY;, b~ € RY,
output: zuldssige Basis B fiir (P’) mit Basislosung Z, () falls (P’) unzuléssig

At O bt T
—A— I }. b= |-~ AT)'1
DA g )sde |3 ,ce—<( ; )
) 0 -1 0

B+« {mT+m~+1,....m" +2m~ +n}

((z) .+, B) « SmvpLEx(D, d, ¢, B,0)

if —2"(2)>1"b":

| return ()

B+ (Bn{l,....mT*+m +nph\{feBn{m*+1,....omT+m~}:L+m +n¢ B}
take any B’ C B with |[B'| =n

return (B, &)

Satz 5.24. Puasel ist korrekt.

Beweis. Korrektheit folgt unmittelbar aus Propositionen 5.22 und 5.23 zusammen Satz 5.8 und der Beobach-
tung, dass {m* +m~ +1,...,m" +2m~ + n} eine zulassige Basis von (PI) mit zugehdoriger Basislosung 0
ist. O

5.6 Das duale Simplex-Verfahren

Das oben eingefiihrte Simplex-Verfahren arbeitet mit einer Basis mit zugehdriger zuldssiger primaler Basislo-
sung und terminiert, sobald die zugehorige duale Basislosung zuldssig wird. Alternativ konnen wir auch mit
einer dual zuldssigen Basis arbeiten, bis die zugehorige primale Basislosung zulédssig wird. Das insbesondere
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dann von Vorteil sein, wenn nachtréaglich zusatzliche (primale) Nebenbedingungen eingefiigt werden sollen
(siehe Abschnitt 5.7).

Das resultierende duale Simplex-Verfahren erhalten wir beispielsweise, indem wir (D) in Normalform bringen
und das Simplex-Verfahren darauf anwenden (Ubung). Wir werden es stattdessen neu fiir Polyeder in der
Standardform P=(AT, ¢) herleiten, um eine natiirlichere Intuition fiir das Verfahren zu bekommen.

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Varianten des Simplex-Verfahrens ist, dass eine Basis eine
Zeilenmenge von (P) ist, die, nach Satz 3.23, eine Ecke von P (A, b) beschreibt, wihrend sie eine Spaltenmenge
in (D) ist, die, nach Satz 3.25, wiederum einer Ecke von P=(A", ¢) beschreibt. Das Simplex-Verfahren fiir
Probleme in natiirlicher Form wird entsprechend manchmal Zeilen-Simplex genannt, wahrend das Verfahren
fiir Polyeder in Standardform manchmal Spalten-Simplex genannt wird.

Wir leiten nun also das Spalten-Simplex-Verfahren fiir (D) her. Dazu nehmen wir diesmal an, dass wir eine
dual zuléssige Basis B gegeben haben. Diese konnen wir anfangs wieder durch ein Phase-I-Problem finden,
zum Beispiel indem wir (D) in natiirliche Form bringen und das Verfahren aus Sektion 5.5 verwenden.
Beobachtung 5.2 iibersetzt sich wie folgt.

Beobachtung 5.25 (Ubung). Zwei Ecken von P=(A', ¢) sind genau dann adjazent, wenn sie duale Basislo-
sungen zu Basen sind, die sich nur um ein Element unterscheiden.

Die zu B zugehorige duale Basislosung g ist zuléssig fiir (D) mit
Yp = (AB-)_TC > 07 :l_/NO = 07

wobei Ny := {1,...,m}\ B. Da g eindeutig von B bestimmt wird, konnen wir g nur lokal &ndern und zulassig
bleiben, indem wir eine Nichtbasisvariable y;, j € Ny erh6hen. Die resultierenden Werte ¢ g der Basisvariablen
sind wegen

c=A"y=(Ap) g+ (ANo-)Tleo = (4p.) ' Up + (Aj-)T@j
gegeben durch
Up = (Ap)" " (c—(A;)T9;) =95 — (Ap.)" " (A;.) "7, (5.1)

Der Einfluss auf die duale Zielfunktion ist damit gegeben durch

b'y = bpip+by,in,
(5.1) _ ~ ~
=" bg(Ap) T(c— (A1) "5 + by,

= biyp+(b;—bj(As) " (A;) )7, (5.2)

Wir kénnen die Zielfunktion also genau dann mittels einer Erhéhung von 3, verbessern, wenn die dualen
reduzierten Kosten z; = (bj — A;.(Ap.)"'bp) der Variable y; negativ sind. Existiert keine Variable y;, j € Ny
fiir die das der Fall ist, dann ist B per Definition primal zuldssig. Dann ist, nach Satz 5.5, also keine lokale
Verbesserung von gy moéglich und g tatsachlich optimal.

Nehmen wir also an, es existiert eine Variable y;, j € Ny mit z; < 0. Also konnen wir g durch Erh6hung
von y; verbessern. Die resultierende Verdnderung von g g ist nach (5.1) genau

- (AB~)_T(Aj~)TZ7j = _ngj-

Wir kénnen y; maximal so erhohen, dass y mit yg > 0 zuléssig bleibt. Ist nun wg < 0, kénnen wir y; also
beliebig erhohen und die Zielfunktion nach (5.2) und wegen Zz; < 0 beliebig verringern.
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Beobachtung 5.26. Sei B eine dual zuléssige Basis von (P). Gelten b; — .Aj.(AB.)_le < 0 sowie
(Ap.)"T(A;.)" <Ofiireinj € {1,...,m}\ B, dann ist (D) unbeschrénkt.

Existiert andererseits ¢ € B mit w; > 0, so ist wegen der Notwendigkeit von ; > 0 die Erhéhung von y;
nach (5.1) beschréankt durch 7; < ((Ap.)” " ¢);/w;. Insgesamt ist die Erh6hung von y; also durch eine andere
Variable y;, i € B beschrankt, fiir die diese Ausdruck minimiert wird. Wenn wir dann TR (AB.) " Te)i/w;
setzen, verlasst i den Tréger supp(y) und wir kdnnen in der Basis ¢ durch j ersetzen.

Das Spalten-Simplex-Verfahren geht wie beschrieben vor und lasst sich also wie folgt formulieren.

Algorithmus : DuaLSIMPLEX(A, b, ¢, B, 3)
input: Matrix A € R™*", b € R™, c € R",
dual zuldssige Basis B mit zugehoriger dualer Basislosung y
output: Optimallosungen Z fiir (P) und g fir (D) mit einer zugehorigen Basis B,
oder —oo falls (D) unbeschrankt

repeat
T+ (Ap)"'bp (Losung von Ag.T = bpg)
No+{l,...,m}\ B
ZNo ¢ by — AN, T (reduzierte Kosten)
if ZN, > 0:
| return (Z,y, B)
take j € {¢ € Ny : z, < 0} (Eintrittsregel)
wp « (Ap)~T(A;.)T (Losung von (Ap.)Twp = (A4;.)7)
if wg <0: (Ratio-Test)
| return —oco
take i € arg min{% : 0 € B,w; >0} (Austrittsregel)
v~ 1% (Schrittweite)
Yp < Yp —YWB (Update)
B+ BU{j}\{i} (Basiswechsel)
Y (Update)

Beispiel 5.27. Wir betrachten das folgende lineare Programm (siehe Abb. 5.5) mit seinem Dualen:

max —2r| — Tg min _%yl — Y2
st. —xp—axp < —3 s.t. Y1 +4ys +y3 =2
LP 2’ LPD ’
@) —4dry — 29 < -1, (LPD) y1+y2+ys=1,
—x <0. y > 0.
Eine zuldssige Basis ist B = {3,4}, No = {1, 2} mit Basismatrix Ag. = —1I und zugehoriger primaler Basislosung

gegeben durch & = (Ap.)"'bp = 0 und zugehoriger dualer Basislosung

w5 = (1) = (4n) Te=(7) 0

insbesondere ist B dual zuldssig. Wir fassen die Schritte des dualen Simplex-Verfahrens tabellarisch zusammen.
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Abbildung 5.5: Grafische Darstellung des LPs (LP) aus Beispiel 5.27 mit Zwischenlésungen von DUALSIMPLEX.

step  Apg. (Ap)~t T An, ZN, J wB i ¥ B B
3.4y (%)
L3 %) (d0) o (T (M) 2 () 3 o2 {2y (1Y)

2 (d2h (M) ) Yy 1 ) 42 e ()

3 (ah (8GR

In Iteration 3 terminiert das Verfahren und gibt & = (1), ¥ = 3(?) und B = {1,2, 3} zuriick, was Optimall6-
sungen von (P) und (D) mit Wert ¢' & = —% =b'y entspricht. A

5.7 Sensitivitatsanalyse

Ein wichtiger Vorteil des Simplex-Verfahrens liegt darin, dass wir nachtréglich auf gewisse Anderungen von (P)
reagieren konnen, indem wir nachoptimieren, anstatt das verdnderte Programm von Grund auf neu zu l6sen.
Nehmen wir dazu an, wir haben mit Hilfe des Simplex-Verfahrens eine optimale Basis B und die zugehorige
optimale Basislosung Z von (P) bestimmt. Wir behandeln im Folgenden Anderungen aller Parameter von (P).

Anderung der Zielfunktion

Andert sich die Zielfunktion von ¢ zu &, dann bleibt B primal zuldssig, also kann SimpLEX fiir (P) mit
Anfangsbasis B und Basislésung Z gestartet werden. Bleibt die Basis B bei der Anderung auch dual zuléssig,
gilt also

(AB')_TE > Oa

so bleibt Z, nach Satz 5.5, insbesondere Optimallosung — mit verdndertem Zielfunktionswert, falls ¢'z+c'z.
Wir zeigen noch, dass sich der Optimalwert stetig mit der Zielfunktion &ndert.
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Beobachtung 5.28. Es ist
p(&) :=sup{e'xz:x c P(A,b)}

im Inneren von C := {¢ € R" : p(¢) < oo} stetig.

Beweis. Wir behaupten, C ist konvex. Nach dem starken Dualitdtssatz (Satz 4.19) ist C = {¢ € R" :
P=(AT,E) # 0}. Angenommen es existieren ¢, c® € Cund & = Ac™ + (1 — A\)e® ¢ C mit A € (0,1).
Also ist P=(A",€) = (. Nach dem Farkas-Lemma (Satz 4.15) existiert y € R™ mit Ay < 0und &'y > 0.
Sei & € P(A,b) und (29);en mit » = Z + iy. Wegen Ay < 0 ist 2 € P(A,b) und wegen &'y > 0 ist
lim; o0 €' 2% = co. Damit ergibt sich

0o = lim e 2 = lim Ae® ' 2® + lim (1- )\)c(z)T:T:(i) < Ap(e™) + (1 — N)p(c™).

1—00 1—00 i—00

Das ist ein Widerspruch zu ¢™®, ¢® € C. Also ist C konvex.

Uber C ist die Funktion p(¢) das punktweise Supremum der linearen Funktionen gz(¢) = ¢' Z mit € P(A, b).
Analog zu Proposition 2.33 folgt, dass p(¢) iiber C konvex ist. Nach Satz 2.36 ist p(¢) stetig auf dem Inneren
der konvexen Menge C. O

Anderung der rechten Seite

Andert sich die rechte Seite von b zu b, dann bleibt B dual zuldssig, da (Ap.)~ "¢ > 0 unveréindert gilt. Also
kann DuaLSIMPLEX fiir (P) mit Anfangsbasis B und dualer Basislosung 7 = (Ap.)” | c gestartet werden. Bleibt
die Basis B bei der Anderung auch primal zulissig, gilt also

A;.(Ap) b < b;,

fir alle i € {1,...,m}, so bleibt B, nach Satz 5.5, insbesondere optimal — gegebenenfalls mit verdnderter
primaler Basislosung und verdndertem Zielfunktionswert. Wir zeigen noch, dass sich der Optimalwert stetig
mit der rechten Seite dndert.

Beobachtung 5.29. Es ist _ 5
v(b) = sup{c'z: x € P(A,b)}

im Inneren von B := {b € R™ : v(b) € R} stetig.

Beweis. Nach dem starken Dualitétssatz (Satz 4.19) ist
B={becR™: P~ (AT, e)#0}Nn{becR™:P(A4,b) # (0}

Die erste Menge ist () oder R™, also konvex, und die zweite Menge ist konvex wie im Beweis von Beobach-
tung 5.28. Also ist B konvex (Proposition 2.5).

Sei
d(b) == inf{b y:y e P~(AT,c)}
die Optimalwertfunktion von (D). Nach dem starken Dualitédtssatz (Satz 4.19) ist v(l;) = d(f)) fir b € B. Uber

B ist die Funktion d(b) das Punktweise Infimum der linearen Funktionen h@(i)) = ETQ mit y € 73:(14T, c).
Aus Proposition 2.33 folgt, dass —d(b) = supg(—hy(b)) liber B konvex ist. Nach Satz 2.36 ist also —d(b) und
somit v(b) = d(b) stetig auf dem Inneren der konvexen Menge 5. O
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Hinzufiigen einer neuen Variablen

Fligen wir eine neue Variable x,, 1 hinzu, diirfen annehmen, dass z,,+1 > 0 eine giiltige Ungleichung ist, da wir
sonst x,, 11 durch zwei nichtnegative Variablen ersetzen kénnen (nach Beobachtung 3.6).! Dann dndert sich A

zu A= (§+ %) mita € R™ und c zu & = (§) mit v € R. Wir erweitern die Basis B zu B’ := BU {m + 1}.

Wegen rank(Ap.) = n gilt auch rank(Ap:.) = n + 1. Insbesondere bleibt B’ eine primal zuléssige Basis mit
Basislosung (%), da A;.(Ap.) " 'bp < bj furalle j € {1,...,m} \ B’ unverandert gilt. Also kann SIMPLEX
mit Anfangsbasis B’ und Basislosung (%) gestartet werden. Bleibt die neue Basis auch dual zulissig, gilt also

(Ap.)"Te>o,

soist (%), nach Satz 5.5, insbesondere Optimallosung mit demselben Zielfunktionswert.

Hinzufiigen einer Nebenbedingung oder Anderung auBerhalb der Basis

Fiigen wir ein neue Nebenbedingung der Form
a'z<p

mit @ € R™, 3 € R zu (P) hinzu, oder Andern wir A und b so dass Ag. unverindert bleibt, so gilt weiterhin
(Ap.)~Te > 0 und B bleibt dual zulissig. Also kénnen wir DuaLSIMPLEX mit Basis B und dualer Basislésung
Up = (Ap.)” "¢, Uigp = O starten.

Bleibt die Basis auch primal zulissig, erfiillt die bisherige Optimallésung Z also bereits a ' < /3, so bleibt die
bisherige Losung, nach Satz 5.5, optimal, mit dem gleichen Zielfunktionswert.

Im Allgemeinen kénnen das Hinzufiigen einer Variablen eine zulissige Menge ohne Ecken erzeugen, daher ist es entscheidend, nur
nichtnegative Variablen zuzulassen.
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6 Die Ellipsoidmethode

Obwohl das Simplex-Verfahren in vielen praktischen Anwendungen ziigig lauft, haben wir in Sektion 5.4
besprochen, dass es im worst-case fiir alle untersuchten Pivotregeln eine exponentielle (oder zumindest
super-polynomielle) Anzahl Iterationen benétigt. Ob es eine Pivotregel gibt, die eine polynomielle Anzahl
Schritte garantiert und ob es tiberhaupt einen polynomiellen ,kombinatorischen“ Algorithmus zur Losung
von LPs gibt, ist die zentrale offene Frage in der linearen Optimierung. In diesem Kapitel betrachten wir ein
yalgebraisches“ Verfahren zur Losung von LPs in polynomieller Zeit. Dabei bezieht sich ,,algebraisch®, darauf,
dass Operationen wie Division und das Ziehen von Wurzeln benétigt werden und dass das Verhalten des
Verfahrens von den konkreten Zahlenwerten in der Beschreibung des LPs abhangt.

Wir verwenden das Einheitskostenmodell als unser Berechnungsmodell und erinnern zunichst an die formale
Definition (sieche ADM).

Definition 6.1 (ADM). Ein algorithmisches Problem ist ein Tupel (Z, (S;);ez) aus einer Menge von Instan-
zen/Inputs 7 zusammen mit einer Familie von Losungsmengen (Sr)rez.

Ein Algorithmus A [0st das Problem, falls er fiir jede Instanz I € Z nach einer endlichen Anzahl Schritten
terminiert und eine Losung A(I) € Sy ausgibt.

Die (worst-case) Laufzeit von A ist gegeben durch

(k) = m<a>>< {Anzahl benotigter elementarer Operationen von A zur Berechnung von A(I)},
IET(I)<k

wobei die Kodierungsldnge (I) von I die Anzahl Bits in der Beschreibung von 1 ist.

Der Algorithmus hat eine polynomielle Laufzeit, falls f(r) = °(0).

Ganz ahnlich zur polynomiellen Reduzierbarkeit von Entscheidungsproblemen (siehe ADM), konnen wir
Komplexitétsklassen fiir algorithmische Probleme definieren, in Bezug auf ihre Losbarkeit mit polynomieller
Laufzeit.

Definition 6.2. Zwei algorithmische Probleme sind polynomiell dquivalent, wenn beide oder keins mit polyno-
mieller Laufzeit l6sbar sind.

Ob eine polynomielle Laufzeit moglich ist, hingt wesentlich von der Beschreibung der Instanzen ab. Da diese
Beschreibung endlich sein muss, konnen wir uns im Folgenden auf Instanzen beschrénken, die als LPs der

Form

max CTCC

(LP) st. Ax <b

mit rationalen Daten A € Q™*", b € Q™, ¢ € Q" gegeben sind. Wir bezeichnen mit X € IN die grof3te
natiirliche Zahl, die als Zdhler oder Nenner in der Beschreibung von (LP) auftritt. Wir nehmen dabei an, dass
die Beschreibung von Instanzen die Bindrkodierung aller Zdhler und Nenner enthélt. Damit gentigt es die
Laufzeit in den Parametern n, m und K zu beschrinken.
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Beobachtung 6.3. Ein Algorithmus zur Lésung von LPs in der Form (LP) hat polynomielle Laufzeit, genau
dann, wenn seine Laufzeit in (nm log,(K))°™) liegt.

Beweis. Die Kodierungsldnge ~ von (LP) ist offensichtlich mindestens log, (K), da selbst unter Vernachléssigung
von Vorzeichen und Trennzeichen so viele Bits benotigt werden, um alleine die Zahl K zu kodieren. Andererseits
ist die Kodierungsldnge mindestens nm, selbst wenn jeder Eintrag von A mit einem Bit kodiert werden
kann. Also ist k > (nm)'/?(logy(K))'/2. Andererseits ist & = O(nmlog(K)), selbst wenn alle Zahlen in der
Beschreibung von (LP) von der GroRenordnung K sind. Somit ist die Laufzeit in k(1) genau dann, wenn sie
in (nmlogy(K))°M liegt. O

Hat ein Algorithmus sogar Laufzeit (nm)©(), sprechen wir von einer streng polynomiellen Laufzeit. Ob ein
solcher Algorithmus zur Losung von LPs existiert ist unbekannt (siehe Problem 5.20).

6.1 Reduktion auf volldimensionale Zulassigkeitsprobleme

Kennen wir geeignete Schranken an den optimalen Zielfunktionswert, lasst sich das Problem, den Optimalwert
von (LP) zu finden, mittels bindrer Suche auf das Entscheidungsproblem zuriickfithren, ob P(A,b) N {x €
R" :c'a > ~v} # 0 fiir gegebenes v € R (sieche ADM). Wir wollen diese Erkenntnis auf das Finden von
Optimallésungen und das Feststellen von Unbeschranktheit, also auf das folgende Suchproblem, erweitern:

Optimierungsproblem (Suchproblem)
Input: AeQm " be Q™ ceQ”
Problem: finde z* € argmax{c'z : x € P(A,b)}, oder
entscheide, dass P(A4,b) = (), oder
finde z,z € R* mit & + Az € P(A,b) fiiralle A > 0und ¢’ z > 0.

Wir fithren das zugehorige Zulassigkeitsproblem ein, das wir als das Entscheidungsproblem ob P (A, b) # ()
sehen konnen, bei dem zusatzlich ein Zertifikat fiir den Fall P(A, b) # () verlangt ist.

Zulassigkeitsproblem

Input: AeQmxn beQm

Problem: finde € P(A,b), oder
entscheide, dass P(A4,b) = (.

Um die polynomielle Losbarkeit von LPs zu zeigen diirfen wir uns auf Zulassigkeitsprobleme einschranken.
Satz 6.4. Das Optimierungsproblem und das Zuldssigkeitsproblem sind polynomiell 4quivalent.

Beweis. Jeder Algorithmus fiir das Optimierungsproblem 1ost per Definition auch das Zulassigkeitsproblem.
Andersherum entscheidet ein Algorithmus fiir das Zuldssigkeitsproblem bereits, ob die zulédssige Menge des
Optimierungsproblems leer ist. Nehmen wir also an, das Optimierungsproblem (LP) sei zuldssig.

Existiert eine Optimall6sung, dann hat nach starker Dualitat (Satz 4.19) auch das duale LP

min b'y
(DP) s.t. ATy = c,
y=>0,
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eine Optimallosung mit gleichem Zielfunktionswert. Damit geniigt es wegen schwacher Dualitét (Satz 4.5)
eine zuldssige Losung von

V) b
O AT c
0 -—AT (‘”) < | -c
o -1 |[\Y —0
—c' b’ 0

zu bestimmen. Beachte, dass die Kodierungsldnge dieses Systems polynomiell in der Kodierungsldnge von
(LP) beschrankt ist.

Ist (LP) unbeschrankt, so muss das System (DP) unzuléssig sein. Nach dem Farkas-Lemma (Satz 4.15)
angewendet auf (DP) existiert (durch Reskalieren) z € R"™ mit

Az <0 und c'z=1.

Beachte, dass die Kodierungsldnge dieses Systems wieder polynomiell in der Kodierungsldange von (LP) ist.
Wir konnen also eine zuldssige Losung z dieses Systems bestimmen sowie eine zuléssige Losung Z von (LP).
Damit ist  + Az € P(A,b) fiir alle A > 0 und ¢’z > 0. Also kénnen wir das Optimierungsproblem auch im
unbeschrankten Fall in polynomieller Zeit 16sen. O

Wir werden einen Algorithmus beschreiben, mit dem, unter gewissen Voraussetzungen, das Zuldssigkeits-
problem fiir volldimensionale Polyeder mit Laufzeit O((nK)®()) gelost werden kann. Insbesondere kann in
diesem Fall eine polynomielle Laufzeit selbst fiir exponentielle m erzielt werden. Dafiir ist die Konstruktion
im Beweis von Satz 6.4 allerdings unbrauchbar, da sie die Anzahl Dimensionen auf n + m erhoht, wobei im
Allgemeinen auch eine anféngliche Volldimensionalitit verloren geht.

Wir fithren daher das Optimierungsproblem nochmal aufwéndiger mittels bindrer Suche auf das Zulassig-
keitsproblem zuriick. Zur Initialisierung der bindren Suche bendétigen wir eine obere Schranke an den Betrag
des optimalen Zielfunktionswerts. Da der optimale Zielfunktionswert im Allgemeinen fraktional sein kann,
benoétigen wir aullerdem ein Abbruchkriterium an die maximale numerische Auflésung der Suche und ein
Rundungsverfahren, um von den finalen Schranken auf den exakten Zielfunktionswert v* zu schlief3en. Wir
erhalten dann eine optimale Losung als Losung des Zul&ssikeitsproblems mit der zusatzlichen Nebenbedingung
cla > ~*.

Wir beginnen damit, den maximalen Betrag des optimalen Zielfunktionswerts abzuschétzen. Dazu beschran-
ken wir zunéchst Nenner und Zéhler aller Ecken von P(A, b). Wir verwenden folgende Schranke an die
Determinante einer Matrix.

Lemma 6.5. Sei B € R"*" mit |B;;| < K. Dann ist |det(B)| < (nK)".

Beweis. Nach der Leibniz-Formel (siehe Lineare Algebra II) gilt

n

det(B) = > sgn(o) [[ Biw),

o€Sp i=1
wobei S,, die symmetrische Gruppe aller Permutationen von {1,...,n} bezeichnet und sgn(o) € {—1,1}.
Damit ist .
det(B)| < > [[|Bioei)| < n!- K™ < (nK)". O
g€Sy i=1
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Damit kénnen wir Ecken beschranken. Beachte, dass P (A, b) im Allgemeinen keine Ecke besitzen muss.

Proposition 6.6. Fiir jede Ecke & von P(A, b) existieren ro € Nund r1,...,r, € Z und |r;| < (nK)3"" fiir
alle: € {0,...,n}und &; = r;/rp fir allei € {1,...,n}.

Beweis. Nach Satz 3.23 existiert eine Menge von Zeilenindizes I C eq(&) mit A;.& = by wobei |I| = nund A;.
reguldr ist. Nach der Cramerschen Regel (siehe Lineare Algebra II) ist

R det A[l]
T; =
det Aj.

(6.1)

fir i € I, wobei A}; die Matrix bezeichnet, die durch Ersetzen der i-ten Spalte von A;. durch by entsteht.
Da A;. eine Teilmatrix von A ist, sind alle Eintrdge von Aj; und A;. durch K beschrinkt. Also folgt mit
Lemma 6.5, dass

|det A | < (nK)" und |det Ar.| < (nK)™.
Sei ¢ € IN das Produkt der Nenner der Eintrdge von A;. und by. Dann ist ¢ - |[det A7.| € IN, ¢ - |det A[ﬂ‘ eN
und ¢ < K™+ < g2,
Mit r; := gdet(A};)) € Z und g == gdet(A;.) € N kénnen wir &; = r;/ro schreiben, wobei

’Vl2
lril =q- ’detA[i]‘ < (nK)3",
ro| = q - |det Ar.| < (nK)>". O
ro| = ¢q - |

Aus Proposition 6.6 folgt, dass wir uns auf das Losen von Optimierungsproblemen iiber Polytopen beschréanken
konnen. Im unbeschrinkten Fall kénnen wir einen Strahl & + Az € P(A, b) mit Hilfe des Farkas-Lemmas
(analog zum Beweis von Satz 6.4) finden.

Satz 6.7. Das LP
max{c' @ : Az <b,~-U-1<xz<U-1}

ist genau dann unzuléssig fiir U = (nK )3”2, wenn es unzuléssig fiir U = oo ist. Ansonsten ist * Optimallésung
fiir U = oo genau dann, wenn «* Optimallésung fiir U = (nK)?"* und U = (nK)3"* + 1 ist.

Beweis. Wir kénnen R™ in Polyeder der Form {x € R™ : Iz > 0} partitionieren, wobei I Eintrage {—1,1} auf
der Diagonalen hat und sonst alle Eintrage 0 sind. Also existiert ein solches I, so dass

max{c' x : Az < b} = max{c'x : Az < b,Iz > 0}.

Da das Teilsystem —U -1 < & < U - 1 invariant unter der Variablentransformationen z = Iz ist, konnen wir
I = I annehmen. Damit geniigt es, ohne Beschréankung der Allgemeinheit, die Aussage fiir das System

rnax{cTzr: Az <b,0<ax<U-1} (6.2)

betrachten.

Ist (6.2) fir U = (nK )3”2 zuldssig, dann natiirlich auch fiir U = oco. Nehmen wir andersherum an, es sei fiir
U = oo zuléssig. Dann existiert v := min{1'x : Az < b,x > 0} > 0 nach starker Dualitit (Satz 4.19 (v)
nach (ii)) und argmin{1'z : Az < b,x > 0} C {& > 0 : 1'x = ~} ist nach Proposition 3.16 und
Beobachtung 3.15 ein Polytop und besitzt somit eine Ecke & (wegen Zulassigkeit sowie Satz 2.21 und 3.23),

74



die auch Ecke der zulédssigen Menge von (6.2) fiir U = oo ist. Da die Dimension von (6.2) weiterhin n ist und
alle Zahler und Nenner weiterhin durch K beschrankt sind, folgt mit Proposition 6.6, dass & und damit (6.2)
auch fiir U = (nK)*" zulissig ist.

Ist (6.2) zuldssig und beschrénkt fiir U = oo, dann folgt aus der starken Dualitét (Satz 4.19), dass eine Opti-
mallosung existiert. Die Existenz einer Startecke & impliziert zusammen mit der Korrektheit und Endlichkeit
des Simplexverfahrens (Satze 5.8 und 5.15), die Existenz einer optimalen Ecke x*. Diese muss wiederum
nach Proposition 6.6 auch zulissig und somit optimal fiir U = (nK)3"* und U = (nK)3"* + 1 sein.

Nimmt (6.2) andersherum fiir U = (nK)*” und U = (nK)3" + 1 den gleichen Optimalwert an, dann
ist fiir jede Optimallosung «* zu U = (nK )3”2 im System mit U = (nk )3’”2 + 1 keine Ungleichung aus
x < ((nK )3”2 + 1) - 1 aktiv. Diese Ungleichungen kdnnen somit weggelassen werden, ohne die Optimalitét
von x* zu beeintrachtigen (Beobachtung 4.10 und Satz 4.11). Insbesondere ist (6.2) fiir U = oo zuléssig und
beschrankt. O

Damit konnen wir sowohl den maximal moglichen Wert, als auch die maximale Auflésung des optimalen
Zielfunktionswerts beschranken.

Proposition 6.8. Ist P(A, b) # () ein Polytop, so ist

max{c'x: Ax < b} € {2—7 :pEZ,|pl < (nK)4"2,q eN,qg < (nK)4n2}.

Beweis. Da P # () ein Polytop ist, wird das Optimum an einer Ecke angenommen (Korollar 2.48 und Satz 3.23).

Es geniigt also, die Werte ¢ ' & fiir Ecken & von P abzuschétzen. Seien ro,r1,...,r, € Z mit &; = r;/ro aus
Proposition 6.6 und sei die Zielfunktion beschrieben ist iiber ¢; = s;/¢; mit s1,...,s, € Zund t1,...,t, € N
fiiralle s € {1,...,n}. Dann ist

1 n
CT@ = — E Sﬂ"ﬁi
Tot .

i=1

mit ¢ := [[", ¢; und ¢; := t/t;. Nach Proposition 6.6 ist also c¢'& =p/gmitp € Z,qe N und

Ip| =

n
E Siriiz’
=1

q=rot < (nK)g”2 K" < (nK)4"2. O

n n
< Z ‘Sﬂ'ﬁz’ < ZK . (nK)3"2 . Kn_l < (nK)4n2,
=1 =1

Wir kénnen nun die bindre Suche konkretisieren. Proposition 6.8 liefert sowohl einerseits anfangliche Schran-
ken an den Suchbereich, als auch eine untere Schranke wie klein wir den Suchbereich werden lassen miissen.
Wir erhalten den folgenden Algorithmus, wobei wir das Ergebnis geschickt runden (siehe Ubung).
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Algorithmus : BINARYSEARCH(A, b, ¢)
input A€ Q™" be Q™ ceQm,
so dass P(A, b) # () ein Polytop ist
output: Optimalwert v* von (LP)

Q + (k)
{4+ —Q
U+ Q
while v — ¢ >
M+ S
if {tcR": Ax < b,c'x> M} =0:
‘ u+— M

else

| LM

1 .
4Q2 *

findep € Zundg € {1,...,2Q — 1} mit [/ — 2| < %Qq (runden)

return %

Eine Eigenschaft der bindren Suche ist, dass sie mit einer polynomielle Anzahl Iterationen auskommt, die
nicht von der Anzahl Nebenbedingungen m abhéangt.

Satz 6.9. BINARYSEARCH ist korrekt und terminiert in O(n?log(nK)) Iterationen.

Beweis. Der Algorithmus erhilt die Invariante, dass v* € [¢, u|: Dies gilt am Anfang nach Proposition 6.8 und
wird per Definition von BINARYSEARCH bei der Aktualisierung von ¢ und u sichergestellt.

1

gso7-Dau—lin jeder Iteration genau halbiert

Weiterhin gilt anfangs v — ¢ = 2Q und bei Terminierung u — ¢ >
wird, ist die Anzahl an Iterationen gegeben durch

[log, (16Q3ﬂ < 3log, Q + 5 = 12n%logy (nK) + 5 = O(n*log(nk)).

Es bleibt zu zeigen, dass v* = p/q. Nach Proposition 6.8 ist v* = s/t mit s € Z und t € IN, wobei ¢t < (). Nach

der Invariante gilt am Ende
1 1

=A<yl — < —.
sft—l=~"—0<wu £_4Q2<2Qq

Nach Dreiecksungleichung ist

—pt 1 1
lsa—pt| _ S_P‘S S_g‘+‘g_p'<§,
qt t q t q Qg tq
also |sq — pt| < 1. Aus der Ganzzahligkeit von p,t, s, q folgt pt = sq, also p/q = s/t = ~*. Damit gibt
BINARYSEARCH das korrekte Ergebnis zuriick. O]

Insbesondere liefert ein Algorithmus fiir das Entscheidungsproblem mit polynomieller Laufzeit in n» und
log,(K) einen ebensolchen Algorithmus fiir das Optimierungsproblem.

Korollar 6.10. Gegeben ein Algorithmus, der das Zuléssigkeitsproblem mit Laufzeit (nlog, (K ))°™) 16st, kann
das Optimierungsproblem ebenfalls mit Laufzeit (nlogy(K))©() gelést werden.
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Beweis. Ein Algorithmus fiir das Zulassigkeitsproblem entscheidet per Definition bereits, ob die zulassige
Menge des Optimierungsproblems leer ist. Weiterhin kénnen wir uns nach Satz 6.7 fiir die Losung des
Optimierungsproblems auf Polytope beschranken. Dabei wichst die Kodierungslange um

2nlogy((nK)*™) = 6n° logy(nK) = (nlogy(K))°W,

also polynomiell. Fiir Polytope kénnen wir den Optimalwert mittels der binidren Suche bestimmen. Dabei
nimmt die Kodierungsldnge von « und ¢ in Summe in jeder Iteration maximal um eine additive Konstante
zu, also ist die Kodierungslénge des Polytops {x € R" : Az < b,c' > M} in jeder Iteration, nach Satz 6.9,
polynomiell in der Kodierungsldnge von (LP) beschréankt. Nach Satz 6.9 liefert somit ein polynomieller
Algorithmus fiir das Zulassigkeitsproblem in polynomieller Zeit den Optimalwert. Zuletzt konnen wir einen
solchen Algorithmus, per Definition des Zulassigkeitsproblems, verwenden, um eine optimale Losung als ein
beliebiges Element * € {x € R" : Az < b,c' = > v*} zu bestimmen. Beachte, dass nach Proposition 6.8 die
Kodierungslidnge dieses Zuldssigkeitsproblems wiederum polynomiell beschréankt ist. O

Zum Abschluss zeigen wir noch, dass wir beim Zulassigkeitsproblem annehmen diirfen P (A, b) sei volldimen-
sional. Dazu zeigen wir, dass eine kleine Storung von (LP) dessen Zuléssigkeit nicht beeintrachtigt. Beachte,
dass die Storung zwar nur von n und K abhéngt, aber Laufzeit der Umrechnung der Lésung durchaus von m
abhangen kann.

Satz 6.11. Aus jeder Losung von
{x e R": Ax < b+¢el} (6.3)

mit & := (n + 2)~}(nK) 4"~ lésst sich in polynomieller Zeit eine Losung von
{x e R": Az < b} (6.4)

konstruieren, und umgekehrt.

Beweis. Jede Losung von (6.4) ist offensichtlich bereits eine Losung von (6.3). Nehmen wir nun an wir haben
eine Losung g von (6.3) gegeben.

Wir diirfen annehmen, dass A vollen Spaltenrang hat, denn linear abhéngige Spalten gehoren zu tiberfliissigen
Variablen, da keine Vorzeichenbeschrankungen vorliegen. Wie konnen linear abhédngige Spalten in polynomi-
eller Zeit mittels der Gauf3-Elimination (siehe Lineare Algebra I) entfernen und den Wert der entsprechenden
Komponente von y auf die anderen Komponenten umlegen.

Seil = {i e {l,...,m} : A,y > b;}. Falls A;. nicht n unabhéingige Zeilen enthélt, existiert eine linear
unabhéngige Zeile A;. mit j ¢ I, da A vollen Spaltenrang hat. Damit hat das System

e ()= ()

eine Losung z. Wir konnen also (in polynomieller Zeit) A > 0 finden, so dass A(g + AZ) < b+ <1 und
Ay (g + Az) > by flr ein j° ¢ I. Wir kénnen also die Lésung y + Az von (6.3) betrachten und damit die
Menge I vergrofern. Da wir diesen Vorgang notigenfalls bis zu n mal wiederholen kénnen, diirfen wir im
Folgenden annehmen, dass I’ C I existiert, so dass |I'| = n und Aj. regular.

Dann sind alle Zeilen A;. mit j € {1,...,m} linear abhédngig von den Zeilen in A ., es existieren also ;; mit
Aj. = BijAi. (6.5)
iel’
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Nach der Cramerschen Regel (siehe Lineare Algebra II) ist f3;; = %, wobei D;; (bis auf sein Vorzeichen) und
D = det(Ay.) Determinanten von Matrizen mit Eintrdgen aus A sind. Nach Lemma 6.5 ist

1Dy;| < (nK)™,|D| < (nK)™ (6.6)

Sei nun Z die Losung von A;,.x = by,. Nach der Cramerschen Regel sind die Komponenten von Z von der
Form z; = |%'|, wobei D; die Determinante einer Matrix mit Eintrdgen aus A und b ist. Weiterhin gilt fiir alle
j€{l,...,m}, dass

6.5
D452 —b;) Y S DyA.z - DY

el
= ZDijbi — |D[b; +[D|(A;.y — A;.)
iel’
(6.5) _ _
=" |D|(A; g —b;) = > _ Dij(Aig —by).
iel’
Wegen A;.y —b; <cund |A;. 5 — b;| <efiliri e I' ist also
= (6.6) n —3n—1
D (Aj.2 — b;) <e(ID|+ ) _|Dyl) < e(n+1)(nK)" < (nK) . 6.7)
il
Nehmen wir nun an, es gelte A;.Z > b; fiir ein j € {1,...,m}. Sei ¢ das Produkt aller Nenner in A;., D, D;

und b;. Dann ist ¢ |D| (A;.Z — b;) € Z und, analog zu Lemma 6.5, ¢ < K" - (nK)?" - K < (nK)3"*L. Aus
(6.7) folgt ¢ |D| (A;.Z — bj) < 1, also A;.& = b;. Da dies fiir alle j € {1,...,m} mit A;.Z > b; gilt, ist Z also
eine zuldssige Losung von (6.4). Da weiterhin Z die Losung eines linearen Gleichungssystems mit Eintragen
aus A und b ist, kdnnen wir es mit Hilfe der Gauf3-Elimination in polynomieller Zeit bestimmen. O

Ist P(A,b) also nicht volldimensional, konnen wir stattdessen das Zuldssigkeitsproblem fiir P(A,b + 1)
betrachten: Die Kodierungslinge vergrofert sich polynomiell um maximal m log, (¢ '), K vergroRert sich
polynomiell um maximal log,(¢~!), und n bleibt unberiihrt. Ist P(A4,b + 1) = {), so ist natiirlich auch
P(A,b) = (. Ansonsten kénnen wir aus y € P(A, b+ 1) nach Satz 6.11 in polynomieller Zeit ein Z € P(A, b)
konstruieren. Es bleibt noch festzustellen, dass P(A, b + €1) volldimensional oder leer ist.

Beobachtung 6.12. Ist {x € R™ : Ax < b} # (), dann ist {x € R" : Ax < b+ 1} mit e > 0 volldimensional.

Beweis. Esist P\ OP = {x € R" : Az < b+ 1} der Schnitt von endlich vielen offenen Mengen, also offen.
AufBerdem ist
{x e R": Ax <b} CP\OPC{xeR": Ax <b+cl}.

Aus {x € R": Az < b} # () folgt also P \ OP # (. Dann enthalt P \ 0P und damit {x € R": Az < b+ 1}
eine Umgebung und ist somit volldimensional. O]

6.2 Die Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die bindre Suche auf mehrdimensionale Suchprobleme verallgemeinern. Wir brauchen hierfiir
eine Verallgemeinerung des Suchraums von einem Intervall, zu einer Menge, die unter beliebigen Schnitten
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Abbildung 6.1: Zweidimensionales Beispiel einer Folge von Schnitten durch den jeweiligen Mittelpunkt, die
keine Verkleinerung des kleinsten umschreibenden Rechtecks erlauben. Beachte, dass alle
Rechtecke dieselbe Flache haben (also wére das urspriingliche Quadrat bereits flaichenmini-
mal).

durch ihren Mittelpunkt abgeschlossen ist und deren Volumen sich bei jedem Schnitt um einen konstanten
Faktor verringert. Eine naheliegende Adaption mehrdimensionaler Intervalle, die beliebige Schnitte erlaubt
waéren rotierte Hyperquader, allerdings reduziert sich das Volumen des kleinsten umschreibenden Hyperquaders
im Allgemeinen nicht schnell genug — bzw. iiberhaupt nicht (siehe Abb. 6.1).

Wir verwenden stattdessen die folgende namensgebende sphérische Verallgemeinerung von Intervallen als
unsere Suchrdume. Da mit wachsender Dimension n die Einheitskugel verschwindend klein im Vergleich
zum Einheitswiirfel ist, also vol(B(1)) — 0 fiir n — oo gilt, erhoffen wir uns davon eine erheblich schnellere
Kontraktion des Suchraums.'

Definition 6.13. Ein Ellipsoid mit Mittelpunkt a € R" ist eine Menge
E(Aja)={xeR": (x—a) A (x—a) <1},

mit A € R™*" (und damit A~!) symmetrisch und positiv definit.

Wir definieren dabei das Ellipsoid £(A4, a) tiber die Inverse der Matrix A, da sich zentrale Eigenschaften
von A ableiten lassen. So entsprechen die Eigenvektoren von A beispielsweise den Symmetrieachsen des
Ellipsoids® und die Eigenwerte von A entsprechen den Quadraten der Halbachsenlidngen. Weiterhin beschreibt
die Quadratwurzel von A die Deformation von £(A4, a) beziiglich der Einheitskugel.

Beobachtung 6.14. Es ist £(A,a) = {AY?u + a : u € B;(0)} eine affine Transformation der Einheitskugel
B1(0) = £(I,0) = {u € R : ||lu||, < 1}, wobei A'/2 die (eindeutige) symmetrische und positiv definite Matrix
ist fiir die AY/2AY2 = A.

Beispiel 6.15. Betrachte das zweidimensionale Ellipsoid £(A,a) mit a = (), Radien r = 3, ¢ = 2 und
Hauptachsen r - ($ne) = %(3\3/3) und g - (~3ne) = (\_/%), wobei o = 7 /6 (siehe Abb. 6.2). Die Matrix A ldsst

cos @

!Das Phinomen, dass die Einheitskugel verschwindet, ist ein Aspekt des sogenannten Fluchs der Dimension.
2Symmetrische Matrizen haben eine orthonormale Eigenbasis: Aus Az = Az und Ay = py mit A # pfolgt ey =x " ATy =
' Ay = px" y und damit "y = 0.
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Abbildung 6.2: Zweidimensionales Ellipsoid aus Beispiel 6.15. Die Transformation von der Einheitskugel aus
Beobachtung 6.14 ist angedeutet.

sich berechnen als
A= (cosoz 7sino¢) r2 0 ( cos o sinoz) _ 1 31 5v/3
~ \sina cosa 0 ¢? —sinacosa) — 4\ 53 21 )’
. 2 . 1 7 -5
A—l _ (cosa —sma) r 0 ( cos o sma) _ = V3
~ \sina cosa 0 q2 —sina cosa) T g _% 3l )
. . 1
1/2 _ (cosa —sina r 0 cosa sina) __ 11 V3
A2 = ( ) (59) ( )= (5. A

sina cosa —sina cos 4 V3 9

Um wie bei der bindren Suche verfahren zu konnen, benotigen wir ein Ellipsoid, dass unseren anfanglichen
Suchraum beschréankt, also insbesondere P (A, b) enthélt. Wir erinnern daran, dass wir uns nach Satz 6.7 auf
Polytope beschrianken kénnen.

Proposition 6.16. Ist P = P(A, b) ein Polytop, so ist P C Br(0) = £(R2L, 0) mit R = (nK)*"",

Beweis. Nach Sétzen 2.21 und 3.23 gentigt es zu zeigen, dass alle Ecken & von P(A4, b) in Br(0) enthalten
sind. Nach der Dreiecksungleichung und Proposition 6.6 gilt

1%y < [|1]], < n(nK)*™ < (nK)™. O

Wahrend wir bei der eindimensionalen bindren Suche Intervalle jeweils exakt in zwei Hélften teilen konnen,
ist es nicht klar, wie wir einen Suchraum in der Form eines Ellipsoids verfeinern konnen. Insbesondere kénnen
wir ein Ellipsoid nicht in zwei nichttriviale Ellipsoide partitionieren. Wollen wir keinen Teil unseres Suchraums
verlieren, miissen wir stattdessen mit einer Uberdeckung durch zwei Ellipsoide arbeiten. Um dennoch das
logarithmische Verhalten der bindren Suche zu bewahren, miissen wir die Grol3e dieser Ellipsoide beschrénken.
Diese werden mittels des Volumens vol(£) := [, _. 1 dz messen. Das folgende Lemma erlaubt es uns wegen
Beobachtung 6.14 das Volumen eines Ellipsoids iiber das Volumen der Einheitskugel zu berechnen.

Lemma 6.17. Sei f(x) = Dx + d eine affine Abbildung und M C R". Dann gilt

vol(f(M)) = |det(D)] - vol(M).

80



Abbildung 6.3: Das Ellipsoid & = £(1,0) = B;1(0) zusammen mit dem iiberdeckenden Ellipsoid £y 2 & NH
mit H = {x € R? : —z; < 0} im zweidimensionalen Fall des Beweises von Satz 6.18.

Beweis. Mit der Variablentransformation y = f(«) gilt nach dem Transformationssatz (siehe Analysis II)

vl (M) = |

tdy= [ det(Jy(a))|da
yef(M) xrEM

wobei J¢(x) = (0; fi(x))i; = D die Jacobimatrix von f bezeichnet. O

Der folgende Satz ist das zentrale Resultat zur Funktionsweise der Ellipsoidmethode. Er besagt, dass wir
den Suchraum durch zwei Ellipsoide iiberdecken konnen, die jeweils komplementéire Hélften des Suchraums
enthalten und dennoch in jeder Dimension um einen Faktor kleiner sind. Die konstruierten Ellipsoide sind
tatsachlich kleinstmoéglich und werden Lowner-John-Ellipsoide genannt.

Satz 6.18. Sei £ = £(A, a) ein Ellipsoid in Raumdimension n > 2, sei ¢ € R™ \ {0} und H# = {x € R" :
c'xz <c'al. Setze

de —2 st gma— -t g A=_"" (4__2 447
" Velde o n+1"’ Tn2-1 n+1 ’

Dann ist £ = £(A, @) ein Ellipsoid mit £ D £ NH und vol(£) < Sy -vol(€).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall A = 4p =1, a = a® :=0und ¢ = ¢ = (') (siche Abb. 6.3).
Sei & = &£(A4p,a®) = B1(0), Ho = {x € R" : (c?)'z < (c@)Ta®} = {z € R" : z; > 0} und
(E:D = 5(/_10, C_L(O)) mit

_ 2 -1 T
4© — -1 5O _ (n+1)71 4, — n =1 0 .
0/’ 0 ’ n2—1\0 I

Es ist Ay symmetrisch und positiv definit, also ist & ein Ellipsoid. AuBerdem ist A, ! eine Diagonalmatrix und
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insbesondere gilt fiir x € R", dass

@-a®) A @-a®) =3 (4"), (- a)

_(wl_n—i-l) n? n? le
i=2
(n+1)?% [/, 21 1 n2—1z": 9
= - x
n? Vn41 ' (n+1)2 n? ’

_n2—1Z 5 2(n+1)

1
xi + 3 xl(xl—l)—i—ﬁ.

Seinun € & N Ho. Dannist 0 < z; < 1, also zy(z1 — 1) < 0. Aus @ € & = B1(0) folgt > 7" | azf < 1. Damit
ergibt sich

_ __ _ n?—1 1
(m*a(O))TAol(SC*a(O)) < 2 +ﬁ =1.
Also ist ¢ € £y und somit £y 2 & N Ho.
Nach Beobachtung 6.14 und Lemma 6.17 gilt auf3erdem
vol(£y)  y/det(Ag) - vol(By)
VOl(gO) \/det(A()) . VO](Bl)
= det(AQ)
B n2n n—1 1/2
S \(n+D(n—-1)" n+1

- nj—l ((n+ 17;(2n - 1)>(”‘1)/2

B <1‘ ni1> (1+m+1>1<n—1>)(n_1)/2'

Mit 1 4+ a < e fiir alle « # 0 (wegen n > 2) folgt

- n—1
vol(€o) _ —:4 (em) S
vol(&y)

Betrachte nun den allgemeinen Fall. Nach Beobachtung 6.14 ist S(£) = & mit S(x) = A~Y/2?(x —a). Sei R ein

Rotationsmatrix, die den Raum um den Winkel = um die Achse % +c© dreht, also A'/2c und || A'/2¢|| ¢©

aufeinander abbildet. Dann ist R orthonormal und daher R" R = I und es gilt
12, || 4172 -1
RA C—HA CH<O>
Wir definieren die affine Abbildung

T(z) = RS(x) = RA™Y?(x — a).
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Da die Einheitskugel &, invariant unter Rotation ist, gilt
T(E)=RS(E)=¢&.

Es ist x € H genau dann, wenn
—1 T
0>c'(x—a)=c AYV?2RTRA™V?(x — a) = (RAV?¢) " T(z) = HAl/QCH ( 0 ) T (),

also genau dann wenn ((1))TT(33) > 0, beziehungsweise wenn T'(x) € H,. Es folgt dass T'(H) = Ho.
Es ist A symmetrisch und positiv definit (Ubung), also ist £ ein Ellipsoid. SchlieRlich gilt (chne Beweis) auch
T() = E&o.
Also ist
T(E) N T(H) =& NHy C ;5‘0 = T(E‘)

Mit Injektivitit von R und A (positiv definit) und damit von T, folgt £ O £ N H.
SchlieRlich gilt nach Beobachtung 6.14 und da 7! eine affine Abbildung ist, dass

vol(€)  vol(T"Y(Ey)  vol(€) .1
Vo](f) N VO](T_I(E())) N vol (&) <e s -

Proposition 6.16 liefert einen anfanglichen Suchraum und Satz 6.18 beschreibt, wie wir den Suchraum iterativ
verfeinern konnen. Es fehlt nun nur noch ein Abbruchkriterium fiir die Suche. Der folgende Satz macht klar,
warum wir uns auf volldimensionale Polyeder einschranken miissen, da andernfalls vol(P(A, b)) = 0.

Proposition 6.19. Ist P(A, b) ein volldimensionales Polytop in Raumdimension n > 2, dann gilt
vol(P(A, b)) > (nK)~5"".
Beweis. Nach Satz 2.21 und Satz 3.23 ist P(A, b) die konvexe Hiille seiner Ecken. Da P(A, b) volldimen-

sional ist, enthélt es n + 1 affin unabhingige Ecken £, 2™ ..., 2™ und damit deren konvexe Hiille
Q = conv({z@, 2™ ... 2™}). Es gilt (siche Ubung)

1 . . atn) & 1 1 1 -1
VO](Q) = ﬁ }det (.’L'(l) — O .. 0 _ .’L'(O))‘ = ﬁ det (fk(o) s . @(")> > 0.
Sei ¢ das Produkt aller (positiven) Haupnenner von (™ ... &, Nach Proposition 6.6ist ¢ < (nK )3”2(”“).
Aullerdem ist gn! vol(Q) > 1, also mit n > 2,
1
Vol(P(A, b)) > vol(Q) > — > (nK) " ("Hn =" > (k)= O
gn!

Wir haben damit alle Komponenten zur Formulierung der Ellipsoidmethode zusammengetragen. Wir testen
in jedem Schritt, ob der Mittelpunkt des aktuellen Ellipsoids bereits ein zulédssiger Punkt ist. Andernfalls
erhalten wir eine trennende Hyperebene durch den Mittelpunkt iiber die linke Seite einer verletzten Zeile
des Ungleichungssystems. Insbesondere ist P(A, b) in einer Hélfte des Ellipsoids enthalten. Wir verfeinern
unseren Suchraum zu dem {iberdeckenden Ellipsoids dieser Hélfte des Ellipsoids nach Satz 6.18.
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Algorithmus : E1L1PSOIDMETHOD(A, b)

input A€ Q™" be Q™

output: Punkt Z € P(A,b), oder () falls vol(P(A,b)) =0

AO  (nK)8* .1, a© + 0

& — E(AD a©®) k0

while £ < [In(nK)] - 18n3(n + 1) + [In(2)] - 2n(n + 1):
if 3 € {1,...,m} with A;.a® > b;:

d+ (A AW AT)712 AR AT

AU o p? (A(k) - n%lddT>

a®kt+tD) L g _ %Hd
Epg1 — E(ARHD g +1))
else
| return a®

¥k<—k+1

return ()

Beispiel 6.20. Betrachte das Polytop P, das durch die zuldssige Menge von

—x1 — 22 < =2,
3$1 S 47
—2x1 + 229 < 3

gegeben ist. Abb. 6.4 zeigt die Ausfiihrung der Ellipsoidmethode beginnend mit & = 37(0) D P. A
An diesem Beispiel sehen wir insbesondere, dass jedes Ellipsoid durch Stauchung in dulsere Normalenrichtung
des Halbraums #, der P enthélt, entsteht und durch Streckung in den orthogonalen Richtungen. Diesen

Effekt illustriert das nachste Beispiel nochmal.

Beispiel 6.21. Betrachte das Polytop P, das durch die zuldssige Menge von

1 1
- leé —
5 5
7 o_ _ 18
PR x PR
20 —72= 90

gegeben ist (siehe Ubung). Abb. 6.5 zeigt die Ausfiihrung der Ellipsoidmethode beginnend mit der Kugel 1(0) D P.
A

Um die Korrektheit der Ellipsoidmethode zu zeigen, miissen wir im Wesentlichen noch nachweisen, dass die
Abbruchbedingung richtig gewahlt ist. Wir erhalten insbesondere eine polynomielle Schranke an die benétigte
Anzahl Iterationen, die wiederum nur von n und log(K’) abhéngt.

Satz 6.22. ELLIPSOIDMETHOD ist korrekt und benétigt O(n log(nK)) Iterationen.
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Abbildung 6.4: Iterationen der Ellipsoidmethode fiir Beispiel 6.20.

=

=

Abbildung 6.5: Iterationen der Ellipsoidmethode fiir Beispiel 6.21.
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Beweis. Offensichtlich benétigt ELLipsorpMETHOD U = [In(nK)] - 18n3(n + 1) + [In(2)]2n(n + 1) =
O(n*log(nK)) Iterationen. Gibt sie einen Vektor a(¥) zuriick, so gilt a(¥) € P (A, b). Ist P(A, b) nicht volldi-
mensional, dann ist vol(P(A, b)) = 0, also ist das Ergebnis von ELLiPsoIDMETHOD in diesem Fall korrekt. Sei
nun P (A, b) volldimensional.

Wir zeigen, dass der Algorithmus die Invariante erhilt, dass & ein Ellipsoid ist, mit P (A4, b) C & und vol(&) <
e~ k/2(n+1) yol(&). Die Inklusion gilt anfangs nach Proposition 6.16 und die anderen Eigenschaften sind fiir &
trivial. Bei der Berechnung von &, verletzt a(¥) die Ungleichung A;.« < b;. Also gilt mit der Invariante in
Iteration k, dass P(A,b) CHNE mit H ={x € R": A;.x < Ai.a(k)}. Nach Satz 6.18 gilt somit, dass 11
ein Ellipsoid ist mit £x,1 2 H N E 2 P(A,b) und vol(E11) < e V2t yol(&,) < e~ *+HD/20041) y0]( &),
wobei wir die Invariante fiir Iteration k& verwendet haben.

Nehmen wir nun an, ELLIPSOIDMETHOD terminiert ohne einen Vektor zuriick zu geben, also nach Iteration U.
Fiir & gilt nach Beobachtung 6.14 und Lemma 6.17

vol(&) = | det((nK)™ T)| - vol(B1(0)) < (nK)™ - 2",
Mit der Invariante gilt also P(A,b) C & und
Vol(P(A, b)) < vol(&) < e V2D (K ) 9n < (nK) =" (nK)*™" < (nK)~>"".

Nach Proposition 6.19 ist das ein Widerspruch zur Annahme, P(A, b) sei volldimensional. O

Um die Laufzeit der Ellipsoidmethode abzuschitzen, miissen wir den Aufwand in jeder Iteration untersuchen.
Zunéchst einmal muss die trennende Hyperebene gefunden werden. Dies erfolgt in linearer Zeit, da es
geniigt alle Zeilen des Ungleichungssystems zu priifen. Allerdings hangt diese lineare Laufzeit auch von m ab,
im Gegensatz zu allen bisherigen Schranken. Im Allgemeinen kénnen wir natiirlich auch nicht hoffen das
Zulassigkeitsproblem zu l6sen, ohne zumindest alle Eintrdge von A und b anzuschauen. Daher ist eine lineare
Abhéngigkeit der Laufzeit von m nicht vermeidbar.

Wesentlich problematischer ist es, die Laufzeit fiir die Verfeinerung des Suchraums zu beschranken. Einerseits
miissen hier Wurzeln gezogen werden, was nur mit endlicher Genauigkeit passieren kann. Durch die entspre-
chende Fehlerfortpflanzung (siehe Einfiihrung in die Numerik), geht die Korrektheit des Verfahrens verloren.
Insbesondere kann es passieren, dass A nicht mehr positiv definit ist, oder das Ellipsoid nicht mehr P (A, b)
enthdlt. Beide Probleme lassen sich durch eine leichte Skalierung der Ellipsoide vermeiden. Aullerdem treten
bei der Ausfiihrung der Ellipsoidmethode Zahlen auf, die durch Produkte von polynomiell vielen Termen
entstehen und deren Kodierungsldnge nicht polynomiell beschrankt ist. Dieses Problem lasst sich durch
sorgfiltige Wahl der Berechnungsgenauigkeit ebenfalls vermeiden. Insgesamt konnte so die polynomielle
Losbarkeit der Linearen Optimierung gezeigt werden.

Satz 6.23 (Khachiyan, 1979). LPs sind in polynomieller Zeit l6sbar.

Dieses Resultat liefert allerdings keinen stark polynomiellen Algorithmus, da die Laufzeit von log K abhingt
(siehe Problem 5.20). Aufderdem ist es wichtig zu erwdhnen, dass die Ellipsoidmethode zwar aus theoretischer
Sicht, im Sinne der worst-case-Analyse, dem Simplex-Verfahren iiberlegen ist, es sich in der Anwendung aber
typischerweise genau entgegengesetzt darstellt: Das Simplex-Verfahren ist oft sehr effizient, wihrend die
hohe (polynomielle) Anzahl an aufwéandigen Iterationen der Ellipsoidmethode in der Regel zu schlechter
Performanz fiihrt.
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6.3 Separieren und Optimieren

Fast alle Resultate in den vorangegangenen Abschnitten kommen ohne eine Abhédngigkeit von der Anzahl m
an Nebenbedingungen aus. Insbesondere ist der einzige Schritt der Ellipsoidmethode mit einer konkreten Ab-
héngigkeit von den Nebenbedingungen der Separierungsschritt, in dem die linke Seite einer Nebenbedingung
als trennende Hyperebene fiir den aktuellen Mittelpunkt verwendet wird. An dieser Stelle wiirde uns eine
beliebige trennende Hyperebene ausreichen. Wir brauchen also lediglich eine Losung des folgenden Problems.

Separierungsproblem
Input: Polyeder P (ggf. ohne explizite Beschreibung), y € Q"
Problem: entscheide, dass y € P, oder

finde ¢ € Q" mit ¢'y > max{c'z : x € P}.

Konnen wir das Separierungsproblem effizient 16sen, so erhalten wir also eine effiziente Losung fiir das Zulas-
sigkeitsproblem und damit fiir das Optimierungsproblem. Das gilt selbst dann, wenn die Nebenbedingungen
in einer kompakten Form formuliert sind, aber m sehr grof3 ist. Im Folgenden beziehen sich alle Laufzeiten
auf den worst-case iiber eine Menge & von Polytopen.

Satz 6.24. Existiert ein Algorithmus mit Laufzeit f(x) fiir das Separierungsproblem {iiber volldimensionale
Polytope P € 22, dann existiert ein Algorithmus mit Laufzeit (n logy, K)©(). f(x) fiir das Optimierungsproblem
iiber P.

Beweis. Der einzige Schritt in der Ellipsoidmethode, dessen Laufzeit von m abhédngt, ist das Finden einer
Zeile von A, die den Mittelpunkt a® des aktuellen Ellipsoids von P trennt. Das diese trennende Hyperebene
genau eine Zeile von A ist, ist fiir die Funktion der Ellipsoidmethode unerheblich. Wir konnen diesen Schritt
also durch Anwendung eines Algorithmus fiir das Separierungsproblem iiber P ersetzen. Die Aussage von
Satz 6.22 bleibt damit erhalten. Wie erwahnt lassen sich die Rechnungen in jeder Iteration in polynomieller
Zeit ausfiihren (ohne Beweis). Da diese Rechnungen im Raum Q" stattfinden und in keiner Weise von m
abhangen, folgt, dass wir das Zulassigkeitsproblem {iiber P effizient 16sen konnen.

Um das Optimierungsproblem mittels Korollar 6.10 zu 16sen, miissen wir die Zuldssigkeit von P’ := {x €
R" :x € P,c'x > M} entscheiden, wobei die zusitzliche Ungleichung aus der biniren Suche stammt. Dies
konnen erreichen, indem wir in der Ellipsoidmethode zusitzlich ¢ a® < M als Kandidat fiir eine trennende
Ungleichung testen. Kann a* weder von P getrennt werden, noch durch ¢'a® < M, so ist a® € P’ und P’
somit zulassig.

Beachte, dass P’ im Allgemeinen nicht volldimensional sein muss. Terminiert die Ellipsoidmethode ohne
einen zuldssigen Punkt gefunden zu haben, ist vol(P’) = 0. Aus Volldimensionalitat von P folgt dann, dass
P C{x € R":c'x < M}. Damit bleibt die Invariante v* € [I,u] der binéren Suche erhalten. Der Beweis von
Satz 6.9 gilt damit weiterhin und wir erhalten eine Losung der Optimierungsproblems {iber P. O

Die Umkehrung dieser Aussage konnen wir nicht ohne eine Modifikation des Polytops zeigen.

Definition 6.25. Das Polare einer Menge M C R" ist

M ={yeR":y' 'z <1Ve e M}.

Es gilt die folgende Komplementaritét.
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Proposition 6.26 (Ubung). Sei P ein Polytop mit 0 € P \ 9P. Dann ist P° ein Polytop und es gilt (P°)° = P.
Damit konnen wir die Umkehrung von Satz 6.24 formulieren.

Satz 6.27. Existiert ein Algorithmus mit Laufzeit f(x) fiir das Optimierungsproblem tiiber volldimensionale
Polytope P € & (mit beliebigen Zielfunktionen), dann existiert ein Algorithmus mit Laufzeit O(n log, K)- f (k)
fiir das Separierungsproblem iiber P°.

Beweis. Wir konnen das Separierungsproblem iiber P° mit einem gegebenen Punkt y € Q™ wie folgt 16sen:
Wir bestimmen zunéchst ¢ € argmax{y ' : = € P} mit Hilfe des Optimierungsalgorithmus. Ist y "¢ < 1,
dann ist offensichtlich y € P°. Sonst ist ¢ der gesuchte Normalvektor einer Hyperebene, die y strikt von P°
trennt. O

Konnen wir das Optimierungsproblem also iiber eine Klasse von Polytopen effizient 16sen, die unter polarer
Transformationen abgeschlossen ist, so erhalten wir einen effizienten Algorithmus fiir das Separierungsproblem
iiber diese Klasse. Schwicher formuliert erhalten wir zusammen mit Satz 6.24 die folgende Aussage.

Satz 6.28. Existiert ein Algorithmus mit Laufzeit f(x) fiir das Separierungsproblem oder das Optimierungspro-
blem iiber volldimensionale Polytope P € £, dann existiert ein Algorithmus mit Laufzeit (n log, K)°M) . f(x)
fiir das jeweils andere Problem {iber P.

Beweis. Aus einem Algorithmus fiir das Separierungsproblem kénnen wir nach Satz 6.24 einen Algorithmus
fiir das Optimierungsproblem erhalten.

Wollen wir nun mit Hilfe eines Algorithmus fiir das Optimierungsproblem iiber P, das Separierungsproblem
fiir y € Q™ iiber P lésen, so konnen wir zundchst P so transformieren, dass 0 € P \ 9P: Dazu bestimmen wir
Punkte 1 = argmax{1'x : ¢ € P} und x5 € argmax{—1"x : x € P} mittels des Optimierungsalgorithmus.
Da P volldimensional ist, gilt 1 # x2. Wir kdnnen nun iterativ affin unabhéngige Punkte bestimmen,
indem wir in die beiden Richtungen ¢ und —c optimieren, wobei ¢ orthogonal zu den bisherigen Richtungen
(einschlieflich 1 und —1) ist. Wegen Volldimensionalitédt von P erhalten wir nach n Iterationen genau n
affin unabhangige Punkte. Der Durchschnitt dieser Punkte liegt im Inneren von P und wir konnen ihn durch
geeignete Koordinatentransformation auf 0 verschieben. Dabei nutzen wir implizit, dass alle bisherigen
Resultate translationsinvariant sind. Insgesamt konnen wir also annehmen, dass 0 € P \ 9P.

Nach Satz 6.27 liefert ein Algorithmus fiir das Optimierungsproblem iiber P einen Separierungsalgorithmus
fiir P° und damit nach Satz 6.24 einen Optimierungsalgorithmus fiir P° und, wiederum nach Satz 6.27, einen
Separierungsalgorithmus fiir (P°)°. Wegen Proposition 6.26 und 0 € P \ 9P ist (P°)° = P, also kdnnen wir
das Separierungsproblem iiber P l0sen. O]

Insbesondere lisst sich die polynomielle Aquivalenz von Optimierungsproblem und Zuléssigkeitsproblem auf
das Separierungsproblem erweitern. Die polynomielle Aquivalenz von Optimierung und Separierung ist ein
zentrales Resultat der kombinatorischen Optimierung.

Satz 6.29 (ohne Beweis). Das Optimierungsproblem, das Zuldssigkeitsproblem, und das Separierungsproblem
sind iiber Polytopen polynomiell 4quivalent.

Wir geben zuletzt ein Beispiel in dem eine effiziente Losung moglich ist, obwohl die Anzahl m an Neben-
bedingungen exponentiell in n ist. Weitere Beispiele werden in den Vorlesungen Diskrete Optimierung und
Optimierung in Transport und Verkehr behandelt.
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Beispiel 6.30. Beim Traveling-Salesperson-Problem (TSP, siche ADM) ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit
Kantenkosten ¢ € R¥ gegeben. Gesucht ist einen Kreis C C E, der alle Knoten jeweils genau einmal besucht und
dabei die Kosten ) . c. minimiert. Wir konnen dieses Problem als diskretes Optimierungsproblem formulieren,
wobei z., = 1 genau dann, wenn e € C:

min ¢' x

s.t. Z Te = 2, Yv eV,
)

e€d(v

2%22, Vic ScV,
e€d(S)

x € {0,1}F.

Dieses Problem ist NP-schwer. Vergichten wir auf die Ganzzahligkeitsbedingungen, erhalten wir ein LP, das
eine untere Schranke an die Kosten einer optimalen Tour bestimmt. Dieses LP hat allerdings exponentiell viele
Nebenbedingungen, da es alle nichttrivialen Teilmengen von V betrachtet.

Dennoch kénnen wir das Separierungsproblem fiir einen Punkt & € R” effizient losen. Die Nebenbedingungen
Y ec §(v) Te = 2 und 0 < Z. < 1 lassen sich offensichtlich effizient priifen. Fiir die anderen Nebenbedingungen
betrachten wir den gerichteten Graphen (V,E') = (V,{(u,v), (v,u) : {u,v} € E}) mit Kantenkapagitdten
p((u,v)) = Ty} fiir ale (u,v) € E'. Fiir jedes Paar s,t € V bestimmen wir einen minimalen s-t-Schnitt S; ;
im Flussnetzwerk ((V, E'), i, s,t). Dies ist in polynomieller Zeit in n méglich, indem wir ein Netzwerkflussproblem
losen (siehe ADM). Ist u(Ss ) > 2 fiir alle s,t € V, dann ist Z eine zuldssige Losung. Sonst liefert ein Schnitt mit
1(Ss,t) < 2 eine trennende Ungleichung.

Nach Satz 6.29 kénnen wir somit das LP in polynomieller Zeit losen, obwohl es exponentiell viele Nebenbedingungen
besitzt. A
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7 Grundlagen der Nichtlinearen Optimierung

Die Nichtlineare Optimierung behandelt Optimierungsprobleme (NLPs) der Form

min f(x)
(NLP) st. g(x) <0,
h(x) =0,

mit f: R® - R, g: R® — R™ und h: R® — R”. Insbesondere wird im Allgemeinen nicht vorausgesetzt, dass
die Funktionen linear oder konvex sind.

Wir wollen uns in dieser Vorlesung der Einfachheit halber auf lineare Nebenbedingungen beschrdnken, also
auf Probleme der Form

min f(x)
(NL) s.t. Ax < b,

mit A € R™*", b € R™. Der allgemeine Fall wird ausfiihrlich in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung
behandelt.

Wir haben einige niitzliche Eigenschaften von linearen Optimierungsproblemen kennen gelernt. Insbesondere
treten nur globale Optima auf, es gibt endlich viele Randpunkte (Ecken), die als Optimalldsungen in Frage
kommen und es gilt starke Dualitit. Diese Eigenschaften erlauben es letztendlich LPs in polynomialer Zeit zu
l6sen. Fiir nichtlineare Optimierungsprobleme gelten diese Eigenschaften im Allgemeinen nicht.

7.1 Optimalitatsbedingungen

Wir beginnen damit, Optimalitidtsbedingungen fiir die Nichtlineare Optimierung abzuleiten. Dazu gehen wir
analog zur linearen Optimierung so vor, dass wir zundchst notwendige Bedingungen in Bezug auf zuldssige
Richtungen formulieren und diese dann mit Hilfe des Farkas-Lemmas in eine handlichere Form {iberfiihren.

7.1.1 Tangential- und Linearisierungskegel

Wir erweitern zunéchst Definition 4.9 auf NLPs mit linearen Nebenbedingungen. Im Allgemeinen ist eine
kompliziertere Definition notig. Dies wird in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung genauer behandelt.

Definition 7.1. Ein Vektor s € R™ heil3t zuldssige Richtung von (NL) in & € P(A, b), wenn \ > 0 existiert, so
dass & + As € P(A,b). Der Tangentialkegel Z(z) C R™ in Z ist der (topologische) Abschluss der Menge der
zulassigen Richtungen in Z.

Damit konnen wir eine Optimalitdtsbedingung analog zu Satz 4.11 formulieren. Im Gegensatz zum linearen
Fall ist diese Bedingung nur notwendig, aber nicht hinreichend. Zum Beispiel kann es Punkte Z mit Vf(Z) = 0
geben, die keine lokalen Minimalpunkte sind.
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Satz 7.2. Fiir jeden lokalen Minimalpunkt Z von (NL) mit f differenzierbar in Z gilt

(V@) "'s>0 Vse Z(z).

Beweis. Sei s zuldssige Richtung im lokalen Minimalpunkt . Wegen Zuléssigkeit von s, Konvexitét von P (A, b)
und da z lokal minimal ist, existiert A > 0 mit

T+AsEPAD)Af(Z) < f(®+As) VA0,

Daraus folgt

_ _ . f@+As) - f(Z)
(Vf(@)'s= lim S >0 (7.1)

fiir alle zuldssigen Richtungen s.

Seinun s € Z(Z), existiere also eine Folge (s®*)) von Zulassigen Richtungen, die gegen s konvergiert. Dann ist

(Vf(E) s = Jim (Vf(@)) s® (721) 0. O

Wir wollen nun diese Optimalitdtsbedingung in eine niitzlichere Form bringen. Dazu erweitern wir zunédchst
die Definition von aktiven Nebenbedingungen (Definition 3.17) auf nichtlineare Ungleichungssysteme.

Definition 7.3. Sei g: R” — R™ und X = {x € R" : g(x) < 0}. Dann ist die Menge der in & € X aktiven
Nebenbedingungen gegeben durch

eq(Zz) ={ie{1,...,m}:gi(Z) =0}

Damit konnen wir den Begriff des Linearisierungskegels einfithren. Intuitiv ist der Linearisierungskegel in Z
der Kegel, der durch die in Z linearisierten, aktiven Nebenbedingungen erzeugt wird. Wie zu erwarten, werden
wir sehen, dass dieser Kegel bei linearen Nebenbedingungen genau mit dem Tangentialkegel iibereinstimmt.
Im Folgenden bezeichnet Jg(x) = (9;¢i(x));; die Jacobimatrix von g.

Definition 7.4. Sei g: R" — R™ differenzierbar und sei X = X(g) = {x € R" : g(«) < 0}. Dann ist der
Linearisierungskegel von X in & € X zur Darstellung X' (g) gegeben durch

Lxg)(®) ={seR":Jg . (T)s <0}

Beispiel 7.5. Sei X(g) = {x € R? : g(x) < 0} mit

x'x—1

glz)=| -m

Es gilt eq(z) = {1,3} fiir & = (), sowie eq(0) = {2,3}, eq(:(})) = {1} und eq(3 (1)) = 0. Weiterhin ist
(sieche Abb. 7.1)
Ly (&) ={s¢€ R?: (3 %)s<0}={seR*:5 <0,s, >0}

In diesem Beispiel ist offensichtlich Z(&) = Ly(g)(Z). Beachte dazu, dass () € L (q) (&) keine zuldssige Richtung
ist, aber im Abschluss Z(Z) liegt. A
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Abbildung 7.1: Linearisierungskegel aus Beispiel 7.5.

Wir zeigen nun, dass wir den Tangentialkegel fiir (NL) durch den handlicheren Linearisierungskegel ersetzen
konnen.

Proposition 7.6. Fiir A € R™*", b € R"™ und Z € P(A, b) gilt

Z(Z) = Lpap)(T) = {s € R": Aey(z).s < 0}.

Beweis. Mit g(x) := Ax — b konnen wir
P(A,b) = {z € R" : g(z) < 0}
schreiben. Per Definition ist der Linearisierungskegel zu dieser Darstellung
Lpap(@)={seR":Jg_ ., (T)s<0}
={s€R": Aez).s < 0}.
Sei s eine zuldssige Richtung in € P(A, b). Dann existiert A > 0 mit
Aeq@)-(Z + A8) < beq(z)-

Wegen Ayq(z).E = beq(z) f0lgt Aeqz).8 < 0. Also ist s € Lp(4)(Z). Da dies fiir alle zuldssigen Richtungen s
gilt und Lp(44)(Z) abgeschlossen ist, folgt Z(Z) C Lp4p)(T).
Seinun s € Lp(4p)(Z). Dann gilt

Acq(@)-(Z +A8) = beq(@) + AMeq(@)8 < beq(@)
fiir alle A > 0. Wahlen wir A\ hinreichend klein, gilt weiterhin
Ai(Z+ As) < b; Vie{l,...,m}\ eq(Z).

Damit ist Z + As € P(A,b) und somit s € Z(Z). Es folgt Lp(4p)(Z) C Z(Z) und insgesamt Z(Z) =
Lp(ap)(T). 0

Insbesondere konnen wir die Optimalitidtsbedingung aus Satz 7.2 damit in eine explizitere Form bringen.
Intuitiv darf g.q(z) in eine zuléssige Richtung nicht wachsen, damit keine Ungleichung verletzt wird.
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Korollar 7.7. Fiir jeden lokalen Minimalpunkt Z von (NL) mit f differenzierbar in Z gilt

(Vf(®)'s>0 VseR": Ayyz).s < 0.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 7.2 und Proposition 7.6. O]

Bemerkung 7.8. Ist g differenzierbar, so gilt grundsitzlich Z(Z) C Ly (4)(Z) (mit einer analogen Definition von
Z(z) firz € X(g) = {x € R": g(x) < 0} (Ubung). Die Riickrichtung, die es uns erlaubt, den Tangentialkegel
in Satz 7.2 durch den Linearisierungskegel zu ersetzen gilt nur unter zusétzlichen Bedingungen, die Constraint
Qualifications genannt werden. Diese werden in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung behandelt.

7.1.2 KKT-Bedingungen

Wie im linearen Fall (Satz 4.18), konnen wir die notwendige Bedingung aus Korollar 7.7 mittels des Farkas-
Lemmas weiter vereinfachen.

Satz 7.9 (KKT-Bedingungen fiir (NL)). Fiir jeden lokalen Minimalpunkt Z von (NL) mit differenzierbarem f
existiert w € R™ mit

Vi@)+ATa =0, (Multiplikatorregel)
Az < b, (Zulassigkeit)
w>0A (A2 —b)u; =0 Vie{l,...,m}. (Komplementaritit)

Beweis. Die Zuldssigkeitsbedingung gilt offensichtlich wegen Z € P(A, b).

Nach Korollar 7.7 hat das System
Aeqzy8 <0,  —(Vf(®)"s>0

keine Losung s € R™. Nach dem Farkas-Lemma (Satz 4.15) existiert also z > 0 mit

(Aeqz)) 2= -V (Z).

Dann erfiillt @ € R™ gegeben durch w; = 0 fiir i ¢ eq(Z) und @ieq(z) = 2z die Multiplikatorregel sowie die
Komplementaritatsbedingung. O

Geometrisch interpretiert, besagen die KKT-Bedingungen, dass der negative Gradient der Zielfunktion im
Kegel liegt, der von den Normalen der in Z aktiven Nebenbedingungen aufgespannt wird.

Wir erweitern die KKT-Bedingungen fiir gemischte (Un)gleichungssysteme.

Korollar 7.10. Fiir jeden lokalen Minimalpunkt Z von
min f(x) st. Az <b,Cx=d
mit differenzierbarem f existieren dimensionsvertragliche @, v mit

Viz)+ATa+C o =0, (Multiplikatorregel)
Az <bACx =d, (Zulassigkeit)
w>0A (A2 —bj)u; =0 Vie{l,...,m}. (Komplementaritét)
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Beweis. Zulassigkeit gilt offensichtlich, da & Minimalpunkt ist. Wir konnen die Nebenbedingungen umformen
zu Dz < d mit

A b
D=| C |, d=| d
-C —d

Dann liefert Satz 7.9 Lagrange-Multiplikatoren @, 5", v~ > 0 mit

0

(A;.T — b;)u; =0, Vi
0
0

(Cj.a_z dj)f);_ =0, Vj
(d¢ — Ce.z)v, =0, Ve
wobei die letzten zwei Zeilen wegen CZ = d ohnehin gelten. Mit ¥ = o™ — v~ folgt die Aussage. O]

Definition 7.11. Erfiillt z € R™ die KKT-Bedingungen aus Korollar 7.10 mit @, ¥, so heilst & KKT-Punkt und
die Komponenten von @ und v heilden Lagrange-Multiplikatoren.

Im konvexen Fall sind die KKT-Bedingungen auch hinreichend.

Satz 7.12 (KKT-Bedingungen fiir (NL), konvexer Fall). Sei f differenzierbar, konvex. Dann ist Z € R"™ genau
dann globaler Minimalpunkt von

min f(x) st. Ax <b,Czx =d,

wenn Z KKT-Punkt ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der KKT-Bedingungen haben wir bereits in Korollar 7.10 gezeigt. Erfiille nun z €
R"™ die KKT-Bedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren @, ©. Nach Satz 2.37 gilt fiir alle z € {x € R" : Ax <
b, Cx = d}, dass

fz) = f(@) 2 (V@) (=) (f konvex)
=-a'A(z—%)-5'C(z — ) (Multiplikatorregel)
= (—a' (Az—b)+a' (AZ —b)) -0 (Zulassigkeit von z)
=—a' (Az—b) (Komplementaritét)
> 0. (Zuléssigkeit von z und @ > 0)
Es folgt f(Z) < f(z), also ist & globaler Minimalpunkt. O

Bemerkung 7.13. Die KKT-Bedingungen bleiben hinreichend (aber nicht notwendig) fiir
min f(x) st. g(x) <0,

sofern f, g differenzierbar und konvex (siehe Nichtlineare Optimierung).
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7.2 Quadratische Probleme

Wir betrachten nun die wichtige Klasse der Quadratischen Optimierungsprobleme (QPs), also Optimierungs-
probleme der Form

min %mTQaz +c'x
(QP) s.t. Ax <b,
Cx =d,

mit Q € R™*" symmetrisch, A € R™", b € R™, C € R*", d € RF.

Wir konzentrieren uns zundchst auf den Fall m = 0, also, dass nur Gleichungsrestriktionen vorliegen und
verallgemeinern unser Vorgehen dann auf den allgemeinen Fall.

7.2.1 Gleichungsrestriktionen

Ist m = 0, so sind die Nebenbedingungen durch ein Gleichungssystem beschrieben, dass sich direkt l16sen
lasst. Insbesondere lassen sich KKT-Punkte einfach bestimmen. Beachte, dass es entscheidend ist, dass & nicht
vorzeichenbeschrankt ist, im Gegensatz zu linearen Optimierungsproblemen in Standardform.

Satz 7.14. Fiir m = 0 ist € R" ein KKT-Punkt von (QP) mit Lagrange-Multiplikatoren & € R* genau dann,
wenn

Q Ch\ (= _[—c

c o0)\w) \d)’

Beweis. Fiir die Zielfunktion f(z) = iz Qz + 'z gilt Vf(z) = Qz + c. Weiter entfallen wegen m = 0 die
Komplementaritdtsbedingungen aus Korollar 7.10. Also ist Z € R"™ genau dann ein KKT-Punkt von (QP) mit
Lagrange-Multiplikatoren & € R¥, wenn

QT +c+CTo=0,
Cz=d,

was dquivalent zur Aussage ist. O

Ist die Zielfunktion konvex, haben wir damit bereits ein einfaches Losungsverfahren identifiziert.

Korollar 7.15. Fiir m = 0 und @ positiv semi-definit l4sst sich (QP) auf ein lineares Gleichungssystem zuriick
fiihren.

Beweis. Fiir @ positiv semi-definit, ist die Zielfunktion von (QP) konvex (siehe Satz 2.38 bzw. Beispiel 2.40).
Damit sind die KKT-Bedingungen nach Satz 7.12 notwendig und hinreichend fiir die Optimalitit von Z. Also
konnen wir ein solches Optimum nach Satz 7.14 durch Losung eines Gleichungssystems bestimmen. O

Wir bringen Satz 7.14 in eine Form, die im Folgenden niitzlich sein wird.
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Satz 7.16. Seim = 0, f(z) = 32" Qz + ¢ 'z und 2@ € R" zulissig fiir (QP). Es ist # € R" genau dann ein
KKT-Punkt von (QP) mit Lagrange-Multiplikatoren © € R¥, wenn fiir 2 = z — (@ gilt, dass

Q CT z®\  [(—Vf(EO)
c O v ) 0 '
Beweis. Nach Satz 7.14 ist  genau dann ein KKT-Punkt von (QP) mit Lagrange-Multiplikatoren © € R*, wenn

()= S)E-E )
(@ 0) ()= (&)@ 9)(0) - (=) - (7).

wobei wir im letzten Schritt die Zul&ssigkeit von Z(® genutzt haben. O

also wenn

7.2.2 Strategie der aktiven Menge

Wir stellen nun ein Losungsverfahren fiir strikt konvexe Quadratische Programme der Form (QP) vor, genauer
flir den Fall, dass @ positiv definit ist (Korollar 2.39). Nach Satz 7.12 geniigt es, den eindeutigen (Korollar 2.44)
KKT-Punkt zu bestimmen. Wir haben in der vorigen Sektion gesehen, wie das fiir Gleichungsrestriktionen
moglich ist. Ware nun die Menge I C {1,...,m} der aktiven Ungleichungen in einer optimalen Lésung
bekannt, so konnen wir (QP) auf das gleichungsrestringierte Teilproblem

min  f(z) =3z Qe +c'x
QP) s.t. Ajx = by,
Cx=d

reduzieren.

Beobachtung 7.17. Sei * der eindeutige KKT-Punkt von (QP). Dann ist «* auch der eindeutige KKT-Punkt
von (QP) fiir I = {i € {1,...,m} : Aj.x* = b;}.

Beweis. Die Eindeutigkeit der KKT-Punkte folgt aus Satz 7.12 und den Korollaren 2.39 und 2.44. Sei & # x*
der KKT-Punkt von (QP’). Da «* zuldssig fiir (QP’) ist und Z, nach Satz 7.12, globaler Minimalpunkt von (QP’),
folgt f(x) < f(x*). Wiederum nach Satz 7.12 ist also & ¢ P(A,b), da =* Optimallésung von (QP) ist.
Wegen A;.Z = by = Ap.x* gilt Ay (x* + \(& — x*)) = by fiir alle \ € [0,1]. Sei A € [0, 1) maximal gewahlt, so
dass z .= x* + A\(Z —x*) € P(A,b). Wegen A;.z = by und A;.x* < b; fiiralle i ¢ I, ist A > 0 (und es existiert
j ¢ I mit Aj.z =b;). Wegen = ¢ P(A,d) ist aullerdem A < 1. Das ist im Widerspruch zur Optimalitat von x*,
da, wegen strikter Konvexitit von f, gilt

f(z) <Af(@)+ (1= A)fx7) < f="). -

Nun kennen wir natiirlich nicht die Menge I. Die Idee ist nun (QP’) fiir wechselnde Kandidaten I zu 16sen
und dabei sicher zu stellen, dass der jeweils optimale Zielfunktionswert streng monoton féllt und dass wir
dabei nur zuléssige Losungen & von (QP) betrachten. Da es endlich viele Moglichkeiten fiir die Menge I gibt
muss ein solches Verfahren terminieren, wenn es jeweils gelingt (QP’) zu 16sen.
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Die Strategie zur Losung von (QP’) ist die folgende: Wir losen das KKT-System fiir (QP’) aus Satz 7.16 fiir
die aktuelle Losung . Wenn wir nicht bereits einen KKT-Punkt von (QP) erhalten, gehen wir so weit in
Richtung z(® wie moglich ohne unzulissig zu werden. Ist Z(® = 0 oder erreichen wir & + Z(®, so haben wir
(QP’) gel6st und miissen eine Zeile aus I streichen um weiter Fortschritt machen zu kénnen. Ist Z(® # 0 und
wir erreichen nicht ganz z + £®, so wird immerhin eine neue Nebenbedingung aktiv, die wir zu I hinzufiigen
konnen.

Das resultierende Verfahren der aktiven Menge ist das Folgende. Beachte, dass wir auch mit I = () starten
konnten, aber unsere Wahl die ersten, trivialen Aktivierungsschritte iberspringt.

Algorithmus : AcTIVESET(Q, ¢, A,b,C, d)
input: zuldssiges Programm (QP) mit ) positiv definit und rank(C) = k
output: KKT-Punkt Z mit Langrange-Multiplikatoren u, v

7 « Prasel _é‘c), ( ﬁd)) (zuliissig fiir (QP))
I :€ argmax{|I'| : rank((ACI," ) =I'l+k AN Ap.x =bp} (oder I + ()
repeat
<+ 0
= AT o™\ 1/ _ _
(é?)e—(ﬁ{é o) (:v§”> (KKT-System fiir (QP"))
v c 0 o 0

if (Z,u, v) erfiillen KKT-Bedingungen fiir (QP) :
| return (Z,u,0)
else if z(® = 0:
g:€f{iel:u; <0}
I+ I\{q} (Deaktivierung)
else
ifz+z® eP(ADb):
|z 3+

else
r i€ arg min{lij‘fg(ig? i g ITNALT® > O} (vgl. SIMPLEX)
= b—AT~
T T+ fa_:((;)wili(a)
I+ T1U{r} (Aktivierung)

Wir miissen zunachst nachweise, dass das Verfahren wohldefiniert ist. Dazu zeigen wir, dass die folgende
Invariante erhalten wird.

Lemma 7.18. Wahrend der Ausfiihrung von AcTIvESET ist durchweg Z zuléssig fiir (QP) und (QP’). Weiter ist
Z + z® ein KKT Punkt von (QP’) mit Langrange-Multiplikatoren @; und .

Beweis. Zulassigkeit von & wird anfangs explizit sichergestellt. Da sich (> aus dem KKT-System fiir (QP’)
ergibt, gilt A;.Z® = 0 und CZ® = 0. Unter Verwendung der bisherigen Zuléssigkeit von Z, miissen wir also
nur sicherstellen, dass A;.Z < b; fiir alle 7 ¢ I erhalten bleibt. Im Fall Z + £ € P(A, b) ist das offensichtlich
gegeben. Bei der Aktivierung der Zeile A,.. gilt per Auswahlregel von r fiir alle i ¢ I mit A;.Z® > 0, dass

b — AT b, — A;. T
g I T (8) Ly b TV AL R .
A;. (m+ 2@ T ><Az.az+ Z® A;. 2 =b;.
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Insbesondere gilt Gleichheit fiir die Zeile A,.. Fiir alle i ¢ I mit A;.z‘® < 0 gilt wegen b;‘:_‘;((;? > 0, dass

— br - Ar-i' — —
Also bleibt z zuléssig fiir (QP).

Wegen A,..Z = b, nach Aktualisierung von Z gilt jederzeit A;.Z = by. Mit Zuléssigkeit von Z fiir (QP) folgt
Zulassigkeit fiir (QP’). Mit Satz 7.16 angewendet auf (QP’) ergibt sich also, dass Z + Z(® ein KKT Punkt von
(QP’) mit Lagrange-Multiplikatoren @y und v ist. O

Damit konnen wir folgern, dass die Auswahl von ¢ und r jeweils wohldefiniert ist.
Lemma 7.19. Bei der Auswahl von ¢ und r in AcTIVESET sind die entsprechenden Mengen nicht leer.

Beweis. Die Menge aus der ¢ bei der Deaktivierung ausgewahlt wird ist nicht leer: Sonst gilt w;y > 0 und
u; = 0 fiir 7« ¢ I. Nach Lemma 7.18 und wegen z(® = 0 hétten also Z, u, v die KKT-Bedingungen fiir (QP)
erfiillen miissen.

Die Menge aus der r bei der Deaktivierung ausgewéhlt wird ist ebenfalls nicht leer: Sonst gilt A;. 2 <0,
also A;.(z +z®) < b; fir alle i ¢ I, da & zuléssig fiir (QP) ist (Lemma 7.18). Nach Lemma 7.18 ist Z auch
zulassig fiir (QP), also insbesondere A;.& = by. Damit gilt wegen A;.z® = 0, dass A;.(z + z®) = by.
Insgesamt hitte also Z + £® € P(A, b) gelten miissen. O

Als letztes zeigen wir noch, dass das KKT-System fiir (QP’) in jeder Iteration eindeutig losbar ist.

. . .. . Q Al CTY . .
Lemma 7.20. In jedem Schritt von ACTIVESET ist die Matrix K = ( A;. o o ) invertierbar.
C O O

Beweis. Der Algorithmus stellt anfangs explizit sicher, dass (ACI' ) vollen Zeilenrang hat. Wir zeigen zunéchst,

dass dann das KKT-System fiir (QP’) eindeutig l6sbar ist, also dass die zugehorige Matrix K invertierbar ist,

wenn (AC{‘ ) vollen Zeilenrang hat.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass das homogene Gleichungssystem K ( "’S ) ) = 0 nur die triviale Losung besitzt
v

(siehe Lineare Algebra 1). Fiir jede Losung gilt

Qz® + Aju+CTv=0,
Arz® =0,
Cz® =0.
Es folgt
0= ()" Qz® + ()T A]u+ (@) CTv = () Qx®.

Wegen positiver Definitheit von Q ist also ‘® = 0. Damit folgt weiter

-
07 = (@®)TQT +uTA; +v7C = (:) <AC]> ‘

Da die Zeilen von (Aé‘ ) nach Annahme linear unabhéngig sind, folgt w = 0 und v = 0. Damit ist die einzige
Losung des homogenen Systems 0, also ist K invertierbar.
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Abbildung 7.2: lllustration des QPs aus Beispiel 7.22. Die Zielfunktion und Zwischenlosungen sind blau
dargestellt.

Es bleibt zu zeigen, dass (Ac{‘ ) stets vollen Zeilenrang behélt. Offensichtlich bleiben die Zeilen von A;. und C

bei der Deaktivierung einer Zeile linear unabhéngig. Nehmen wir nun an, A,.. sei bei der Aktivierung linear
abhéingig von den Zeilen in A;. und C. Dann existieren a € R’ und v € R* mit

A, =a'Ar +~TC.

Sei £ Teil der Losung des KKT-Systems fiir (QP’) in der aktuellen Iteration. Dann ist A;.z(® = 0 und
Cx® = 0. Es folgt
Apz® = Arz® +~"Cx® =0,

was ein Widerspruch zur Wahl von r in ACTIVESET ist. O

Aus Lemmas 7.18 bis 7.20 folgt, dass AcTIvESET wohldefiniert ist. Offensichtlich liefert das Verfahren ein
korrektes Ergebnis, sofern es terminiert.

Satz 7.21. AcTIvESET ist wohldefiniert und korrekt.

Wir betrachten ein ausfiihrliches Beispiel.

Beispiel 7.22. Wir betrachten das Problem

14
min 51: x4+ 2x1 + 9

st. —x1 —x0 <0,
x92 < 2,

1+ 22 <5,

—z1 + w2 < 2,

x1 <9,

—x2 <1,

siehe Abb. 7.2. Wir haben alsom = 6, k =0, sowie Q =L, ¢ = (?) und Vf(z) = Qe + c =z + (?).
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Wir beginnen mit dem Startpunkt & = () und I = eq(Z) = {3,5}. Beachte, dass A;. = (1}) bereits vollen
Zeilenrang hat. Das KKT-System fiir (QP’) hat die Losung

G)=(2 &) (8™ -0 G)-Ea)@-E)
ar A O 0 1560 3 AT 0 6

Es erfiillen & und @ # 0 nicht die KKT-Bedingungen und es gilt ®> = 0. Wir fiihren also einen Deaktivierungs-
schritt mit ¢ = 5 durch, wodurch die aktive Menge auf I = {3} gesetzt wird.

In der ndchsten Iteration losen wir das KKT-System

(G- (2 4) (5™ = (1) (D=3 0T (=),

Wieder erfiillen & und @ # 0 nicht die KKT-Bedingungen, aber diesmal ist > # 0. Der Vektor & + z® =
(8) + ( _33) = (%) ist nicht zuldssig, wegen o > 2. Wir fiihren also einen Aktivierungsschritt aus.

Bei der Aktivierung ist {i ¢ I : A;.z® > 0} = {2,4}, also r = 2 wegen

S T
= 3 _3) - -

—Oo
O

Ag.z® (01)(3*) 7 (—11)(3

Wir setzen entsprechend I = {2,3) und & auf  + 22 = (3) + (32) = (3).

Die weiteren Iterationen sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst. Wir weisen darauf hin, dass —V f(Z) =
—Z — (%) und ®, sowie die resultierende Aktualisierung von T und I jeweils zeichnerisch bestimmt werden
konnen.

step X' f(x) Vf@)"T I z®7 a’ Bemerkung
1 (5,0) 22.5 (7,1)  {3,5} (0,0) (0,0,—1,0,—6,0) Deaktivierung
2 (5,0) 22.5 (7,1) {3} (—3,3) (O 0,—4,0,0,0)  Aktivierung
3 (3,2) 14.5 (5,3) 12,3} (0,0) (0,2,-5,0,0,0) Deaktivierung
4 (3,2) 14.5 (5,3) {2} (—5,0) (O —3,0,0,0,0)  Aktivierung
5 (0,2) 4 (2,3) {2,4} (0,0) (0,—-5,0,2,0,0) Deaktivierung
6  (0,2) 4 (2,3) {44 (-3,-9 (0 0,0,—%,0,0)  Aktivierung
7 (-1,1) 0 (1,2)  {1,4}  (0,0) (3,0,0,—3,0,0) Deaktivierung
8 (-1,1) 0 (1,2) {1+ G,-3) (5,0,0,0,0,0) guldissig
9 (-3,3) -025 (3.9 {1 (0,0) (3,0,0,0,0,0) KKT-Punkt

A

Die beiden folgenden Resultate weisen nach, dass das Verfahren in gewissem Sinne regelméaRig Fortschritt
macht.

Beobachtung 7.23. Nach jeweils hochstens m Iterationen von ACTIVESET ist Z eine Optimallosung von (QP’).
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Beweis. Gilt z® = 0, dann ist nach Lemma 7.18 & KKT-Punkt von (QP’). Ansonsten folgen so lange Aktivie-
rungsschritte, bis £® = 0 oder  + z® € P(A, b). Im letzteren Fall wir z auf z + z(® gesetzt, was wiederum
nach Lemma 7.18 ein KKT-Punkt von (QP’) ist. Es konnen natiirlich nicht mehr als m Aktivierungsschritte
aufeinander folgen.

Nach Satz 7.12 und wegen @) positiv definit, bzw. f(x) strikt konvex (Korollar 2.39), ist KKT-Punkt zu sein
hinreichend fiir die Optimalitit von Z fir (QP’). O

Insbesondere werden nur Verbesserungsrichtungen gewahlt, also z® mit negativer Richtungsableitung in Z.

Proposition 7.24. Ist in ACTIVESET Z(® # 0, dann gilt
ViE)z® <o.

(8)
I

Beweis. Da (ia_ > Losung des KKT-Systems fiir (QP’) ist, gilt
v

QE® + Alu+C's=-Vf(=E), Arz® =0 Cz® =0,

also
\T — T s T AT+ =T Te =0T s
V@) 'z® =29 Qz® +z® Ala+z® CTv=z® Qz?.

Da @ positiv definit ist, folgt fiir () # 0, dass

ViE) '2® <o. O

Da durchaus b;— A;.Z = 0 fiir ¢ ¢ I gelten kann, kann es im Aktivierungsschritt dazu kommen, dass sich Z nicht
andert. Daher kann es passieren, dass ACTIVESET ewig zwischen Aktivierungs- und Deaktivierungsschritten
LKkreiselt“, ohne dass sich die Losung verandert. Dies tritt allerdings in der Praxis selten auf. Tritt kein Kreiseln auf,
so erreicht der Algorithmus nach Beobachtung 7.23 immer wieder Optimallosungen von (QP’) zu verschiedenen
aktiven Mengen /. Der Zielfunktionswert ist dabei nach Proposition 7.24 streng monoton fallend. Da nur
endlich viele verschiedene Mengen I moglich sind, ist in diesem Fall die Terminierung garantiert.

Bemerkung 7.25. Man kann zeigen, dass QPs im Allgemeinen NP-schwer zu 16sen sind, aber in polynomieller
Laufzeit fiir positiv definites () auf Basis der Ellipsoidmethode oder Innerer-Punkte-Verfahren.

Bemerkung 7.26. Fiir affine Zielfunktionen ist die Strategie der aktiven Menge &quivalent zum Simplexverfah-
ren.

Bemerkung 7.27. Die Strategie der aktiven Menge iibertrdgt sich auch auf nichtquadratische Zielfunktionen.
Dort treten anstelle von (QP’) dann nichtlineare Teilprobleme auf (siehe Vorlesung Nichtlineare Optimierung).
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