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1 Grundlagen

Mathematisches Denken ist ein wesentlicher Bestandteil informatischer Arbeit: Wir beschreiben Probleme,
entwickeln Verfahren und untersuchen deren Eigenschaften und Grenzen. Dabei miissen wir selbststdndig Lo-
sungswege finden und begriinden kénnen, weshalb sie funktionieren. Mathematik verlangt, Begriffe zu klaren,
Voraussetzungen offenzulegen und aus ihnen korrekte Schliisse zu ziehen. Sie scharft damit unsere Fahigkeit,
Probleme systematisch zu bearbeiten und Argumente eigenstandig zu beurteilen. Diese Selbststindigkeit im
Denken und Urteilen ist weit iiber die Informatik hinaus von Bedeutung.

In dieser Veranstaltung entwickeln wir grundlegende mathematische Begriffe und Methoden. Dabei verfol-
gen wir, wie sich aus wenigen Voraussetzungen schrittweise weiterfiihrende Einsichten gewinnen und zu
begriindeten Losungen zusammenfiihren lassen. Die Voraussetzungen und die einzelnen Schritte unserer
Argumentation sollen nachvollziehbar und iiberpriifbar sein. Wir beginnen mit den Grundbegriffen, auf denen
ein Grof3teil der Mathematik aufbaut.

1.1 Aussagen

Mathematik beschéftigt sich mit der logischen Herleitung neuer Information aus bereits Bekanntem. Wissen
wir beispielsweise

A: Der Einheitskreis hat Radius 1,

B: Hat ein Kreis Radius 1, so betrégt seine Flache ,
so konnen wir daraus schliel3en

C: Die Flache des Einheitskreises betragt .

Hierbei sind A, B, C jeweils Aussagen.

Definition 1.1. Eine Aussage ist ein Satz oder mathematischer Ausdruck, der entweder eindeutig wahr oder
eindeutig falsch ist. Ist eine Aussage wahr, sagen wir, dass sie gilt.

Beispiel 1.2. Die folgenden sind jeweils Aussagen:

Aq: Die Zahl 3 ist ungerade. (wahr)
As: 3+5=209. (falsch)
As: Hat ein Kreis Radius 3, so betrdgt seine Fldche 97. (wahr)

Ay Es regnet gerade in Madrid. (unbekannt)




As: Der Himmel ist blau. (wahr)
Ag: Jede natiirliche Zahl ist gerade. (falsch)
Az: Jede gerade natiirliche Zahl grofSer 2 ist die Summe zweier Primzahlen. (unbekannt)

Keine Aussagen sind hingegen:
* Guten Morgen.
* Besuchen Sie maoglichst alle Vorlesungen!

e 3x < 8.

Wir erlauben auch Ausdriicke, die von Variablen abhidngen.

Definition 1.3. Eine Aussageform ist ein Satz oder mathematischer Ausdruck mit einer oder mehreren Variablen,
der durch die Belegung der Variablen zu einer Aussage wird.

Beispiel 1.4. Aussageformen sind

Bi(x): Die Zahl x ist gerade,

Bs(a,b):  Esgilta <b.

Bs(r): Hat ein Kreis Radius r, so ist seine Fldche mr2.

Damit ist By(4) eine wahre Aussage und B (5) eine falsche Aussage. Weiterhin gilt die Aussage By(4,5), wdhrend
By (5,4) nicht gilt. Die Aussage Bs(1) entspricht genau der Aussage B oben. A

1.2 Logische Verkniipfungen

Mithilfe logischer Verkniipfungen konnen wir aus einfachen Aussagen komplexere Aussagen zusammensetzen.
Das Prinzip, aus einfachen Bausteinen durch bestimmte Operationen neue Objekte zu erzeugen, wird uns in
dieser Vorlesung noch haufiger begegnen.

Definition 1.5. Die Negation einer Aussage P ist die Aussage

- P: Die Aussage P ist falsch.

Die Negation der Aussage Ao aus dem vorigen Abschnitt erzeugt also beispielsweise die (wahre) Aussage ,,Die
Aussage 3 + 5 = 9 ist falsch.“

Definition 1.6. Die Konjunktion zweier Aussagen P, () ist die Aussage

P AQ: Die Aussage P ist wahr und die Aussage () ist wahr.




Definition 1.7. Die Disjunktion zweier Aussagen P, () ist die Aussage

PV @Q: Die Aussage P ist wahr oder die Aussage () ist wahr.

Eine Wahrheitstabelle enthalt fiir jede mogliche Kombination der Wahrheitswerte der zugrunde liegenden
Aussagen eine Zeile. Diese gibt auch den resultierenden Wahrheitswert der verkniipften Aussage an. Die
kombinierte Wahrheitstabelle fiir Konjunktion und Disjunktion ist:

P Q |PAQ PVQ|PoQ
wahr wahr | wahr wahr | falsch
wahr falsch | falsch wahr | wahr

falsch wahr | falsch wahr | wahr
falsch falsch | falsch falsch | falsch

Bemerkung 1.8. Beachte, dass P V () auch wahr ist, wenn sowohl P als auch ) wahr sind. Die Verkniipfung,
die diesen Fall ausschlief3t, ist in der Informatik ebenfalls wichtig und wird als Kontravalenz (bzw. exklusives
Oder, XOR, ¢ in obiger Tabelle) bezeichnet.

Bemerkung 1.9. Jede mogliche Verkniipfung von Aussagen lésst sich bereits durch Verkniipfung von Negation
und entweder Konjunktion oder alternativ Disjunktion erzeugen (Ubung). Fiir die Kontravalenz (XOR) gilt
beispielsweise

POQ==(PANQ)AN-(=PAN=Q)==(=PVQ)V-(PV-Q).

Fiir die Mathematik sind die folgenden Verkniipfungen zentral.

Definition 1.10. Die Implikation von Aussage P zu Aussage () ist die Aussage

P = (@): Wenn P wahr ist, dann ist auch () wahr.

Definition 1.11. Die Aquivalenz zweier Aussagen P, ( ist die Aussage

P < @: Die Aussagen P = @ und Q = P sind beide wahr.

Es gibt viele gdngige Umschreibungen dieser Verkniipfungen. Gilt P = @, so sagen wir auch , Aus P folgt Q“
oder ,,P impliziert Q“ oder ,,P ist hinreichende Bedingung fiir Q“ oder ,,( ist notwendige Bedingung fiir P*.
Gilt P & @, so sagen wir auch ,,P gilt genau dann, wenn @ gilt“ oder ,,P und @ sind dquivalent oder ,,P ist
notwendig und hinreichend fiir Q“. Es lohnt sich hier ein Blick auf die Wahrheitstabelle, um Verwirrung zu
vermeiden:

P Q |P=Q PsQ
wahr wahr | wahr wahr
wahr falsch | falsch  falsch
falsch wahr | wahr falsch
falsch falsch | wahr wahr




Insbesondere féllt auf, dass aus einer falschen Aussage beliebige Aussagen folgen (lat. ,,ex falso quodlibet®). Um
das plausibel zu machen, folgen wir einem Argument von Bertrand Russell (britischer Logiker, 1872-1970):
Aus der falschen Aussage ,,0 = 1“ folgert er, dass er der Papst ist. Dazu addiert er 1 auf beiden Seiten, um die
Aussage ,,1 = 2“ zu erhalten. Russell und der Papst sind zwei Personen. Wegen 2 = 1 sind Russell und der
Papst eine Person. Folglich ist Russell der Papst.

Mit Hilfe von Wahrheitstabellen kénnen wir priifen, dass zusammengesetzte logische Aussagen gelten. Zum
Beispiel erhalten wir das Kontrapositionsgesetz, indem wir die Wahrheitstabelle fiir ((=Q) = (—P)) mit der
obigen fiir P = () vergleichen:

P Q | -Q -P | -Q=-P

wahr wahr | falsch falsch wahr
wahr falsch | wahr falsch falsch
falsch wahr | falsch wahr wahr
falsch falsch | wahr wahr wahr

Satz 1.12 (Kontrapositionsgesetz). Sind P und ) Aussagen, dann gilt

(P =Q) = ((-Q) = (=P))

Beispiel 1.13. Betrachten wir die Aussagen
P: Jemand im Vorlesungssaal heifst Anna.
Q): Jemand in Darmstadt heifst Anna.

Dann gilt P = @), da sich der Vorlesungssaal in Darmstadt befindet. Die Aussage —=Q) = —P aus dem Kontraposi-
tionsgesetz gilt ebenfalls, also ,Wenn niemand in Darmstadt Anna heifst, dann auch niemand im Vorlesungssaal.“
Die Implikation =P = —() gilt aber offensichtlich nicht, da es jemanden namens Anna in Darmstadt geben kann,
ohne dass sich jemand namens Anna im Vorlesungsraum befindet. A

Die folgenden Zusammenhénge zwischen Negation, Konjunktion und Disjunktion lassen sich ebenso {iiber die
Wabhrheitstafel nachweisen (Ubung).

Satz 1.14 (De Morgan’sche Regeln). Sind P und @ Aussagen, dann gelten

(=(PV Q) = (=P) A (-Q))
und (=(PAQ)) < ((=P) V (=Q))-




1.3 Logisches SchlieBen und Beweise

Wir haben soeben unsere ersten mathematischen Sitze (Satz 1.12 und 1.14) eingefiihrt. Ein Satz ist eine
mathematische Aussage, oft in der Form einer Implikation oder Aquivalenz, fiir die nachgewiesen worden ist
oder nachgewiesen werden kann, dass sie gilt (also wahr ist). Ein besonders wichtiger Satz wird Theorem
genannt, ein Hilfssatz wird Lemma, und eine unmittelbare Konsequenz wird Korollar genannt. Der zweifelsfreie,
schriftliche Nachweis eines Satzes heil3t Beweis. Ein Beweis muss verstandlich und iiberzeugend sein, sofern
man die verwendeten Begriffe und Symbole kennt. Dazu ist es entscheidend, dass Verfasser:in und Leser:in
des Beweises sich tiber die genaue Bedeutung der Begriffe einig sind. Definitionen, denen wir ebenfalls bereits
begegnet sind, sind die exakten und unmissverstindlichen Erklarungen der nétigen Begriffe.

Wir wenden uns jetzt dem Beweisen von mathematischen Aussagen durch logische Schlussfolgerungen zu. Wie
gesagt, haben diese Aussagen in der Regel die Form einer Implikation oder einer Aquivalenz. Da Aquivalenzen
aus zwei Implikationen zusammengesetzt sind, konzentrieren wir uns auf Implikationen der Form P = Q). Die
Aussage P ist dabei die Voraussetzung und () die Behauptung der Implikationsaussage. Im Fall, dass P falsch ist,
gilt diese Implikation (ex falso quodlibet). Fiir den Beweis der Implikation geniigt es also, den Fall zu betrachten,
dass P gilt. In diesem Fall miissen wir nachweisen, dass auch @) gelten muss (sieche Wahrheitstabelle der
Implikation).

Anders ausgedriickt starten wir also mit der Information, dass P wahr ist, und suchen eine Kette von Schluss-
folgerungen, an deren Ende steht, dass auch ) wahr ist. Die iiblichsten logischen Schliisse sind dabei die
folgenden (ihre Namen sind nicht wichtig):

* Gelten P und (P = @), dann auch Q. (Modus ponens)

Gelten (P = @) und —Q), dann auch —P. (Modus tollens)
Gelten (P V @) und —P, dann auch Q. (Elimination)

Gelten P und @, dann auch P A Q.
Gilt P A @, dann auch P (und Q).
Gilt P, dann auch P Vv Q.

Der Modus tollens ist genau eine der Implikationen aus dem Kontrapositionsgesetz (Satz 1.12) und die anderen
Schliisse ergeben sich sofort aus den Wahrheitstafeln von Implikation, Konjunktion und Disjunktion. Auch wenn
sie sofort ersichtlich sind, lohnt es sich, die Giiltigkeit dieser Schlussregeln explizit an den Wahrheitstabellen
nachzuvollziehen.

Beweisformen

Natiirlich hingt die Form eines Beweises stark von der zu zeigenden Aussage ab und wir werden viele
unterschiedliche Argumentationen sehen. Dabei treten bestimmte Grundmuster der Beweisfiihrung und ihre
Kombinationen immer wieder auf, die wir im Folgenden kurz erldautern.

Bereits aus der Schule kennen wir den Beweis durch Umformung, bei dem die Gleichheit zweier mathematischer
Ausdriicke durch eine Kette von Gleichungen erklért wird.

Analog zum Beweis durch Umformung zeigt der direkte Beweis eine Implikation durch eine einfache Kette von
Schlussfolgerungen, also elementaren Implikationen. Ausgehend von der Annahme, dass die Voraussetzung




der zu zeigenden Implikation gilt, wird hergeleitet, dass auch die Behauptung gilt. Bevor wir ein Beispiel
geben, fithren wir eine Definition ein, um die Begrifflichkeiten zu klaren.

Definition 1.15. Eine Zahl n heif3t gerade, wenn eine ganze Zahl a existiert mit n = 2a, und ungerade, wenn
eine ganze Zahl a existiert mit n = 2a + 1.

Insbesondere ist jede ganze Zahl entweder gerade oder ungerade, aber nicht beides.

Satz 1.16. Sind n, m gerade Zahlen, dann ist n + m gerade.

Beweis (direkt). Seien n und m gerade Zahlen (wir nehmen an, die Voraussetzung gilt). Per Definition
existieren also ganze Zahlen a, b mit n = 2a und m = 2b. Dann gilt n + m = 2a + 2b = 2(a + b). Also existiert
¢ = a + b mit n + m = 2¢.! Per Definition ist also n + m gerade (Behauptung ist gezeigt). O

Ein Beweis durch Aquivalenzumformung zeigt eine Aquivalenz P < @ (also zwei Implikationen auf einmal)
durch eine Kette von Aquivalenzen. Zum Beispiel konnen wir so einen Beweis des Kontrapositionsgesetzes
(Satz 1.12) formulieren.

Beweis von Satz 1.12. Seien P und () Aussagen. Dann gilt

(P = Q)= (-PVQ)
<~ (QV -P)
= (=(-Q) vV —P)
<~ (-Q = —P). O

Der Beweis durch Kontraposition basiert auf eben diesem Kontrapositionsgesetz (Satz 1.12). Er beweist die
Aussage P = (Q durch einen Beweis von —() = —P, nimmt also an, () gelte nicht, und folgert daraus, dass
auch P nicht gilt. Wir geben zwei Beispiele.

Satz 1.17. Ist n? eine gerade Zahl, dann ist auch n gerade.

Beweis (Kontraposition). Sei n nicht gerade, also ungerade (wir nehmen an, die Behauptung gilt nicht). Per
Definition existiert also eine ganze Zahl a mitn = 2a+1. Dann giltn? = (2a+1)? = 4a®+4a+1 = 2(2a%+2a)+1.
Also existiert b := 2a?+2a mit n? = 2b+1. Per Definition ist also n? ungerade (Voraussetzung ist widerlegt). [J

Der Beweis durch Widerspruch nimmt an, die zu zeigende Aussage P = () gelte nicht, also —(P = @), und
leitet daraus eine absurde Aussage der Form (C' A —C) her, wobei C eine beliebige Aussage ist. Offensichtlich
kann (C' A —C) nicht gelten, da C' und —C nicht beide wahr sein konnen (siehe Wahrheitstabelle). Also muss
die anféngliche Annahme —(P = ) falsch gewesen sein. Also gilt P = Q.

Die Annahme —(P = @) ist gleichbedeutend mit P A =@, da dies der einzige Fall ist, in dem die Implikation
falsch ist (siehe Wahrheitstabelle). Wir nehmen also sowohl P an, wie im direkten Beweis, als auch —(), wie
bei der Kontraposition. Die Herausforderung beim Widerspruchsbeweis ist, dass wir eine zuséatzliche Aussage C
finden miissen, die den Widerspruch bildet. Wir geben einen alternativen Beweis von Satz 1.17.

'Wir verwenden das Symbol ,,;=“, um Symbole zu definieren. Im Gegensatz dazu driickt das Symbol ,=* die Gleichheit bereits
definierter Ausdriicke aus.




Beweis von Satz 1.17 (Widerspruch). Nehmen wir zum Widerspruch an, n? sei gerade, aber n sei ungerade
(wir nehmen an, die Annahme gilt, die Behauptung aber nicht). Da n ungerade ist, existiert per Definition eine
ganze Zahl a, so dass n = 2a+1. Dannist n? = (2a+1)? = 4a® +4a+1 = 2(2a%+2a) + 1, also ist n? ungerade.
Das ist ein Widerspruch zur Annahme, n? sei gerade (die absurde Aussage ((n? ist gerade) A —(n? ist gerade))
ist bewiesen). O

Wir betrachten ein weiteres Beispiel, das auf die Pythagorder zuriickgeht. Diesmal zeigen wir eine Aussage
ohne Annahme.

Satz 1.18. Die Zahl v/2 kann nicht als Bruch dargestellt werden.

Beweis (Widerspruch). Angenommen, v/2 konnte als Bruch dargestellt werden. Dann existieren also ganze
. . . . . . . 2
Zahlen n und m, so dass ;- = V2 und -~ s0 weit wie moglich gekiirzt ist. Dann ist 2 = '3, also

n? = 2m2. (1.1)
Per Definition ist n? also eine gerade Zahl. Mit Satz 1.17 folgt, dass n ebenfalls gerade ist. Per Definition
existiert also eine ganze Zahl a mit n = 2a. Eingesetzt in (1.1) ergibt sich 2m? = (2a)? = 4a?, also m? = 2a°.
Also ist m? ebenfalls gerade, mit Satz 1.17 also auch m. Aber dann lasst sich der Bruch 2 kiirzen — ein
Widerspruch zur Wahl von n und m (wir haben gezeigt, dass die Aussage ;- lasst sich kiirzen sowohl falsch als
auch wahr ist). O

Ein weiteres Beweisprinzip ist das der Fallunterscheidung, das wir implizit verwenden, wenn wir iiber die
Wahrheitstabelle argumentieren. Es basiert auf der folgenden Schlussfolgerung, die es erlaubt, den Beweis
einer Aussage (P V Q) = R in die Fille, dass P gilt und dass @ gilt, aufzutrennen.

Satz 1.19. Sind P, @ und R Aussagen, dann gilt

(P=R)A(Q@=R)) = (PVQ) = R)

Beweis. Zum Widerspruch nehmen wir an, (P = R) und (@) = R) gelten, aber (P V @) = R gilt nicht. Da
(P V Q) = R nicht gilt, gelten also =R und (P Vv @) (Wahrheitstabelle). Nach dem Kontrapositionsgesetz
(Satz 1.12) folgt aus (P = R) und —R, dass —P gilt. Per Elimination folgt aus P VV @ und —P, dass @ gilt.
Mit Q und (Q = R) folgt also R. Das ist ein Widerspruch zu —R. O]

Zuletzt geben wir ein Beispiel eines Fallunterscheidungsarguments. Das Argument hat die Form P = (AVB) =
Q, mit den folgenden Aussagen:

P: Es ist n eine ganze Zahl.

A: Die Zahl n ist gerade.

B: Die Zahl n ist ungerade.

Q: Die Zahl n(n + 1) ist gerade.

Die Fallunterscheidung besteht darin, den Beweis von (A vV B) = @ durch Beweise von A = @ und B = @
zu ersetzen, was wir gemal} Satz 1.19 diirfen.




Satz 1.20. Ist n eine ganze Zahl, so ist n(n + 1) gerade.

Beweis. Sein eine ganze Zahl (P). Dann ist entweder n gerade oder n ungerade (A V B).

Fall 1: n ist gerade (A). Dann existiert per Definition eine ganze Zahl a mit n = 2a. Es folgt n(n + 1) =
2a(2a + 1) = 2(2a% + a) = 2b mit b = 2a> + a. Also ist n(n + 1) gerade. (A = Q ist gezeigt)

Fall 2: n ist ungerade (B). Dann existiert per Definition eine ganze Zahl a mit n = 2a + 1. Es folgt n(n+ 1) =
(2a+1)(2a+2) = 4a® +4a+2a+2 = 2b mit b = 2a® +3a+ 1. Also ist n(n+1) gerade. (B = Q ist gezeigt) [

1.4 Mengen

Der Begriff einer Menge ist fundamental fiir die Mathematik. Tatsachlich lassen sich alle anderen mathemati-
schen Objekte auf Mengen zuriickfithren. In Kapitel 2 werden wir das am Beispiel der natiirlichen Zahlen
andeuten.

Anschaulich gesprochen ist eine Menge M eine ungeordnete Sammlung von Elementen. Wir schreiben
€1,...,en € M fir die Aussage, dass die Elemente ey,...,¢, in der Menge M enthalten sind und (e ¢
M) = —(e € M) fiir die Aussage, dass e nicht Element der Menge M ist. Die leere Menge () oder {} ist die
Menge, die keine Elemente enthélt. Enthalten die Mengen M, . . ., M,, nur Elemente, die auch in M enthalten
sind, nennen wir sie Teilmengen von M und M Obermenge dieser Mengen und schreiben M;,..., M, C M
bzw. M D M,,..., M,. Zwei Mengen M, M’ sind gleich, das heil3t, es gilt M’ = M, wenn sie dieselben
Elemente enthalten, wenn also sowohl M’ C M als auch M C M’ gilt.

Wir verzichten hier bewusst auf eine formale Definition des Mengenbegriffs, denn diese stellt sich als iiberra-
schend schwierig heraus. Beispielsweise kann die Sammlung S aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten,
keine Menge sein. Denn sonst ergibt sich die Russell’sche Antinomie: Aus S € S folgt S ¢ Sund aus S ¢ S folgt
S € S, in beiden Fillen ergibt sich also ein Widerspruch. Dieses scheinbare Paradox stiirzte die Mathematik
in eine Krise und fiihrte zu einer sorgfiltigen Untersuchung, welche Arten von Sammlungen als Mengen
angesehen werden kénnen.

Wie bereits bei der Verkniipfung logischer Aussagen beschranken wir uns auf bestimmte Erzeugungsweisen
von Mengen, die solche Probleme jeweils vermeiden.

Aufzahlung

Am einfachsten lasst sich eine Menge durch Aufzahlung ihrer Elemente in der Form {...} erzeugen. Zum
Beispiel ist die Menge der natiirlichen Zahlen kleiner 6 gegeben durch

{0,1,2,3,4,5}
und die Menge der logischen Verkniipfungen aus Abschnitt 1.2 gegeben durch

{~V,A, =, <}

Wir erlauben auch unendliche Aufzdhlungen, wie

{...,—4,-2,0,2,4,6,...}




fiir die geraden Zahlen. Besonders wichtig fiir uns sind die Mengen der natiirlichen Zahlen
N:={0,1,2,3,...}

und der ganzen Zahlen
Z:=1{.,-2,-1,01,2,...}

Aussonderung

Gegeben eine Grundmenge G, konnen wir eine neue Teilmenge durch Aussonderung von Elementen mit einer
bestimmten Eigenschaft erzeugen. Die Schreibweise dafiir ist

{reG|E()},
wobei E(x) eine Aussageform mit Variable x ist.
So konnen wir zum Beispiel schreiben

{0,1,2,3,4,5} = {n € N | n < 5},
{...,-4,-2,0,2,4,6,...} = {n € Z | n ist gerade},
N={neZ|n>0}

Zusatzlich zu den Grundmengen IN und Z benétigen wir die Menge R der reellen Zahlen. Wir verwenden die

Menge R, ohne zu zeigen, wie sie sich mittels der Erzeugungsprinzipien dieses Abschnitts konstruieren lasst.
Mit ihrer Hilfe konnen wir die Grundmenge Q der rationalen Zahlen erzeugen als

Q = {z € R | = lasst sich schreiben als % mita € Zund b € IN, b > 0}.

Vereinigung, Schnitt, Mengendifferenz

Mittels Aussonderung konnen wir weitere Erzeugungsoperationen fiir Mengen aus zwei gegebenen Mengen
konstruieren (siehe Abb. 1.1).

MUN MNN M\ N

Abbildung 1.1: lllustration von Vereinigung, Schnitt und Mengendifferenz (Def. 1.21).




Definition 1.21. Seien M und N Teilmengen einer Grundmenge G. Dann ist
* MUN ={z € G|z e MVuzec N} die Vereinigung von M und N,
* MNN:={zxeG|zeMAxe N}der Schnitt von M und N,
* M\N={x€ G|z € MAx¢ N} die Mengendifferenz von M und N.

Ist M N N = (), so heilen M und N disjunkt.

Dabei fillt auf, dass sich Schnitt und Mengendifferenz zwar unabhéngig von der Grundmenge erzeugen
lassen, wir aber eine explizite Grundmenge brauchen, um die Vereinigung durch Aussonderung zu erzeugen.
AufRerdem sei auf die Beziehung zwischen Vereinigung (U) und Disjunktion (V) sowie zwischen Schnitt (N)
und Konjunktion (A) hingewiesen.

Die folgende niitzliche Definition gibt Beispiele fiir den Schnitt zweier Mengen.

Definition 1.22. Fiir Z € {Z, Q, R} definieren wir Z>p = ZN{zx € R | z > 0}.

Wir fiithren exemplarisch einen Beweis {iber die Beziehung zwischen Vereinigung und Schnitt vor.

Satz 1.23 (Distributivgesetz). Fiir drei Mengen A, B, C gilt

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die linke Seite Teilmenge der rechten ist, und umgekehrt. Mit anderen
Worten miissen wir fiir jedes Element z € AN (B U C) zeigen, dass auch x € (AN B) U (AN C) gilt, und
umgekehrt.

Sei also zundchst z € AN (BUC).Dannistz € Aund x € BUC, also z € B oder z € C. Ist x € B, dann
folgt mit x € A zundchst z € AN B und damitz € (ANB)U(ANC). Istx € C, dann folgt mit = € A zunéchst
z € ANC und damit x € (AN B) U(ANC). In beiden Fillen gilt also z € (AN B)U (ANC).

Sei nun umgekehrt x € (ANB)U(ANC).Dannistx € ANBoderx € ANC.Istz € ANB,danngiltz € A
und x € B. Insbesondere ist € BUC und damitz € AN (BUC).Istz € AN C, dann gilt entsprechend
x € Aund x € C, also ebenfalls z € AN (B UC). Somit ist auch die umgekehrte Teilmengenbeziehung
gezeigt. O

Kartesisches Produkt

Das Erzeugungsprinzip der Aussonderung erlaubt es, beliebige Teilmengen einer gegebenen Grundmenge
zu erzeugen. Wie aber erzeugen wir Mengen jenseits dieser Grundmengen, bzw. woher nehmen wir diese
Grundmengen urspriinglich? Dazu brauchen wir einen Weg, neue Elemente aus bestehenden zu kombinieren.
Die folgende Definition gibt uns diese Moglichkeit.
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Definition 1.24. Ein Tupel ist eine Aneinanderreihung von endlich vielen Elementen in der Form

(a1,a2,...,a,) mit n € IN.

Im Gegensatz zu einer Menge ist ein Tupel geordnet und kann das gleiche Element mehrfach enthalten.

Bemerkung 1.25 (fiir Interessierte). Ein Tupel (a1, a9, ...,a,) kann als Menge von Mengen ausgedriickt
werden, indem wir es als eine Menge {(1,a1), (2, a2),...,(n,ay,)} von Tupeln mit zwei Elementen schreiben
und jedes Tupel (i, a;) jeweils durch die Menge {{i}, {4, a;}} ersetzen.

Wir fiihren ein weiteres Erzeugungsprinzip ein, das es erlaubt, Mengen von Tupeln zu konstruieren, wobei
vorgegeben ist, aus welcher Grundmenge das Element an jeder Position des Tupels jeweils stammen soll.

Definition 1.26. Fiir Mengen A, ..., A, ist das kartesische Produkt A; X --- x A, eine Menge, die aus allen
Tupeln (a1, as, . .., a,) besteht, wobei (a1 € Ay), (a2 € A2), ..., (an € Ap). Ist Ay = Ay =---=A, = A, so
verwenden wir die Abkiirzung A" := A; x --- x A,, wobei A? := {()} die einelementige Menge ist, die aus
dem leeren Tupel besteht.

Beispiel 1.27. Die Menge der Bitstrings aus 3 Bits ldsst sich ausdriicken als

{0,1}* = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0), (1,0, 1), (1,1,0), (1,1,1)}. A

Beispiel 1.28. Die Menge der gdngigen Vorlesungsslots an der TU Darmstadt ldsst sich erzeugen als

{Mo, Di, Mi, Do, Fr} x {8:00,9:50,11:40, 13:30, 15:20,17:10}
— {(Mo, 8:00), (Mo, 9:50), (Mo, 11:40), (Mo, 13:30), (Mo, 15:20), (Mo, 17:10),
(Di, 8:00), (Di, 9:50), (Di, 11:40), (Di, 13:30), (Di, 15:20), (Di, 17:10),
(Mi, 8:00), (Mi, 9:50), (Mi, 11:40), (Mi, 13:30), (Mi, 15:20), (Mi, 17:10),
(Do, 8:00), (Do, 9:50), (Do, 11:40), (Do, 13:30), (Do, 15:20), (Do, 17:10),
(Fr, 8:00), (Fr, 9:50), (Fr, 11:40), (Fr, 13:30), (Y, 15:20), (Fr, 17:10)}. A

Potenzmenge

Ein letztes wichtiges Konstruktionsprinzip ist die Erzeugung aller Teilmengen einer Menge. Wahrend die
Aussonderung eine Auswahl der Elemente vornimmt, machen wir jetzt alle moéglichen Auswahlen zu Objekten
der neuen Menge.

Definition 1.29. Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M, es gilt
also N € P(M) genau dann, wenn N C M.
Beispiel 1.30. Es ist P({0,1}) = {0, {0}, {1}, {0,1}}. A

Beispiel 1.31. Die Menge aller moglichen Belegungspldne eines Raums an der TU Darmstadct fiir die entsprechende
Auswahl an Zeiten ist

P ({Mo, Di, Mi, Do, Fr} x {8:00, 9:50, 11:40, 13:30, 15:20, 17:10}). A
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1.5 All- und Existenzquantor

Wir werden haufig Aussagen iiber die Gesamtheit der Elemente einer Menge machen. Dafiir sind die folgenden
Schreibweisen praktisch.

Definition 1.32. Fiir eine Aussageform F(z) und eine Menge M erzeugen der Allquantor ¥ und der Existenz-
quantor 3 die Aussagen

Ve € M: E(x): Fir alle x € M gilt E(z).

Jx € M: E(z): Es existiert mindestens ein « € M, fiir das E(x) gilt.

Beispiel 1.33. Wir erinnern uns an die Aussageformen

Bi(z): Die Zahl x ist gerade.

Bs(r): Hat ein Kreis Radius 7, so ist seine Fldiche mr>.

DamitistVn € IN: B;(n) die falsche Aussage Ag, dass jede natiirliche Zahl gerade ist. Andererseits gilt offensichtlich
dn € IN: By(n), denn es gibt gerade natiirliche Zahlen. Ebenso gilt die Aussage Vr € {v € R | x > 0}: Bs(r). A
Die folgenden Zusammenhinge zwischen den Quantoren sind niitzlich, um zu zeigen, dass eine Aussage mit
Quantor nicht gilt.

Fiir eine Aussageform F(z) und eine Menge M gelten

(Ve e M: E(x)) < 3z € M: -E(z),
—(dx € M: E(x)) & Ve € M: —~E(x).

Wir wenden All- und Existenzquantor an, um die Notation fiir Vereinigung und Schnitt auf mehr als zwei
Mengen zu erweitern.
Definition 1.34. Fiir eine Menge M von Teilmengen einer Grundmenge G definieren wir Vereinigung und

Schnitt iiber M als

UmenM ={z € G|IM € M: x € M},
NyemM ={zx € G|VM e M: x € M}.

Beachte, dass der leere Schnitt (,,.y M = G von der Grundmenge G abhéngt.

1.6 Relationen

Die folgende Definition erlaubt es uns, die Elemente zweier Mengen in Beziehung zueinander zu setzen.
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Definition 1.35. Eine (bindre) Relation zwischen den Mengen N, M ist eine Teilmenge R C N x M. Ist
(z,y) € Rfiirz € N und y € M, so schreiben wir zRy. Ist N = M, so bezeichnen wir R als Relation auf der
Menge M (bzw. N).

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlie8lich Relationen auf einer Menge.

Definition 1.36. Wir werden in Kapitel 2 sehen, dass wir den vertrauten Vergleich von natiirlichen Zahlen als
die folgende Relation auffassen konnen:

< ={(n,m) e NxN|3IkeN: m=n+k}.

Eine Relation R auf einer Menge M mit endlich vielen Elementen lasst sich gut durch einen gerichteten Graphen
darstellen: Fiir jedes Element a € M zeichnen wir einen Knoten und wir zeichnen eine gerichtete Kante (also
einen Pfeil) von dem Knoten eines Elements a zum Knoten eines Elements b, falls aRb, also (a,b) € R gilt.

Beispiel 1.37. Sei M = {0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}} = P({1,2,3}) und betrachte die Rela-
tion

S={(A,B)e M x M|ANB + 0}

gwischen Mengen aus M, die mindestens ein Element gemeinsam haben. Der Graph dieser Relation ist in Abbil-
dung 1.2 dargestellt. A

Abbildung 1.2: Gerichteter Graph der Relation S aus Beispiel 1.37.

13



Definition 1.38. Eine Relation R auf einer Menge X heif3t
(i) reflexiv, falls Vax € X : xRz,
(ii) symmetrisch, falls Vx,y € X: (zRy = yRx),
(iii) antisymmetrisch, falls Vz,y € X: ((xRy A yRz) = (z = y)),

(iv) transitiv, falls Vz,y,z € X: ((zRy AyRz) = zRz).

Beispiel 1.39. Die Relation < auf IN ist reflexiv, denn fiir jedes n € N gilt n = n + 0 und damit n < n. Sie ist
nicht symmetrisch, denn es gilt gzwar 2 < 5, aber nicht 5 < 2. Die Relation ist antisymmetrisch, gelten ndmlich
n < mund m < n, so gibt es per Definition k,l € IN mit m = n + k und n = m + l. Daraus folgt n =n+ k +1
und damit k =1 = 0, also n = m. Schliefslich ist < transitiv, denn aus n < m und m < p folgt die Existenz von
k,le Nmitm=n+kundp=m+1. Dannistp=n—+ (k+1) und wegen k +1 € IN gilt n < p. A

Beispiel 1.40. Die Relation < := {(n,m) € N x IN | n < m A n # m} ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, aber
transitiv. Sie ist auch antisymmetrisch, weil die Menge {(n,m) € N x N | n < m A m < n} leer ist und damit
alle ihre Elemente (ndmlich keine) die Antisymmetriebedingung erfiillen. A

Auf einer endlichen Menge konnen wir die Eigenschaften einer Relation an ihrem Graphen ablesen: Sie ist
reflexiv, wenn jeder Knoten mit sich selbst verbunden ist; symmetrisch, wenn es fiir jede Kante auch die
entgegengesetzte Kante gibt; antisymmetrisch, wenn zwischen zwei verschiedenen Knoten nie Kanten in
beiden Richtungen verlaufen; transitiv, wenn es jede Abkiirzungskante zwischen Knoten gibt, zwischen denen
ein gerichteter Weg verlauft.

Beispiel 1.41. Die Relation S aus Beispiel 1.37 und Abb. 1.2 ist
* nicht reflexiv (wegen () N () = ()), und im Graphen hat () keine Kante zu sich selbst,

* symmetrisch (wegen (AN B # ()) <& (BN A # (), und im Graphen treten Kanten in gegengerichteten
Paaren auf,

* nicht antisymmetrisch (wegen beispielsweise {1}S{1,2} und {1,2}S{1}, aber {1} # {1,2}), und im
Graphen treten gegengerichtete Kanten auf,

* nicht transitiv (wegen beispielsweise {1}S{1,2} und {1,2}S{2}, aber nicht {1}S{2}), und im Graphen gibt
es nicht jede Abkiirzung (beispielsweise von {1} nach {2}). A

Ordnungsrelationen

Definition 1.42. Eine Relation R auf einer Menge M heiRt Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist. Man schreibt dann oft < := R und nennt (M, <) eine partiell geordnete Menge. Gilt zusétzlich
Vo, y € M: x < yVy= z,so heillt < eine Totalordnung und (M, <) eine total geordnete Menge.

Beispiel 1.43. Die Relation < auf IN, Z, Q, R ist jeweils eine Totalordnung. A
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Beispiel 1.44. Fiir jede Menge M ist C eine Ordnungsrelation auf P(M ). Sie ist im Allgemeinen keine Totalord-
nung (zum Beispiel gilt weder {1} C {2} noch {2} C {1}). A

Beobachtung 1.45. Ist (M, <) partiell (total) geordnet, so auch (N, < N N?) fir N C M.
Wir schreiben kurz (N, x) fiir (N, < N N?).

Definition 1.46. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Dann heil3t z € M
(i) Maximum von (M, <), falls y < « fir alle y € M,

(ii) Minimum von (M, <), falls x < y fiir alle y € M.

Satz 1.47. Jede partiell geordnete Menge (M, <) hat hochstens ein Maximum und hochstens ein Minimum.

Beweis. Seien x und y jeweils Maxima oder jeweils Minima von (M, <). Dann gilt sowohl z < y als auch y <
Aus der Antisymmetrie der Ordnungsrelation < folgt damit = = y. Also kann es keine zwei verschledenen
Maxima oder Minima geben. O

Definition 1.48. Sofern sie existieren, bezeichnen wir das eindeutige Minimum einer partiell geordneten
Menge (M, <) mit min M und ihr eindeutiges Maximum mit max M.

Beispiel 1.49. Sei [ := {x € R | 0 < x < 1}. Dann hat die total geordnete Menge (I, <) kein Minimum und das
Maximum max [ = 1. A

Beispiel 1.50. Die total geordnete Menge (IN, <) hat ein Minimum (ndmlich 0), aber kein Maximum. A

Abbildung 1.3: Die partiell geordneten Mengen aus den Beispielen 1.51und 1.57 in (P({0, 1, 2}), C); Infima sind
hellblau und Suprema hellrot markiert. Elemente und Relationen der jeweiligen Teilordnung
sind schwarz hervorgehoben, die librigen sind ausgegraut.

Beispiel 1.51. Die partiell geordnete Menge (P({0,1,2}), C) hat ein Maximum und ein Minimum, hingegen hat
({{0},{1},{0,1}}, ©) ein Maximum, aber kein Minimum, und ({0, {0}, {1}, {1, 2}}, C) ein Minimum, aber kein
Maximum. Die beiden partiell geordneten Mengen sind in Abbildung 1.3 dargestellt. A
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Definition 1.52. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und N C M. Dann gilt:
(i) Ein Element x € M heil3t obere Schranke von N in (M, <), falls y < « fiir alle y € N.
(ii) Ein Element = € M heil3t untere Schranke von N in (M, <), falls x < y fiir alle y € N.

(iii) Die Menge N heifl3t nach oben beschrdnkt beziehungsweise nach unten beschrdnkt, falls sie eine obere
beziehungsweise eine untere Schranke besitzt. Sie heidt beschrdnkt, falls sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Definition 1.53. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und N C M. Sofern es jeweils existiert, heif3t
() sup N := min{x € M | x ist obere Schranke von N in (M, <)} das Supremum von N in (M, %),

(i) inf N := max{x € M | x ist untere Schranke von N in (M, <)} das Infimum von N in (M, <).

Merksatz:

Das Supremum ist die kleinste obere Schranke.
Das Infimum ist die gro3te untere Schranke.

Beispiel 1.54. In (R, <) hat die Menge I == {x € R | 0 < x < 1} aus Beispiel 1.49 zwar kein Minimum,
wohl aber untere Schranken, beispielsweise —7. Das Maximum der Menge der unteren Schranken und somit das
Infimum istinf I =0 ¢ I. A

Beispiel 1.55. In (Z, <) hat die Menge IN das Infimum inf N = 0 = min IN, aber kein Supremum. AN

Beispiel 1.56. In (Q, <) hat die Menge {x € Q | z > 0 und x> < 2} obere Schranken, zum Beispiel 2 oder 37,
aber kein Supremum: Die Menge der oberen Schranken ist {q € Q | ¢ > \/2} und diese Menge hat kein Minimum,
denn /2 ¢ Q (Satz 1.18), aber wir kénnen uns /2 mit rationalen Zahlen beliebig anndhern. A

Beispiel 1.57. Wir betrachten die Mengen in (P({0,1,2}), C) aus Beispiel 1.51 und Abbildung 1.3. Die Menge
A = {{0},{1},{0, 1} } hat die oberen Schranken {0, 1} und {0, 1, 2}, also das Supremum sup A = {0, 1} = max A4,
sowie das Infimum inf A = () ¢ A. Die Menge B = {0, {0}, {1}, {1,2}} hat das Infimum inf B = () = min B und
das Supremum sup B = {0,1,2} ¢ B. A

Bei den obigen Beispielen féllt auf, dass das Maximum immer auch das Supremum ist und das Minimum
immer auch das Infimum. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen jedoch nicht.

Satz 1.58. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und N C M. Es gilt:
(i) max N existiert genau dann, wenn sup N existiert und sup N € N. In diesem Fall ist max N = sup .

(i) min N existiert genau dann, wenn inf N existiert und inf N € N. In diesem Fall ist min N = inf N.
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Beweis. Wir zeigen die erste Aussage, die zweite ist analog.

Existiert zundchst m := max N, so ist per Definition m € N und m eine obere Schranke von N. Ist x € M eine
beliebige obere Schranke von N, so gilt m < x,dam € N. Somitist m < x fiir alle oberen Schranken, also ist m
das Minimum der Menge aller oberen Schranken von N. Damit existiert sup N und es gilt sup N = m € N.

Existiert umgekehrt sup N und gilt sup N € N, so folgt aus der Eigenschaft als obere Schranke, dass y < sup N
fiir alle y € N gilt. Damit ist sup N das Maximum von N und es gilt max N = sup V. O

Aquivalenzrelationen

Um mathematische Mengen zu konstruieren, ist es oft niitzlich, grol3e Mengen von Darstellungen zu generieren
und dann gleichwertige Darstellungen zusammenzufassen. Beispielsweise konnen wir die rationalen Zahlen
als die Menge aller Briiche konstruieren, indem wir gleichwertige Briiche wie 1/2,2/4,3/6, ... jeweils als
dasselbe Objekt betrachten. Fiir die Menge aller Winkel konnen wir Zahlen aus R zusammenfassen, die sich
durch ganze Vielfache von 27 unterscheiden. Welche Darstellungen jeweils als dasselbe Objekt gelten sollen,
legen wir durch eine Relation fest.

Definition 1.59. Eine Relation R auf einer Menge M heilt Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist. Man schreibt dann oft ~:= R.

Beispiel 1.60. Die folgenden Relationen auf M = {—1, 1,2, 3, 4} sind Aquivalenzrelationen (siche Abbildung 1.4):

~o={(z,y) e M x M|z =y}
={(=1,-1),(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)},
{(z,y) € M x M | x und y haben dieselbe Paritdit}
= {(_17 _1)7 (1) 1)7 (27 2)7 (37 3)’ (474)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (_17 3)7 (37 _1)7 (1’ 3)7 (37 1)7 (274)7 (47 2)}a
{(z, y) € M x M | z und y haben dasselbe Vorzeichen}
= { 1 1) ( 72)7 (373)7(474)7(172)7(27 1)7 (173)7 (37 1)7(174)7(47 1)7
(374)7(47 3)7(2’3>7(3’ 2)7<274)7(472)}7

~ =

[\

~q —

w

~Nyg =

{(z, y) € M x M | z und y haben dieselbe Paritdt und dasselbe Vorzeichen}
={(- (1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (1,3),(3,1),(2,4), (4,2) }. A

0 0%
- X ©]-f
7

O

W~

Abbildung 1.4: Die Graphen der Aquivalenzrelationen aus Beispiel 1.60.
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Definition 1.61. Die Aquivalenzklasse von a € M beziiglich der Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M ist

[a] ={z e M|z~ a}.

Beispiel 1.62. Fiir die Relationen aus Abbildung 1.4 sind die verschiedenen Aquivalenzklassen

1] 1] 2] 3] [4]
~ | {1} {1} {2} {3} {4}
~2 {—1a1a3} {—1’153} {274} {_17173} {274}
~s | {1} {1,2,3,4} {1,2,3,4} {1,2,3,4} {1,2,3,4}
~4 {_1} {173} {274} {1’3} {274} A

Satz 1.63. Fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gilt

() a € [a] fiir jedes a € M, also insbesondere [a] # 0,

(i) Usenlal = M,
(iii) fiir alle a,b € M mit [a] # [b] gilt [a] N [b] = 0.

Beweis. Wegen der Reflexivitdt gilt a ~ a, also a € [a]. Damit folgen die erste Aussage und die Inklusion
M C U,erla). Da andererseits jede Aquivalenzklasse per Definition eine Teilmenge von M ist, folgt auch die
umgekehrte Inklusion und somit die zweite Aussage.

Die dritte Aussage zeigen wir mittels Kontraposition. Sei also [a] N [b] # (). Dann existiert ein = € [a] N [b], fiir
das somit x ~ a und x ~ b gilt. Mit Symmetrie folgt a ~ = und mit Transitivitdt dann a ~ b. Ist nun y € [a], so
gilt y ~ a ~ bund daher y € [b]. Somit ist [a] C [b]. Analog folgt [b] C [a], also [a] = [b]. O

Definition 1.64. Die Menge
M/~={UeP(M)|Jac M:U = [a]}

aller Aquivalenzklassen hei3t Faktormenge von M beziiglich ~.

Beispiel 1.65. Die Menge Q ldsst sich aus Z. konstruieren als die Faktormenge B /~von B = {(z,n) € Z? | n > 0}
beziiglich der Aquivalenzrelation ~ = {((z1,n1), (22,n2)) € B x B | z1n3 = z3n1}. Dabei entspricht B der Menge
der Briiche mit Zdhler » und Nenner n und Aquivalenzklassen bestehen aus allen Darstellungen desselben Bruchs.
Die Relation ~ ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Transitivitdt gilt, da (z1,n1) ~ (z2,n2) ~ (23,n3)
impliziert, dass

na(z1n3) = (z1m2)n3 = (22n1)n3 = (22n3)n1 = (23n2)n1 = n2(z3n1),

wobei wir mit ny > 0 kiirzgen diirfen und so zing = z3ny bzw. (z1,n1) ~ (23, n3) erhalten. A
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1.7 Abbildungen

Von besonderer Bedeutung in der Mathematik sind eindeutige Relationen, also Relationen R C X x Y,
bei denen jedes Element von X in Relation zu einem eindeutigen Element von Y steht. Im Gegensatz zum
vorigen Abschnitt betrachten wir nun allgemeiner Relationen zwischen zwei (moglicherweise) verschiedenen
Mengen X und Y.

Definition 1.66. Eine Abbildung ist eine Relation f C X x Y zwischen zwei Mengen X und Y, so dass fiir
jedes Element x € X genau ein f(z) € Y existiert mit (z, f(z)) € f. Wir definieren eine konkrete Abbildung f
durch Angabe der Definitionsmenge X, der Zielmenge Y und des Bildes f(z) jedes Punktes x € X in der
Schreibweise

.{X%Y oder [ X =Y - f(a),
z — f(z)

wobei die Abbildungsvorschrift x — f(x) auch unspezifiziert bleiben kann. Abbildungen zwischen Zahlenrau-
men nennen wir auch Funktionen. Eine Abbildung ¢: X x X — X heil3t (bindre) Verkniipfung auf X und wir
schreiben z ¢ y == o(x, y).

E. ' ™ |
™ , | A '{
Abbildung 1.5: Die vier Relationen aus Beispiel 1.67.

Beispiel 1.67. Wir betrachten die folgenden Relationen zwischen den Mengen {a,b,c} und {1,2,3} (siche
Abb. 1.5):

* {(a,1),(a,2),(b,3), (c,3)} ist keine Abbildung, da a mehreren Elementen zugeordnet wird,

* {(a,1),(b,3)} ist keine Abbildung, da c keinem Element zugeordnet wird,

* {(a,2),(b,2),(c,2)} ist eine Abbildung,

* {(a,2),(b,3),(c, 1)} ist ebenfalls eine Abbildung. A

Beispiel 1.68. Die folgenden sind jeweils Abbildungen:
* die Identitédt idy,: M — M, x +— x (oder einfach id, wenn M aus dem Kontext klar ist) auf der Menge M,

* die Additionsfunktion +: Z x Z — Z und Multiplikationsfunktion -: Z x Z — Z fiir Z € {IN,Z,Q, R}
sind jeweils Verkniipfungen auf Z,

* das Polynom f: R — R, =+ ap2™ + ap_12" "' + - - + ag von Grad n mit (ay, ...,ap) € R

e die kanonische Abbildung v: M — M/~, x + [x] fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge M. A
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Definition 1.69. Fiir eine Abbildung f: X — Y ist
(i) dasBild von A C X unter f die Menge f(A) ={y €Y | dz € A: f(x) =y},
(ii) das Urbild von B C Y unter f die Menge f~!(B) = {z € X | f(x) € B}.

Beobachtung 1.70. Per Definition der Abbildung f: X — Y gilt f~!(Y) = X. Andersherum giltnur f(X) C Y,
aber nicht immer Gleichheit.

Definition 1.71. Fiir eine Abbildung g: X — Y, x — g(z) und A C X definieren wir die Schreibweise
{9(a) [ a € A} = g(A).

Dabei geben wir die Abbildung nicht eigens an, wenn ihre Zuordnung aus der Schreibweise und die Mengen X

und Y aus dem Zusammenhang klar sind.

Beispiel 1.72. Es ist

{2a |a€{0,1,2}} ={2 € N|3a€{0,1,2}: 2 =2a} ={0,2,4}
{a+blae{0,1},b€{0,2}} ={z € N|3ae{0,1},b€{0,2}: z=a+b} ={0,1,2,3}

mit den impliziten Abbildungen g: N — IN, z ++ 2z und h: N> — N, (a,b) — a + b. A

:

Abbildung 1.6: Von links nach rechts: bijektiv; surjektiv, aber nicht injektiv; injektiv, aber nicht surjektiv; weder
surjektiv noch injektiv. Die erste Abbildung lasst sich durch Umdrehen der Pfeile umkehren.

Jede Relation R C X x Y lasst sich genauso als Relation R C Y x X verstehen. Die Frage liegt nahe,
unter welchen Umstinden sich diese Symmetrie auch auf Abbildungen tibertragt. Wollen wir eine Abbildung
umkehren, miissen wir sicherstellen, dass die neue Abbildung wieder jedem Element mindestens und hochstens
ein Element zuordnet. Die beiden resultierenden Bedingungen sind die Folgenden (siehe Abbildung 1.6).
Definition 1.73. Eine Abbildung f: X — Y heif3t

(i) surjektiv, falls f(X) =Y,

(i) injektiv, falls Vai, 9 € X: (1'1 7& :L'Q) = (f(.%'l) 7& f(.ilfg)),

(iii) bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist. Dann ist f eine Bijektion von X nach Y.

Wir vergewissern uns formal, dass Surjektivitat und Injektivitat die Eindeutigkeit garantieren.
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Satz 1.74. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn fiir jedes y € Y genau ein z € X mit
f(z) = y existiert.

Beweis. Sei f zundchst bijektiv. Wegen der Surjektivitdat von f existiert per Definition zu jedem y € Y
mindestens ein x € X mit f(z) = y. Sind z1, 22 € X mit f(z1) = f(x2) = y, so folgt aus der Injektivitat
1 = xo. Somit gibt es genau ein solches .

Nehmen wir umgekehrt an, dass fiir jedes y € Y ein eindeutiges + € X mit f(z) = y existiert. Dann ist
f(X) =Y, also f surjektiv. Sind z1,x9 € X mit f(z1) = f(x2) = y, so sind z; und x5 Urbilder desselben
Elements y € Y. Aus der Eindeutigkeit folgt x1 = x5, also ist f auch injektiv und damit bijektiv. O

Wir halten jetzt fest, dass sich bijektive Abbildungen umkehren lassen.

Definition 1.75. Die Verkettung zweier Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z ist die Abbildung

gof: X = Z z— (go f)(x) = g(f())

Satz 1.76. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung f~!: Y — X existiert mit
flof=idxy und fof !=idy.

In diesem Fall ist f~! eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, es existiert ein solches f~!. Aus f(x1) = f(x2) folgt 1 = f~1(f(z1)) = f~1(f(22)) =
x9, also ist f injektiv. Fiir jedes y € Y gilty = f(f~'(y)), also ist f surjektiv und damit bijektiv.

Sei andersherum f bijektiv. Nach Satz 1.74 existiert dann fiir jedes y € Y genau ein zugehoriges z, € X
mit f(z,) = y. Wir definieren die Abbildung f~': Y — X,y + x,. Fir alle y € Y gilt per Definition
f(f7(y)) = f(zy) =y, also f o f~! = idy. Betrachten wir nun z € X. Fir y := f(z) ist z, = z und wir
erhalten f~1(f(z)) = f~Yy) =2y =, also f Lo f =idx.

Seinun g: Y — X eine weitere Abbildung mit diesen Eigenschaften. Fiir jedes y € Y gilt dann f(g(y)) =y =
f(f~'(y)). Wegen der Injektivitit von f folgt g(y) = f~'(y). Somitist g = f~! und f~! somit eindeutig. [

Definition 1.77. Die eindeutig bestimmte Abbildung f~! aus Satz 1.76 hei8t Umkehrabbildung (bzw. Umkehr-
funktion) von f.

Beispiel 1.78. Die Funktion f: 7, — Z>q, © — z? ist weder surjektiv, wegen 2 ¢ f(Z) = {0,1,4,9,16,...},
noch injektiv, wegen f(1) = f(—1). Sie ldsst sich auch nicht umkehren zu einer Funktion f~': Z>y — Z, da
V2 ¢ Z und da f~*({1}) = {—1,1} mehr als ein Element enthdlt und somit f~'(1) nicht eindeutig zugeordnet
werden kann. A

Satz 1.79. Ist f eine bijektive Abbildung, dann auch f~! und es gilt (f~1)~! = f.
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Beweis. Wegen Surjektivitdt von f existiert zu jedem y € Y mindestens ein € X mit f(x) = y und wegen
Injektivitdt auch hochstens eins. Also existiert genau ein x mit f(z) = y, bzw. mit f~!(y) = z. Satz 1.74
angewendet auf f~! ergibt, dass f~! bijektiv ist.

Seig: Y — X, y+— f~!(y). Dann gilt per Definition der Umkehrabbildung fiir alle x € X, dass g~ (z) = y
mit dem eindeutigen y € Y, so dass x = g(y). Also ist (f~1)~(z) = y mit f~!(y) = 2 bzw. f(z) = y fiir alle
r € X. Esfolgt (f~1)"}z) = f(z) fiiralle x € X, also (f~1)~! = f. O

Definition 1.80. Die Einschrdnkung von f: X — Y auf A C X ist die Abbildung

fla: A= f(A), z — f(z).

Beispiel 1.81. Die Funktion f: R — Rxo, * — 2 ist surjektiv, aber nicht injektiv, wegen f(1) = f(—1). Ihre
Einschrankung f|Rr., ist hingegen bijektiv mit der Umkehrfunktion (f \RZO)”: R>o — R>o, z — /. A

Satz 1.82. Sind f: X — X’ und g: Y — Y’ bijektiv, so auch die folgenden Abbildungen:
(i) falls X’ =Y, die Verkettung go f: X — Y’;
(ii) fiir jede Teilmenge A C X die Einschrankung f|4: A — f(A);

(iii) falls X NY =@ und X' NY’ = (), die Abbildung

h: (XUY) = (X'UY), z— {f(l“% falls z € X,
g(z), fallsze€Y;
(iv) die Abbildung
p: (X xY)— (X’ X Y/)7 (z,y) — (f(z),g(y)).

Beweis. Wir wenden Satz 1.79 auf die jeweils gegebenen Bijektionen f und g an um f~! und ¢! zu erhalten.
Wiederum nach Satz 1.79 geniigt es jeweils, eine Umkehrabbildung anzugeben.

(i) Eine Umkehrabbildung von go fist f~tog=!,denn (f~tog=1)o(gof) = idx wegen f~ (g~ (g(f(z)))) =
f71(f(z)) = 2 und, analog, (go f)o (f~'og™!) =idy.

(i) Eine Umkehrabbildungvon f|4: A — f(A) ist die Einschréankung f~!|;(4y: f(A) — A, denn (f~!|p4))0
(fla) = ida wegen f~'|;a)(fla(a)) = f'pa)(f(a)) = f'(f(a)) = afiir a € A und, analog,
(fla) o (f M ya)) = ids(ay-

(iii) Wegen der Disjunktheit der jeweiligen Mengen sind 4 und die Abbildung

fHx), fallsze X/,

k: (X'UY') = (XUY), 2+
g Yx), fallszeY’,

wohldefiniert. Die Abbildung £ ist eine Umkehrabbildung von h, denn & o h = idxuy wegen k(h(z)) =
E(f(z)) =« fir x € X und k(h(x)) = k(g9(z)) = x auch fiir x € Y. Analog ist h o k = idx/_y".
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(iv) Die Abbildung ¢: (X' x Y’") — (X x Y), (2',¢") — (f~Y ~1(y")) ist eine Umkehrabbildung von

(f7 (@), g
p, denn g o p = idxxy wegen (q o p)(z,y) = q(p(z,y)) = ¢((f(z), f(y)) = (z,y) und analog po q =
idxrxyr. O
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2 Zahlen und Arithmetik

In diesem Kapitel fiihren wir die Arithmetik, also das Rechnen mit natiirlichen Zahlen, auf den Mengenbegriff
zurtick. Dabei werden wir sehen, wie sich die {iblichen Rechenoperationen als Ziahlen der Elemente geeig-
neter Mengen verstehen lassen. Die aus der Schule bekannte Arithmetik dient uns so als Fallstudie fiir die
mathematische Methode: Wir fiihren vertraute Begriffe auf prazise Definitionen zuriick und leiten bekannte
Rechenregeln daraus rigoros her.

Am Ende dieses Kapitels werden wir, auf der Basis weniger grundlegender Begriffe, eine betrdchtliche Samm-
lung von Rechenregeln entwickelt haben. In spateren Kapiteln werden wir das gleiche Mal} an Rigorositéat
nicht beibehalten kénnen, aber stillschweigend darauf vertrauen, dass es prinzipiell méglich wére.

2.1 Die natiirlichen Zahlen

Durch Zahlen suchen wir eine Antwort auf die Frage ,Wie viele?“. Dabei zdhlen wir ab: ,Null®, , Eins®, , Zwei",
,Drei“, ..., wobei wir jede Anzahl irgendwann erreichen konnen. Doch was genau tun wir, wenn wir zéhlen?
Wie konnen wir diesen Prozess und die verwendeten Zahlen mathematisch prazise fassen?

Um zu zihlen, brauchen wir Zahlen, wobei die verwendete Sprache (,,04, ,Null“, ,zero“, ,, &, etc.) dabei
natiirlich unerheblich ist. Wir brauchen einen Anfang (die Zahl Null) und eine eindeutige nachste Zahl fiir
jede Zahl. Wir diirfen natiirlich auch nicht ,,im Kreis“ zéhlen, diirfen also immer nur neue Zahlen erreichen
— genauer dirfen wir die Zahl Null von keiner anderen Zahl erreichen und jede andere Zahl nur einmal.
Aufderdem sollten wir auch jede Zahl wirklich erreichen konnen.

Diese Bedingungen zusammen reichen als Grundlage der natiirlichen Zahlen. Wir geben eine prézise Definition.

Definition 2.1. Das Tupel (N, ng, succ) erfiillt die Peano-Axiome fiir die Menge N, wenn gilt:
P1. Esist ng € N. (Existenz der Null).
P2. Esistsucc: N — N eine Abbildung. (Jedes Element n € N hat einen Nachfolger succ(n) € N).
P3. Fiir alle n € N gilt succ(n) # ng (Die Null ist kein Nachfolger).
P4. Die Abbildung succ ist injektiv (Elemente haben jeweils unterschiedliche Nachfolger).

P5. Fiir alle M C N mit ng € M und succ(M) C M gilt M = N
(Die Menge N ist kleinstmoglich, es gibt also keine {iberfliissigen Elemente).

Wir konnen jetzt die natiirlichen Zahlen definieren und beweisen, dass sie die Peano-Axiome erfiillen.
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Definition 2.2. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist definiert als

N := {®7 {@}a {®7 {@}}7 {@7 {@}7 {@, {(Z)}}}’ <o }a

wobei jedes Element die Menge der vorigen Elemente ist. Wir verwenden die Abkiirzungen 0 := (), 1 := {0} =

{0}, 2:={0,1} = {0,{0}}, 3:={0,1,2} = {0, {0}, {0, {0}}}, usw.

Definition 2.3. Per Definition ist C eine Totalordnung auf IN und wir schreiben < := C fiir diese. Wir definieren
aulerdem < := {(a,b) € N? | a € b}.

Satz 2.4. Das Tupel (IN, 0, succ) mit succ: IN — IN, n — (n U {n}) erfiillt die Peano-Axiome.

Beweis. P1 gilt wegen 0 = () € IN.

P2 gilt, da jedes n € IN genau als die Menge der vorigen Elemente in der Aufzdhlung bei der Definition von IN
definiert ist. Damit ist n U {n} = succ(n) die Menge aller Elemente bis einschlief3lich » und damit das néchste
Element der Aufzdhlung. Also ist succ(n) € IN.

P3 gilt, da fiir jedes n € IN gilt, dass n € succ(n) und somit succ(n) # 0.

Fiir P4 seien n,m € IN mit n # m, so dass n vor m bei der Aufzdhlung in der Definition von IN steht. Per
Definition besteht succ(n) aus n und den in der Aufzdhlung davor liegenden Zahlen. Also ist m ¢ succ(n).
Andererseits ist m € succ(m), also ist succ(n) # succ(m). Damit ist succ injektiv.

Fiir P5 sei M C IN mit 0 € M und succ(M) C M. Dann ist also succ(n) € M fiir alle n € M. Mit 0 € M folgt
dann 1 = succ(0) € M, und so weiter. Somit enthélt M alle Elemente der Aufzdhlung von IN, also gilt IN C M.
Zusammen mit M C IN folgt M = IN. O

Wir vergewissern uns noch, dass das fiinfte Peano-Axiom tatsichlich {iberfliissige Elemente ausschlief3t.
Satz 2.5. Jedes n € IN'\ {0} ist Nachfolger einer anderen Zahl, es existiert also m € IN mit succ(m) = n.

Beweis. Setze M := {0} U succ(IN). Dann ist 0 € M und succ(M) C succ(IN) C M. Nach Satz 2.4 und dem
fiinften Peano-Axiom ist also M = IN. Es folgt succ(IN) = IN \ {0}, also ist jedes n € IN \ {0} im Bild von
succ. O

2.2 Vollstandige Induktion

Auf Basis der rigorosen Definition des vorigen Abschnitts wollen wir zentrale Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen beweisen und Rechengesetze herleiten. Aber wie konnen wir Eigenschaften aller Zahlen der unendlichen
Menge IN beweisen? Offensichtlich kénnen wir nicht jede Zahl einzeln betrachten.

Betrachten wir beispielsweise die naheliegende Eigenschaft, dass n # succ(n) fiir alle nattirlichen Zahlen gilt.
Wegen des dritten Peano-Axioms gilt 0 # succ(0) = 1. Wegen des vierten Peano-Axioms impliziert 0 # 1 auch
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succ(0) # succ(l), also 1 # succ(1) = 2, was wiederum 2 # succ(2) impliziert, und so weiter. Es ist plausibel,
dass wir so n # succ(n) fiir jedes n € IN beweisen kénnen, aber wie kdnnen wir das prizise fassen?

Ein anschauliches Argument ist das Folgende: Ware n = succ(n) fiir n # 0, dann hitte keine andere Zahl n
als Nachfolger (wegen Injektivitdt von succ) und wir kénnten die Zahl n ausgehend von 0 nie mittels succ
erreichen. Damit wiare n iiberfliissig, im Widerspruch zum fiinften Peano-Axiom.

Wir zeigen, wie wir diese Uberlegungen in ein wiederverwendbares formales Argument iibersetzen konnen.

Satz 2.6 (vollstandige Induktion). Sei E(n) eine Aussageform fiir n € IN. Gelten der Induktionsanfang E(0)
und der Induktionsschritt Vn € IN: (E(n) = E(succ(n))), dann gilt E(n) fiir alle n € IN.

Beweis. Wir betrachten die Menge M := {n € IN | E(n)} aller natiirlichen Zahlen n, fiir die F(n) gilt. Nach
Annahme gilt £(0), also ist 0 € M. Fiir alle n € M gilt per Definition F(n), also nach dem Induktionsschritt
auch F(succ(n)). Zusammen mit succ(n) € IN folgt succ(n) € M fiir alle n € M. Also haben wir succ(M) C M,
aullerdem ist M C IN und 0 € M. Nach Satz 2.4 erfiillt (IN, 0, succ) das Peano-Axiom PS5, also ist M/ = IN. Per
Definition von M gilt somit F(n) fiir alle n € IN. O

Zur Veranschaulichung des Induktionsprinzips konnen wir uns die Aussagen E(0), E(1), E(2),... als eine
Kette von Dominosteinen vorstellen, wobei die Induktionsannahme F(n) dem Umfallen des n-ten Steins
entspricht. Der Induktionsschritt entspricht der Tatsache, dass ein umfallender Stein das Umfallen des jeweils
néchsten auslost (also dass die Steine nah genug aneinander stehen). Der Induktionsanfang entspricht dem
Umfallen des ersten Steins. Gelten Induktionsanfang und Induktionsschritt, sind wir iiberzeugt, dass alle
Steine umfallen.

Mit vollstandiger Induktion konnen wir unser anfangliches Beispiel sauber beweisen.

Satz 2.7. Fiir alle n € N gilt n # succ(n).

Beweis. Wir beweisen per Induktion mit der Aussageform F(n) := (n # succ(n)).
Induktionsanfang: Die Aussage E(0) = (0 # succ(0)) ist wahr, wegen des dritten Peano-Axioms und Satzes 2.4.

Induktionsschritt: Sei n € IN, so dass die Induktionsannahme F(n) = (n # succ(n)) gilt. Nach dem vierten
Peano-Axiom und Satz 2.4 ist succ injektiv. Also impliziert n # succ(n), dass succ(n) # succ(succ(n)). Mit
anderen Worten impliziert also F(n) auch E(succ(n)).

Nach Satz 2.6 ist somit E(n) fiir alle n € IN gezeigt. O

Beispiel 2.8. Der Induktionsschritt alleine geniigt offensichtlich nicht, um eine Aussage fiir alle n € N zu
zeigen: Wir haben soeben (Satz 2.7) gezeigt, dass die Aussage E'(n) := (n = succ(n)) fiir jedes n € N falsch
ist. Dennoch gilt Vn € IN: E'(n) = E'(succ(n)), denn mit n = succ(n) ist auch succ(n) = succ(succ(n)). Der

Induktionsanfang E'(0) gilt hier nicht. A
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Beobachtung 2.9. Die vollstdndige Induktion lasst sich vielfaltig abwandeln:

(i) Wir konnen als Induktionsannahme E(n) = (Vm € {0,1,...,n}: F(m)) statt der Annahme F'(n)
verwenden und den Induktionsschritt zeigen als (Vm € {0,1,...,n}: F(m)) = F(succ(n)), denn
E(n) A F(succ(n)) impliziert E(succ(n)) = (Ym € {0,1,...,n,succ(n)}: F(m)), so dass der Schritt fiir
E(n) gezeigt ist. Die Induktion liefert dann E'(n) fiir alle n € N, also auch F'(n) fiir alle n € IN.

(ii) Wollen wir F(n) nur fiir alle n € IN ab einem ny € IN zeigen, konnen wir die Induktionsannahme
E(n) = F(m(n)) verwenden, wobei m(n) € IN die n-te natiirliche Zahl nach ny bezeichnet.

(iii) Wollen wir F'(m) fiir alle m € M mit M # IN zeigen, geniigt eine Bijektion f: IN — M. Dann kénnen
wir die Induktionsannahme E(n) := F(f(n)) verwenden. Haben wir E(n) fiir alle n € IN gezeigt, dann
auch F(m) = E(f~!(m)) fir alle m € M, wegen Surjektivitit von f~1.

2.3 Endliche Mengen

Wir wenden uns jetzt dem Zihlen zu. Dazu brauchen wir eine Menge, deren Elemente wir zdhlen wollen.
Aber wie definieren wir die Anzahl Elemente einer Menge? Hier machen wir es uns zunutze, dass Zahlen
bereits als Mengen definiert sind. Insbesondere wissen wir anschaulich bereits, dass die Zahlen aus einer
wachsenden Anzahl an Elementen bestehen, angefangen bei der leeren Menge 0. Wir kénnen also die Grof3e
einer endlichen Menge durch einen Vergleich festlegen: Eine Menge hat n Elemente, wenn sie genauso viele
Elemente wie die Menge n besitzt. Das ,,genauso viele“ konnen wir formal mittels einer Bijektion beschreiben,
die die Elemente der beiden Mengen paarweise einander zuordnet.

Definition 2.10. Eine Menge M heil3t endlich, wenn eine Bijektion f: n — M fiir ein n € IN existiert. Dann
heil3t |M| := n die Kardinalitdt von M.

Da jede natiirliche Zahl eine Menge ist, die alle vorigen Zahlen enthilt, ist die Kardinalitat einer endlichen
Menge damit eindeutig bestimmt. Per Definition ist insbesondere |n| = n. Das Zahlen ist aus diesem Blickwinkel
genau die schrittweise Konstruktion der Bijektion in Definition 2.10: Wir zéhlen ,,1“ und haben dabei das erste
Element der Menge im Blick, dann zéhlen wir ,,2“ fiir das nachste Element, usw.

Beim Zéahlen ist unerheblich, wie die Elemente einer Menge bezeichnet sind.

Satz 2.11. Ist A eine endliche Menge und B eine Menge, fiir die eine Bijektion h: A — B existiert, so ist
auch B endlich und es gilt |B| = |A|.

Beweis. Da A endlich ist, existiert eine Bijektion f: |A] — A. Nach Satz 1.82 ist auch h o f: |A| — B bijektiv.
Somit ist B endlich und nach Definition der Kardinalitat gilt |B| = |A|. O

Satz 2.12. Ist M eine endliche Menge und a ¢ M, dann ist auch M U {a} endlich und |M U {a}| = succ(|M]).
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Beweis. Da M endlich ist, existiert eine Bijektion f: n — M mit n = [M|. Wir erweitern f zu einer Bijektion
f: succ(n) — (MU{a}), indem wir f(x) := f(z) fiir alle z € n setzen und f(n) := a. Wegen succ(n) = nU{n}
ist das die gewiinschte Bijektion. O

Wir wenden vollstdndige Induktion an, um nachzuweisen, dass endliche Mengen nach den Erzeugungsprinzi-
pien von Abschnitt 1.4 wieder endliche Mengen erzeugen.

Satz 2.13. Ist M eine endliche Menge und N C M, so ist auch N endlich.

Beweis. Wir zeigen zunédchst per Induktion tiber n, dass jede Teilmenge S C n endlich ist.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist S = () und damit endlich.

Induktionsschritt: Die Aussage gelte nun fiir ein n € IN und es sei S C succ(n). Dann ist 7" := S N'n nach der
Induktionsannahme endlich. Ist n ¢ S, so gilt S = T'. Andernfalls ist S = T'U {n} und wegen n ¢ T nach
Satz 2.12 ebenfalls endlich. Also ist in beiden Féllen auch S endlich.

Seinun N C M und f: |[M| — M bijektiv. Die Menge S = f~(N) C |M]| ist nach dem soeben Bewiesenen
endlich, und wegen f(S) = N ist die Einschrdnkung f|s: S — N nach Satz 1.82 bijektiv. Nach Satz 2.11 ist
damit auch N endlich. O

Satz 2.14. Sind M und N endliche Mengen, so sind auch M UN, M NN, M \ N, M x N, P(M) endlich.
Beweis. Ubung. O
Satz 2.15. Jede nichtleere endliche total geordnete Menge (M, <) besitzt ein Minimum und ein Maximum.

Beweis. Wir beweisen per Induktion iiber n, dass jede total geordnete Menge der Kardinalitdt n entweder leer
ist oder ein Minimum und ein Maximum besitzt.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Menge leer.

Induktionsschritt: Die Aussage gelte nun fiir ein n € N, und sei (M, <) total geordnet mit |M| = succ(n).
Per Definition existiert eine Bijektion f: succ(n) — M und wir setzen a := f(n) und A := M \ {a}. Die
Einschrdnkung f|,: n — A ist bijektiv, also gilt | A| = n. Ist A leer, so ist a sowohl Minimum als auch Maximum
von M = AU {a}. Andernfalls besitzt A nach der Induktionsannahme ein Minimum « und ein Maximum v.
Da < Totalordnung und insbesondere transitiv ist, gilt: Ist a < u, dann ist a ein Minimum von M, sonst u; ist
a < v, dann ist v ein Maximum von M, sonst a. O

Satz 2.16. Jede nichtleere Teilmenge N C IN besitzt ein Minimum.

Beweis. Da N # (), existiert ein n € N. Setze S := N Nsucc(n), so dass n € S, also S # (). Als Teilmenge der
endlichen Menge succ(n) ist S nach Satz 2.13 endlich und besitzt nach Satz 2.15 ein Minimum m beziiglich
der Totalordnung < =C. Sei nun n’ € N. Da < Totalordnung ist, gilt entweder n’ < n oder n < n’. Im ersten
Fall ist n’ € {n} (also n’ = n) oder n’ € n (also n’ < n), also n’ € succ(n) und damit n’ € S wegenn’ € N —
wegen Minimalitdt von m ist dann m < n’. Im zweiten Fall gilt mit Minimalitdt von m und n € S, dass m < n,
was mit Transitivitdt auch m < n’ impliziert. Somit ist m in beiden Fillen ein Minimum von N. O
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2.4 Addition

Arithmetik, also das Rechnen mit natiirlichen Zahlen, ist nichts weiter als eine Sammlung von Techniken, die
das Zahlen von Mengen beschleunigen. Die erste solche Technik, der man im Leben begegnet, ist in der Regel
die Addition. Mit ihr kénnen wir die Kardinalitdt der Vereinigung zweier endlicher Mengen bestimmen, deren
Kardinalitdt wir bereits kennen, ohne neu zihlen zu miissen. Beachte, dass die Vereinigung zweier endlicher
Mengen nach Satz 2.14 wieder endlich ist.

Wir konnen also die Addition iiber die Vereinigung zweier Mengen definieren. Die Definition betrachtet
die Vereinigung der Zahlenmengen, die den Anzahlen der zwei Mengen entsprechen. Wir miissen bei der
Vereinigung zweier Zahlenmengen allerdings vorsichtig sein, denn Zahlenmengen zu verschiedenen natiirlichen
Zahlen (auBler 0) verwenden die gleichen Elemente: Zum Beispiel ist 4 U7 = 7 wegen 4 = {0,1,2,3} und 7 =
{0,1,2,3,4,5,6}. Damit jedes Element bei der Vereinigung erhalten bleibt, markieren wir die Elemente der zwei
Mengen als 4 x {0} = {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0)} und 7 x {1} = {(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)}.
Wegen 0 # 1 ist die Vereinigung dieser Mengen dann

{(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,1), (1,1),(2,1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1)},

was zwar nicht genau der Zahlenmenge 11 entspricht, aber die richtige Kardinalitét hat.

Definition 2.17. Wir definieren die Addition auf IN als die Verkniipfung
+:IN? 5 NN, (a,b) = |(a x {0}) U (b x {1})]

und nennen a + b die Summe von ¢ € IN und b € IN.

Insbesondere gilt a + 0 = « fiir alle a € IN.

Wir stellen den Zusammenhang zwischen den Abbildungen succ und + her.

Satz 2.18 (Nachfolgerregel). Fiir alle a,b € IN gilt
succ(a) + b = succ(a + b).

Insbesondere ist succ(b) = succ(0 + b) = succ(0) +b =1+ b.

Beweis. Mit succ(a) = a U {a} und Satz 2.12 erhalten wir

succ(a) + b = |(succ(a) x {0}) U (b x {1})]
— l(a x {0} U (b x {1}) U ({a} x {0})
— suce(](a x {03) U (b x {1})])
= succ(a + b). O

Mit der Addition ist auch die Grundlage fiir die Beschreibung der Relation < in Beispiel 1.36 geschaffen.
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Satz 2.19. Fiir die Relation < auf N und a,b € IN gilt

a<b <— dkeN:b=a+ k.

Beweis. Ubung. O
Wir zeigen, dass die Zahl & in Satz 2.19 jeweils eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.20 (Kiirzungsregel). Fiir alle a, k, ¢ € IN gilt

at+k=a+¢ — k=2V.

Beweis. Ubung. O

Per Definition der Addition besteht ein direkter Zusammenhang zwischen der Vereinigung von Zahlenmengen
und der Summe ihrer Kardinalitdten. Dieser Zusammenhang lésst sich auf allgemeine endliche Mengen
erweitern. Wir fordern, dass die Mengen disjunkt sind und kommen so um die Markierungen x{0} und x{1}
herum.

Satz 2.21. Fiir disjunkte endliche Mengen A und B (d.h., AN B = () gilt

|AU B| = |A| + |B|.
Beweis. Aus Bijektionen f: |A| — Aund g: |B| — B erhalten wir die Bijektionen fy: (|4|x{0}) — A, (z,0) —
f(z) und ¢;: (|B| x {1}) — B, (y,1) — g(y). Wegen der Disjunktheit der jeweiligen Definitions- und

Zielmengen liefert Satz 1.82 eine Bijektion h: ((|A| x {0}) U (|B| x {1})) — (AU B). Nach Satz 2.11 und der
Definition der Addition folgt

[AUB| = [([A] x {0}) U (IB| x {1})| = |A] + |B|. O
Aus dem Zusammenhang mit der Vereinigung erhalten wir unmittelbar die folgenden Eigenschaften.
Korollar 2.22. Fiir alle n, m,r € IN gilt

(i) n +m = m + n (Kommutativitat),

(i) (n+m)+r =n+ (m+ r) (Assoziativitit).

Wegen der Assoziativitdt konnen wir n + m + r := (n + m) + r schreiben, ohne dass das zu Mehrdeutigkeit
fihrt.

Wir definieren zuletzt Notation fiir Vielfachsummen.

Definition 2.23. Seien ng,n € IN und sei a: {ng,no+1,...,n} — Z eine Abbildung, wobei Z eine Menge ist,
fiir die eine Addition +: Z? — Z definiert ist. Dann schreiben wir

Z a(i) = a(ng) + a(no + 1) +---+a(n).
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Subtraktion

Fiir festes a € IN ist die Abbildung f,: IN — IN, n — n + a im Allgemeinen nicht surjektiv, beispielsweise
liegt 2 nicht im Bild von f5. Insbesondere hat f, im Allgemeinen keine Umkehrabbildung. Wir definieren die
Subtraktion als eine partielle Umkehrung der Addition.

Definition 2.24. Sei R := {(b,a) € N? | a < b}. Wir definieren die Subtraktion auf IN als die Abbildung
—:R— N, (ba) — k,

wobei k& € IN die nach Satz 2.19 und Satz 2.20 eindeutig bestimmte Zahl ist, so dass b = a + k.
Wir schreiben die Differenz von b € IN und a € IN als

b—a:=—(b,a).

Insbesondere gilt a — 0 = a fiir alle a € IN. Aullerdem ist die Subtraktion tatsachlich eine bedingte Umkehrung
der Addition.

Beobachtung 2.25. Fiir alle a,b,c € IN mit a < c gilt

a+b=c <= c—a=hb.
Die Subtraktion tritt auf natiirliche Weise beim Zahlen von Differenzmengen auf.

Satz 2.26. Fiir endliche Mengen A und B mit A C B gilt

|B\ Al = [B| - |Al.

Beweis. Die Mengen A und B \ A sind disjunkt und es gilt B = AU (B \ A). Nach Satz 2.21 folgt |B| =
|A| + |B \ AJ. Insbesondere ist |A| < |B|. Mit Beobachtung 2.25 folgt unmittelbar |B \ A| = |B| — |A|. O

Die folgende Formel fiir die Vereinigung zweier beliebiger Mengen ist anschaulich klar.

Satz 2.27. Fiir endliche Mengen A und B gilt

|JAUB| =|A| + |B| - |ANn B|.

Beweis. Wir geben einen visuellen Beweis und iiberlassen die Formalisierung als Ubungsaufgabe.

(O-0OD-0-0O-0 .
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2.5 Multiplikation

Wir kennen die Multiplikation als Technik zum Z&hlen mehrerer identischer Zeilen oder Spalten. Ein Schach-
brett besteht beispielsweise aus den Zeilen 1-8 und den Spalten A-H, also lasst sich die Menge der Felder als
kartesisches Produkt {1,2,3,4,5,6,7,8} x {A,B,C,D,E,F, G, H} schreiben. Die Kardinalitdt dieser Menge
definiert das Produkt der Kardinalitdten der Zeilen- und Spaltenmengen.
Definition 2.28. Wir definieren die Multiplikation auf IN als die Verkniipfung
= IN? = IN, (a,b) — |a x b|

und nennen ab := a - b das Produkt von a € IN und b € IN.

Insbesondere gilt a - 1 = a fiir alle a € IN.

Wir stellen den Zusammenhang zwischen den Abbildungen succ und - her.

Satz 2.29 (Nachfolgerregel). Fiir alle a,b € IN gilt

a-(b+1)=a-succ(b) =a-b+a.

Beweis. Da die Mengen a x b und a x {b} disjunkt sind, gilt mit succ(b) = bU{b}, Satz 2.21 und |a x {b}| = |a|:

a - succ(b) = |a x succ(b)|
—l(axB)Uax ()
— o x b+ [a x {b}]
=a-b+a. O

Wir beweisen wieder eine Kiirzungsregel.

Satz 2.30 (Kiirzungsregel). Fiir alle a, b, ¢ € IN mit a # 0 gilt

a-b=a-¢c = b=c
Beweis. Ubung. O

Wie bei der Addition konnen wir den Zusammenhang zwischen dem kartesischen Produkt und der Multiplika-
tion auf beliebige endliche Mengen erweitern.

Satz 2.31. Fiir endliche Mengen A und B gilt

A x B =|A|-|B|
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Beweis. Aus Bijektionen f: |A| — Aund ¢: |B| — B erhalten wir nach Satz 1.82 eine Bijektion h: |A| x |B| —
A x B. Mit Satz 2.11 und der Definition der Multiplikation folgt A x B| = ||A| x |B|| = |A|-|B]. O

Aus dem Zusammenhang mit dem kartesischen Produkt erhalten wir die folgenden Eigenschaften.

Satz 2.32. Fiir alle n,m,r € IN gilt
@) n-m = m - n (Kommutativitat),
(i) (n-m)-r=mn-(m-r) (Assoziativitit),

(i) n-(m+r) = (n-m)+ (n-r) (Distributivitat).
Beweis. Ubung. O

Wegen der Assoziativitdt konnen wir nmr := n-m-r := (n-m) - r schreiben, ohne dass das zu Mehrdeutigkeit

fiihrt. Auerdem verwenden wir die Konvention, dass Multiplikation starker bindet als Addition (,,Punkt vor
Strich®), also n + mr :=n+ (m-r).

Analog zum Summenzeichen ) | definieren wir eine Notation fiir Vielfachprodukte.

Definition 2.33. Seien ng,n € IN und sei a: {ng,no + 1,...,n} — Z eine Abbildung, wobei Z eine Menge ist,
fiir die eine Multiplikation -: Z2 — Z definiert ist. Dann schreiben wir

IT ) = a(no) - a(ng + 1) - - - - a(n).

i=ng
Wir beweisen wichtige Verbindungen zwischen Summe und Produkt.

Satz 2.34. Firallen,a € Nmitn > 1gilt Y ;a=a-n.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n > 1. Fiir n = 1 folgt die Aussage aus a - 1 = a. Gilt sie
fiir n € IN, dann ist
n+1 n

Zaza—i-Za:a—l—a-n:a-(n—i-l),
i=1 i=1

wobei wir die Nachfolgerregel verwendet haben. Also gilt sie auch fiir succ(n) = n + 1. O

Satz 2.35 (Summenformel). Fiir alle n € Nmitn > 1 gilt >~ | 2i = n(n + 1).
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Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n > 1. Fiir n = 1 gilt ZLI 2i=2=1-(14+1). Die
Aussage gelte nun fiir ein n > 1. Dann ist

n+1 n

d 2= 2i+2(n+1)
=1

i=1
=n(n+1)+2n+1)
=(n+1)(n+2),

wobei der letzte Schritt Distributivitdt und Kommutativitat verwendet. Damit gilt die Formel auch fiirn+1. O

Division

Fiir festes b € IN \ {0} ist die Abbildung f;: N — IN, g — b - ¢ im Allgemeinen nicht surjektiv; beispielsweise
liegt 3 nicht im Bild von f>. Insbesondere hat f;, im Allgemeinen keine Umkehrabbildung. Wir definieren die
Division als eine partielle Umkehrung der Multiplikation.

Definition 2.36. Eine Zahl a € IN hei3t durch b € IN \ {0} teilbar, wenn die Aussage b | a gilt, mit

bla=(3geN:a=10>-q).

Definition 2.37. Sei D := {(a,b) € N? | b # 0 und b | a}. Wir definieren die Division auf IN als die Abbildung
/: D — N, (a,b) — q,

wobei ¢ € IN die nach Definition 2.36 und Satz 2.30 eindeutig bestimmte Zahl mit a = b - ¢ ist. Wir schreiben
den Quotienten von ¢ und b als

== a/b = /(a,b).

Insbesondere gilt a/1 = a fiir alle a € IN. Aullerdem ist die Division tatsichlich eine bedingte Umkehrung der
Multiplikation.

Beobachtung 2.38. Fiir alle a,b,qg € Nmitb # 0und b | a gilt

a

Bo gl = ¢
g=a = -

Die Division tritt auf natiirliche Weise beim Zihlen gleich groRer Aquivalenzklassen auf.

Satz 2.39. Sei M eine endliche Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Besitzen alle Aquivalenzklassen
dieselbe Kardinalitdt b € IN \ {0}, so gilt

| M]
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Beweis. Aus M/~ C P(M) und den Sétzen 2.13 und 2.14 folgt die Endlichkeit von M /~. Die Aquivalenzklas-
sen zerlegen M damit in paarweise disjunkte Mengen Ny, Na, . .., N}/ mit jeweils b Elementen. Wiederholte
Anwendung von Satz 2.21 ergibt

|M/~| |M/~|
Mi=| U N[= X mi= Y o= ve e
NEM/~ i=1 i=1
Somit ist b | |M |, und nach Definition der Division gilt |M/~| = |M|/b. O

Beispiel 2.40. Sei M = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,B,D, K, A} x {&, &, 0, $} die Menge der 52 Karten eines
franzdsischen Blatts. Wir betrachten die Aquivalenzrelation ~:= {((a,p), (b,q)) € M? | a = b}, zwei Karten sind
also dquivalent, wenn sie denselben Rang (zum Beispiel D oder 7) haben. Die Faktormenge M /~ besteht aus
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i
Mengen der Form {(a, ), (a,®), (a,Q), (a,)}. JAN

[M/~| = 13

Division mit Rest

Auch wenn eine Zahl b eine Zahl « nicht teilt, konnen wir a in ein Vielfaches von b und einen Rest zerlegen.

Satz 2.41 (Division mit Rest). Fiir alle a,b € IN mit b # 0 existieren eindeutig bestimmte Zahlen ¢, € IN mit

a=q-b+r und r <b.

Beweis. Die Menge ) := {k € IN | k- b < a} ist nichtleer, denn 0 - b = 0 < @ und somit 0 € ). Wegen b # 0
gilt b = 1+ c fiir ein ¢ € IN (Satz 2.5). Also ist Q C (a + 1), denn fiir jedes k € @ gilt

E<k+k-c=k-(1+c)=k-b<a.

Nach Satz 2.13 ist @ C (a + 1) also endlich. Nach Satz 2.15 besitzt die total geordnete Menge (@, <) ein
Maximum ¢ := max Q.

Wegen g € Q gilt ¢ - b < a und wir konnen die Differenz r := a — ¢ - b bilden. Nach Beobachtung 2.25 gilt
dann a = ¢ - b+ r. Aullerdem ist r < b, denn andernfalls gibe es ein s € IN mit » = b + s (Satz 2.19) und

a=q-b+r=q-b+b+s=(qg+1)-b+s,
also (¢ + 1) - b < a und damit ¢ + 1 € @, im Widerspruch zur Maximalitét von q.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢1,q2 € N mit ¢ < go und r1,79o € Nmitry < bund ry < b
und a = ¢1b + r; = ¢2b + ro. Angenommen, es wire ¢; < go2. Nach Satz 2.19 existiert dann ein d € IN \ {0}
mit ¢ = ¢ + d. Mit Distributivitat erhalten wir

pb+ri=a=g@b+re=(q+d) -b+re=qb+db+rs.

Die Kiirzungsregel (Satz 2.20) ergibt r; = db + ry. Wegen d # 0 existiert ein e € IN mit d = 1 4 e (Satz 2.5).
Somit ist
ri=db+ra=(1+eb+ro=b+eb+ry>b,

im Widerspruch zu r; < b. Also ist ¢ = ¢o und nach der Kiirzungsregel (Satz 2.20) auch ry = 79. O
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Definition 2.42. Fiir a,b € IN mit b # 0 seien ¢,r € IN die nach Satz 2.41 eindeutig bestimmten Zahlen. Wir
definieren den ganzzahligen Quotienten und den Rest durch die Abbildungen

div: N x (N\ {0}) —» IN, (a,b) — q,
mod: IN x (IN\ {0}) = N, (a,b) — r,

und schreiben
a div b = div(a,b) und a mod b := mod(a, b).
Beobachtung 2.43. Fiir alle a,b € IN mit b # 0 gilt
a = (adivb) b+ (a mod b).

AuBBerdem gilt b | a genau dann, wenn a mod b = 0, und in diesem Fall ist a div b = a/b.

Die folgenden Regeln erlauben es, Zwischenergebnisse einer Rechnung bereits durch ihre Reste zu ersetzen.

Satz 2.44. Fiir alle a,b,n € IN mit n # 0 gilt

(a+b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n,
(a-b) mod n = ((a mod n) - (b mod n)) mod n.

Beweis. Ubung. O
Beispiel 2.45. Wir berechnen den Rest von (9 + 6) - 23 + 705 bei Division durch 7. Mit den Rechenregeln fiir Reste
konnen wir bereits alle Zwischenergebnisse durch ihre Reste ersetzen:

((946)-23+705) mod 7= (((2+6) mod 7) - 2+5) mod 7
=(1-2+5)mod 7=0.

Durch elementare Rechnungen haben wir also nachgewiesen, dass (9 + 6) - 23 + 705 durch 7 teilbar ist. A

2.6 Potenz

Das Zahlen von Zeichenketten (,,Strings“) ist in der Informatik von besonderer Bedeutung. Aus mathema-
tischer Sicht entspricht das dem Zahlen von Tupeln: Die Menge aller Zeichenketten fester Lange £ € IN
aus Zeichen eines Alphabets A lisst sich als die kartesische Produktmenge A* beschreiben. So ist die Men-
ge aller Kombinationen eines Kombinationszahlenschlosses mit 4 Stellen beispielsweise {0,1,...,9}* =
{(0,0,0,0),(0,0,0,1),...,(9,9,9,9)}. Wir konnen diese Menge aber auch als die Menge aller Abbildungen
f:{0,1,2,3} — {0,1,...,9} verstehen: Dabei ordnet f jeder Stellei € {0,1, 2,3} eine Zahl f(i) € {0,1,...,9}
zu. Mit den Zahlen 10 und 4 als Mengen kénnen wir die Menge aller Kombinationen also sowohl als 10* als
auch als {f C (4 x 10) | f: 4 — 10} auffassen.

Wir halten diese enge Beziehung zwischen der Menge von Abbildungen und der kartesischen Produktmenge
fest.
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Definition 2.46. Die Menge aller Abbildungen von B nach A bezeichnen wir mit

abb(B,A) = {f C (Bx A)| f: B — A}.

Satz 2.47. Fiir jede Menge A und jede endliche Menge B existiert eine Bijektion
abb(B, A) — AlBl.
Ist auch A endlich, so ist also abb(B, A) endlich und |abb(B, A)| = |AlFl].

Beweis. Die Aussage gilt fiir B = (), da beide Seiten genau ein Element haben (leere Abbildung und leeres
Tupel).

Sei nun B # () und wéhle eine Bijektion g: |B| — B. Dann hat die Abbildung
®: abb(B, A) — AP £ (f(9(0)), f(g(1)), .-, f(g(|B] = 1))
die Umkehrabbildung
o' APl — abb(B, A), (ao,...,ap-1) > (h: B— A, b ag-1(3))
und ist somit bijektiv (Satz 1.76). Um das fiir eine Richtung zu sehen, betrachte

(I)(q)_l((ao, ey a|B|_1))) = <I>(h: B— A b— ag—1(b))

= (h(g(0)), h(g(1)), ..., h(g(|B] = 1)))

= (ag=1(g(0))> Ag=1(g(1)): - - - » Ag=1(9(| B|-1)))
— ( .

ap, - - - ,a‘B‘,l).

Ist A endlich, so ist nach der Definition von A° und wiederholter Anwendung von Satz 2.14 auch AZ| endlich.
Die Behauptung folgt nun mit Satz 2.11. O

Damit ist insbesondere abb(n, a) fiir n,a € IN endlich und wir kénnen die Potenzierung wie folgt {iber eine
Anzahl Abbildungen definieren.

Definition 2.48. Wir definieren die Potenzierung auf IN als die Verkniipfung
pot: N2 = IN, (a,n) — |abb(n,a)|
und schreiben die Potenz mit Basis a € IN und Exponenten n € IN als
a" := pot(a,n).

Insbesondere gilt «” = 1 fiir alle a € N, also auch 0° = 1. Denn unabhingig von « gibt es genau eine Abbildung
von der leeren Menge 0 nach a, ndmlich die leere Abbildung.

Wir erweitern den Zusammenhang zwischen Abbildungen und kartesischen Produkten wieder auf beliebige
endliche Mengen.
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Satz 2.49. Fiir endliche Mengen A und B gilt

|abb(B, 4)] = [A]1B = |417I]

Beweis. Per Definition der Kardinalitit existieren Bijektionen f: |[A| — A und g: |B| — B. Die Abbildung
®: abb(|B|,|A|) — abb(B,A), hws fohog !,

hat die Umkehrabbildung ®~!: abb(B, A) — abb(|B|,|A]), k — f~! ok o g und ist somit bijektiv (Satz 1.76).
Daher gilt nach den Satzen 2.11 und 2.47, dass

|abb(B, A)| = |abb(|B], |4])| = |A[?| = |AIP]. O

Wie die Multiplikation die wiederholte Addition desselben Summanden beschreibt, beschreibt die Potenzierung
die wiederholte Multiplikation desselben Faktors.

Satz 2.50. Fiir alle a,n € IN mit n > 1 gilt

Beweis. Ubung. O

Die gezdhlten Abbildungsmengen lassen sich auf natiirliche Weise zerlegen und umordnen. Daraus folgen die
Potenzgesetze.

Satz 2.51 (Potenzgesetze). Fiir alle a, b, m,n € IN gilt

am—i—n _ am . an’ (am)n _ am-n’ (a X b)n _ an . bn

Beweis. Wir verwenden im Folgenden die Sétze 2.49, 2.11 und 2.31. Durch Zerlegen eines (m + n)-Tupels an
der m-ten Stelle erhalten wir die Bijektion

Pr:a™ = 0™ x a”,
(1:13 v al'ern) = ((xly cee 733m)a (Ilfm+1, s 7$m+n))-
Fiir m = 0 beziehungsweise n = 0 ist das entsprechende Tupel leer. Daher gilt

m+ n

mn| = la"| = a™ - a".

a™m™ = |a la™ x a"| = |a™| -

Die Abbildung
®,: abb(n,abb(m,a)) — abb(m X n,a), f— ((5,7) — f()())

ist bijektiv; ihre Umkehrabbildung bildet F': m x n — a auf i — (j — F(j,7)) ab. Der Vergleich ihrer
Kardinalitaten ergibt

(™)™ = |abb(n,abb(m,a))| = | abb(m x n,a)| = a™™.
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SchlieBlich ist die Abbildung

P3: (axb)" = a" xb", (x1,91), -+, (Tnyyn)) = (X1, s 20), (Y1, -+, Yn))

bijektiv. Somit folgt
(a-b)" =|(axb)" =]a" xb"|=l|a"| - |b"| =a™ - b". O

Die Produktregel fiir Reste iibertragt sich auf Potenzen.

Satz 2.52 (Potenzregel fiir Reste). Fiir alle a, k,n € IN mit n # 0 gilt

a® mod n = (a mod n)* mod n.

Beweis. Ubung. O

Auch das Zahlen von Teilmengen l&sst sich auf das Zahlen von Abbildungen zuriickfiihren: Fiir jedes Element
entscheiden wir, ob es zu einer Teilmenge gehort oder nicht.

Satz 2.53. Fiir die Potenzmenge einer endlichen Menge M gilt

[P()| = 2.

Beweis. Jeder Teilmenge A C M ordnen wir ihre Abbildung x 4: M — 2 mit

() 1, xz€A,
xr) =
xa 0, ¢ A

zu, wobei wir 2 = {0, 1} verwenden. Umgekehrt bestimmt jede Abbildung x: M — 2 die Teilmenge {z € M |
x(z) = 1}. Damit ist A — x4 eine Bijektion von P (M) nach abb(M, 2). Mit Satz 2.49 folgt

|P(M)| = |abb(M, 2)| = 2!M. -

2.7 Fakultat

Analog zum Zihlen von Zeichenketten ist das Zdhlen von Reihenfolgen oder Sortierungen in der Informatik

wichtig. Die Menge aller Sortierungen eines Tupels (ag, a1, ..., a,—1) lasst sich ausdriicken als die Menge
aller Tupel (bo,...,bp—1) € {0,...,n — 1}", die kein Element doppelt verwenden, denn jede Sortierung
des Tupels kann als (ap,,ap,, . ..,ap, ,) mit paarweise unterschiedlichen b; geschrieben werden. Analog

zur Bijektion zwischen Tupeln und Abbildungen kann jedes Tupel ohne Wiederholungen als eine Bijektion
verstanden werden. Wir zdhlen also Bijektionen von der Menge n auf sich selbst. Solche Bijektionen nennen
wir Permutationen, um ihre Interpretation als Umsortierungen zu betonen.

Definition 2.54. Die Menge der Permutationen auf M ist

perm(M) := {o € abb(M, M) | o ist bijektiv}.
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Wegen perm(n) C abb(n,n) und Satz 2.13 ist perm(n) endlich. Wir konnen damit die Fakultét als die Anzahl
Umordnungen einer Menge wie folgt definieren.

Definition 2.55. Wir definieren die Fakultat auf IN als die Abbildung
fak: N — IN, n — | perm(n)|
und schreiben die Fakultédt der Zahl n € IN als

n! = fak(n).
Insbesondere gilt 0! = 1, denn die leere Abbildung ist die einzige Bijektion von 0 nach 0.

Satz 2.56. Fiir eine endliche Menge M gilt

| perm(M)| = |M]|!.

Beweis. Ubung. O

Anschaulich l&sst sich die Anzahl Reihenfolgen einer festen Menge von n Elementen auch wie folgt berechnen:
Wir haben n Moglichkeiten fiir die Wahl des ersten Elements, n — 1 fiir die des zweiten, und so weiter, bis
schliel8lich nur noch eine Moglichkeit fiir das letzte Element besteht. Damit konnen wir unsere Wahlméglich-
keiten als Menge der Form A; x --- x A,, darstellen, wobei A; die Wahlmoéglichkeiten im Schritt ¢ bezeichnet.
Intuitiv gilt | A;| = n — i + 1, womit die folgende Formel plausibel ist.

Satz 2.57. Fir alle n € N mit n > 1 gilt

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion {iber n > 1. Fiir n = 1 folgt die Behauptung wegen perm(1) =
{id,}, also 1! = |perm(1)| = 1 = []}_, i

Die Aussage gelte nun fiir einn > 1. Wir lesen eine Permutation o € perm(n—+1) als Reihenfolge (¢(0), ..., 0(n)),
in der die Elemente von n + 1 = {0, ...,n} ausgewdhlt werden. Fiir jede Wahl = € n + 1 definieren wir die
Bijektion
, 7> J <,
hy:n— (n+1 x}, h =

x ( )\ {z} =(J) {j—l—l, i> .
Die verbleibenden Elemente {0,1,...,n} \ {z} = {hz(0), hx(1),...,hy(n — 1)} sind also so nummeriert, dass
h;l: (n+1)\ {#} — n jedem Element eine eindeutige Zahl aus {0, 1,...,n — 1} zuordnet. Damit ist

ot M —> N, h;(lo)(cr(i +1))

fiir jedes o € perm(n + 1) eine Permutation aus perm(n).

Die Abbildung
®: perm(n+1) = ((n+1) x perm(n)), o+ (c(0),7,),
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hat die Umkehrabbildung
d 1 (n+1) x perm(n)) — perm(n + 1), (2,7) = Our

mit
. x, firi =0,
Orr:(n+1) = (n+1), i . o
hy(m(i—1)), firi>1,

und somit ist ® bijektiv (Satz 1.76).
Nach Satz 2.11, Satz 2.31 und der Induktionsannahme folgt

n+1

(n+1)!:(n+1)-n!:(n+1).ﬁz’:Hz‘. O
=1 =1

2.8 Binomialkoeffizienten

Wir haben in Satz 2.53 bereits gesehen, dass sich die Menge aller Teilmengen einer endlichen Menge mittels
der Potenz zahlen lasst. Haufig wollen wir nur die Teilmengen einer festen Grof3e zéhlen, also die Anzahl
Moglichkeiten, eine feste Anzahl unterschiedlicher Elemente aus einer Menge auszuwéahlen. Im Gegensatz
zum vorigen Abschnitt soll dabei die Reihenfolge der Auswahl keine Rolle spielen.

Definition 2.58. Die Menge aller k-elementigen Teilmengen einer Menge M mit k € IN schreiben wir als

tmy (M) == {A C M | Aist endlich und |A| = k}.

Da tmyg(n) C P(n) gilt und P(n) nach Satz 2.14 endlich ist, ist nach Satz 2.13 auch tmy(n) endlich. Wir
konnen damit den Binomialkoeffizienten {iber die Anzahl Teilmengen fester Grofde definieren.

Definition 2.59. Wir definieren den Binomialkoeffizienten ,n {iber £ als die Verkniipfung

bin: N> = IN, (n, k) — [tmg(n)]

<Z> = bin(n, k).

Fiir k > n ist tmy(n) = ¢ und daher (}) = 0. AuBerdem gilt (;}) = 1 fiir alle n € I, denn die leere Menge ist
die einzige null-elementige Teilmenge von n.

und schreiben

Wir zeigen wieder, dass sich die Definition des Binomialkoeffizienten auf beliebige endliche Mengen iibertragt.

Satz 2.60. Fiir eine endliche Menge M und k € IN gilt
M
e a)] = ().
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Beweis. Ubung. O

Wir kénnen eine Auswahl von k Elementen zihlen, indem wir zunéchst alle Elemente anordnen und anschlie-
Bend die Reihenfolge innerhalb der ausgewéhlten und der iibrigen Elemente vergessen. Dadurch erhalten wir
einen Zusammenhang zwischen Binomialkoeffizienten und Fakultaten.

Satz 2.61. Fiir alle n, k € IN mit k < n gilt
n\ n!
k) k'(n—k)!

Beweis. Fiir jedes A € tmy(n) sei

P4 = {o € perm(n) | o(k) = A}
die Menge der bijektiven Abbildungen o: n — n, die die Elemente von k& C n auf die Teilmenge A abbilden.
Wegen |A| = |k| = kund |n \ A| = |n \ k| = n — k existieren Bijektionen f: k — Aund g: n\ k — n\ A.
Wir konnen Permutationen von k£ und n \ k eindeutig zu einer Permutation in P4 zusammensetzen, indem
wir ihre Werte mit f bzw. ¢ umbenennen. Andersherum koénnen wir jede Permutation in P4 eindeutig
in zwei solche Permutationen aufteilen, indem wir sie auf £ beziehungsweise n \ k£ einschridnken und die

Umbenennungen mit f~! beziehungsweise g~! riickgidngig machen. Mit anderen Worten, es existiert eine
Bijektion perm(k) x perm(n — k) — P4 (Ubung: gib eine explizite Bijektion an).

Nach den Sétzen 2.11 und 2.31 sowie der Definition der Fakultat gilt damit
|P4| = | perm(k) x perm(n — k)| = k! (n — k).

Jede Permutation o € perm(n) gehort zu genau einer der Mengen P4, ndmlich zu P,y Diese Mengen sind
daher paarweise disjunkt und zerlegen perm(n). Da es (}) mégliche Mengen A gibt, folgt durch wiederholte
Anwendung von Satz 2.21

nl = <Z> Kl (n — k).

Da die Identitit eine Permutation jeder endlichen Zahlenmenge ist, gilt k! # 0 und (n — k)! # 0. Nach
Definition der Division folgt daraus
n n!
= O
(k:) El'(n —k)!

Wir leiten weitere Rechengesetze her.

Satz 2.62 (Pascalsche Regel). Fiir alle n, k € IN mit k£ > 1 gilt

("721) B @* (kﬁl)'
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Beweis. Wir zerlegen tmy(n + 1) in die Mengen

A ={Aectmi(n+1)|n¢ A},
A ={Aectmg(n+1)|ne A}

Die Abbildung A — A ist eine Bijektion von Ay nach tmyg(n). Die Abbildung A — A \ {n} ist eine Bijektion
von A; nach tmy_1(n); ihre Umkehrabbildung ist B — BU{n}. Nach Satz 1.76 ist damit auch diese Abbildung
bijektiv. Da Ay und A; disjunkt sind, folgt mit Satz 2.21 und Satz 2.11

+1
<nk ) = |tmp(n +1)] = [Ao U A1| = |Ao| + | A1| = [tng(n)] + [tmg_1(n)] = (Z) - (kfl) O

Der folgende Satz ergibt sich mit vollstdndiger Induktion nach Satz 2.6 aus der Pascalschen Regel in Satz 2.62,
den Rechenregeln fiir die Multiplikation in Satz 2.32 und den Potenzgesetzen in Satz 2.51.

Satz 2.63 (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle a,b,n € IN gilt

(a+0b)" :i( ) atpnr.

Beweis. Ubung. O

> (4)-

Beweis. Setzen wir in Satz 2.63 a = b = 1, erhalten wir

2" = (141)" i()m"’f—i@) O

Korollar 2.64. Fiir alle n € IN gilt

2.9 Anwendungsbeispiel: Kryptographie

In diesem Kapitel haben wir einen beachtlichen Fundus von Rechenregeln aus wenigen Grundlagen abge-
leitet. Wir wollen diese Rechenregeln jetzt anwenden, um das mathematische Fundament des Public-Key-
Verschliisselungsverfahrens RSA (nach seinen Schopfern Rivest, Shamir und Adleman) zu legen. Das Verfahren
basiert wesentlich auf der Annahme, dass es rechnerisch schwierig ist, grol3e Zahlen in ein Produkt aus
Primzahlen zu zerlegen. Dabei ist anzumerken, dass kein effizienter Algorithmus fiir Primzahlfaktorisierung
bekannt ist, seine Existenz aber ein zentrales offenes Problem der Komplexitatstheorie bleibt.

Definition 2.65. Eine Zahl p € IN heif3t Primzahl, wenn p > 1 und p keine Teiler aufSer 1 und p hat, also
Vz€{2,....p} \ {p}: ztp.
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Ausgangspunkt des RSA-Verfahrens ist die Wahl zweier verschiedener (grof3er) Primzahlen p, ¢ € IN und die
Berechnung von
n=mp-q und t:=(p—1)(¢—1).

Eine zentrale Beobachtung fiir das Verfahren ist, dass p und ¢ die einzigen nichttrivialen Teiler von n sind.
Zusammen mit der Komplexitdtsannahme zur Primzahlfaktorisierung heif3t das, dass wir die Zahl n o6ffentlich
machen konnen, ohne damit einen (effizienten) Riickschluss auf p und ¢ und damit auf ¢ zu erlauben.

Satz 2.66 (Primzahllemma). Fiir jede Primzahl p und alle a,b € IN gilt

pla-b = plaoderp]|b.

Beweis. Es sei p t a. Wir zeigen p | b. Die Menge M = {z € IN\ {0} | p teilt 2 - a} ist nichtleer, wegen p € M.
Nach Satz 2.16 besitzt M also ein Minimum m = min M. Auflerdem ist 1 ¢ M, da p1{ a.

Die Division von p durch m liefert nach Satz 2.41 Zahlen ¢,» € Nmitp=¢g-m+rundr <m.Dap|p-a
und wegen m € M auch p | ¢-m - a gilt, folgt p | r - a. Ware r # 0, so wére also r € M im Widerspruch zu
r < m und der Minimalitdt von m. Somit ist » = 0 und daher m | p. Weil p Primzahl ist und wegen 1 ¢ M
auch m # 1 gilt, folgt m = p.

Die Division von b durch p liefert nun s,t € Nmitb=s-p+tundt <p=m.Ausp|a-bundp|a-s-p folgt
p|a-t. Waret # 0, so wére t € M im Widerspruch zu ¢ < m. Also ist t = 0 und damit p | b. O

Wir konnen damit den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.67 (Kleiner Satz von Fermat). Ist p eine Primzahl und p 1 a, so gilt

a® ! mod p = 1.

Beweis. Nach Satz 2.66 und da p t a und p Primzahl ist, gilt p{ a - « fiir alle € IN mit 0 < x < p. Damit ist
die Abbildung

f:p\{0} = p\{0}, 2+ (a-z)modp
wohldefiniert.
Fir z,y € p\ {0} mit z < y und f(z) = f(y) folgt aus der Gleichheit der Reste p | a - (y — x) und mit dem

Satz 2.66 wegenptaalsop | (y—xz). Day —z < p, ist x = y. Damit ist f injektiv und damit eine Permutation,
das heil3t, f ordnet die Zahlen 1,...,p — 1 lediglich um. Daher gilt

p—1 p—1
H((a -z) mod p) = H x (2.1
=1 =1

und es folgt

—_

p—1 p—1
(p—1)! mod p 257 ( x) mod p @b (H((a - ) mod p)) mod p

=1 r=1
p—1 p—1 p—1

2 (H(a : x)) mod p = (H a) (H x) mod p 2:50,2.57 (apfl(p — 1)!) mod p.
r=1 =1 r=1
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Wegen Gleichheit der Reste beider Seiten folgt also p | (p — 1)! (a?~! — 1). Keiner der Faktoren 1,...,p — 1 ist
durch p teilbar; wiederholte Anwendung von Satz 2.66 ergibt daher p { (p — 1)!. Eine weitere Anwendung
desselben Satzes liefert p | (a?~! — 1) und somit a?~! mod p = 1. O

Das RSA-Verfahren bestimmt Zahlen e,d € IN \ {0} mit e - d mod ¢t = 1 (das ist effizient moglich) und
verdffentlicht dann (n, e) als den offentlichen Schliissel, wiahrend die Zahl d geheim bleibt. Eine Nachricht
(kodiert als Tupel aus natiirlichen Zahlen) kann mittels des offentlichen Schliissels verschliisselt werden,
indem auf jede Zahl m der Nachricht die Funktion

f:IN—=N, m+— m°modn

angewandt wird. Nur wer die geheime Information d besitzt, kann eine verschliisselte Zahl ¢ durch Anwenden
von

¢ N—>N, c¢—c?modn

dechiffrieren. Wir zeigen, dass dieses Verfahren funktioniert.

Satz 2.68 (Korrektheit von RSA). Mit den vorangehenden Bezeichnungen und fiir alle m € IN, m < n, gilt

g(f(m)) = m.

Beweis. Es gilt
d e d 252,  evd 251 ed
g(f(m)) = (f(m))* mod n = (m® mod n)® mod n =" (m®)* mod n "= m* mod n. (2.2)
Wegen der Wahl von e und d existiert k € Nmited =1+ k(p — 1)(¢ — 1), also
med — mltk(—1)(¢-1) 2.51 m - (mp—l)k(q_l)‘

Ist p | m, so folgt unmittelbar m°? mod p = 0 = m mod p. Andernfalls liefert Satz 2.67 m?~! mod p = 1 und
es folgt

(m?~ )M mod p %2 (mP ! mod p) " mod p = 1 mod p

und damit ebenfalls

m mod p *2* ((m mod p) - ((mp_l)k(q_l) mod p)) mod p = m mod p.

Dasselbe Argument mit ¢ anstelle von p ergibt auch m® mod ¢ = m mod gq.

Da ed > 1 gilt, ist m*® > m. Somit kénnen wir = :== m® — m € IN setzen. Damit ist p | = (Satz 2.44) und es

gibt ein [ € IN mit x = p-[. Da die Primzahlen p und ¢ verschieden sind, gilt ¢ { p. Aus ¢ | (z = p- 1) folgt daher
mit Satz 2.66 auch ¢ | I. Somit gilt (p- ¢) | (p -1 = x). Also haben m°® und m denselben Rest bei Division
durch n = p - q. Wegen m < n ist m mod n = m, also

22) o4

g(F(m)) =) me

mod n = m mod n = m. O
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Beispiel 2.69. Fiir ein iiberschaubares Beispiel gehen wir von kleinen Primzahlen p = 5 und ¢ = 11 aus und
berechnenn =p-q=>55undt = (p—1)(¢ — 1) = 40, und wdhlen e = 3 und d = 27. Wie gefordert ist dann

(e-d) mod t = 81 mod 40 = 1.
Die Nachricht m = 12 wird verschliisselt zu
¢ =m®mod n = 123 mod 55 = (144 - 12) mod 55 = (288 - 6) mod 55 2" (13 - 6) mod 55 = 78 mod 55 = 23.

Fiir die Entschliisselung nutzen wir die Rechenregeln, die wir in diesem Kapitel hergeleitet haben. Wir machen die
Nebenrechnungen

11-23 mod 55 = (23 -2+ 23-3-3) mod 55 = (46 + 14 - 3) mod 55 = 33

12 - 23 mod 55 = (11 - 23 4 23) mod 55 = (33 + 23) mod 55 =1
23% mod 55 = (11 - 23 + 12 - 23) mod 55 = (33 + 1) mod 55 = 34
23% mod 55 = (34 - 23) mod 55 = (23% + 11 - 23) mod 55 = (34 + 33) mod 55 = 12
23% mod 55 = 12 - 23 mod 55 = 276 mod 55 = 1

und erhalten die entschliisselte Nachricht

¢ mod 55 = 23%" mod 55 = ((23")° - 23%) mod 55 = 1+ 12 mod 55 = 12 = m, A
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3 Erweiterung des Zahlenraums

Im vorigen Kapitel haben wir die natiirlichen Zahlen eingefiihrt und ihre Rechenoperationen auf das Zahlen
zuriickgefiihrt. Dabei haben wir gesehen, dass Subtraktion und Division nur eingeschrankt moglich sind. Wir
erweitern nun schrittweise den Zahlenraum um Differenzen und Quotienten und gelangen so zu den ganzen
und rationalen Zahlen. Mit den reellen Zahlen nehmen wir auch Grenzwerte auf und schliel3en damit die
Liicken auf der Zahlengeraden. Schliel3lich erweitern wir den Zahlenraum zu den komplexen Zahlen, um
auch séamtliche Nullstellen von Polynomen zu erfassen.

Dabei beschreiben wir die wiederkehrenden Rechenstrukturen abstrakt. Wir untersuchen Teilmengen, auf
denen diese Strukturen erhalten bleiben, und Abbildungen, die mit den Rechenoperationen vertraglich sind.
Das ermoglicht eine gemeinsame Behandlung der verschiedenen Zahlbereiche und macht dieselben Methoden
auch dariiber hinaus anwendbar: etwa auf die Verkniipfung von Bitfolgen durch XOR oder auf Drehungen
und Spiegelungen digitaler Bilder.

3.1 Die ganzen Zahlen

Die Subtraktion auf IN haben wir in Definition 2.24 als partielle Umkehrung der Addition definiert. Die
Differenz b — a existiert dort nur, wenn a < b gilt. Fiir das Z&hlen ist diese Einschrankung unproblematisch:
Eine Anzahl kann nicht negativ sein. Zahlen kénnen jedoch auch Anderungen eines Bestands beschreiben.
Verringert sich beispielsweise ein Zéhlerstand von 8 auf 5, so méchten wir die Anderung durch eine Zahl z mit
8 + x = 5 beziehungsweise x = 5 — 8 beschreiben. Eine solche Zahl existiert in IN nicht. Das fiihrt uns zur
Menge Z der ganzen Zahlen, die wir durch Erweiterung des Zahlenraums IN um alle Differenzen erhalten.

Formal kénnen wir jede Zahl der Form a — b durch ein Tupel (a, b) € IN? darstellen, wobei wir Tupel (a, b)
und (¢, d) zusammenfassen, die dieselbe Differenz beschreiben, fiir die also a + d = b + ¢ gilt. Mit anderen
Worten ist jede ganze Zahl eine Aquivalenzklasse von Tupeln, die dieselbe Differenz beschreiben. Beachte
hierbei, dass wir bewusst die Subtraktion vermeiden, da wir nicht ¢ > b bzw. ¢ > d voraussetzen konnen.
Definition 3.1. Die Menge der ganzen Zahlen ist die Faktormenge
Z = N?/~,
wobei die Aquivalenzrelation ~ gegeben ist durch

~={((a,b),(c,d)) e N> xIN? | a+d = b+ c}.

Fiir a € N identifizieren wir a = [(a,0)] und —a = [(0, a)].
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Jede ganze Zahl lasst sich auf diese Weise als natiirliche Zahl oder als entgegengesetzte natiirliche Zahl
schreiben. Wir erhalten die vertraute Darstellung

Z={.,-3-2-1,01,23,...}

Definition 3.2. Wir definieren die Addition auf Z als die Verkniipfung

+: 7% = Z, ([(a,b)],[(c,d)]) — [(a + ¢, b+ d)].

Die Summe ist unabhédngig von der Wahl der Reprasentanten und setzt die Addition auf IN fort, denn
a+c = [(a,0)] + [(c,0)] = [(a + ¢,0+ 0)] = a + c fiir a,c € IN. Insbesondere beschreibt die Addition
auf Z das Hintereinanderausfiihren zweier Anderungen und lisst sich, im Gegensatz zur Addition auf IN,
umkehren.

Definition 3.3. Wir definieren die Subtraktion auf Z als die Verkniipfung
—: 72> Z, (a,b)— T, D),

mit der Bijektion
Ty: 7 — 7, T — x4+ a.

Wir definieren auflerdem
—b:="T;(0) =0 —b.

Beobachtung 3.4. Fiir alle a,b € Z und ¢,d € N gilt
—a=0-aq, —[(e,d)] = [(d, ¢)] und b—a=0b+(—a).
Die Multiplikation auf IN lasst sich als wiederholte Addition verstehen. Entsprechend bedeutet die Multiplikation

einer ganzen Zahl mit n € IN, dieselbe Anderung n-mal auszufiihren. Die Multiplikation mit —n bedeutet,
stattdessen die entgegengesetzte Anderung n-mal auszufiihren.

Definition 3.5. Wir definieren die Multiplikation auf Z als die Verkniipfung
7% = 7, ([(a,b)], [(c,d)]) = [(ac + bd, ad + bc)].
Auch das Produkt ist unabhingig von der Wahl der Reprasentanten und setzt die Multiplikation auf IN fort,

denna-c=[(a,0)]-[(c,0)] =[(a-c+0-0,a-0+0-¢)]=[(a-¢c0)] =a-cfir a,c € N. Auch gelten fiir alle
z =|(a,b)] € Z und q = [(¢,d)] € Z die vertrauten Vorzeichenregeln

(—2)qg = [(b,a)] - [(¢,d)] = [(ad + bc, ac + bd)] = —[(ac + bd, ad + bc)] = —(zq)

und
(=2)(=q) = [(b,a)] - [(d, ¢)] = [(bd + ac, bc + ad)] = zq.

Wir erwahnen noch weitere Fortsetzungen.
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Definition 3.6. Wir setzen Ordnung, Teilbarkeit, ganzzahligen Quotienten, Rest und Potenzierung auf Z wie
folgt fort.

(i) Wir definieren die Ordnungsrelation

<={([(a,b)],[(c;d)]) € Z* |a+d < b+c}.

(ii) Eine Zahl z € Z heil3t durch g € Z \ {0} teilbar, wenn die Aussage q | z gilt, mit

qlz=03keZ: z=k-q).

(iii) Fiir z € Zund n € IN \ {0} und die (eindeutig bestimmten, analog zu Satz 2.41) Zahlen ¢ € Z und
r € IN mit z = gn + r und r < n definieren wir

zdivn i=g¢q und zmod n = r.

(iv) Fiir a € Z definieren wir die Potenz durch a° := 1 und, fiir n € IN \ {0},

3.2 Gruppen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Konstruktion der ganzen Zahlen damit motiviert, Gleichungen der Form
8 + x = 5 16sen zu kénnen. Das haben wir mit der Umkehrbarkeit der Addition verbunden, denn anschaulich
lasst sich die Gleichung 16sen, indem wir —8 auf beiden Seiten addieren. So lasst sich tatsachlich jede Gleichung
der Form a + = = b eindeutig 16sen. Wir betrachten den zugrunde liegenden Beweis genauer.

Satz 3.7. Fiir alle a, b € Z besitzt die Gleichung a + = = b genau eine Losung x € Z. Diese ist x = b — a.

Beweis. Die Zahl x = (—a) + b ist eine Losung, denn wegen Assoziativitdt der Addition gilt
a+z=a+((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+b=0.

Ist y € Z eine weitere Losung, so gilt wegen y = 0 + y, wegen (—a) + a = 0 und wegen Assoziativitdt der
Addition
y=0+y=((—a)+a)+y=(—a)+(a+y) = (~a) + b=,

also ist die Losung x eindeutig.

Wegen der Kommutativitdt der Addition kdnnen wir die Losung in die Form 2 = b+ (—a) = b—a bringen. O

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung haben wir die Umkehrbarkeit der Addition verwendet, also dass
die Abbildung z — z + a die Umkehrung z — z + (—a) besitzt, so dass wir a + (—a) = 0+ a + (—a) = 0 haben.
Dabei und fiir y = y + 0 haben wir verwendet, dass die Addition der Zahl 0 keine Wirkung hat. Zusétzlich
haben wir die Assoziativitdat der Addition verwendet.
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Verkniipfungen mit diesen Eigenschaften treten auch auf3erhalb von Zahlenrdumen auf. Beispielsweise hatten
wir in Abschnitt 2.7 bereits gesehen, dass sich die Umsortierungen eines Tupels als Permutationen beschreiben
lassen. Insbesondere ist Umsortierung eine Bijektion und lasst sich also riickgédngig machen (Satz 1.79). Die
Verkettung von Abbildungen ist assoziativ (wegen f o (9o h) = (x — f(g(h(z)))) = (f o g) o h) und die
Identitat ist eine Permutation ohne Wirkung. Analog zum Beweis von Satz 3.7 folgt damit, dass wir von jeder
Reihenfolge a eines Tupels zu jeder anderen Reihenfolge b durch Anwendung einer eindeutigen Umsortierung
gelangen konnen. Mit anderen Worten hat a o 7 = b eine eindeutige Losung .

Dieses Argument lasst sich auf vielféltige Zusammenhénge anwenden. Die folgende Abstraktion erlaubt es
uns, das Argument losgelost vom konkreten Zusammenhang zu fiihren.

Definition 3.8. Ein Tupel (G, %) aus einer Menge G # () und einer Verkniipfung *: G? — G heilt Gruppe, falls
(@) fir alle a,b,c € G gilt, dass a * (b * ¢) = (a x b) * ¢ (Assoziativitdt),
(n) ein neutrales Element e € G existiert mit e * a = a fiir alle a € G,
(i) zu jedem a € G ein inverses Element b € G existiert mit b x a = e.

Eine Gruppe heil3t abelsch, falls zusatzlich

(k) fir alle a,b € G gilt, dass a * b = b * a (Kommutativitdt).

Im Beweis von Satz 3.7 haben wir auch y + 0 = y und a + (—a) = 0 verwendet, also Anwendung des neutralen
und inversen Elements von rechts. Wir zeigen, dass das auch ohne Kommutativitat fiir jede Gruppe moglich
ist und dass das neutrale und inverse Element jeweils eindeutig sind.

Satz 3.9. In jeder Gruppe ist das neutrale Element e eindeutig bestimmt und jedes Element a € G besitzt
genau ein inverses Element b € G. Aullerdem giltaxe =aund ax b = e.

Beweis. Seien a,b € G mit b * a = e und sei ¢ € G ein inverses Element zu b, also ¢ x b = e. Zunéachst gilt

a*b(:n)(e*a)*bg((c*b)*a)*b@(c*(b*a))*b@(c*e)*b(a:)c*(e*b)(:mc*b@e.

Bezeichnen wir die damit bewiesene rechte Inversenbedingung mit (i’), so folgt aullerdem

a*ega*(b*a)(a:)(a*b)*a@e*a(:ma

Diese rechte Neutralitdtsbedingung bezeichnen wir mit (n’). Seien nun e, ¢/ € G neutrale Elemente. Mit der

gerade bewiesenen zweiten Neutralitdtsbedingung ist e @ oy e @ ¢ Seien schlieRlich b,c € G inverse

Elemente zu a € G. Mit den bereits bewiesenen zweiten Bedingungen und der Assoziativitét folgt

b(g)b*e@b*(a*c)@(b*a)*cge*c@c. O

Wegen Satz 3.9 sprechen wir fortan von dem neutralen Element e und bezeichnen das inverse Element zua € G
mit ¢~ '. Wird die Verkniipfung als Addition geschrieben, bezeichnen wir das neutrale Element iiblicherweise
mit 0 und das inverse Element zu ¢ mit —a.
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Beispiel 3.10. Es ist (Z, +) eine abelsche Gruppe: Ihr neutrales Element ist 0 und das inverse Element zu a € Z
ist —a. A

Beispiel 3.11. Esist ({—1, 1}, ) eine abelsche Gruppe: Ihr neutrales Element ist 1 und jedes Element ist zu sich
selbst invers. A

Beispiel 3.12. Es ist (P(M),U) mit M # () keine Gruppe. Die Vereinigung ist zwar assoziativ (beide Klamme-
rungen enthalten genau die Elemente, die in mindestens einer der drei Mengen liegen) und besitzt auf P(M) das
neutrale Element (), doch keine nichtleere Teilmenge A C M hat ein inverses Element, wegen AU B # ) fiir alle
B C M. Die Gleichung AU X = B ist nicht immer losbar &.B. A = {1,2} und B = {2}) und kann mehrere
Losungen X zulassen (z.B. fiir A = {2} und B = {1,2} sind X = {1} und X = {1, 2} Losungen). Anschaulich
verliert die Vereinigung Information, denn aus A U X konnen wir nicht auf X zuriickschliefsen, auch wenn wir A
kennen — mit anderen Worten ist X — A U X nicht umkehrbar bzw. bijektiv. A

Beispiel 3.13. Es ist (perm (M), o) fiir jede Menge M eine Gruppe: Nach Satz 1.82 ist die Verkettung zweier
Permutationen wieder eine Permutation. Das neutrale Element ist id ;. Nach Satz 1.76 besitzt jede Permutation f die
Umkehrabbildung f~! als inverses Element. Die Assoziativitit folgt unmittelbar aus der Definition der Verkettung.
Die Gruppe ist aber im Allgemeinen nicht abelsch, denn die Reihenfolge von Umsortierungen ist wichtig: Betrachte
gum Beispiel fiir M = {a, b, c} die Umsortierungen f: M — M, a — a,b +— c,c — b (also die Vertauschung
b« cundg: M — M, a — b,b— c,c+— a (also die zyklische Umsortierung a — b — ¢ — a), dann ist
fog=(arc,b—b,cr a) @soa<> c),aber go f = (ar> b,b+— a,cr c) @so a<b). JAN

Beispiel 3.14. Fiir festes n € IN \ {0} ist die Bitgruppe
By = ({0,1}", &)
eine abelsche Gruppe (siche auch Bemerkung 1.8), wobei
(1, s 2n) B (Y1, -5 Yn) = (&1 +y1) mod 2,.... (z, + yn) mod 2).
Die Rechenregeln aus Satz 2.44 zeigen die Assoziativitdt und Kommutativitdt. Das Tupel (0,0,...,0) ist das
neutrale Element, und jedes Tupel ist sein eigenes inverses Element. Diese Gruppe modelliert die Manipulation von
Bits in der Bindrdarstellung von Daten. JAN
Beispiel 3.15. Sei n € N\ {0}. Fiir a € Z nennen wir
[al, = {b€ Z | bmod n = amodn}
die Restklasse von a modulo n und verwenden fiir die Menge dieser Restklassen die Schreibweise
Z/nZ = {[a]y | a € Z} = {[0],,...,[n—1],}.
Wir definieren eine Addition auf dieser Menge durch
[a] + [b]n = [a + 0]

Diese Definition ist unabhdngig von der Wahl der Reprdsentanten: Sind [a],, = [d/], und [b],, = [V']5, so unter-
scheiden sich a und a’ sowie b und V' jeweils um ein Vielfaches von n. Das gilt dann auch fiir a + bund a’ + V',
also ist [a + b],, = [a' + V], Die Assoziativitdt und Kommutativitdt folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
der Addition auf Z. Das neutrale Element ist [0],,, und das inverse Element zu [a),, ist [—a,. Somit ist (Z/nZ,+)
eine abelsche Gruppe. A

53



Wir verallgemeinern jetzt Satz 3.7. Auflerdem erhalten wir eine Verallgemeinerung von Satz 2.20 auf Gruppen,
also insbesondere fiir die Gruppe (Z, +).

Satz 3.16. Sei (G, x) eine Gruppe und seien a, b, ¢ € G. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die Gleichungen a x z = b und = * a = b besitzen jeweils genau eine Losung. Diese sind

z=a"txb bzw. x=bxa L.

(ii) Es gelten die Kiirzungsregeln

(axb=ax*xc)=b=c und (bxa=cx*xa)=b=c.

(iii) Fiir das inverse Element gilt
(axb) L =b"txal.

Beweis. (i): Es gilt
a*(ail*b) @ (a*ail)*b:s:ge*b@b,

also ist a—! * b eine Losung der ersten Gleichung. Ist y € G eine beliebige Lésung, so folgt

y@e*yg(a_l*a)*y@a_l*(a*y):a_l*b.

Fiir die zweite Gleichung gilt entsprechend

(b*a_l)*a(i—)b*(a_l*a)@b*e?’igb.

Ist y x a = b, so folgt

y?’gy*eg’é}y*(a*a_l)(a:)(y*a)*a_lzb*a_l'

Damit ist auch diese Losung eindeutig.

(ii): Gilt a x b = a * ¢, so sind b und ¢ Losungen derselben Gleichung a * x = a * b und daher nach (i) gleich.
Die zweite Kiirzungsregel folgt entsprechend aus der eindeutigen Losbarkeit von =« a = b x a.

(iii): SchlieRlich gilt

(a>x<b)>¢<(b_1>0<a_1)(a:)a>l<((b>|<b_1)>x<a_1)3i9a>x<(e>l<a_l)@a*a_l?23

(b_l*a_l)*(a*b)(a:)b_l*((a_l*a)*b)Qb_l*(e*b)@b_l*bge

€,

Nach der Eindeutigkeit des inversen Elements aus Satz 3.9 ist daher (a xb)~' = b~ x a1 O

Satz 3.16 (i) zeigt insbesondere, dass in jeder Gruppe Abbildungen der Form x — a * x und = — z x a jeweils
bijektiv sind. Satz 3.16 (iii) zeigt, dass wir Verkniipfungen dieser Abbildungen in umgekehrter Reihenfolge
riickgéngig machen miissen. Natiirlich ist das nur relevant, wenn die Gruppe nicht abelsch ist, wie fiir die
Umsortierungen aus Beispiel 3.13.

Satz 3.17. Fiir jede Gruppe (G, ) mit neutralem Element e gilt e=! = e und (a~!)~! = a fiir alle a € G.
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Beweis. Wegen e * ¢ = ¢ ist e sein eigenes inverses Element, also e~! = e. Nach Satz 3.9 gilt g+ g~ = e. Somit
ist g inverses Element zu g~!. Die Eindeutigkeit des inversen Elements (Satz 3.9) ergibt (¢=!)~! = g. O

Die folgende Konvention fiir leere Summen ist praktisch.

m

Definition 3.18. In einer additiv geschriebenen Gruppe (G, +) definieren wir die leere Summe 7", mit

7,m € IN und m < i, also eine Summe ohne Summanden, als das neutrale Element 0.

Untergruppen

Wir wollen uns jetzt mit der inneren Struktur von Gruppen beschéftigen, genauer mit der Frage, welche
Teilmengen beziiglich der Gruppenverkniipfung wieder eine Gruppe bilden.

Definition 3.19. Eine Teilmenge U C G heil3t Untergruppe einer Gruppe (G, x), falls (U, x) := (U, |;2) eine
Gruppe ist.

Damit eine Teilmenge U eine Untergruppe sein kann, muss die Einschrankung der Verkniipfung *|;» wieder
eine Verkniipfung auf U sein, die Verkniipfung zweier Elemente aus U muss also jeweils wieder in U liegen.
Wir sagen dann, dass U abgeschlossen beziiglich x ist. Zusdtzlich muss U ein neutrales Element sowie alle
inversen Elemente der eigenen Elemente enthalten. Die Assoziativitdt der Gruppe iibertragt sich hingegen
direkt.

Beispiel 3.20. Fiirn € IN ist
nZ :={k-n|keZ}

eine Untergruppe von (Z,+): Fiir alle kn,k'n € nZ ist kn + k'n = (k + k")n € nZ, also ist nZ abgeschlossen
beziiglich +. Aufserdem ist 0 € nZ und fiir jedes kn € nZ ist auch —kn € nZ. Insbesondere bilden die geraden
Zahlen 27, ={...,—6,—4,-2,0,2,4,6,. ..} eine Untergruppe von (Z,+). A

Beispiel 3.21. Wenn wir die natiirlichen Zahlen IN mit der Menge N = {z € Z | z > 0} identifizieren, ist diese
Menge keine Untergruppe von (Z,+): Zwar ist N abgeschlossen unter + und enthdlt das neutrale Element 0,
nicht aber alle Inversen. A
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Abbildung 3.1: Die Drehungen und Spiegelungen aus den Beispielen 3.22 und 3.23. Jede Kombination von
Rotationen ergibt eine Rotation, aber nicht jede Kombination von Spiegelungen ergibt eine
Spiegelung. Beispielsweise konnen wir die rot markierten Bilder durch die Kombinationen
01009 und o9 007 ineinander Uberfiihren, was einer Rotation, aber keiner Spiegelung entspricht.
Die erzeugte Untergruppe ({01, 02}) aus Beispiel 3.30 ist blau dargestellt.

Beispiel 3.22. Wir kénnen Rotationen eines Bildes um Vielfache von 90° als Permutationen m € perm({1,2,3,4})
beschreiben (siche Abb. 3.1), wobei wir die Ecken des Bildes gegen den Uhrzeigersinn mit 1,2, 3, 4 bezeichnen:
Jede Drehung ist eindeutig dadurch beschrieben, wie die Ecken aufeinander abgebildet werden. Eine Drehung um
90° ist dann durch die zyklische Permutation r: 1 +— 2,2 — 3,3 — 4,4 + 1 beschrieben, die Drehung um 180°
durchror = (1+ 3,2+ 4,3+ 1,4+ 2) = (ror)~! und die Drehung um 270° durchroror = (1 + 4,2
1,3+ 2,4+ 3) = r— L. Damit ist

R:={id,r,ror,roror}

Untergruppe der Gruppe (perm({1,2,3,4}),0) (siche Beispiel 3.13): Die Menge ist abgeschlossen unter o, da jede
Kombination von Drehungen wieder eine Drehung ergibt, sie enthdlt das neutrale Element id sowie das Inverse
jeder Drehung. A

Beispiel 3.23. Analog zu Beispiel 3.22 kénnen wir die Spiegelung eines Bildes entlang der zwei Achsen beschreiben
als die Permutationen o1: 1 — 4,2 +— 3,3~ 2,4 +— lund o9: 1 +— 2,2 — 1,3 — 4,4 — 3 (siehe Abb. 3.1).
Dann ist 01 = 0] Yund o9 = oy 1 also enthdlt die Menge

S = {id, 01,02}

das neutrale Element der Gruppe (perm({1,2,3,4}), o) sowie alle Inversen von Elementen in S. Allerdings ist S
nicht abgeschlossen unter o, da beispielsweise o1 0 09 = (1 +— 3,2+ 4,3 — 1,4 +— 2) =ror ¢ S, denn die
Spiegelung um zwei Achsen ergibt eine Drehung um 180° und keine Spiegelung. Also ist S keine Untergruppe. /A

Der folgende Satz fasst die Bedingungen, abgeschlossen zu sein sowie ein neutrales Element und alle Inversen
zu enthalten, in einer handlichen Bedingung zusammen.

Satz 3.24 (Untergruppenkriterium). Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G ist genau dann eine
Untergruppe von (G, *), wenn U # ) und a * b~! € U fiir alle a,b € U gilt.

56



Beweis. Sei zundchst U eine Untergruppe von G. Die Existenz des neutralen Elements ey von (U, x) impliziert
U # (). Bezeichnet e das neutrale Element von (G, *), so gilt fiir jedes u € U C G, dass

ey *U=1U = €eqg * U.

Mit der Kiirzungsregel aus Satz 3.16 (ii) folgt e;y = e. Ist b’ inverses Element von b € U in der Gruppe (U, ),
dann gilt ¥’ x* b = ey = eg, also ist b’ auch inverses Element von b in (G, ). Wegen der Eindeutigkeit aus
Satz 3.9 ist ¥’ = b~!, also b~! € U. Da U abgeschlossen beziiglich x ist, bzw. |2 : U? — U eine Verkniipfung
ist, liegt a xb~! € U.

Sei nun umgekehrt U # () und es gelte a x b~! € U fiir alle a,b € U. Wegen Assoziativitit der Gruppe (G, )
ist auch «|;2 assoziativ. Wegen U # () konnen wir ein v € U wahlen. Nach Annahme mit a« = b = w ist
u*u~! € U, also enthélt U das neutrale Element e = u* u~! € U von (G, *).

Fiir jedes u € U ist also u~! = e * u~!. Die Annahme mit a = e und b = u impliziert u~! € U, also enthélt U

das inverse Element jedes Elements in U.

Fiir alle u,v € U ist also auch v~! € U. Die Annahme mit a = v und b = v~! impliziert uxv = ux (v=1)"! € U,
wobei wir Satz 3.17 verwendet haben. Somit ist U abgeschlossen unter x, bzw. |2 ist eine Verkniipfung auf U.
Damit haben wir alle Gruppeneigenschaften von (U, *|;2) nachgewiesen, also ist U eine Untergruppe. O

Satz 3.25. Sei U eine nichtleere Menge von Untergruppen einer Gruppe G. Dann ist auch [, U eine
Untergruppe von G.

Beweis. Ubung. O

Ist eine Teilmenge einer Gruppe keine Untergruppe, konnen wir sie um alle Elemente ergénzen, die fiir eine
Untergruppe notwendig sind. Formal betrachten wir dazu alle Untergruppen, welche die gegebene Teilmenge
enthalten.

Definition 3.26. Sei (G, *) eine Gruppe. Fiir M C G definieren wir die von M erzeugte Untergruppe durch

(M)g = (M) = ﬂ{U C G | U ist Untergruppe von G und M C U}.

Satz 3.27. Die Menge (M) ist die kleinste Untergruppe von G, die M enthdlt, fiir jede solche Untergruppe U
gilt also (M) C U und (M) = M, falls M bereits eine Untergruppe ist.

Beweis. Ubung. O

Beispiel 3.28. Fiir n € N ist ({n}) ) = n’Z (siehe Beispiel 3.20), denn jede Untergruppe von (Z,+), die n
enthdlt, enthdlt wegen der Abgeschlossenheit und der Existenz inverser Elemente auch alle ganzzahligen Vielfachen
von n. A
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Beispiel 3.29. Fiir die Permutation r aus Beispiel 3.22, die einer Rotation um 90° entspricht, gilt ({r}) =
({r}) (perm({1,2,3,4}),0) = R: Da sich jede Drehung in R durch mehrfache Anwendung von r erreichen ldsst,
erfordert Abgeschlossenheit, dass R C U fiir jede Untergruppe U gilt, die r enthdlt. Damit ist nach Definition 3.26
R C ({r}). Da R Untergruppe ist, folgt mit Satz 3.27 auch ({r}) C R, also {({r}) = R. A

Beispiel 3.30. Fiir die Menge S aus Beispiel 3.23 gilt (S) = S U {r or} (siche Abb. 3.1): Durch Spiegelung
entlang der Achsen konnen wir eine Rotation um 180° erreichen. Nehmen wir die entsprechende Permutation r o r
in die Menge auf, ist sie abgeschlossen unter o. Da jedes Element von S U {r o r} sein eigenes Inverses ist, ist damit
die Bedingung aus Satz 3.24 erfiillt und S U {r o r} somit eine Untergruppe. Analog zu Beispiel 3.29 ist damit
(S) = SU{ror}, dajede Untergruppe, die S enthdlt, auch r o r enthalten muss. A

€2

€1

Abbildung 3.2: Die Graphen der Bitgruppen B3 und B, aus Beispiel 3.31; die Farben entsprechen den Erzeugern
€1, €2, €3.

Beispiel 3.31. Sei B, die Bitgruppe aus Beispiel 3.14. Fiir i € {1,...,n} sei e; € {0,1}" die Bitfolge, deren i-te
Stelle 1 und deren iibrige Stellen 0 sind. Dann ist B,, = ({ei,...,e,}), denn jede Bitfolge x = (x1,...,xy)

entsteht aus dem neutralen Element ey = (0,...,0), indem wir genau diejenigen e; mit z; = 1 durch ®
verkniipfen (siehe Abb. 3.2). Beispielsweise, fiir Bs, ist (0,1,1) = ey @ ea ® es = (0,0,0) & (0,1,0) @ (0,0,1) =
(0B0®0,051®0,050@1). A

Gruppenhomomorphismen

Der Wert abstrakter Strukturen wie Gruppen liegt insbesondere darin, dass wir dieselbe Struktur in sehr
unterschiedlichen Zusammenhingen wiedererkennen und Erkenntnisse zwischen diesen Zusammenhéngen
iibertragen konnen. Wir wollen jetzt prézisieren, was es heil’t, dass zwei Gruppen trotz verschiedenartiger
Elemente dieselbe Struktur besitzen.

Betrachten wir dazu noch einmal die Bitgruppe B,, (Beispiele 3.14 und 3.31). Intuitiv tritt By als Substruktur
von Bj auf (siehe Abb. 3.2). Genauer entspricht B, der erzeugten Untergruppe

U= {{e1,e2}) = {(x1,22,0) | &1, 22 € {0,1}}.

Aber auch die aus den Spiegelungen erzeugte Untergruppe (S) = ({01, 02}) aus Beispiel 3.30 hat dieselbe
Struktur: Sie hat vier Elemente und die Erzeuger o1 und o5 sind jeweils ihre eigenen Inversen.
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Um zu formalisieren, dass B, als Substruktur von Bj auftritt, geben wir eine Abbildung ¢: B> — Bs an, wobei
diese Abbildung strukturerhaltend sein sollte: Ist a @ b = ¢, dann sollte auch ¢(a) ® ¢(b) = ¢(c) gelten. Eine
solche Abbildung ist beispielsweise (x1, z2) — (1, x2,0).

Analog formalisieren wir, dass (S) dieselbe Struktur wie die Untergruppe U besitzt, indem wir eine Bijektion
¥: (S) — U angeben, sodass fiir roo = v auch ¢(7) ®¢ (o) = ¢ (v) gilt. Eine solche Bijektion ist beispielsweise
(idl—>€0, o1 — e1, 02 — €3, 7’07“'—>€1@€2).

Wir fithren Begriffe fiir solche strukturerhaltenden Abbildungen ein. Wir erlauben dabei auch Abbildungen, die
Informationen ,vergessen“, wie zum Beispiel p: Bs — Bs, (21,22, z3) — (21, 22,0). Obwohl p nicht injektiv
ist, bleibt die Struktur erhalten, denn fiir a & b = ¢ gilt auch p(a) & p(b) = p(c).

Definition 3.32. Eine Abbildung f: G — H heil3t (Gruppen-)Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, *)
und (H, ), falls
flaxb) = f(a) o f(b)

fiir alle a,b € G gilt. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heil3t (Gruppen-)Isomorphismus. Zwei Gruppen
heiBen isomorph, wenn zwischen ihnen ein Isomorphismus existiert. Ein Isomorphismus von G nach G heif3t
(Gruppen-)Automorphismus.

Beispiel 3.33. Fiir jede Gruppe (G, ) ist idg ein Gruppenautomorphismus: Die Abbildung ist bijektiv und fiir
alle a,b € G gilt idg(a % b) = a x b = idg(a) * idg(b). A

Beispiel 3.34. Fiir zwei Gruppenhomomorphismen f: (G,*) — (H,o) und g: (H,o) — (K, e) ist auch go f ein
Gruppenhomomorphismus: Fiir alle a,b € G gilt

(g0 f)(axb) =g(f(a)o f(b)) = g(f(a)) @ g(f(b)) = (g0 f)(a) (g0 f)(b). A

Beispiel 3.35. Fiir einen Gruppenisomorphismus f: (G, *) — (H,o) ist auch f~! ein Gruppenisomorphismus:
Als Umkehrabbildung ist f~! bijektiv und fiir x = f(a) und y = f(b) gilt

fHxoy) =1 (fla)o f(0) = [T (flaxb)) =axb=f (z)* f(y). A

Beispiel 3.36. Fiir die Gruppe (S) aus Beispiel 3.30 ist
a: (S) — (9), frrofor

@lso a(id) = id, a(o1) = o9, a(o2) = o1, a(r or) = r or) ein Gruppenautomorphismus: Die Abbildung ist
bijektiv und fiir alle f, g € (S) gilt

Oz(fog):rofogoril:(Toforil)o(rogorfl):a(f)oa(g). A

Beispiel 3.37. Fiir n € IN \ {0} ist die Abbildung
T (Z,+) = (Z/nZ,+), aw |a]n,

die jeder ganzen Zahl ihre Restklasse modulo n zuordnet (siehe Beispiel 3.15), ein Gruppenhomomorphismus: Fiir
alle a,b € Z gilt
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Satz 3.38. Fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G — H beziiglich der Gruppen (G, ) und (H, ¢) mit den
neutralen Elementen e und ey gilt:

() Esist f(eq) =en.

(i) Fiir jedes g € G gilt f(¢~ ') = f(g9)~ .
(iii) Das Bild bildet eine Untergruppe (f(G),<) von H.
(iv) Ist G abelsch, so ist auch f(G) abelsch.

Beweis. (i): Aus der Homomorphieeigenschaft folgt

flec) = flec xec) = f(ec) © f(ec).
Andererseits ist f(eq) = f(eq) ¢ er. Mit der Kiirzungsregel aus Satz 3.16 (ii) folgt daher f(eq) = ep.
(ii): Fir g € G ist
Flg™) o flg)=Fflg™ *9) = fec) = en.
Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements (Satz 3.9) ist somit f(g~!) = f(g)~ .

(iii): Nach Teil (i) gilt ey = f(eq) € f(G), also ist f(G) # 0. Fir z,y € f(G) existieren a,b € G mit x = f(a)
und y = f(b), und mit Teil (i) gilt

zoy~t = fla)o f(0)7 = fa)o f(b71) = flaxb™') € F(G).
Nach dem Untergruppenkriterium aus Satz 3.24 ist f(G) daher eine Untergruppe von H.
(iv): Ist G abelsch und sind z = f(a) € f(G) und y = f(b) € f(G), so gilt

zoy=fla)o f(b) = flaxb) = f(bxa)=f(b)ofla)=you. O

Beispiel 3.39. Wir greifen unser anfdngliches Beispiel fiir die Bitgruppe Bs auf. Fiir den Homomorphismus
p: By — Bs, (71,22,73) — (21,72,0) gilt p((0,0,0)) = (0,0,0) (Satz 3.38 (1)) und p((x1,z2,73)) ! =
(71,22,0) = p((z1,22,73)) = p((w1,22,23)" 1) Satz 3.38 (ii)). Wir hatten bereits festgestellt, dass das Bild
p(Bs) = U eine Untergruppe ist, im Einklang mit Satz 3.38 (iii). Da Bs abelsch ist (Beispiel 3.14), ist die
Untergruppe gemdf$ Satz 3.38 (iv) ebenfalls abelsch. A

Wihrend das Bild beschreibt, welche Elemente im Ziel erreicht werden, soll der Kern den Informationsverlust
eines Homomorphismus erfassen. So haben etwa a = (1,0,0) und b = (1,0, 1) unter p dasselbe Bild p(a) =
a = p(b). Die Elemente unterscheiden sich um die Losung = = (0,0, 1) der Gleichung a & x = b, wahrend sich
ihr Bild nicht unterscheidet. Wegen der Homomorphieeigenschaft ist das gleichbedeutend mit p(a) ® p(z) =
pla®z) = p(b) = p(a)®(0,0,0), also mit der Kiirzungsregel (Satz 3.16 (ii)) mit p(z) = (0,0, 0). Tatsachlich ist
p((0,0,1)) = (0,0,0). Wir kénnen also die Menge der Elemente, die mit der Verkniipfung keinen Unterschied
im Bild machen, wie folgt erfassen.

Definition 3.40. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H beziiglich der Gruppen (G, ) und (H, ¢)
mit den neutralen Elementen e und ep ist

ker(f) ={ge€ G| f(g9) = en}.
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Wir halten eine zentrale Eigenschaft des Kerns fest.

Satz 3.41. Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — H beziiglich der Gruppen (G, %) und (H,¢) ist
(ker(f), *) eine Untergruppe von G.

Beweis. Nach Satz 3.38 (i) gilt f(eq) = ey fiir die neutralen Elemente e und ey der Gruppen, also ist auch
e € ker(f). Damit ist der Kern nicht leer. Fiir a, b € ker(f) gilt mit Satz 3.38 (ii)

flaxb™) = fla)o f(b™1) = fa) o f(b) ' =emoey =en.
Somit ist a * b~! € ker(f), und die Behauptung folgt aus dem Untergruppenkriterium (Satz 3.24). O
Der Kern misst damit genau den Informationsverlust eines Gruppenhomomorphismus: Enthélt er aufer dem

neutralen Element kein weiteres Element, so kann der Homomorphismus keine zwei verschiedenen Elemente
miteinander identifizieren. Dies liefert ein einfaches Kriterium fiir Injektivitat.

Satz 3.42. Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H beziiglich der Gruppen (G, *) und (H,<¢) mit den
neutralen Elementen e und ey ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {eq}.

Beweis. Sei zunédchst f injektiv. Fiir a € ker(f) ist dann nach Satz 3.38 (i) f(a) = ey = f(eq) und folglich
a = eq. Da stets e € ker(f) gilt, ist also ker(f) = {e¢g}.

Sei umgekehrt ker(f) = {e¢} und seien a,b € G mit f(a) = f(b). Nach Satz 3.38 (ii) gilt dann

flaxb™) = f(a)o f(0)™! = f(a) o f(a)™" =en,
also a x b~! € ker(f) und damit a * b~ = eg. Es folgt a = (a * b~1) x b = e * b = b. Somit ist f injektiv. [
Beispiel 3.43. Fiir den Restklassen-Homomorphismus ,, aus Beispiel 3.37 gilt ker(r,) = nZ, der Kern ist also
genau die Menge nZ aus Beispiel 3.20, denn

a € ker(m,) <= mp(a) =al, =[0], <= amodn=0 < a € nZ.

Beispiel 3.44. Die Abbildung
¢a: (Z,+) — (Z,+), k — 4k,

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle k,¢ € Z gilt ¢p4(k + £) = 4(k + £) = 4k + 40 = ¢4(k) + ¢pa(L).
Sein Bild ist die Untergruppe ¢4(Z) = 47 und sein Kern ist die triviale Untergruppe ker(¢4) = {0}. A
Beispiel 3.45. Die Abbildung
[ (Z]AZ,+) = (Z/AZ, +),  [nla— [2n]4
ist ein Gruppenhomomorphismus: Fiir alle n,m € 7. gilt
f(In]a+[mla) = f(In+mla) = [2(n +m)]a = [2n + 2m]s = f([nla) + f([m]a).

Auferdem ist f([0]4) = [0]s, f([1]4) = [2]4, f([2]a) = [4]4 = [0]4 und [([3]4) = [6]4 = [2]4, also ist ker(f) =
{[0]4, [2]4} und wir kénnen uns vergewissern, dass {[0]4, [2]4} tatsdchlich eine Untergruppe von (Z/4Z.,+) ist. A
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3.3 Ringe

Bisher haben wir mit dem Gruppenbegriff aus Definition 3.8 insbesondere die Struktur der Addition auf Z
untersucht. Wir interessieren uns auf Z jedoch aul’erdem fiir die Multiplikation (Abschnitt 3.1), die mit
der Addition zusammenwirkt. Um dieses Zusammenspiel unabhingig von den konkreten ganzen Zahlen
untersuchen zu kénnen, fithren wir nun den Begriff des Rings ein.

Definition 3.46. Ein Tupel (R, +,-) aus einer Menge R # () und zwei Verkniipfungen +,-: R?> — R heil3t
Ring, falls

(g) das Tupel (R, +) eine abelsche Gruppe ist,
(m) fiir alle a,b,c € R gilt, dass a - (b-c) = (a-b) - ¢ (Assoziativitdt der Multiplikation),
(d) firalle a,b,c € Rgilt,dassa-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivitit).

Das neutrale Element der Gruppe (R, +) hei3t Nullelement und wird mit 0 bezeichnet. Das additiv inverse
Element zu a € R bezeichnen wir mit —a. Auf3erdem schreiben wir meistens ab statt a - b.
Ein Ring (R, +, ) hei8t Ring mit Eins, falls

JleR:YVaeR:1-a=a-1=a.
Das eindeutig bestimmte Element 1 hei3t dann Einselement. Der Ring heilst kommutativ, falls ab = ba fiir alle

a,b € R gilt.

Die Eindeutigkeit des Einselements folgt wie fiir das neutrale Element einer Gruppe: Sind 1,1’ € R Einsele-
mente, so ist 1 = 1-1’ = 1’. Um Null- und Einselemente mehrerer Ringe unterscheiden zu konnen, schreiben
wir auch Og und 1g.

Beispiel 3.47. Die in Abschnitt 3.1 definierten Verkniipfungen machen (Z,+, -) zu einem kommutativen Ring
mit Nullelement 0 und Einselement 1. Dagegen ist (N, +, -) kein Ring, da (IN, +) keine Gruppe ist. A

Aus der Definition des Rings folgen insbesondere die aus Z bekannten Vorzeichenregeln.

Satz 3.48. Sei (R, +, -) ein Ring und seien a,b € R. Dann gilt
0-a=a-0=0, (—a)b = a(—b) = —(ab), (—a)(—=b) = ab.

Beweis. Wegen Distributivitdt (d) gilt a0 = a(0 + 0) = a0 + a0. Da auch a0 = a0 + 0 ist, folgt mit der
Kiirzungsregel aus Satz 3.16 (ii) fiir die Gruppe (R, +), dass a0 = 0. Analog folgt Oa = 0.

Weiter ist, wegen Distributivitat der Gruppe (R, +),
(—a)b+ab= ((—a) 4+ a)b=0b=0.

Somit ist (—a)b das Inverse zu ab beziiglich der Addition + und daher (—a)b = —(ab). Die Gleichung
a(—b) = —(ab) folgt analog.
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Aus der soeben bewiesenen zweiten Gleichung erhalten wir

(—a)(=b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab. =

Wir greifen nun die Restklassengruppe aus Beispiel 3.15 wieder auf und ergdnzen auf derselben Menge eine
Multiplikation.

Definition 3.49. Fiir n € IN \ {0} definieren wir auf Z/nZ die Multiplikation

[a]n, - [B]n == [ab]n.

Die Menge Z/nZ mit der Addition aus Beispiel 3.15 und dieser Multiplikation hei3t Restklassenring modulo n.

Satz 3.50. Die Multiplikation aus Definition 3.49 ist unabhédngig von der Wahl der Reprédsentanten wohlde-
finiert. Mit Addition und Multiplikation ist Z/nZ ein kommutativer Ring mit Nullelement [0],, und Einsele-
ment [1],,.

Beweis. Seien [a),, = [d/],, und [b],, = [b'],,. Dann existieren k,¢ € Z mit a — o' = kn und b — &/ = ¢n. Wegen
ab—at =ab—-b)+b(a—ad)=(al +Vk)n

unterscheiden sich auch ab und o'd’ um ein Vielfaches von n. Somit ist [ab],, = [a'b],, und die Multiplikation
wohldefiniert.

Nach Beispiel 3.15 ist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe. Die weiteren Ringaxiome folgen aus den entsprechen-
den Rechenregeln auf Z. Beispielsweise gilt fiir alle a,b,c € Z

([aln - [bln) - [cln = [(ab)c]n = [a(be)ln = [aln - ([B]n - [¢]n)

und

[aln - ([bn + [c]n) = [a(b+ ¢)]n = [ab + ac], = [ab], + [ac]yp.
Das zweite Distributivgesetz und die Kommutativitét folgen analog. Aullerdem ist [1],, - [a], = [a], - [1]n = [a]n
fiir alle a € Z. [

Beispiel 3.51. Die Multiplikationstafeln der Restklassenringe 7Z./47. und Z./5Z. sind

- 10 [1s 25 [3]5 [4]s
SO M Bl Bl e ool (o) ol
Oa 1 00 A0 Wb WOy ol [1)s (215 (315 (4]
Ol Do Bl Bl oy 21 ()5 (15 (3l
Pl O 2l Wl Bl g1 ol (3]s [1]s 4] [21s
Bla Ol Bl Bl W g0, s 8 205 [0
In Z./4Z. gilt insbesondere [2]4 - [2]4 = [0]4, obwohl [2]4 # [0]4. In Z/57Z tritt dieses Verhalten nicht auf. A
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Das Beispiel zeigt, dass in einem Ring das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente gleich Null
sein kann. Das steht einer Kiirzungsregel nach Satz 2.30 entgegen, denn a - b = 0 = a - 0 wiirde mit einer
Kiirzungsregel auch b = 0 implizieren. Wir benennen dieses Hindernis fiir die Kiirzungsregel und kommen
spater darauf zurtick.

Definition 3.52. Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring. Ein Element a € R\ {0} hei3t Nullteiler, falls

3be R\ {0}: ab=0.

Satz 3.53. Sei (R, +, ) ein kommutativer Ring und sei a € R \ {0}. Das Element a ist genau dann kein
Nullteiler, wenn die Abbildung M,,: R — R, x — axz injektiv ist.

Beweis. Sei zunéchst a kein Nullteiler und seien b, ¢ € R mit M,(b) = M,(c). Dann ist ab = ac und daher
a(b — ¢) = 0. Da a # 0 kein Nullteiler ist, folgt b — ¢ = 0 und somit b = c. Also ist M, injektiv.

Sei umgekehrt M, injektiv und sei b € R mit ab = 0. Wegen Satz 3.48 ist M,(b) = 0 = M,(0). Aus der
Injektivitét folgt b = 0, also ist a kein Nullteiler. O

Satz 3.54. Ist n € IN mit n > 1 keine Primzahl, so besitzt der Restklassenring Z/nZ Nullteiler.

Beweis. Ist n > 1 keine Primzahl, existieren per Definition r, s € IN mit n = rs und 1 < r, s < n. Daher sind
[r]n # [0]n und [s], # [0],, aber

Somit sind [r],, und [s],, Nullteiler. O

Ringhomomorphismen

Bei Gruppen haben wir strukturerhaltende Abbildungen mit dem Begriff des Gruppenhomomorphismus
aus Definition 3.32 erfasst. Wir betrachten Homomorphismen im Folgenden nur zwischen Ringen mit Eins.
Eine strukturerhaltende Abbildung zwischen Ringen soll sowohl die Addition als auch die Multiplikation
erhalten. Dass die additive Bedingung allein nicht geniigt, zeigt der Gruppenhomomorphismus ¢4: Z — Z
aus Beispiel 3.44: Es ist ¢4(1 - 1) = 4, aber ¢4(1) - ¢4(1) = 16.

Definition 3.55. Eine Abbildung f: R — S heil3t (Ring-)Homomorphismus zwischen den Ringen mit Eins
(R,+,-) und (S, ®, ®), falls fiir alle a,b € R gilt, dass

fla+b) =fl@) @ f(b),  fla-b)=f(a)OfO), f(r)=1ls.

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heil3t (Ring-)Isomorphismus. Zwei Ringe mit Eins heien isomorph,
wenn zwischen ihnen ein Ringisomorphismus existiert. Ein Ringisomorphismus von R nach R heif3t (Ring-
JAutomorphismus.
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Beispiel 3.56. Wie bei Gruppen ist fiir jeden Ring mit Eins R die Identitdt idr ein Ringautomorphismus. Fiir
Ringhomomorphismen f: R — S und g: S — T ist g o f ein Ringhomomorphismus, und fiir einen Ringisomor-
phismus f ist auch f~' ein Ringisomorphismus. Die Argumente aus den Beispielen 3.33, 3.34 und 3.35 werden
dazu jeweils auf beide Verkniipfungen angewendet. AufSerdem bleibt die Eins erhalten:

idr(1g) =1r, (90 f)(1r) =g(ls) =17,  [f~'(1ls) = 1. A

Beobachtung 3.57. Jeder Ringhomomorphismus f: R — S ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
zwischen den additiven Gruppen (R, +) und (S, ®). Nach Satz 3.38 gilt daher insbesondere f(0r) = 0s und
f(=a) = —f(a) fir alle a € R.

Beispiel 3.58. Fiir n € IN \ {0} ist die bereits in Beispiel 3.37 betrachtete Abbildung
Tt Lo — Z/nZ, a— |aly,
ein surjektiver Ringhomomorphismus. Neben der Addition erhdlt sie die Multiplikation, denn fiir alle a,b € 7Z gilt
mn(ab) = labln = [aln - [bln = 7n(a) - mn (D),
und m,(1) = [1],,. Die Abbildung ist surjektiv, da jede Restklasse |a], = 7, (a) ist. A

Wie bei Gruppen ist das Bild unter einem Homomorphismus wieder eine Struktur derselben Art.

Satz 3.59. Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus beziiglich der Ringe (R, +,-) und (S, $, ®). Dann ist
(f(R),®,0) = (f(R), ®|(r)2: Ol f(r)2) €in Ring mit dem Einselement 1.

Beweis. Ubung. O

3.4 Die rationalen Zahlen

Die Division auf IN haben wir in Definition 2.37 als partielle Umkehrung der Multiplikation definiert. Auch nach
der Erweiterung zu den ganzen Zahlen in Abschnitt 3.1 l4sst sich die Multiplikation nicht immer umkehren: Die
Gleichung 2z = 1 besitzt keine Losung z € Z. Solange wir nur ganze Anzahlen und Anderungen betrachten,
ist diese Einschrdnkung unproblematisch. Wollen wir jedoch eine Einheit in zwei gleich gro3e Anteile zerlegen,
benoétigen wir gerade eine Zahl 2 mit 2z = 1. Das fiihrt uns zur Menge Q der rationalen Zahlen, die wir durch
Erweiterung des Zahlenraums Z um alle Quotienten erhalten.

Fiir die Abbildung
My: 7. — 7, T — 2,

fehlt dabei nur die Surjektivitat: Sie ist injektiv, aber die Zahl 1 liegt nicht in ihrem Bild. Dies unterscheidet
die fehlenden Quotienten vom Problem der Nullteiler, bei denen nach Satz 3.53 bereits die Injektivitat und
damit die Kiirzungsregel scheitert.

Formal kénnen wir jede Zahl der Form ¢ durch ein Tupel (a,b) € Z x (IN '\ {0}) darstellen, wobei wir Tupel
(a,b) und (¢, d) zusammenfassen, die denselben Quotienten beschreiben, fiir die also ad = be gilt. Mit anderen
Worten ist jede rationale Zahl eine Aquivalenzklasse von Tupeln, die denselben Quotienten beschreiben.
Beachte hierbei, dass wir bewusst die Division vermeiden, da wir nicht b | @ und d | ¢ voraussetzen kénnen.
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Definition 3.60. Die Menge der rationalen Zahlen ist die Faktormenge

Q= (Z x (N\ {0}))/~,

wobei die Aquivalenzrelation ~ gegeben ist durch

~:={((a,b), (c,d)) € (Z x (N\ {0}))* | ad = be}.

Fiir a € Z identifizieren wir a = [(a,1)] und fiir « € Z und b € IN \ {0} verwenden wir die vertraute
Schreibweise a
2= [(a,b)]

Unmittelbar aus der Definition folgt die bekannte Regel

a C
g—& < ad = be.

Definition 3.61. Wir setzen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Ordnung auf Q wie folgt fort.
Fiir [(a,b)], [(c,d)] € Q definieren wir

(i) die Addition durch
[(a,b)] + [(c,d)] == [(ad + bc, bd)],

(ii) die Subtraktion durch
[(a,b)] = [(¢,d)] = [(ad — bc, bd)],

(iii) die Multiplikation durch
[(a,b)] - [(c,; d)] := [(ac, bd)],

(iv) fiir ¢ # 0 die Division durch

[(a,0)] ] I(ad,bc)], falls ¢ > 0,
" | [(—ad,—bc)], fallsc < 0,
(v) die Ordnungsrelation durch
[(a,b)] < [(c,d)] <= ad<bec.

Beobachtung 3.62. Fiir alle ¢,r € Q besitzt die Gleichung ¢ + = = r die eindeutige Losung x = r — ¢. Ist
zusatzlich ¢ # 0, so besitzt die Gleichung ¢ - x = r die eindeutige Losung = = o

Beobachtung 3.63. Die Verkniipfungen und die Ordnungsrelation aus Definition 3.61 sind unabhéngig von
der Wahl der Reprasentanten wohldefiniert. Sie setzen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Ordnung
auf Z sowie die Division aus Definition 2.37 fort. Mit Addition und Multiplikation ist Q ein kommutativer
Ring mit Nullelement 0 = [(0, 1)] und Einselement 1 = [(1, 1)]. AuBBerdem besitzt Q) keine Nullteiler.
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3.5 Korper

Die rationalen Zahlen haben wir so konstruiert, dass nicht nur die Addition, sondern auch die Multiplikation
mit einem von Null verschiedenen Faktor umkehrbar ist. Wir l6sen nun diese Eigenschaft vom konkreten
Zahlenraum @ und fassen sie in einem Strukturbegriff zusammen.

Definition 3.64. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring (X, +, -) mit Eins, fiir den (K \ {Ox}, -) eine (abelsche)
Gruppe ist.

Definition 3.65. Sei (K, +, -) ein Korper. Fiir a,b € K mit b # 0k definieren wir die Division durch

a _
—=a-b L

Fiir a € K definieren wir die ganzzahligen Potenzen fiir z € Z durch

[[[_ja, fallsz>0,
a® =1 1k, falls = = 0,
[, 5a !, fallsz <0unda #0g.

Beobachtung 3.66. Ein Korper (K, +, -) besitzt per Definition keine Nullteiler, da K \ {Ox } unter der Multipli-
kation abgeschlossen ist. AuBerdem gilt 0 # 1x, da das Einselement zur multiplikativen Gruppe (K \ {Ox },-)
gehort.

Satz 3.67. In einem Korper (K, +, -) besitzt die Gleichung a - x = b fiir a,b € K mit a # 0x die eindeutige
Losung x = a~'b.

Beweis. Fiir x = a~ b gilt
ar = a(a"'b) = (aa" b= 1xb=1b.

Ist auch y € K eine Losung, so folgt a(z —y) = ar —ay = b— b = 0g. Da (K, +, -) keine Nullteiler besitzt, ist
also x — y = 0k und damit = = y. O]

Beispiel 3.68. Die rationalen Zahlen bilden den Kérper (Q,+,-): Nach Beobachtung 3.63 sind sie ein kom-
mutativer Ring mit Eins und fiir ¢ € Q \ {0} ist die nach Definition 3.61 definierte rationale Zahl % das

multiplikative Inverse von q. Jede Gleichung der Form ax = b mit a # 0 hat die eindeutige Lésung © = g eqQ
(Beobachtung 3.62). A

Satz 3.69. Fiir n € IN \ {0} ist der Restklassenring Z/nZ genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
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Beweis. Fiir n = 1 gilt [0]; = [1]1, also ist Z/1Z kein Korper. Ist n > 1 keine Primzahl, so besitzt Z/nZ nach
Satz 3.54 Nullteiler und kann daher nach Satz 3.67 kein Korper sein.

Sei nun p eine Primzahl. Nach Satz 3.50 ist Z/pZ ein kommutativer Ring mit Eins, und wegen p { 1 gilt
[0], # [1],. Sei [a], # [0], mita € {1,...,p — 1}. Dann ist p { a, und der kleine Satz von Fermat (Satz 2.67)
liefert a?~! mod p = 1. Mit der Multiplikation aus Definition 3.49 folgt

la]p - {ap_2]p = [ap_l]p = [1]p.

Somit besitzt jedes von Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses, und Z/pZ ist ein Korper. [

Beispiel 3.70. Wir greifen die Multiplikationstafeln aus Beispiel 3.51 auf. Im Korper Z./57Z. sind die multiplikativen
Inversen der von Null verschiedenen Elemente durch

W5t =0s  [25'=Bs B =02k 45 =Ms
gegeben. Im Ring 7Z./4Z. besitzt dagegen [2]|4 kein multiplikatives Inverses, denn fiir jedes a € Z ist [2]4 - [a]s
entweder [0]4 oder [2]4, aber nie [1]4. A
Korperhomomorphismen

In den folgenden Abschnitten erweitern wir den Zahlbereich schrittweise von Q zu R und C. Um dabei
prézise ausdriicken zu konnen, in welchem Sinn ein Zahlbereich in einem groReren vorkommt und seine
Rechenstruktur bewahrt, verwenden wir den Begriff des Ringhomomorphismus aus Definition 3.55 fiir Kérper.

Definition 3.71. Ein K6rperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Kérpern. Ein bijek-
tiver Korperhomomorphismus heilt (Korper-)Isomorphismus. Zwei Korper heif3en isomorph, wenn zwischen
ihnen ein Korperisomorphismus existiert. Ein Isomorphismus eines Korpers auf sich selbst heilst Kérperauto-
morphismus.

Der Beweis des folgenden Satzes illustriert die Definition.
Satz 3.72. Jeder Korperhomomorphismus f: @ — @ zwischen (Q, +,-) und (Q, +, -) ist die Identitét.

Beweis. Zunéchst ist f(1) = 1, da f Ringhomomorphismus ist. Da f Gruppenhomomorphismus beziiglich +
ist, gilt fiir jedes n € IN'\ {0} daher

f)=fA+-+D)=fD)+--+f1)=n

und nach Satz 3.38 (i) auch f(0) = 0. Zusammen folgt fiir n € IN \ {0} aus 0 = f(0) = f(n+ (—n)) =
f(n)+ f(—n), dass f(—n) = —f(n) = —n. Somit gilt f(a) = a fiir alle a € Z.
Fir g = 7 € Q gilt also

bf(q) = f(b)f(q) = f(bg) = f(a) = a.

Nach Satz 3.67 besitzt diese Gleichung genau eine Losung, ndmlich f(q) = § = q. O
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Bei einem Ringhomomorphismus konnen verschiedene Elemente miteinander identifiziert werden. Bei Korper-
homomorphismen ist dies nicht méglich: Da jedes von Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses
besitzt und das Einselement erhalten bleibt, kann kein solches Element auf Null abgebildet werden. Ein
Korperhomomorphismus bildet seinen Ausgangskorper daher ohne Informationsverlust in den Zielkorper ab.

Satz 3.73. Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv.

Beweis. Sei f: K — L ein Kdrperhomomorphismus, und sei ¢ € K mit f(¢) = 07,. Ware ¢ # O, so folgte
1, = f(lk) = flee™) = f(0)f (™) = 0u,
im Widerspruch zur Definition eines Korpers. Also gilt
fle)=0, = c=0k.

Sind nun a,b € K mit f(a) = f(b), soist f(a—b) = f(a) — f(b) = 0r, und folglich a — b = 0. Damitista = b
und f injektiv. O

Ein Kérperhomomorphismus f: K — L ist beziiglich der Addition bereits ein Gruppenhomomorphismus und
erfiillt daher f(0x) = Or. Nach Satz 3.73 ist f injektiv; aus a # Ok folgt daher f(a) # 0y, sodass sich f auch
auf die multiplikativen Gruppen einschrénken l&sst.

Beobachtung 3.74. Ein Korperhomomorphismus zwischen zwei Kérpern (K, +,-) und (L, ®, ®) induziert
Gruppenhomomorphismen zwischen den abelschen Gruppen (K, +) und (L,®) sowie (K \ {Ox},-) und

(L\{0.},®).

Analog zu den Sitzen 3.38 (iii) und 3.59 ist das Bild eines Korperhomomorphismus wieder ein Korper.

Satz 3.75. Ist f: K — L ein Kérperhomomorphismus zwischen zwei Kérpern (K, +,-) und (L, &, ®), dann
ist (f(K),®,0) = (f(K),®|sx)2, Olsx)2) ein Korper.

Beweis. Ubung. O

Ein Kérperhomomorphismus f: K — L erlaubt uns daher, den Korper (K, +, -) mit seinem Bild f(K) in L zu
identifizieren. In diesem Sinn konnen wir (K, +, -) als Teil des grof3eren Korpers (L, &, ®) auffassen.
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Angeordnete Korper

Die Korperstruktur erfasst Rechenoperationen auf (), nicht aber seine Ordnungsrelation. Wir ergédnzen die
Definition um eine mit Addition und Multiplikation vertragliche Ordnung.

Definition 3.76. Ein Korper (K, +, -) mit einer Totalordnung < auf K heilt angeordneter Korper, falls fiir alle
a,b,c e K gilt

a<b = a+c<b+eg,
a<bund Ok <¢ = a-c<b-c

Wir schreiben dann (K, +, -, <) fiir den angeordneten Korper.

Beispiel 3.77. Die rationalen Zahlen bilden mit den Verkniipfungen und der Ordnungsrelation aus Definition 3.61
den angeordneten Korper (Q,+, -, <). A

Wir zeigen noch, dass sich die Ordnung eines Korpers so verhélt, wie wir es von (Q, +, -, <) gewohnt sind.

Satz 3.78. Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper. Dann gilt:
(i) Fiir alle a € K mit a > 0g gilt —a < Og.

(i) Fiir alle @ € K gilt a> > 0. Insbesondere ist 15 > 0.

Beweis. Zu (i): Aus Ox < a folgt durch Addition von —a zunédchst —a < Ox. Da —a = Og die Gleichheit
a = Ok zur Folge hatte, gilt sogar —a < Og.

Zu (ii): Wegen der Totalordnung gilt fiir jedes a € K entweder O < a oder a < Ox. Im ersten Fall folgt aus
der Vertraglichkeit der Ordnung mit der Multiplikation

OK:OK-aga-a:az.

Im zweiten Fall ergibt die Addition von —a zunéchst 0 < —a und damit ebenso

0x < (—a)? =d>

Da 1x = 1% > 0k und 1 # O gilt, ist schlieBlich 15 > O. O

Definition 3.79. Ein Kérperhomomorphismus f: K — L zwischen zwei angeordneten Kérpern heil3t ord-
nungserhaltend, wenn fiir alle a,b € K gilt:

a<b = f(a) < f(b).
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3.6 Die reellen Zahlen

Mit den rationalen Zahlen kénnen wir alle Gleichungen der Form ax = b mit a,b € Q und a # 0 losen.
Dennoch besitzt Q Liicken, die sichtbar werden, wenn wir Grof3en nicht nur beliebig genau anndhern, sondern
auch ihren Grenzwert als Zahl erfassen wollen.

Betrachten wir zum Beispiel die Funktion h: Q — Q, t — 2 — t? als vereinfachtes Modell einer Fallkurve, mit
anfénglicher Hohe ~(0) = 2 und Fallbeschleunigung g = 2. Die rationalen Zeitpunkte, zu denen sich die Kurve
noch tiber dem Boden (Hohe 0) befindet, sind

S:={teQ|t>0undt* <2} (3.1)

Diese Menge ist nichtleer (0 € S) und besitzt nach Beispiel 1.56 obere Schranken, aber kein Supremum. Die
rationalen Zeitpunkte vor dem Aufprall lassen sich also beliebig genau eingrenzen, aber ihre Grenze ist keine
rationale Zahl.

Wir suchen eine Zahlenmenge, die diese Liicke schlieRt. Ahnlich wie bei den natiirlichen Zahlen (Abschnitt 2.1)
stellen wir Axiome auf, die von der Zahlenmenge erfiillt sein sollen.

Definition 3.80. Eine Struktur (R, +, -, <) erfiillt die Axiome der reellen Zahlen, wenn gilt:
R1. Esist (R, +,, <) ein angeordneter Korper.

R2. Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum in R. Dieses Axiom
heilst Volistandigkeitsaxiom. Ein angeordneter Korper, der es erfiillt, hei3t vollstdndig.

Das Vollstandigkeitsaxiom ldsst sich dquivalent fiir untere Schranken und Infima ausdriicken: Ist A nichtleer
und nach unten beschrénkt, so ist —A := {—a | a € A} nichtleer und nach oben beschrankt; das Negative
seines Supremums ist das Infimum von A.

Beobachtung 3.81. In jedem vollstandigen angeordneten Korper besitzt jede nichtleere, nach unten be-
schrankte Teilmenge ein Infimum.

Wir nennen (ohne Beweis) das fundamentale Resultat, dass die Struktur aller vollstandigen angeordneten
Korper dieselbe ist.

Satz 3.82. Es existiert ein vollstdndiger angeordneter Korper. Je zwei vollstindige angeordnete Korper sind
durch genau einen ordnungserhaltenden Kérperisomorphismus isomorph. Es existiert aullerdem jeweils ein
ordnungserhaltender Kérperhomomorphismus ¢ von Q zu jedem dieser Korper.

Wir konnen die Menge der reellen Zahlen also losgelost von einer konkreten Konstruktion definieren.

Definition 3.83. Wir wihlen einen beliebigen vollstindigen angeordneten Korper (R, +, -, <). Seine Elemente
heilRen reelle Zahlen. Wir identifizieren jede rationale Zahl ¢ € Q mit ihrem Bild ((¢q) € R unter dem
Korperhomomorphismus ¢ aus Satz 3.82.
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Bemerkung 3.84. Eine mogliche konkrete Konstruktion von R verwendet Mengen dhnlicher Form wie S in
(3.1). Dabei wird jede rationale Zahl ¢ € Q mit der Menge {¢' € Q | ¢’ < ¢} identifiziert und, beispielsweise,
v/2 mit der Menge {q € Q | ¢ < 0 oder ¢*> < 2}. Die Addition zweier reeller Zahlen r, s ist dann r + s :=

{p+p' | p€r, p € s}unddie Ordnung wird fortgesetzt als r < s < r C s; die Multiplikation ist komplizierter.

Definition 3.85. Seien a,b € R mit a < b. Wir definieren die Intervalle

(a,b) ={xreR|a<z<b}, [a,b={rceR|a<z <D}
(a,b) ={xeR|a<z<b}, [a,b)={xeR|a<z<Db}

Das Intervall (a, b) hei’t offen, [a, b] heil’t abgeschlossen und (a, b] sowie [a, b) heiBen halboffen. Fiir a € R
definieren wir aullerdem die unbeschrankten Intervalle

(a,00) ={zeR|a<z}, [a,00)={zecR|a<x},
(—o0,a) ={zeR |z <a}, (—o0,a] ={zxeR]|z<a},
(—00,0) =R.

Dabei sind —oo und co keine reellen Zahlen, sondern lediglich Bestandteile dieser Schreibweise.

Wir halten noch fest (ohne Beweis), dass sich reelle Zahlen beliebig durch rationale Zahlen annéihern lassen.
Man sagt, Q liegt dicht in R.

Satz 3.86. Fiir alle z,y € R mit z < y existiert ¢ € Q mit z < ¢ < y.

Die Vollstéindigkeit von R garantiert die Existenz von Lésungen von Potenzgleichungen, wie 2 = 2 aus
unserem Eingangsbeispiel. Wir geben den folgenden Satz ohne Beweis.

Satz 3.87. Fiir alle a € [0,00) und n € IN'\ {0} besitzt die Gleichung =™ = a genau eine Losung x € [0, c0).

Definition 3.88. Fiir a € [0,00) und n € IN \ {0} definieren wir die n-te Wurzel {/a := x, wobei = € [0, o) die
eindeutige Losung von ™ = a aus Satz 3.87 ist.

Damit konnen wir die Potenz auf rationale Exponenten erweitern.

Definition 3.89. Fiir a € (0,00) und ¢ € Q wéhlen wir m € Z und n € IN'\ {0} mit ¢ = > und definieren die
rationale Potenz durch
@ = YR,

Satz 3.90. Die rationale Potenz ist unabhéngig von der Wahl von m und »n mit ¢ = *. Fiir a, b € (0, 00) und
P, q € Q gelten aullerdem die Potenzgesetze

aPtl = qPal, (aP)? = P, (ab)? = a9b9.
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Beweis. Seizundchst ¢ = 2 = % mitm, k € Z und n,l € N\ {0}. Fiir

n

l

x = Vam und y = Vak

gilt wegen ml = kn
xnl — (mn)l — aml — akn — (yl)n — yln'

Da x,y > 0sind, folgt aus der Eindeutigkeit in Satz 3.87 die Gleichheit = = y. Die Definition ist also unabhéngig
von der Darstellung von ¢ als Bruch.

Die Potenzgesetze folgen auf dieselbe Weise aus den Potenzgesetzen fiir ganzzahlige Exponenten und der
Eindeutigkeit der Wurzeln. Schreiben wir beispielsweise p = 7 und ¢ = %, so sind a?*? und aPa? positiv, und
ihre (nl)-ten Potenzen sind jeweils gleich a™**". Somit sind sie gleich. Die beiden iibrigen Regeln folgen
analog. O

Beispiel 3.91. Nach Definition 3.89 gilt beispielsweise

1
16%3/4 = V163 = und 16712 =V16"1 = T A

Definition 3.92. Der Betrag von x € R ist

1z z fallsz >0,
x| =
—z fallsz <0

und die Funktion x — |z| heil3t Betragsfunktion.

Satz 3.93. Fiir alle z,y € R gilt

|.’L‘|20, “T|:|_‘T‘:V:C27
—|z| <z <zl lzy| = |z] - |yl
2| =0 2=0, |z+y|<|z|+ ]yl

Die letzte Ungleichung heil3t Dreiecksungleichung.

Beweis. Nichtnegativitit, Symmetrie, die Schranken fiir  und die Aussage iiber |z| = 0 folgen unmittelbar
aus der Definition. Fiir die Produktregel stellen wir fest, dass |zy| und |z| - |y| nichtnegativ sind und dass

l2y|® = (zy)* = 2%y* = [2Py)* = (|2 - [y])*.

Nach der Eindeutigkeit der nichtnegativen Quadratwurzel in Satz 3.87 sind sie daher gleich. Ebenso folgt
|z| = V22 aus || > 0 und |x|? = 2. Fiir die Dreiecksungleichung folgt aus den Schranken fiir » und y

r+y<|z[+ly und —(z+y) <l|z| + |yl

Da |z + y| je nach Vorzeichen gleich x + y oder —(z + y) ist, folgt die Dreiecksungleichung. O]
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3.7 Die komplexen Zahlen

Nach Satz 3.78 sind Quadrate in einem angeordneten Korper nichtnegativ. Daher besitzt die Gleichung
22 4+ 1 = 0 keine Losung in R. Wir erweitern den Zahlbereich ein letztes Mal, um auch diese Gleichung 16sen
zu konnen.

Auch wenn physikalische Ausgangsdaten und Rechenergebnisse reell sind, kann die Erweiterung des Zah-
lenraums jenseits von R Rechnungen vereinfachen. Ein einfaches Beispiel aus der Signalverarbeitung: Die
Abfolge von Signalen (zum Beispiel in Form elektrischer Spannungen)

ag=1,a1 =0,a9 = —1,a3 =0,a4 = 1,a5 =0,a6 = —1,a7 =0, ...
lasst sich elegant als a, = 3 - (¢" + (—q)") beschreiben, wobei ¢ eine Lésung von ¢? + 1 = 0 ist. Eine
Beschreibung ohne eine solche Zahl ¢ ist weniger elegant, zum Beispiel mittels einer Fallunterscheidung: Fiir

alle k € N ist ag, = 1, agpr2 = —1 und agr11 = 0. Die elegantere Beschreibung mit ¢ ergibt dieselbe Folge,
denn
a =5 (0 + (D% ) = )P 1 () = k1l =,
A4k+2 = % (@ ()T ) = ayy - P = 1,
apar = 5+ (@ ()P ) = S (1F g (<) g) =0,

Wir konstruieren jetzt einen Zahlenraum, der die Zahl ¢ enthélt. Anders als bei den reellen Zahlen ist die
Konstruktion einfach genug, um sie hier konkret anzugeben.

Definition 3.94. Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als
C =R

Wir identifizieren jede reelle Zahl z € R mit (z,0) € C. Komplexe Zahlen der Form (z,0) € C heil3en reell
und komplexe Zahlen der Form (0, y) € C heil3en imagindr.

Definition 3.95. Fiir (z1, 1), (x2,y2) € C setzen wir die Addition und Multiplikation von R auf C fort durch

(1, 1) + (z2,92) = (1 + 22, Y1 + ¥2),
(l’l,y1) : (1’2,y2) = (»’61332 —Y1Y2,T1Y2 + y1fL’2)-

Wir tiberpriifen nun, dass die so definierten Verkniipfungen die Korperaxiome erfiillen.

Satz 3.96. Mit den Verkniipfungen aus Definition 3.95 ist (C, +, -) ein Koérper mit Nullelement (0,0) und
Einselement (1,0). Fiir (z,y) # (0,0) gilt

@ = (o
2 x2+y2’x2+y2 .
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Beweis. Seien z = (a,b),w = (¢,d),t = (e, f) € C. Fiir die Addition gilt

z+w=(a+c,b+d)=(c+a,d+b) =w+z,
z+w)+t=((a+c)+e,(b+d)+f)=(a+(c+e),b+(d+ f)) =2+ (w+1),
z+(0,0) = z,
Z+(_a7_b) = (070)7
also ist (C, +) eine abelsche Gruppe.

Die Multiplikation ist kommutativ und assoziativ, denn

zw = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, cb + da) = wz,
(zw)t = ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bce)
= (ace — adf — bcf — bde, acf + ade + bee — bdf)
(a(ce —df) — b(ef + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= z(wt).

Weiter ist (1,0) das Einselement, denn

z-(1,0)=(a-1-b-0,a-04+b-1) = (a,b) = z.

Fiir das Distributivgesetz gilt

zZ(w+t)=(alc+e)—bld+ f),ald+ f) +blc+e))
= (ac — bd 4+ ae — bf,ad + bc + af + be)
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= zw + zt.

Das andere Distributivgesetz folgt aus der Kommutativitdt der Multiplikation. Damit ist (C, +, -) ein kommuta-
tiver Ring mit Eins.

Ist (z,y) # (0,0), so gilt #2 +y? > 0: Ist z # 0, so ist wegen der Nullteilerfreiheit auch x? # 0 und daher nach
Satz 3.78 sogar x> > 0. Fiir « = 0 folgt entsprechend y # 0 und y? > 0. Damit ist der angegebene Ausdruck
definiert und es gilt

’ $2+y2’$2+y2 332—|—y2 £C2+y2’£62+y2 $2+y2 $2—|—y27 »E

Also besitzt jede von Null verschiedene komplexe Zahl ein multiplikatives Inverses.

Da 0 # 1in R gilt, sind auch (0, 0) und (1, 0) verschieden. Das Einselement gehort daher zu C\ {0}. Diese Menge
ist unter der Multiplikation abgeschlossen: Fiir z, w # 0 wiirde aus zw = 0 namlich w = 27! (zw) = 2710 =0
folgen, ein Widerspruch. Auch das Inverse eines von Null verschiedenen Elements ist wegen zz~! = 1 # 0 von
Null verschieden. Damit ist (C \ {0}, -) eine abelsche Gruppe und (C, +, -) ein Korper. O

Definition 3.97. Wir definieren die imagindre Einheit durch i := (0, 1) € C. Fiir z = (z,y) € C definieren wir
den Realteil und Imagindrteil von z als
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Beobachtung 3.98. Es gilt i = —1 und fiir jedes z € C existieren eindeutig bestimmte z,y € R mit z = x + yi.

Die eindeutige Darstellung z = x + yi aus Beobachtung 3.98 heil3t kartesische Darstellung von z. Wegen
i2 = —1 kénnen wir in dieser Darstellung nach den vertrauten Rechenregeln rechnen.

Satz 3.99. Fiir z = 2 4 yi und w = u + vi gilt
z+w=(z+u)+ (y+v)i,
2w = (zu — yv) + (zv + yu)i.
Beweis. Die erste Gleichheit folgt direkt aus der Definition der Addition. Fiir die zweite gilt
(z + yi)(u + vi) = zu + zvi + yui + yoiZ = (zu — yo) + (v + yu)i. O
Beispiel 3.100. Nach Satz 3.99 gilt

(2 +3i) + (1 — 5i) = 3 — 2i,
(2 + 31)(1 — 5i) = 2 — 10i 4 3i — 15i% = 17 — 7i.

AufSerdem sind i und —i Lésungen der Gleichung 2> + 1 = 0. A
Satz 3.101. Es existiert keine Totalordnung auf C, die (C, +, -) zu einem angeordneten Kdrper macht.

Beweis. In einem angeordneten Korper sind nach Satz 3.78 alle Quadrate nichtnegativ und es gilt 1 > 0, also
—1 < 0. Wegen i2 = —1 wire in C jedoch das Quadrat i negativ. O

Konjugation und Betrag

Definition 3.102. Die zu z € C konjugiert komplexe Zahl und der Betrag von z sind

Z = Re(z) — Im(2)i und 2] == v/(Re(2))2 + (Im(z))2.

Der komplexe Betrag ist dabei eine Fortsetzung des reellen Betrags, denn nach Satz 3.93 gilt |(x,0)| =

Va2 + 02 = Va2 = |z|.

Satz 3.103. Fiir alle z,w € C gilt
Z =2z, Ztw=7z+mw, 70 = Z 0,
2z = |2[%, |zw| = |2 [w], |2 + wl
AuBerdem ist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist. Fiir z # 0 gilt

1 z

z —W
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Beweis. Die Regeln fiir die Konjugation folgen unmittelbar aus Satz 3.99. Fiir z = x + yi gilt auBerdem
27 = (z+yi)(z — yi) = 22 + v* = |2
Da Quadrate nichtnegativ sind, ist 22 + 32 = 0 genau dann, wenn z = y = 0 gilt. Dies zeigt die Aussage {iber

|z| = 0 und fiir z # 0 folgt

z 2z
— = — =1.
HEEREE

Mit den Regeln fiir die Konjugation erhalten wir
|zw|? = 2wzw = 2Zww = |2)*|w|? = (2| |w|)?.

Da beide Seiten vor dem Quadrieren nichtnegativ sind, folgt aus der Eindeutigkeit in Satz 3.87 die Gleichheit
[zw] = |2] |w].

Seien z = x + yi und w = u + vi. Aus
(12 [w])? = (zu + yv)* = (zv - yu)? > 0

folgt zu + yv < |z| |w|: Fiir zu + yv < 0 ist dies unmittelbar klar; andernfalls sind beide Seiten nichtnegativ
und wir konnen ihre Quadrate vergleichen. Daher gilt

|z +w|® = (z+u)? + (y+v)?
= |2* + 2(zu + yv) + |w|?

< (|2] + |w])*.
Da |z + w| und |z| + |w| nichtnegativ sind, folgt |z + w| < |z| + |w]|. O
Beispiel 3.104. Fiir z = 3 + 4i gilt
_ . . 3—4
z =3 —4i, |z| = V32442 =5 und 270 = . A

Satz 3.105. Die Konjugation z — Z ist ein nichttrivialer Kérperautomorphismus von (C, +, -). Eine komplexe
Zahl z ist genau dann reell, wenn z = z gilt.

Beweis. Nach Satz 3.103 erhélt die Konjugation Addition und Multiplikation; auferdem gilt 1 = 1. Wegen
Z = z ist sie bijektiv und damit ein Kérperautomorphismus. Sie ist nicht die Identitit, denni = —i # i. Fiir
z = x + yi gilt schlieBlich Z = z genau dann, wenn y = 0, also z = z € R gilt. O
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Algebraische Abgeschlossenheit

Wir haben gesehen, dass die komplexen Zahlen eine Lésung von 22 + 1 = 0 zulassen. Natiirlich iibertriigt sich
das auch auf Gleichungen dhnlicher Form. Wir wollen jetzt genauer erfassen, welche Gleichungen iiber C
zusétzlich 16sbar sind. Wir fiihren zunéchst Polynome iiber beliebigen Korpern ein.

Definition 3.106. Seien (K, +, -) ein Korper, n € IN und ay, . .., a, € K mit a,, # 0 oder n = 0. Der Ausdruck
n
> o
k=0

heilt Polynom iiber (K, +,-) mit der zugehérigen Polynomfunktion p: K — K, X — > 1_ arX".
Die Koeffizienten des Polynoms sind ay, . .., a,, und sein Grad ist n, sofern n # 0 oder ag # 0. Zwei Polynome
sind gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Eine Zahl ¢ € K heil3t Nullstelle des Polynoms, wenn

p(c) = 0 gilt.

Beobachtung 3.107. Zwei verschiedene Polynome kénnen dieselbe zugehérige Polynomfunktion haben: Uber
(Z./2Z., +, ) sind die Polynome X2 und X nicht gleich, beschreiben aber dieselbe Funktion.

Wir kénnen jetzt die Eigenschaft, Losungen von 22 + 1 = 0 zu besitzen, auf die Existenz von Nullstellen von
Polynomen verallgemeinern.

Definition 3.108. Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom iiber K von positivem
Grad eine Nullstelle in K besitzt.

Der vollstindige angeordnete Korper R ist somit nicht algebraisch abgeschlossen, wahrend C nicht angeordnet
werden kann (Satz 3.101). Dafiir ist C algebraisch abgeschlossen (ohne Beweis).

Satz 3.109 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper (C, +, -) ist algebraisch abgeschlossen. Insbesondere
hat jede Polynomfunktion die Form

p(X) =a][(X - 2)
j=1
mit n € N und a, 21, . .., 2, € C. Wir sagen, dass das Polynom in seine Linearfaktoren zerféllt.
Beispiel 3.110. Das Polynom p(X) = X2 + 1 besitzt keine reelle Nullstelle. Uber C gilt dagegen

X2+ 1=(X -1)(X +1i).

Seine Nullstellen sind also i und —i. A
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3.8 Die Zahlbereiche im Uberblick

Die von uns konstruierten Zahlbereiche sind als Mengen zunéchst nicht automatisch ineinander enthalten. Bei
jeder Erweiterung haben wir den vorhergehenden Zahlbereich jedoch mit seinem Bild unter einer injektiven,
strukturerhaltenden Abbildung identifiziert. Konkret identifizieren wir

* eine natiirliche Zahl n € IN mit der ganzen Zahl [(n,0)] € Z aus Abschnitt 3.1,
* eine ganze Zahl z € Z mit der rationalen Zahl [(z,1)] € Q aus Definition 3.60,
* eine rationale Zahl ¢ € Q mit der reellen Zahl +(q) € R aus Abschnitt 3.6 und
* eine reelle Zahl » € R mit der komplexen Zahl (r,0) € C aus Definition 3.94.

Mit den genannten Identifikationen konnen wir also die Zahlbereiche so auffassen, dass

NCZCQCRCC.

Im Folgenden identifizieren wir der Ubersichtlichkeit halber Gruppen und (angeordnete) Kérper mit den
zugrunde liegenden Mengen, wenn die jeweiligen Verkniipfungen und gegebenenfalls die Ordnung aus
dem Zusammenhang hervorgehen. So kiirzen wir beispielsweise ab und schreiben Z fiir (Z,+) und R fiir
(R7 +7 y S)
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4 Mehrdimensionale Raume

Die Dimension eines Raums erfasst seine Anzahl an Freiheitsgraden. Zur Beschreibung eines Punkts in der
Ebene benétigen wir beispielsweise zwei reelle Koordinaten, daher ist die Menge der Punkte in der Ebene RR?
anschaulich zweidimensional. Andererseits sind Z und Q als Teilmengen von R anschaulich eindimensional,
obwohl wir diese Mengen ebenfalls iiber (Aquivalenzklassen von) Tupeln definiert haben (siehe Abschnitte 3.1
und 3.4), da jede Zahl durch ihre Position auf der Zahlengeraden, also durch einen Freiheitsgrad, bestimmt
ist. Die Menge der komplexen Zahlen hatten wir als C = R? definiert (siche Abschnitt 3.7), ihre Dimension
ist 1 oder 2, je nachdem, ob wir komplexe oder reelle Freiheitsgrade betrachten.

Beispiele fiir hoherdimensionale Rdume sind der dreidimensionale physikalische Raum R? und der Raum
(QN[0,1])* " aller Graustufenbilder, die w Pixel breit und h Pixel hoch sind. Die Freiheitsgrade einer solchen
Grafik sind die Graustufenwerte jedes Pixels; bei 256 Graustufen koénnen wir diese beispielsweise durch die
rationalen Zahlen 52, 51=, ..., 232 darstellen. Ein weiteres Beispiel eines n-dimensionalen Raums ist der Raum
aller Polynome vom Grad hochstens n — 1, wobei jeder Freiheitsgrad der Wahl eines Koeffizienten entspricht

(siehe Abschnitt 3.7).

Wir beginnen mit der Geometrie des konkreten Raums RR", insbesondere also des zwei- und dreidimensionalen
Raums. Wie im vorigen Kapitel abstrahieren wir im Anschluss und fithren allgemeine Vektorrdume ein, die
unsere Anschauung aus der Geometrie vom Zahlenraum R 16sen. Das erlaubt uns, auch unendlichdimensionale
Réume wie den Raum abb(RR, R) aller Funktionen f: R — R einzufangen (sieche Abschnitt 4.2): Hier benotigen
wir unendlich viele Freiheitsgrade fiir die Wahl des Funktionswerts f(x) fiir alle z € R.

4.1 Geometrie des R”

Elemente des R" sind Tupel mit n Eintrdgen, die wir schlicht durch Angabe ihrer Eintrége beschreiben
konnen. Anschaulich interpretieren wir ein solches Tupel als eine Verschiebung, wobei wir n senkrechte
Koordinatenachsen zugrunde legen und jeden Eintrag als Verschiebung entlang der jeweiligen Achse auffassen.
Wenn wir den Ursprung als Referenzpunkt wéhlen, kénnen wir eine Verschiebung auch als einen Punkt, also
als eine Verschiebung des Ursprungs, auffassen.

Definition 4.1. Ein (n-dimensionaler) Vektor mit n € IN \ {0} ist ein Element

I
= (x1,...,0,) =] : | €R",

Tn

wobei wir Vektoren als Spalten schreiben. Die Eintrage x1, ..., z, heilen Komponenten von x. Wir setzen
0:= (O, . ,O)T c R*"und —x := (_xl’ el _xn)'l'.
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Definition 4.2. Fiir Vektoren «, y € R™ und einen Skalar \ € R definieren wir Vektoraddition und Skalarmul-
tiplikation komponentenweise durch

1+ Y1 A1
TH+y = : , A= |
Tn + Yn ATy,

Weitere Rechenregeln folgen komponentenweise aus den Rechenregeln in R.

Beobachtung 4.3. Mit der Vektoraddition ist R" eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 0, das additive
Inverse von « ist —x. Fiir alle A\, € R und «,y € R" gilt auBerdem

Mz +vy) =z + Ny, A+ p)x = Az + pe,
AMpx) = (A\p)x, lx = x.

Wir erhalten daher auch eine Vektorsubtraktion, wobei der Vektor ¢ — p eine Verschiebung vom Punkt p zum
Punkt g beschreibt (denn p + (¢ — p) = q).

Definition 4.4. Der j-te Einheitsvektor e’ € {0,1}" fiir j € {1,...,n} ist definiert durch seine Eintrage

) 1, fiiri=j,
! 0, fiiri#j.

Jeder Vektor x € R™ lasst sich also eindeutig schreiben als

r=xeY 4+ +x,eM.

Geraden und Ebenen

Mit der Anschauung, dass die Dimension einer Menge ihrer Anzahl an Freiheitsgraden entspricht, konnen wir
Geraden und Ebenen als ein- und zweidimensionale Teilmengen von R"™ beschreiben, indem wir ihre Position
sowie ihre Freiheitsgrade angeben.

Definition 4.5. Seien n € IN\ {0} und p, u,v € R"™ mit u # 0. Dann sind
{p+tu|teR} CR" bzw. {p+su+tv]|s,te R} CR"

eine Gerade bzw. eine Ebene mit Stiitzvektor p und Richtungsvektoren u und v, wobei fiir den Richtungsvektor v
einer Ebene v # \u fiir alle A\ € R gelten muss.
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Die Einschrankung v # Au bei der Ebene verhindert, dass wir eine Gerade mit Richtungsvektor u beschreiben.
Allgemeiner sind die Beschreibungen von Geraden und Ebenen nicht eindeutig, da wir Richtungsvektoren
beliebig skalieren und andere Stiitzvektoren auswahlen konnen.

Der folgende Satz zeigt, dass wir die Freiheitsgrade einer Geraden und einer Ebene auch durch die Angabe
von Punkten fixieren konnen, die sie enthalten sollen.

Satz 4.6. Durch zwei verschiedene Punkte p, ¢ € R" verlduft genau eine Gerade, ndmlich {p+t(g—p) | t € R}.
Durch drei Punkte p,q,r € R", die nicht auf einer Geraden liegen, verlduft genau eine Ebene, ndmlich

{p+s(g—p)+tlr—p)|s,teR}

Beweis. Wegen q — p # 0 ist die angegebene Menge eine Gerade; sie enthélt p und ¢. Enthilt eine weitere
Gerade g = {a + tv | t € R} beide Punkte, so gibt es « #  mit p = a + av und ¢ = a + [Sv. Daher ist
g — p = (f — a)v. Fiir jeden Parameter ¢ € R gilt daher

t— «
08—«

Da % alle reellen Werte durchléuft, ist g genau die im Satz angegebene Menge.

a+tv=p+

(g —p).

Bei drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten sind ¢ — p und » — p von null verschieden und keine
Vielfachen voneinander. Die angegebene Menge ist daher eine Ebene und enthélt die drei Punkte. Jede weitere
Ebene durch sie lasst sich zunéchst mit Stiitzvektor p schreiben, indem wir die Parameterwerte dieses Punkts
von den urspriinglichen Parametern abziehen. Sind w, v ihre Richtungsvektoren, so gilt

q—p=au+ b, r—p=cu+dv.
Es ist ad — be # 0: Andernfalls gdbe es wegen (a,b) # (0,0) eine Zahl A € R mit ¢ = Aa und d = A\b. Dann

wére r — p = A(q — p), im Widerspruch zur Voraussetzung. Durch Eliminieren erhalten wir nun

d(q —p) — b(r — p) po Ur—p)—cla—p)

ad — be ’ N ad — be

Jeder Punkt der weiteren Ebene l&sst sich daher als p + s(g — p) + t(r — p) mit s, ¢ € R schreiben. Umgekehrt
zeigen die Gleichungen fiir ¢ — p und r — p, dass jeder so dargestellte Punkt zur weiteren Ebene gehort. Die
beiden Ebenen stimmen also iiberein. O

Insbesondere konnen zwei unterschiedliche Geraden maximal einen Schnittpunkt besitzen, da zwei Punkte
bereits eine Gerade bestimmen. Genauso konnen sich zwei unterschiedliche Ebenen maximal in einer Geraden
schneiden.

Beispiel 4.7. Wir berechnen den Schnittpunkt
= (1) () |y {(3) +o(}) #o(2) o)
einer Geraden mit einer Ebene (Abbildung 4.1).

Fiir den Schnittpunkt miissen r, s,t € R existieren mit

O4+r-1 O+s-1+t-1
1+r-1]l=x2*=[0+s-1+t-2
1+r-1 1+s-04+t¢t-2
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Abbildung 4.1: Gerade (rot) und Ebene (blau) aus Beispiel 4.7 mit ihren Stiitz- und Richtungsvektoren sowie
ihrem Schnittpunkt.

Umformung ergibt das Gleichungssystem

s+t—r=0,
s+2t—r=1,
2t —r=0.

Subtrahieren wir die erste Gleichung von der gweiten, erhalten wir t = 1. Einsetzen in2die dritte Gleichung ergibt

r = 2 und anschliefsend in die erste s = 1. Der einzige Schnittpunkt ist somit x* = <§) A

Wir bemerken, dass wir das Gleichungssystem in Beispiel 4.7 durch die schrittweise Elimination von Unbe-
kannten gelost haben. In Abschnitt 6.2 entwickeln wir daraus ein allgemeines Losungsverfahren.

Bemerkung 4.8. Beim Raytracing in der Computergrafik rendern wir eine dreidimensionale Szene, indem
wir Sehstrahlen durch die Bildpunkte verfolgen, um den Farbwert des Bildpunkts zu ermitteln. Fiir ebene
Oberflachen bestimmen wir dazu zunéchst den Schnitt einer Geraden mit einer Ebene, wie in Beispiel 4.7; an-
schliellend priifen wir, ob der Schnittpunkt auf dem vorwiérts gerichteten Strahl und innerhalb der dargestellten
Flache liegt.

Lange und Skalarprodukt

Um aus Verschiebungen Abstande zu bestimmen, miissen wir Vektoren eine Lange zuordnen. In der Ebene legt
der Satz des Pythagoras fiir x € R? die Linge /2% + =3 nahe. Fiir einen Vektor z € R? im Raum kénnen wir
seine Linge in der x1-x2-Ebene mit der Lange in x3-Richtung kombinieren und erhalten so durch zweimalige
Anwendung des Satzes von Pythagoras

2
\/\/:c%—kx% + a3 = \/a? + 23 + 23.

Dieser Liangenbegriff verallgemeinert sich genauso fiir R™ mit beliebigem n € IN \ {0}.
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Definition 4.9. Fiir x,y € R" definieren wir das Standardskalarprodukt und die euklidische Ldnge durch

(z|y) Z«ij] und ]| = V(x| ®) =

Der Abstand von x zu y ist |« — y||.

Das Skalarprodukt liefert einen Skalar statt eines Vektors und erlaubt uns, die folgenden Eigenschaften der
Lange kompakt auszudriicken.

Beobachtung 4.10. Fiir n = 1 stimmt die euklidische Linge mit dem reellen Betrag iiberein, und unter der
Identifikation von R? mit C mit dem komplexen Betrag. Fiir alle z,y, z € R", \,u € Rund i € {1,...,n} gilt

||l >0, lz||=0< x =0,
le®] =1, (x|x)>0 firz#O0,
(x|y)=(y|=z), [Az[| = [A] |l]|.

Aullerdem gelten die Rechenregeln

(A +py | z) =Nz | 2)+uy | 2),
(x| Ay +pz) = ANz | y) + pu(z | 2),
Iz -yl = [lz)* — 2(= | y) + [ly]>.

Beweis. Bis auf die letzte Identitat folgen alle Aussagen unmittelbar aus den Definitionen, den Rechenregeln
in R und der Betragsformel |z| = v/2? aus Satz 3.93. Die letzte Identitit erhalten wir durch Anwendung der
obigen Rechenregeln mit A = 1, u = —1:

lz -yl =(z—y|z—y)
=(z|lz-y) - (y|lz—y)
=(z|z)—(z|ly)—(y|z)+(y|y)
= [l — 2(x | y) + y|* O

Definition 4.11. Zwei Vektoren x,y € R™ heillen orthogonal, wenn die Aussage (xz L y) = ((= | y) = 0) gilt.
Ein Vektor n € R? \ {0} heilRt Normalenvektor einer Ebene, wenn er zu ihren Richtungsvektoren orthogonal
ist.

Anschaulich bedeutet Orthogonalitat in Ebene und Raum, dass zwei von null verschiedene Vektoren senkrecht
aufeinander stehen. Der Nullvektor ist nach der Definition zu jedem Vektor orthogonal, obwohl wir ihm keine
Richtung zuordnen.

Beispiel 4.12. Die Vektoren (1,1) und (1, —1)T sind orthogonal, denn ihr Skalarproduktist1 —1=0. A
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Beispiel 4.13. Die Ebene aus Beispiel 4.7 hat den Stiitzvektor p = (0,0,1)" und die Richtungsvektoren u =
(1,1,0)7, v = (1,2,2)". Der Vektor n = (2,—2,1) " ist ein Normalenvektor, denn

(u|n)=2-2=0, (v|n)=2-4+2=0.
Jeder Punkt x der Ebene erfiillt daher (x | n) = (p | n) =1, also
201 — 2x9 +x3 = 1.

Umgekghrt liegt jeder Punkt x, der diese Gleichung erfiillt, auf der Ebene: Mit t = (x5 — 1)/2 und s = x1 — t gilt
T = (9) + su + tw, denn aus der Gleichung folgt xo = x1 +t. Die Gleichung beschreibt somit dieselbe Ebene. /\

Die Darstellung aus Beispiel 4.13 kénnen wir auch mit mehr als drei Koordinaten betrachten. Dafiir fithren
wir einen eigenen Begriff ein.

Definition 4.14. Fiir a € R" \ {0} und b € R hei3t die Menge
H={xeR"|(x|a)=>}

eine Hyperebene in R". Der Vektor a heil3t ein Normalenvektor von H.

Die Gleichung lautet ausgeschrieben ayx1 + - + anTy, = b. Weil mindestens ein a; von null verschieden ist,
konnen wir nach z; auflosen und erhalten z; = & — S~/ 9y g =i o 4 x;. Wir konnen also alle anderen
Koordinaten frei wéhlen und dann ein z; erhalten so dass der resultierende Punkt auf der Hyperebene liegt.
Anschaulich hat die Hyperebene also n — 1 Freiheitsgrade. Wir werden in Abschnitt 4.9 sehen, dass ihre
Dimension tatsdchlich n — 1 betrdgt. Im R? sind Ebenen und Hyperebenen dasselbe. In héheren Rdumen
miissen wir unterscheiden: Eine Ebene hat weiterhin zwei frei wahlbare Parameter, eine Hyperebene dagegen

n — 1 frei wahlbare Koordinaten.

Fiir zwei Punkte z,y € H gilt (x —y | a) = (z | a) — (y | a) = b — b = 0. Der Normalenvektor steht also
senkrecht auf jedem Verbindungsvektor zwischen Punkten der Hyperebene. Die Ebene aus Beispiel 4.13 ist
eine Hyperebene, weil sie genau aus den Punkten besteht, die 227 — 2x5 + 23 = 1 erfiillen; hier sind also
a=(2-21)" und b = 1.

Wir suchen jetzt den Punkt einer Hyperebene, der einem gegebenen Punkt am néchsten kommt. Dazu gehen
wir vom gegebenen Punkt aus in Normalenrichtung, bis wir die Hyperebene treffen.

Satz 4.15. Seien H = {y € R" | (y | @) = b} eine Hyperebene mit a # 0 und € R". Dann ist

min{|lz —pl| [p € H} =

Beweis. Wir setzen
a:=((z|a)—0b)/|al? (4.1

und p .= « — aa. Dann ist p € H, denn

(pla)=(z|a)-alal*=
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Fiir jeden Punkt y € H gilt (p —y | a) = b — b = 0. Also sind p — y und  — p = aa orthogonal zueinander.
Damit ist

4.10 3.78
lz —ylI* =" |z —pl* +llp —ylI* = |z - pll,

also wird das Minimum durch p angenommen. Der Wert des Minimums ist damit
4.10 1) |(z | a) = b

[ —pl| = llaa] =" |a][al|
el

Beispiel 4.16. Die Ebene aus Beispiel 4.13 ist die Hyperebene H = {y € R3 | (y | n) = 1} mit n = (2,-2,1)".
Wegen ||n|| = 3 erhalten wir mit Satz 4.15 den kleinsten Abstand zum Ursprung:

. [(0|n)—1] 1
min{(|p|| |[p € H} = =——— =
7] 3
Der im Beweis konstruierte ndchstgelegene Punkt ist
2
0-—1 1
p=0——n=—-[-2]. A
9 9 1

Bemerkung 4.17. Eine Hyperebene H = {x € R" | (n | ) = b} trennt die Punkte auf3erhalb von H danach,
ob (n | ) < boder (n | ) > b gilt. Dieses Prinzip wird auch zur Bildklassifikation verwendet, etwa zur
Unterscheidung von Aufnahmen gesunden und kranken Gewebes. Ein neuronales Netz bildet ein Bild a
zundchst auf einen Merkmalsvektor f(a) € R™ ab. Die Klassifikation kann dann danach erfolgen, auf welcher
Seite einer gelernten Hyperebene f(a) liegt. Beim Training werden die Abbildung f und die Hyperebene
anhand bereits zugeordneter Beispielbilder angepasst.

Das Kreuzprodukt in R?

Zu den beiden Richtungsvektoren einer Ebene im dreidimensionalen Raum suchen wir einen Normalenvektor.
Das folgende Produkt liefert dafiir eine direkte Formel. Anders als beim Skalarprodukt ist das Ergebnis wieder
ein Vektor.

Definition 4.18. Fiir x, y € R? definieren wir das Kreuzprodukt durch

€T2Y3 — T3Y2
T XY= |T3Y1— T1Y3
T1Y2 — X2Y1

Satz 4.19. Fiir alle =,y € R3 gilt

(xxy)lx, (zxy)ly, yxz=—(xxy).

Das Kreuzprodukt ist genau dann der Nullvektor, wenn = 0 ist oder y = A\« fiir ein \ € R gilt.
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Beweis. Beim Ausmultiplizieren heben sich alle Terme paarweise auf:

(xxy|x) = (r2y3 — x3y2)®1 + (T3y1 — T1Y3)T2 + (T1Y2 — 22y1) w3 = 0.

Der Vorzeichenwechsel beim Vertauschen folgt unmittelbar aus der Definition; damit folgt auch die Ortho-
gonalitdt zu y. Ist ein Faktor null oder ein Vielfaches des anderen, verschwinden alle Komponenten des
Kreuzprodukts. Ist umgekehrt  x y = 0 und z; # 0, so gilt z;y; = x;y; fiir alle j, also y = (y;/x;)x. O]

Fiir die Richtungsvektoren «, y einer Ebene ist  x y daher ein Normalenvektor dieser Ebene. Teilen wir ihn
durch seine Liange, erhalten wir einen Normalenvektor der Lange 1. Die Reihenfolge legt fest, welche der
beiden Normalenrichtungen wir erhalten: Es gilt etwa e x e® = e® aber e® x e = —e®.

Beobachtung 4.20. Fiir u,v € R? ist ||u x v|| der Flicheninhalt des von ihnen aufgespannten Parallelogramms.
Fiir u, v € R? ist der Flicheninhalt entsprechend
]ulvg — ’UQ'Ul’.
Beweis. Wir schreiben u = ae mit a := ||u|| und einem Vektor e der Linge 1 und zerlegen v in einen Anteil
entlang der Grundseite und einen dazu senkrechten Anteil:
v = be + w, b= (v]|e), w = v — be.

Dann ist (w | e) = 0, und die Hohe des Parallelogramms ist ||w||. Einsetzen in die Koordinatenformel ergibt
u X v = a(e x w). Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

2 20000112 2 2
le x w]|” = [le]*[[w]]” - (e [ w)” = [lw]|".

Somit ist ||u x v|| = a|lw||, also Grundseite mal Hohe. Fiir die zweidimensionale Formel ergdnzen wir

beide Vektoren um eine dritte Koordinate 0. Ihr Kreuzprodukt ist (0,0, u1vs — ugv1) ' ; seine Linge liefert die

angegebene Formel. O

Mit einer dritten Kante entsteht ein Spat, also ein von drei Kantenvektoren aufgespannter raumlicher Korper.
Sein Volumen erhalten wir ebenfalls aus dem Kreuzprodukt, indem wir den Flacheninhalt der Grundfldche
mit der HOhe multiplizieren.

Beobachtung 4.21. Fiir u,v,w € R? ist das Volumen des von ihnen aufgespannten Spats

(wx v | w).

Beweis. Wir wéahlen einen Normalenvektor e der Ladnge 1 zur Grundebene so, dass u x v = ||u x v|e gilt.
Nach Satz 4.15 ist der Abstand von w zur Grundebene |(w | e)|. Mit Beobachtung 4.20 ergibt Grundfléche
mal Hohe daher

[uxvll[(w | e)] = [(w [ uxv)| = [(uxv]|w) O
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Beispiel 4.22. Fiir die Richtungsvektoren der Ebene aus Beispiel 4.13 erhalten wir

1 1 2
uxv=\|1]x12]=1]-2
0 2 1

Das ist genau der dort verwendete Normalenvektor n. Das von den beiden Richtungsvektoren aufgespannte
Parallelogramm hat daher den Fldcheninhalt ||n|| =4+ 4+ 1= 3.

Ergdnzen wir die dritte Kante w := (2,0,1)T, so hat der Spat nach Beobachtung 4.21 das Volumen
(uxv|w)|=|n|w)=2-2-2-0+1-1]=5.

Seine Hohe ist nach Satz 4.15 |(w | n)|/|n|| = 3. Mit der Grundfliche 3 ergibt sich ebenfalls das Volumen
3.2 =5 TAN
3

4.2 Vektorraume

Wie schon in Kapitel 3 wollen wir die Rechnung mit Vektoren im R"™ aus Abschnitt 4.1 wieder abstrahieren,
um sie auch auf andere mathematische Objekte anwenden zu konnen. Zum einen wollen wir nicht verlangen,
dass Komponenten eines Vektors reell oder iiberhaupt Zahlen sind, zum anderen wollen wir nicht einmal
davon ausgehen, dass Vektoren als Tupel von Koordinaten beschrieben sind.

Wir abstrahieren zunéchst die Addition und die Multiplikation mit Skalaren und greifen erst spater (Abschnit-
te 4.6 und 4.9) Hyperebenen und den Liangenbegriff auf.

Definition 4.23. Ein Tupel (V, +,-) aus einer Menge V # (), einer Verkniipfung +: V2 — V und einer
Abbildung -: K x V' — V heil3t Vektorraum iiber einem Korper K, falls die folgenden Bedingungen gelten:

(g) Esist (V,+) eine abelsche Gruppe.
(d1) Firalle A € K und v,w € V gilt A(v + w) = A\v + \w.
(d2) Firalle \, p € K und v € V gilt (A + p)v = A\v + pw.
(@ Firalle \,p € K und v € V gilt A(puv) = (\u)v.
(e) Flurallev € V gilt 1xv = v.

Die Elemente von V heilsen Vektoren, die Elemente von K Skalare. Die Verkniipfung + heil3t Vektoraddition,
die Abbildung - hei3t Skalarmultiplikation; wir schreiben meist \v statt A - v. Den Nullvektor, also das neutrale
Element von (V, +), bezeichnen wir mit 0y, das additive Inverse von v mit —v. Wir setzen v — w = v+ (—w).

Ist aus dem Zusammenhang klar, welcher Korper und welcher Vektorraum gemeint sind, schreiben wir 0 und 1
statt O und 1x sowie O statt Oy . Die Skalarmultiplikation ist im Unterschied zur Multiplikation in einem
Ring oder Korper im Allgemeinen die Verkniipfung zweier verschiedenartiger Objekte.

Wir kénnen nun die vertrauten Koordinatenrdume einordnen und zugleich den Zahlenraum der Komponenten
wechseln.
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Beispiel 4.24. Fiir n € IN \ {0} ist (R", +, ) mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum
iiber R (siehe Beobachtung 4.3). Analog ist (K", +, -) mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation
ein Vektorraum iiber jedem Korper (K, +,-). Insbesondere bilden so Q" und (Z/27.)" Vektorrdume iiber den
entsprechenden Korpern. YA\

Beispiel 4.25. Wir kénnen (C, +, -) sowohl als Vektorraum iiber R als auch als Vektorraum iiber C betrachten.
In beiden Fillen sind die Vektoren komplexe Zahlen und die Vektoraddition ist die Addition in C. Der Unterschied
liegt darin, welche Skalare wir zulassen: Uber R multiplizieren wir die Vektoren nur mit reellen Zahlen, iiber C
auch mit beliebigen komplexen Zahlen. Beispielsweise ist i in beiden Fdllen ein Vektor, aber nur im zweiten Fall
auch ein zuldssiger Skalar. Die Vektorraumaxiome folgen jeweils aus den Rechenregeln des Korpers der komplexen
Zahlen (Satz 3.96). A

Beispiel 4.26. Bezeichne K[X| die Menge aller Polynome iiber einem Korper K (siehe Definition 3.106). Zwei
Polynome addieren wir, indem wir die Koeffizienten gleicher Potenzen addieren; zur Multiplikation mit einem
Skalar aus K multiplizieren wir jeden Koeffizienten mit diesem Skalar. Fehlende Koeffizienten behandeln wir als
null. Nach der Rechnung lassen wir verschwindende hichste Terme weg; sind alle Koeffizienten null, erhalten wir
das Nullpolynom. Beispielsweise gilt in R[X]

I+X)+2-X+XH)=3+X% 21+X)=2+2X.

Mit diesen Operationen bildet K[X] einen Vektorraum iiber K: Der Nullvektor ist das Nullpolynom, und das additive
Inverse erhalten wir durch Negieren aller Koeffizienten. Die Vektorraumaxiome folgen aus den Kérperrechenregeln
fiir die einzelnen Koeffizienten. VAN

Beispiel 4.27. Die Menge 7. ist mit der komponentenweisen Addition zwar eine abelsche Gruppe, bildet aber
keinen reellen Vektorraum mit der iiblichen Skalarmultiplikation: Es ist ) € Z?2, jedoch e ¢ Z*. Auch
die Bildcodierungen (Q N [0,1])" aus der Einleitung dieses Kapitels bilden fiir N > 1 keinen reellen Vektor-
raum. Beispielsweise ist eV eine zuldssige Codierung, aber 2e'") nicht. Fiir die Vektorrechnung konnen wir die
Bildcodierungen im umgebenden reellen Vektorraum RY betrachten. AN

Bisher waren unsere Vektoren durch endlich viele Zahlen oder Koeffizienten beschrieben. Die Axiome verlangen
jedoch nur, dass sich die Elemente addieren und mit Skalaren multiplizieren lassen.

Beispiel 4.28. Fiir eine Menge M und einen Korper (K, +, -) ist der Raum (abb(M, K), +, -) aller Abbildungen
von M nach K mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum iiber K. Fiir f,g €
abb(M, K) und A\ € K definieren wir diese Operationen durch

(f+9)(z) = f(z)+g(x), Af)(z) = Af(z)  firallex e M.

Der Nullvektor ist die konstante Nullfunktion x — O, das additive Inverse von f ist die Funktion x — — f(x).
Wir nennen (abb(M, K'), +, -) einen Funktionenraum.

Zwei Abbildungen mit gleicher Definitions- und Zielmenge sind gleich, wenn ihre Werte an jeder Stelle iibereinstim-
men. Daher folgen die Axiome aus den Rechenregeln in K. Die Addition ist insbesondere assoziativ und kommutativ;
die angegebene Nullfunktion und die negierten Funktionen machen (abb(M, K), +) zu einer abelschen Gruppe.
Beispielsweise gilt fiir die Distributivitdt und jedes x € M

(A(f +9)(@) = M#(2) + 9(2)) @ Af(z) + Ag(x) = (Af + Ag)(@). A
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Beispiel 4.29. Wir betrachten die Menge
F={f €abb(R,R) | Ja,b e R:Vt € R: f(t) =a+ bt}

aller reellen Funktionen dieser Form. Mit den punktweisen Operationen aus Beispiel 4.28 ist auch F ein Vektorraum
iiber R. Sind ndmlich f(t) = a + bt und g(t) = ¢ + dt, so gilt fiir jedest € Rund A € R

(f +9)(t) = (a+c) + (b+d)t,
Af)(t) = da + (\b)t.

Die Ergebnisse liegen also wieder in F. Auch die Nullfunktion und mit jeder Funktion f ihr additives Inverses — f
gehoren zu F. Die iibrigen Vektorraumaxiome gelten bereits im Funktionenraum aus Beispiel 4.28. A

Zum Abschluss halten wir Rechenregeln fest, die unabhingig von der Art der Vektoren in jedem Vektorraum
gelten.

Satz 4.30. Fiir alle v € V und A € K in einem Vektorraum iiber K gilt
Oov=0, \0=0, (—1l)v=-wv.

Auflerdem gilt A\v = 0 genau dann, wenn \ = 0 oder v = 0 ist.

Beweis. Ubung. O

4.3 Untervektorraume

Bei den Untergruppen in Definition 3.19 haben wir untersucht, auf welchen Teilmengen einer Gruppe die
eingeschriankte Verkniipfung wieder eine Gruppe ergibt. Fiir Vektorrdume stellen wir dieselbe Frage; hier
muss zusatzlich die Skalarmultiplikation berticksichtigt werden.

Im gesamten Abschnitt sei K ein Kérper und (V, +, -) ein Vektorraum tiber K.

Definition 4.31. Ein Vektorraum (U, +/, -r7) tiber K hei8t Unter(vektor)raum von (V,+,-), wenn U C V gilt
und +¢ = 4|2 sowie -y = -|kxp Einschrdnkungen der Verkniipfungen von (V, +, -) sind. Wir schreiben dann
vereinfachend (U, +, ) = (U, +v, -v).

Die Ergebnisse der Addition und der Skalarmultiplikation miissen also wieder in U liegen. Die Rechenregeln
brauchen wir dagegen nicht alle neu zu priifen: Sie gelten bereits in (V, +, ). Wie beim Untergruppenkriterium
aus Satz 3.24 konnen wir die notigen Bedingungen zusammenfassen.

Satz 4.32 (Unterraumkriterium). Fiir eine Teilmenge U C V ist (U, +, -) genau dann ein Untervektorraum
von (V,+,-), wenn U # ) ist und Au + pw € U fiir alle u,w € U und A\, € K gilt.
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Beweis. Ist (U, +, -) ein Untervektorraum von (V, +, -), so ist U nicht leer und unter Addition und Skalarmulti-
plikation abgeschlossen. Damit gilt auch die angegebene Bedingung.

Sei umgekehrt die Bedingung erfiillt. Fiir u, w € U gilt im Vektorraum (V, +, -)

u—w = u+(—1)'w(§)1u+(—l)w

Nach der Bedingung mit A = 1x und p = —1x folgt u — w € U.

Nach dem Untergruppenkriterium aus Satz 3.24 ist (U, +) daher eine Untergruppe von (V, +) und insbesondere
abelsch. Fiir A € K und u € U gilt auerdem Au = A\u+ O0xu € U. Somit kdnnen wir die Skalarmultiplikation
auf U einschrinken. Die {ibrigen Vektorraumaxiome aus Definition 4.23 gelten fiir die Elemente von U, weil
sie in (V, +, -) gelten. Somit ist (U, +, -) ein Untervektorraum von (V, +, -). O

Beispiel 4.33. Jeder Vektorraum (V,+, -) besitzt die Untervektorrdume ({0}, +,-) und (V,+, ). A

Beispiel 4.34. Der Vektorraum (F,+,-) aus Beispiel 4.29 ist ein Untervektorraum des Funktionenraums
(abb(R,R),+, ) aus Beispiel 4.28: Es gilt 7 C abb(R,R), und die Operationen auf F sind die Einschrdn-
kungen der punktweisen Operationen. Die Abgeschlossenheit haben wir dort bereits nachgerechnet. A

Beispiel 4.35. Die Menge P C abb(K, K) aller Polynomfunktionen iiber K enthdlt die Nullfunktion und ist
unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen: Dabei werden die Koeffizienten gleicher
Potenzen addiert bzw. alle Koeffizienten mit dem Skalar multipliziert. Nach Satz 4.32 ist (Pk,+, -) daher ein
Untervektorraum von (abb(K, K), +, -). Der Vektorraum (F,+, -) aus Beispiel 4.29 ist auch ein Untervektorraum
von (Pr,+, ). A

Beispiel 4.36. Geraden, Ebenen und Hyperebenen (Definitionen 4.5 und 4.14) der Form
G={tu|te R} CR", E={su+tv]|steR} CR", H={xecR"|(x|a)=0}

enthalten jeweils den Ursprung und bilden Untervektorrdume von (R", +, -). Dagegen bilden Geraden, Ebenen
und Hyperebenen, die den Ursprung nicht enthalten, mit den eingeschrdnkten Operationen keine Vektorrdume, da
ihnen der Nullvektor fehlt. A

Wie schon fiir die erzeugten Untergruppen (Definition 3.26) verfolgen wir auch fiir Untervektorrdume wieder
das Prinzip der Hiillenbildung: Fiir eine gegebene Menge von Vektoren in V' suchen wir die kleinste in V'
enthaltene Obermenge, die einen Untervektorraum bildet.

Definition 4.37. Fiir M C V sei U die Menge aller Teilmengen U C V/, fiir die jeweils (U, +, -) ein Untervek-
torraum von (V, +, -) ist und M C U gilt. Die lineare Hiille von M ist

(M):= (U

veu

Wir nennen ((M), +, -) den von M erzeugten Untervektorraum. Gilt (M) = V, so hei3t M ein Erzeugendensystem
von (V, +, ). Fiir endlich viele Vektoren schreiben wir kurz (v®, ... v™) = ({o®, ... Jo™}).
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Wir miissen natiirlich noch zeigen, dass die lineare Hiille tatsachlich einen Untervektorraum bildet. Wir
beobachten dazu, dass wir, wie beim Schnitt von Untergruppen in Satz 3.25, die Einschrankungen mehrerer
Untervektorrdume kombinieren kénnen.

Satz 4.38. Sei U # () eine Menge von Teilmengen U C V, fiir die jeweils (U, +, -) ein Untervektorraum von
(V,+,-) ist. Dann ist auch ((,;, U, +, ) ein Untervektorraum von (V, +, ). Insbesondere ist ((M), +, -) ein
Untervektorraum von (V, +, -).

Beweis. Ubung. O

Beispiel 4.39. Die Ebenen
Ey = {x € R? | 21 + 23 = 0}, Eyi={x € R®| 29+ 23 =0}

bilden mit den eingeschrdnkten Operationen Untervektorrdume von (R3, +, -) (Beispiel 4.36). Im Schnitt gelten
beide Gleichungen, also xo = —x1 und x3 = x1. Damit ist

ElﬂEgz{t(—;) |t € R}

Der Schnitt ist also eine Gerade, die den Ursprung enthdlt und nach Beispiel 4.36 wieder einen Untervektorraum
von (R3, +, ) bildet, im Einklang mit Satz 4.38. A

Beobachtung 4.40. Die Vereinigung der zugrunde liegenden Mengen zweier Untervektorrdume bildet im
Allgemeinen keinen Untervektorraum: Die beiden Koordinatenachsen {({) | ¢t € R} und {(?) | ¢t € R}
bilden Untervektorrdume von (R?, +, -), nicht aber ihre Vereinigung {x € R? | z; = 0 oder 25 = 0}, denn sie
enthalt e® und e, aber nicht deren Summe e® +e® = (}).

Wir haben in Beispiel 4.36 gesehen, dass Geraden und Ebenen mit Stiitzvektor 0 Untervektorrdume bilden.
Diese Untervektorrdiume werden durch die jeweiligen Richtungsvektoren erzeugt, in dem Sinne, dass sich
jeder Punkt durch eine Kombination der Richtungsvektoren erreichen léasst. Wir verallgemeinern dieses Prinzip
auf eine beliebige Anzahl Vektoren.

Definition 4.41. Die Linearkombination der Vektoren v, ..., v™ € V fiir m € IN mit den Koeffizienten
A1, ..., Am € K ist der Vektor

m

Z Ao,

=1

Nach Satz 4.38 bildet die lineare Hiille mit den eingeschriankten Operationen einen Untervektorraum. Wir
zeigen nun, dass sie sich durch Linearkombinationen beschreiben lasst.

Satz 4.42. Fiir jede Teilmenge M C V besteht (M) genau aus den Linearkombinationen endlich vieler
Vektoren aus M. Insbesondere gilt ()) = {0}.
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Beweis. Sei L die Menge aller Linearkombinationen endlich vieler Vektoren aus M, einschliel3lich der leeren
Linearkombination. Dann ist 0 € L und M C L, denn v = 1w fiir jeden Vektor v € M. Sind

T S
r = Z ajv(”, Y= ijw(J)
j=1 j=1

zwei solche Linearkombinationen, so gilt fiir alle A, u € K
T S
e+ py = Z(Aaj)v(j) + Z(ubj)w(j) e L.
j=1 j=1

Nach Satz 4.32 ist (L, +, -) ein Untervektorraum von (V, +,-). Da M C L gilt, tritt L im definierenden Schnitt
aus Definition 4.37 auf. Daher ist (M) C L. Umgekehrt ist L C (M), weil die Menge (M) mit den Vektoren
aus M auch alle ihre Linearkombinationen enthélt. Somit gilt (M) = L. Fiir M = () bleibt nur die leere
Linearkombination, also gilt (#) = {0}. O

Beispiel 4.43. Fiir n € IN \ {0} ist jeder Vektor € R" eine Linearkombination der Einheitsvektoren:
x=mre" + - +x,e™.
Also gilt R™ = (e, ..., e™), und {eV,..., e™} ist ein Erzeugendensystem von (R™, +,-). In R? beschreibt

(e, e®) die Ebene x3 = 0. Nehmen wir eV + e® als weiteren Vektor hinzu, so erhalten wir keine neuen
Vektoren, denn

ae® + be® + c(e“) + 6(2)) — (a + c)e(l) + (b + 0)6(2).

Somit ist (e, e® e 4 e®) = (eM, e?). A

Beispiel 4.44. Fiir die Ebenen aus Beispiel 4.39 gilt

(D) B={()(8) mom=((2) s

—_

Beispiel 4.45. Im Funktionenraum (F,+, ) aus Beispiel 4.29 seien f° und f" die Funktionen mit f”(t) =1
und f(t) =t fiir alle t € R. Dann ist jede Funktion f € F von der Form f = af® + bf", also

F=(f0, §) A
Beispiel 4.46. Fiir einen Korper K bilden die Monome X/ mit j € IN ein Erzeugendensystem des Vektorraums

(K[X],+,-) aus Beispiel 4.26. Denn jedes Polynom ist eine endliche Linearkombination dieser Monome, also

K[X]={{X’|jeN}). A
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4.4 Basen

Wir interessieren uns jetzt fiir kleinstmogliche Erzeugendensysteme. Wir fragen also, welche Vektoren fiir die
Erzeugung einer linearen Hiille iiberfliissig sind. So hatten wir in Beispiel 4.43 gesehen, dass wir eV + e®
zu den Erzeugern eV, e® hinzufiigen konnen, ohne die lineare Hiille (e, e®) zu vergrofiern — in diesem
Sinne ist der zusatzliche Vektor e + e® fiir die Erzeugung von (e", e e + e®@) tiberfliissig.

Wie konnen wir das formal erfassen? Bei der Definition einer Ebene in R" (Definition 4.5) hatten wir fiir
den zweiten Richtungsvektor v verlangt, dass v # Au fiir alle A\ € R gilt, damit wir nicht wieder eine Gerade
erhalten. Fiir eine Gerade wiére der zweite Richtungsvektor auch wieder tiberfliissig. Wir verallgemeinern
diese Bedingung jetzt von den zwei Richtungsvektoren » und v auf eine beliebige Menge von Vektoren.

Im gesamten Abschnitt sei K ein Kérper und (V) +, -) ein Vektorraum iiber K.

Definition 4.47. Eine Menge M C V heil3t linear unabhdngig, wenn fiir jedes m € IN \ {0} und alle paarweise
verschiedenen Vektoren v, ..., v™ e M gilt:

VA e K™\ {0}: i Ao £ 0.

J=1

Andernfalls heildt M linear abhdngig.

Beobachtung 4.48. Fiir A C B C V gilt: Ist B linear unabhéngig, so ist auch A linear unabhéngig. Ist A
linear abhingig, so ist auch B linear abhéngig.

Beispiel 4.49. Die leere Menge ist linear unabhdngig, denn wir kénnen keine Vektoren finden, die die Bedingung
aus Definition 4.47 verletzen. Jede Menge, die den Nullvektor enthdlt, ist dagegen linear abhdngig: Fiir m = 1,
v =0 und X = (1) ist die Unabhdngigkeitsbedingung verletzt. A

Beispiel 4.50. Die Menge {e",e®,e™ + e®} C R? aus Beispiel 4.43 ist linear abhdngig, denn

le® +1e® + (=1)(e™ +e®) = 0. A

Beispiel 4.51. Die beiden Funktionen f° (t) = 1 und f)(t) = t aus Beispiel 4.45 bilden eine linear unabhdngige
Menge. Ist namlich af® + bf™ mit a,b € R die Nullfunktion, so gilt a + bt = 0 fiir alle t € R. Auswerten bei
t = 0 liefert a = 0, Auswerten bei t = 1 anschliefSend b = 0. A

Wir zeigen nun, dass eine Menge genau dann linear abhingig ist, wenn einer ihrer Vektoren eine Linearkom-
bination endlich vieler anderer Vektoren der Menge ist.

Satz 4.52. Eine Menge M C V ist genau dann linear abhédngig, wenn v € M mit v € (M \ {v}) existiert.
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Beweis. Ist M linear abhéngig, so gibt es paarweise verschiedene Vektoren v, ... v™ € M und Koeffizienten
M,y A € K mit Z;”Zl)\jv(j) = 0, wobei ein Koeffizient \;, von null verschieden ist. Wir bringen die {ibrigen
Summanden auf die rechte Seite und multiplizieren mit )\,;1:

k—1 s m s
(k) — _J €)) _ 2 )
v —Z( )\k>vj+'z ( )\k)vﬂ.
7=1 j=k+1

Damit ist v eine Linearkombination von Vektoren aus M \ {v®} und liegt nach Satz 4.42 in deren linearer
Hiille.

Liegt umgekehrt v € M in (M \ {v}), so ist v nach Satz 4.42 eine Linearkombination endlich vieler anderer
Vektoren aus M. Mehrfach auftretende Vektoren fassen wir durch Addieren ihrer Koeffizienten zusammen.
Subtrahieren wir diese Linearkombination von v, erhalten wir eine Darstellung des Nullvektors, in der der
Koeffizient von v gleich 1x # O ist. Also ist M linear abhéngig. O

Korollar 4.53 (Ergénzungskriterium). Sei L C V linear unabhéngig und w € V' \ L. Dann ist L U {w} genau
dann linear unabhéngig, wenn w ¢ (L) gilt.

Beweis. Ist L U {w} linear unabhéngig, so gilt nach Satz 4.52w ¢ (L). Gilt umgekehrt w ¢ (L), so muss
in jeder Linearkombination paarweise verschiedener Vektoren aus L U {w}, die den Nullvektor ergibt, der
Koeffizient von w null sein, sofern w darin vorkommt: Andernfalls konnten wir nach w auflésen und erhielten
w € (L). Die iibrigen Koeffizienten sind wegen der Unabhéngigkeit von L ebenfalls null. Also ist L U {w}
linear unabhéngig. O

Eine linear unabhédngige Menge enthélt somit keinen Vektor, den wir durch die tibrigen darstellen kénnen.
Erzeugt sie zugleich den ganzen Vektorraum, so haben wir genau die gesuchte, kleinstmogliche Auswahl von
Vektoren.

Definition 4.54. Eine Basis von (V, +, -) ist eine linear unabhidngige Menge B C V mit (B) = V. Ist B endlich,
so heif’t ein Tupel B = (b, ... b1%)) mit {b",... bPV} = B eine geordnete Basis.

Insbesondere ist die leere Menge eine Basis des Nullvektorraums ({0}, +, -), denn sie ist linear unabhéngig

und () = {0}.

Satz 4.55. Fiirn € Nist B = (b, ..., b™) € V" genau dann eine geordnete Basis von (V, +, -), wenn zu
jedem v € V genau ein Tupel (z1,...,z,) € K" existiert mit

n
v = Z z;b9.
i=1

Beweis. Fiir n = 0 sind beide Bedingungen genau dann erfiillt, wenn V' = {0} gilt, denn die leere Linearkom-
bination hat den Wert 0. Sei im Folgenden n > 1.

Sei B eine geordnete Basis. Dann ist B := {b",... b} eine Basis und die Vektoren b, ... b"™ sind
paarweise verschieden. Wegen (B) = V besitzt nach Satz 4.42 jeder Vektor v € V eine Darstellung als
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Linearkombination von Vektoren in B. Nicht benotigten Basisvektoren konnen wir dabei den Koeffizienten 05

zuordnen. Sind v = }°7_; ;b und v = }°7_, y;b" zwei Darstellungen, so folgt durch Subtraktion

n

> (@ — )b =o.

j=1
Die lineare Unabhéangigkeit liefert «; — y; = Ok, also x; = y; fiir alle j € {1,...,n}.
Besitzt umgekehrt jeder Vektor genau eine Darstellung als Linearkombination, so gilt fiir B := {b'",... ™}
zunichst (B) = V. Die Vektoren b, ... b"™ sind paarweise verschieden: Ware b = b") fiir i # j, so
konnten wir mit x; = 1x, 5 = —1g und 2y = Ok firalle £ € {1,...,n} \ {i,j} eine zweite Darstellung des
Nullvektors erhalten . .

Zxéb(l) —pD _pP =0 = ZOKb(Z)_

=1 =1

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei A € K" mit ) .- ; A\;b” = 0, wobei wir jede Linearkombina-
tion paarweise verschiedener Vektoren von B zu einer Linearkombination aller Vektoren mit zuséatzlichen
Koeffizienten 0 erweitern kénnen. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung 0 = Y"1 | 0xb® folgt A = 0.
Also ist B linear unabhéingig und damit eine Basis und 8 eine geordnete Basis. O

Beobachtung 4.56. Eine Basis ist ein minimales Erzeugendensystem in dem Sinn, dass wir keinen Vektor
weglassen konnen, ohne die Erzeugendeneigenschaft zu verlieren: Der weggelassene Vektor liegt nach Satz 4.52
nicht in der linearen Hiille der iibrigen.

Beobachtung 4.57. Eine Basis B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V in dem Sinn, dass
wir keinen Vektor aus V' \ B hinzufiigen konnen, ohne die lineare Unabhéngigkeit zu verlieren: Fiir jeden
solchen Vektor v gilt v € (B) =V, daher ist B U {v} nach Satz 4.52 linear abhéngig.

Beispiel 4.58. Fiir n € IN\ {0} ist die Menge {eV, ..., e™} eine Basis von (R", +, -): Die Erzeugung kennen
wir aus Beispiel 4.43, und aus »__, v;e”) = 0 folgt durch Vergleich der Komponenten 1 = - - = z,, = 0. Diese
Basis heif$t Standardbasis. Die zugehdrige geordnete Standardbasis ist € == (e, ..., e™). A

Beispiel 4.59. Die beiden Erzeuger der Ebene E; aus Beispiel 4.44 bilden eine Basis des Untervektorraums

(Ev,+,-), denn 1 . )
o) +¥(8) = (o) =0

impliziert a = b = 0. A

Beispiel 4.60. Die Monome aus Beispiel 4.46 bilden eine Basis B = {X’ | j € N} von (K[X],+,-). Nach
Beispiel 4.46 erzeugt B den Vektorraum. Aufserdem ist B linear unabhdngig, denn ein Polynom ist genau dann
das Nullpolynom, wenn alle seine Koeffizienten null sind (Definition 3.106). Diese Basis ist nicht endlich, aber
jedes einzelne Polynom verwendet nur endlich viele Monome. AN

Nach Satz 4.55 sind die Koeffizienten beziiglich einer geordneten Basis eindeutig bestimmt. Dieses Tupel
verwenden wir zur Beschreibung des Vektors.

97



Definition 4.61. Sei B = (b, ..., b)) eine geordnete Basis von (V, +, ). Fiir v = 3", x;b" heiflt
[ols = (@1, 7)€ K7

der Koordinatenvektor von v beziiglich 5.

Beziiglich der geordneten Standardbasis & aus Beispiel 4.58 gilt [x]¢ = (21,...,2,)' = x. Bei anderen
Vektorraumen konnen die Vektoren hingegen ganz andere Objekte sein als ihre Koordinatentupel, wie das

folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.62. Die Funktionen f(t) = 1 und f")(t) = t erzeugen nach Beispiel 4.45 den Vektorraum (F,+,-);
ihre lineare Unabhdngigkeit haben wir in Beispiel 4.51 gezeigt. Daher ist B = (f©, f"') eine geordnete Basis,
und fiir f(t) = a+ bt mit a,b € R gilt

[fls = (3).

Der Vektor f ist eine Funktion, sein Koordinatenvektor ein Element von R?. Vertauschen wir die Basisvektoren, so
erhalten wir [f] ;) p0)) = (%). A

Beispiel 4.63. Fiir (C,+,-) hdngt die Basis vom gewdhlten Skalarkérper ab (Beispiel 4.25): Uber R ist {1,i}
eine Basis, denn jede komplexe Zahl ist eindeutig von der Form a + bi mit a,b € R. Uber C ist dagegen schon {1}
eine Basis, denn z = z - 1 ist die eindeutige Darstellung mit einem komplexen Koeffizienten. Entsprechend gilt

[CL + bi](l,i) = (g) € ]Rz, [Z](l) = (Z) € (Dl. A

4.5 Dimension

Eine geordnete Basis gibt jedem Vektor ein eindeutiges Koordinatentupel. Kénnten wir durch die Wahl einer
anderen Basis mit weniger Koordinaten auskommen? Wir zeigen, dass alle Basen eines Vektorraums mit
endlichem Erzeugendensystem gleich viele Elemente haben. Diese Anzahl macht den Begriff der Dimension
aus Abschnitt 4.1 unabhéngig von der gewéahlten Darstellung.

Im gesamten Abschnitt sei K ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum iiber K. Wir nennen ihn endlich erzeugt,
wenn es ein endliches Erzeugendensystem £ C V gibt. Zunéachst vergleichen wir die Anzahl der Elemente
eines solchen Erzeugendensystems mit der einer linear unabhéngigen Menge.

Satz 4.64 (Austauschsatz). Sei £ C V ein endliches Erzeugendensystem von (V, +, -). Dann ist jede linear
unabhéngige Menge L C V endlich, und es gilt |L| < |E|.

Beweis. Angenommen, L enthielte mehr als n := |E| Elemente. Dann gébe es eine linear unabhéngige
Teilmenge Lo C L mit |Lg| = n+ 1. Fir n = 0 wiare V = () = {0} und damit Ly = {0} nicht linear
unabhéngig; also ist n > 1. Unter allen Erzeugendensystemen F' C V mit |F'| = n wéhlen wir eines mit
maximalem |F'N Ly|. Das ist nach Satz 2.15 moglich, da F' = E eine zuldssige Wahlist und |FFNLo| € {0, ..., n}
fir alle F.
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Wegen |Ly| > |F| gibt es einen Vektor v € Ly \ F. Schreiben wir FF = {w®, ..., w™}, so gibt es wegen
(F') =V Koeffizienten Ay, ..., A\, € K mit

v = Z)\jw(”. (4.2)
j=1

Da (F'N Ly) U {v} C Ly als Teilmenge von L nach Beobachtung 4.48 linear unabhéngig ist, folgt aus
Korollar 4.53, dass v ¢ (F N Ly). Daher gilt\; # O fiir ein w™ € F \ Ly. Durch Auflésen von (4.2)
nach w™® und Einsetzen konnen wir also w® in jeder Linearkombination der Vektoren von F' durch eine
Linearkombination mit v ersetzen. Somit ist F’ := (F \ {w™}) U {v} wieder ein Erzeugendensystem mit
|F'| =nund |F' N Lo| = |F N Lo| + 1. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von F'. O

Nach Satz 4.64 sind insbesondere alle Basen eines Vektorraums mit endlichem Erzeugendensystem endlich.
Fiir zwei solche Basen B und C liefert Satz 4.64 dann sowohl |B| < |C| als auch |C| < | B|. Wir erhalten das
folgende Korollar.

Korollar 4.65. Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums sind endlich und haben dieselbe Anzahl von
Elementen.

Mit Satz 4.64 konnen wir auerdem zeigen, dass sich aus jedem endlichen Erzeugendensystem eine Basis
auswahlen lasst, und dass jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis besitzt.

Korollar 4.66 (Basisauswahl und Basisergidnzung). Sei £ C V ein endliches Erzeugendensystem und L C V'
linear unabhéangig. Dann gibt es eine Basis B von (V, +, -) mit

LCBCLUE.

Beweis. Nach Satz 4.64 ist L und damit auch L U E endlich. Fiir jede linear unabhéngige Menge B mit
LCBCLUEGgt|B|e{|L],...,|[LUE|} CNund B = L ist eine mogliche Wahl, daher konnen wir nach
Satz 2.15 eine solche Menge B grofdter Kardinalitdt wéhlen. Es verbleibt zu zeigen, dass (B) = V.

Ware (B) # V, so gébe es einen Vektor w € E\ (B): Andernfalls wéare £ C (B) und damit V' = (E) C (B).
Dann ist B U {w} nach Korollar 4.53 linear unabhéngig, im Widerspruch zur maximalen Kardinalitit von
B. Ul

Korollar 4.65 macht die folgende Definition unabhingig von der Wahl einer Basis.

Definition 4.67. Ein Vektorraum (V, +, -) iiber einem Korper K hei3t endlichdimensional, wenn er eine endliche
Basis B besitzt. Seine Dimension ist dann

Ist der Korper festgelegt, schreiben wir auch dim V. Ein Vektorraum ohne endliche Basis heif3t unendlichdi-
mensional.

Endlichdimensionalitdt und endliche Erzeugtheit sind nach Korollar 4.66 gleichbedeutend.
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Beispiel 4.68. Der Komponentenvergleich aus Beispiel 4.58 gilt iiber jedem Korper K: Die kanonischen Einheits-
vektoren bilden fiir n € IN'\ {0} eine Basis von (K", +,-). Daher ist

dimg K™ = n. A

Beispiel 4.69. Fiir eine Gerade G = (u) und eine Ebene E = (u,v) durch den Ursprung in R"™ gilt
dimRG = 1, dlm]RE = 2.

Denn {u} beziehungsweise {u, v} bilden Basen: Die Richtungsvektoren sind von null verschieden und bei einer
Ebene keine Vielfachen voneinander, also linear unabhdngig. A

Beispiel 4.70. Fiir den Funktionenraum (F, +, ) aus Beispiel 4.62 gilt dimg F = 2, denn { f¥, f"} ist eine Basis.
Die konstanten Funktionen bilden mit den eingeschrdnkten Operationen einen eindimensionalen Untervektorraum:
Eine Basis ist {f©}. A

Beispiel 4.71. Die Basen aus Beispiel 4.63 liefern

dimp C = 2, dimg C = 1.
Die Dimension hdngt also auch vom Skalarkorper ab. A
Beispiel 4.72. Der Vektorraum (K |[X], +, -) ist unendlichdimensional. BesdfSe er ein endliches Erzeugendensystem
aus n Vektoren, so diirfte nach Satz 4.64 jede linear unabhdngige Menge héchstens n Elemente haben. Die n + 1

Monome X°, ..., X" bilden aber nach Beispiel 4.60 eine linear unabhdngige Menge. Also gibt es kein endliches
Erzeugendensystem und damit auch keine endliche Basis. A

Kennen wir die Dimension, gentigt bei einer Menge der richtigen Grof3e bereits eine der beiden Eigenschaften,
lineare Unabhéngigkeit und Erzeugung, um Basis zu sein.

Satz 4.73. Sei dim V' = nund M C V mit |M| = n. Dann ist M genau dann eine Basis von (V, +, ), wenn M
linear unabhéngig ist, und genau dann, wenn (M) = V gilt.

Beweis. Ubung. O

Satz 4.74. Jeder Untervektorraum (U, +, -) eines endlichdimensionalen Vektorraums (V, +, -) ist endlichdi-
mensional, und es gilt
dimU < dim V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn U = V ist.

Beweis. Sein = dim V. Jede linear unabhéingige Teilmenge von U hat nach Satz 4.64 héchstens n Elemente.
Damit, und da die leere Menge linear unabhingig ist, konnen wir nach Satz 2.15 eine linear unabhéngige
Menge L C U maximaler Groe wahlen.

Wiére (L) # U, so gébe es einen Vektor w € U \ (L). Dann ist L U {w} nach Korollar 4.53 eine linear
unabhéngige Teilmenge von U mit mehr Elementen als I — ein Widerspruch zur maximalen Kardinalitat
von L. Also gilt (L) = U, und L ist eine endliche Basis von (U, +, ) mit dimU = |L| < n.

Ist dim U = n, so ist die Basis L von U eine linear unabhédngige Menge mit n Elementen und daher nach
Satz 4.73 auch eine Basis von (V, +, -). Folglich gilt U = (L) = V. Die umgekehrte Richtung ist unmittelbar. [
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Fiir zwei Untervektorraume mochten wir nun die unabhingigen Richtungen zahlen, die sie gemeinsam
erzeugen. Dabei miissen wir die Richtungen im Schnitt nur einmal z&hlen. Dies fithrt zu einer Formel dhnlich
zu Satz 2.27.

Satz 4.75 (Dimensionsformel fiir Untervektorrdume). Seien (U, +, -) und (W, +, -) Untervektorrdume eines
endlichdimensionalen Vektorraums (V, +, -). Fiir

U+W={u+w|uel weW}
ist auch (U + W, +, -) ein Untervektorraum von (V, +, -), und es gilt

dimK(U+ W) =dimg U + dimg W — dimK(Uﬂ W)

Beweis. Jede Linearkombination von Vektoren aus U U W lasst sich durch Zusammenfassen der Summanden
als u + w mit u € U und w € W schreiben. Umgekehrt ist jede solche Summe eine Linearkombination aus
U UW. Damit gilt U + W = (U U W), also ist U + W eine lineare Hiille und bildet nach Satz 4.38 einen
Untervektorraum.

Nach Satz 4.74 sind die durch U, W und U N W gebildeten Untervektorrdume jeweils endlichdimensional.
Wir wéhlen eine Basis B von (U N W, +, ) und ergénzen sie nach Korollar 4.66 zu Basen By von (U, +,-)
und By von (W, +, -). Nach unserer anfinglichen Uberlegung ist damit (By U By) = (UUW) = U + W,
die Menge By U By erzeugt also den Untervektorraum (U + W, +, -).

Zum Nachweis der Unabhéngigkeit von By U By betrachten wir eine Linearkombination, die 0 ergibt. Wir
fassen die Beitrdge aus By zu w € U und die {ibrigen Beitrdge aus By \ By C By \ B zu w € W zusammen,
sodassu +w = 0. Aus w € W und w = —u € U folgt w € U N W, daher besitzt w auch eine Darstellung
allein durch B C Byy. In der Basis By haben wir somit zwei Darstellungen von w: Eine verwendet nur B, die
andere nur By \ B. Wegen der Eindeutigkeit nach Satz 4.55 sind alle Koeffizienten beider Darstellungen 0.
Es bleibt u = 0; die Unabhéngigkeit von By liefert auch fiir die iibrigen Koeffizienten 0.

Damit ist By U By eine Basis von (U + W, +,+). Aullerdem ist B = By N Byy: Nach Wahl der Basen ist
B C By N By und andersherum kann kein v € (By N By ) \ B existieren, dav € (UNW) = (B) von B C By
erzeugt wird und somit B U {v} C By, also auch By linear abhéngig wére. Damit folgt

. 2.27
d1m(U—|— W) = |BU U Bwl = ‘BU| + ‘Bwl — ’BU ﬂBwl

= |By|+ |Bw| — |B| = dimU + dim W — dim(U N W). O
Fiir U n W = {0} addieren sich somit die Dimensionen, da der Schnitt die Dimension null hat.

Beispiel 4.76. Fiir die Ebenen F, und Es aus Beispiel 4.39 kennen wir nach Beispiel 4.44 die Darstellungen

B () () () mom=(())

Die beiden Erzeuger der Ebenen sind jeweils linear unabhdngig und der Erzeuger des Schnitts ist von null verschieden.
Daher gilt dim F = dim E» = 2 und dim(FE; N E2) = 1. Die Dimensionsformel liefert

dim(E1+E2):2—|—2—1:3.

Nach Satz 4.74 folgt E, + E; = R3. Die beiden Ebenen erzeugen also gemeinsam den ganzen Raum. Mit
anderen Worten: Jeder Vektor v € R? ldsst sich als die Summe eines Punkts auf F; und eines Punkts auf E-
beschreiben. A
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4.6 Skalarprodukte und Normen

In Abschnitt 4.1 haben wir Vektoren in R™ neben der Addition und der Multiplikation mit Skalaren auch mit
dem Standardskalarprodukt und der euklidischen Lénge ausgestattet. Mit dem Skalarprodukt konnten wir
ausdriicken, wann zwei Vektoren orthogonal sind; mit der Lidnge konnten wir Abstdnde bestimmen.

Die Vektorraumaxiome allein legen weder ein Skalarprodukt noch einen Langenbegriff fest. Wir wollen
Vektorraume jetzt um solche zusétzliche Struktur ergdnzen und dafiir weitere Eigenschaften fordern. So
erhalten wir speziellere Strukturen, in denen wir auch fiir abstrakte Vektoren, etwa Funktionen, von Léange,
Abstand und Orthogonalitét sprechen konnen.

Im gesamten Abschnitt sei (V, +, -) ein Vektorraum iiber R. Wir beginnen mit der Abstraktion des Skalarpro-
dukts.

Definition 4.77. Eine Abbildung (- | -): V x V' — R heil3t Skalarprodukt auf (V,+,-), falls sie fiir alle
u,v,weVund \,u € R

(i) symmetrisch ist, also (v | w) = (w | v),
(i) bilinear ist, also

Au+ po [w) = Au [w) +p(v |w)  und  (u | Ao+ pw) = Mu | v) + p(u | w),

(iii) positiv definit ist, also (v | v) > 0 fiir v # 0.

Wegen der Symmetrie geniigt es, eine der beiden Gleichungen fiir Bilinearitdt nachzuweisen; die andere folgt
durch Vertauschen der Argumente.

Beobachtung 4.78. Fiir jedes Skalarprodukt gilt
(0]v) =(00]|v) =0(0|v) =0=(v]|O0).

Damit ist (v | v) > 0 fiir alle v € V, mit Gleichheit genau fiir v = 0.

Beispiel 4.79. Das Standardskalarprodukt (z | y) = > % x;y; auf (R™, +,-) mit n € IN\ {0} aus Abschnitt 4.1
erfiillt nach Beobachtung 4.10 die drei Bedingungen aus Definition 4.77. Unsere Definition verallgemeinert also
das Standardskalarprodukt. A

Beispiel 4.80. Auf (R?, +, -) kénnen wir neben dem Standardskalarprodukt auch durch

(x| y) = 2z1y1 + T2y2

ein Skalarprodukt definieren. Die Symmetrie folgt aus der Kommutativitdt der Multiplikation in R, die Bilinearitdt
durch Ausmultiplizieren: Es gilt

A+ py | 2) = 2(Az1 + pyr)z1 + (Aze 4+ py2)za = Mz | 2) + p(y | 2)"

Fiir « # 0 ist auferdem (x | )’ = 22% + 23 > 0, da mindestens eine Komponente von null verschieden ist. ~ /\
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Beispiel 4.81. Der Funktionenraum (F, +, -) aus Beispiel 4.62 besteht aus Funktionen f: R — Rmit f(t) = a+bt
fiir a, b € R. Wir setzen fiir f,g € F

(f1g) = £(0)g(0)+ f(1)g(1).

Diese Abbildung ist symmetrisch, weil die Multiplikation in R kommutativ ist. Wegen der punktweisen Definition
von Addition und Skalarmultiplikation gilt fiir A\, € Rund f,g,h € F

1
S +ug | B) =Y (AF() + ng(i))h()
7=0
1
=AY FURG) +1) 9()h()
j=0

=AM Th)+p(g|h)
Dies zeigt mit der Symmetrie die Bilinearitdt. Fiir f(t) = a + bt ist
(Fl1f)=a’+(a+b*>0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn a = 0 und a + b = 0, also a = b = 0 gilt. In diesem Fall ist f die Nullfunktion.
Damit ist die Abbildung positiv definit und ein Skalarprodukt. AN

Wie in Abschnitt 4.1 kdnnen wir die Orthogonalitdt zweier Vektoren iiber ihr Skalarprodukt definieren.

Definition 4.82. Zwei Vektoren v, w € V heil3en orthogonal beziiglich eines Skalarprodukts, wenn die Aussage
(v lw)=(v|w)=0)

gilt. Insbesondere ist der Nullvektor zu jedem Vektor orthogonal.

Beispiel 4.83. Das Standardskalarprodukt liefert eine andere Orthogonalitdtsbedingung als das Skalarprodukt
aus Beispiel 4.80: Fir u = (1) und v = () gilt (u | v) = 0, aber (u | v)’ = 1. Der zugrunde liegende
Vektorraum und damit seine Basen und seine Dimension bleiben dabei unverdndert. AN

Beispiel 4.84. Die Basisvektoren £ (t) = 1 und f"(t) = t aus Beispiel 4.62 erfiillen

(FOlfY)=1-04+1-1=1.

Die beiden linear unabhdngigen Basisvektoren sind beziiglich des Skalarprodukts aus Beispiel 4.81 also nicht
orthogonal. A

Wir folgern eine niitzliche Ungleichung aus den Skalarproduktaxiomen.
Satz 4.85 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei (- | -) ein Skalarprodukt auf (V, +, -). Fiir alle v, w € V gilt

(v |w)? < (v]v)(w | w).

Gleichheit gilt genau dann, wenn \ € R existiert mit v = \w oder w = \wv.
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Beweis. Fiir w = 0 sind beide Seiten 0 (Beobachtung 4.78), und w = Ov ist ein skalares Vielfaches von v. Sei
also w # 0. Wegen positiver Definitheit ist (w | w) > 0 und wir konnen

ri=v— (v]w)

(w | w)

setzen. Mit Symmetrie und Bilinearitéat folgt
(wlw)?  (v]w)’ ’

(w|w) (v |w)

(v | w)

0<(r|r)=(v|v)—2 w [ w)

= (v]v) -

Multiplikation mit (w | w) > 0 liefert die Ungleichung. Gleichheit gilt genau fiir (r | r) = 0, also genau fiir

r = 0. Dann ist v = Aw mit A = ((Z}"t‘l’})) Ist umgekehrt einer der beiden Vektoren ein skalares Vielfaches des
anderen, so ergibt Einsetzen mit der Bilinearitdt unmittelbar die Gleichheit. O

Wir abstrahieren jetzt auch noch den Langenbegriff aus Abschnitt 4.1. Die folgende Definition umfasst nach
den Sitzen 3.93 und 3.103 auch die Betragsfunktion auf R sowie auf C, wenn wir C als reellen Vektorraum
betrachten (Beispiel 4.25).

Definition 4.86. Eine Abbildung | - ||: V' — R>¢ heil3t Norm auf (V, +,-), falls fiir alle v,w € V und A € R
die folgenden Bedingungen gelten:
() Es gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0 ist (Definitheit).
(i) Esgilt ||Av| = |A|||v]| (absolute Homogenitdt).
(iii) Es gilt ||v + w| < [|v]| + ||w]| (Dreiecksungleichung).
Das Tupel (V,+,-,| - ||) hei3t dann normierter Vektorraum.
In Abschnitt 4.1 haben wir die Lange {iber das Standardskalarprodukt definiert. Wir zeigen jetzt, dass wir auf

diese Weise fiir jedes Skalarprodukt eine Norm erhalten kénnen. In diesem Sinn induziert jeder Vektorraum
mit Skalarprodukt auch einen normierten Raum. Umgekehrt benotigt eine Norm aber kein Skalarprodukt.

Satz 4.87. Jedes Skalarprodukt auf (V, +, -) definiert durch
o] == V(v | v)

eine Norm. Wir nennen sie die vom Skalarprodukt indugzierte Norm.

Beweis. Es gilt (v | v) > 0, mit Gleichheit genau fiir v = 0 (Beobachtung 4.78). Die Abbildung ist daher
wohldefiniert und erfiillt die Definitheit. Aus der Bilinearitat und Satz 3.93 folgt

Il = /(v [ Av) = VX2 (v [v) = Al |[o].

Fiir die Dreiecksungleichung multiplizieren wir aus, schitzen den gemischten Term ab und ziehen die Wurzel.
Aus Cauchy-Schwarz (Satz 4.85) folgt zunéchst

(v | w) <[(v|w)] <V(v|v)(w]|w)= o] |w].

104



Damit ist

lo +wl* = (v +w | v +w) = [[v* + 2(v | w) + [[w]]?
< |l + 2[v] wl + wl® = (o]l + [wl)*.

Fiir nichtnegative reelle Zahlen a, b folgt aus a® < b? auch a < b: Wére a > b, so wére a?—b% = (a—b)(a+b) > 0.
Mit a = ||v + w| und b = ||v|| + ||w|| erhalten wir daher die Dreiecksungleichung. O

Die euklidische Lange aus Abschnitt 4.1 ist also eine Norm, die euklidische Norm. Der Satz des Pythagoras aus
Abschnitt 4.1 {ibertragt sich auf abstrakte Vektorrdume: Fiir orthogonale Vektoren und die vom Skalarprodukt
induzierte Norm liefert Ausmultiplizieren (siehe Beweis von Satz 4.87) die folgende Identitat.

Beobachtung 4.88. Sind v, w € V orthogonal, so gilt fiir die vom Skalarprodukt induzierte Norm

lv +wl|* = [|v]|* + [[w].

Die Normaxiome lassen auch Lingenbegriffe zu, die nicht von einem Skalarprodukt induziert werden.

Beispiel 4.89. Auf (R",+,-) mit n € IN \ {0} definieren wir die Summennorm und die Maximumsnorm durch
Izl =) lz;l  und ] = max{le] | j € {L,... n}}.
j=1

Beide Ausdriicke sind nichtnegativ und genau dann null, wenn alle Komponenten von x null sind. Die absolute
Homogenitdt folgt aus |\x;| = || |z;| (Satz 3.93), indem wir den gemeinsamen nichtnegativen Faktor |\| aus der
Summe bzw. dem Maximum gziehen. Die Dreiecksungleichung desselben Satzes liefert

n n
|+ gl =D log +yl <D (gl + [ys)) = Il + [yl
j=1 j=1
Fiir die Maximumsnorm gilt fiir jedes j € {1,...,n}
|5 + 5l < o] + ;] < ll@lloo + |Ylloo-

Also erfiillt auch das Maximum der linken Seiten diese Schranke. Damit sind beide Abbildungen Normen.

Abbildung 4.2 zeigt fiir die drei Normen auf R? die jeweiligen Einheitskreise, also die Mengen aller Vektoren mit
Norm 1. Insbesondere hat = (1) die drei verschiedenen Normen

lzli=2  Jzllo=1  |z|=v2 A
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Abbildung 4.2: Einheitskreise der Summennorm (rot), der euklidischen Norm (blau) und der Maximums-
norm (griin) aus Beispiel 4.89.

Bemerkung 4.90. Fiir n > 2 werden die beiden Normen aus Beispiel 4.89 von keinem Skalarprodukt induziert.
Denn jede induzierte Norm erfiillt durch Ausmultiplizieren wie im Beweis von Satz 4.87

e+ yl* + |z — yl* = 2]|=[* + 2]y

Fir x = eV und y = e® ergibt die Summennorm links 8, die Maximumsnorm links 2, rechts dagegen
jeweils 4.

Wie schon bei der euklidischen Lange erhalten wir aus einer Norm einen Abstand, indem wir die Differenz
zweier Vektoren betrachten.

Definition 4.91. Fiir eine Norm auf (V, +, -) ist der zugehdrige Abstand

d: V xV = R, (v, w) = ||lv —w]|.

Beobachtung 4.92. Fiir den zu einer Norm gehorigen Abstand und alle uw, v, w € V gilt
d(v,w) = d(w,v),
dv,w) =0 v =w,

d(u, w) < d(u,v) + d(v,w).

Die letzte Ungleichung heil3t ebenfalls Dreiecksungleichung.

Beweis. Aus der absoluten Homogenitét folgt
d(v,w) = [[v —w| = || = L(w —v)[| = [ - 1| [w — v = d(w,v).

Die Definitheit der Norm liefert d(v, w) = 0 genau fiir v — w = 0, also genau fiir v = w. Mit der Dreiecksun-
gleichung der Norm erhalten wir schlieflich

d(u, w) = [lu —w|| = [[(u —v) + (v —w)|
< |lu—v| + ||lv — w| = d(u,v) + d(v, w). O
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Beispiel 4.93. Wir betrachten auf dem Funktionenraum (F,+,-) die vom Skalarprodukt aus Beispiel 4.81
indugzierte Norm. Nach Definition 4.91 gilt fiir f,g € F

d(f.9) = |f —gll = V(£(0) — g(0)) + (£(1) — g(1)).

Der Abstand ergibt sich also aus den Unterschieden der Werte bei 0 und 1. Fiir die bekannten Basisvektoren
FO(t) = 1und f(t) = t aus Beispiel 4.62 erhalten wir

A(fO, fM) =/(1-02+(1-1)2=1. A

4.7 Orthonormalbasen

In Abschnitt 4.1 haben wir die Linge eines Vektors als Wurzel der Summe seiner Koordinatenquadrate
berechnet. Gilt diese Rechnung auch fiir die Koordinaten beziiglich einer beliebigen geordneten Basis aus
Abschnitt 4.4? Beziiglich der geordneten Basis B = ((1,1)",(1,0)") hat etwa der Vektor z = (2,1)" die
Koordinaten (1,1)",dennx = 1-(1,1)" 4+1-(1,0)". Seine Liinge ist aber v/5, wihrend die Wurzel der Summe
dieser Koordinatenquadrate /2 ergibt.

Die vertraute Langenberechnung beruht auf dem Satz von Pythagoras: Fiir senkrechte Richtungen addieren
sich die Quadrate der Langen der Anteile (Beobachtung 4.88). Haben die Basisvektoren aullerdem jeweils die
Lange 1, so ist die Lange jedes Anteils gerade der Betrag seines Koeffizienten. Die Basisvektoren geben damit
in jeder Richtung dieselbe Langeneinheit vor. Wir untersuchen nun Basen mit diesen beiden Eigenschaften
und zeigen, wie wir sie aus einer gegebenen Basis gewinnen konnen.

Im gesamten Abschnitt sei (V, +, -) ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (- | -). Mit || - || bezeichnen
wir die davon induzierte Norm (Satz 4.87).

Definition 4.94. Eine Menge M C V heil3t orthogonal, wenn v | w fiir alle verschiedenen v, w € M gilt.
Sie heil3t orthonormal, wenn sie orthogonal ist und ||v|| = 1 fiir alle v € M gilt. Eine geordnete Basis heil3t
orthonormal, wenn ihre zugrunde liegende Menge orthonormal ist.

Beispiel 4.95. Die Standardbasis aus Beispiel 4.58 ist eine orthonormale Basis beziiglich des Standardskalarpro-
dukts: Fiir die kanonischen Einheitsvektoren gilt (e | e)) = 0 fiir i # j und ||e'?|| = 1. Die Basis { f*, f"'} des
Funktionenraums (F,+, -) aus Beispiel 4.62 ist dagegen beziiglich des Auswertungsskalarprodukts aus Beispiel 4.81
nicht orthogonal, denn (£ | f) = 1. JAN

Orthogonalitit erleichtert nicht nur die Bestimmung von Koordinaten, sondern liefert bereits die lineare
Unabhéngigkeit, sofern der Nullvektor nicht vorkommt.

Satz 4.96. Jede orthogonale Menge M C V' \ {0} ist linear unabhéngig.

Beweis. Sei m € IN \ {0} und seien v",..., v € M paarweise verschieden und A;,...,\,, € R mit
> o1 Ajv'? = 0. Fiir jedes i € {1,...,m} folgt aus Bilinearitdt und Orthogonalitat

m

(0| v" Z)\ @ | p® Z (09 [ 0D) = A (0@ | 0@).
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Wegen v #£ 0 ist (v | v™) > 0 (positive Definitheit des Skalarprodukts), also \; = 0. Damit ist M linear

unabhéangig (Definition 4.47). O
Satz 4.97. Fiir jede geordnete, orthonormale Basis Q = (q'V,...,¢™) von (V,+,-) mit n € IN und jeden
Vektor v € V gilt

=D wlaNe”  und ol =3 |4

: j:l

Die Koordinaten von v beziiglich 9 sind insbesondere die Skalarprodukte mit den jeweiligen Basisvektoren.

Beweis. Fiir n = 0 gilt V = {0}, und beide Aussagen folgen aus der Konvention fiir leere Summen (Definiti-
on 3.18). Sei also n > 1. Nach Satz 4.55 gibt es eindeutige Koeffizienten z,..., 2, € Rmitv = >""" 2;q™.
Mit Bilinearitédt des Skalarprodukts und Orthogonalitit der Basisvektoren folgt fiir j € {1,...,n}

,U|q(1) Z$ ()|q<3> _m((])|q(1)) x;

und damit
v = Zw q" = Z (v | q?)g?.
7j=1
Mit der Bilinearitat folgt daraus weiter

n n

o> =(w|v)=[v]|> (v]4")e" | = (v]q"). 0

j=1 j=1

Beziiglich einer geordneten, orthonormalen Basis konnen wir die Koordinaten also durch Skalarprodukte
bestimmen und die Norm wie bei der Standardbasis als die Wurzel der Summe der Quadrate der Koordinaten
berechnen (siehe Definition 4.9).

Der folgende Satz liefert unmittelbar ein Verfahren, um eine gegebene Basis in eine orthonormale Basis
umzurechnen. Dabei ergibt sich jeder zusiatzliche Basisvektor aus dem Anteil eines gegebenen Basisvektors,
der durch die bereits bestimmten Vektoren nicht erfasst wird.

Satz 4.98 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei B = (b, ..., b)) eine geordnete Basis von (V, +, ) mitn € IN
und Q = (¢, ...,q™) so, dass fiir alle k € {1,...,n} gilt

k—1
1 , N
"= ||u<k)||u(’“> fiir u® = p® _ Z(b(k) | g9) q©.
j=1
Dann ist u® # O fiir alle k € {1,...,n} und Q ist eine geordnete, orthonormale Basis von (V, +, -).

Beweis. Fiir n = 0 ist die leere Basis bereits orthonormal. Sei also n > 1. Wir zeigen per Induktion iiber
ke {l,...,n}, dass u® # 0, dass {q",...,q"¥} orthonormal ist und dass {(gV,...,q®) = (b, ... b™).
Fiir £ = n erhalten wir damit eine orthonormale Menge, die V' erzeugt und nach Satz 4.96 linear unabhéngig
ist. Somit ist £ eine geordnete Orthonormalbasis.
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Fiir k = 1 ist die Aussage trivialerweise erfiillt, da q'¥ = ” b(11>” b mit b # 0. Gelten die Behauptungen

firein k € {1,...,n — 1}, so ist u®**» = 0: Andernfalls ldge b**" in (qV,...,¢®) = (b, ... b™), im
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren in 98 (Satz 4.52). Wir diirfen also insbesondere durch
|lu D #£ 0 teilen.

Nach der Induktionsvoraussetzung ist die Menge {q", ..., ¢®} orthonormal. Fiiri € {1, ..., k} gilt also
k
(u(’““’ | q(i)) — (b(’““) | q“)) _ Z(b(k+1) | q(j>)(q(j> | q(i)) — (b(’““) | q(“) _ (b(k+1) | q(z’)) —0.
j=1
Damit ist g**" 1 ¢ fiir alle ¢ € {1, ..., k} und insbesondere ist g"**") ¢ {q", ..., q"*}. Wegen der absoluten

Homogenitit der Norm gilt ||g"*™"|| = 1. SchlieBlich ist

k
b = [tV g* D 4 Z(b(k+1> | g9)g? € (qW, ..., q*).
j=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist (b'", ..., b*) = (g, ... q™®), also auch b € (g, ..., q**) fir alle
i€ {l,...,k}. Esfolgt (™" ... b**D) C (q,...,g**V). Die linear unabhéngige Menge {b'",... b**V}
ist nach Definition 4.54 eine Basis ihrer linearen Hiille, die daher nach Definition 4.67 Dimension k + 1 hat.
Aus den k + 1 erzeugenden Vektoren der rechten linearen Hiille lésst sich nach Korollar 4.66 mit L = () eine
Basis auswéhlen, sodass ihre Dimension hochstens k& + 1 ist. Zusammen mit der Inklusion folgt nach Satz 4.74
zunéachst die Gleichheit der Dimensionen und damit die Gleichheit der linearen Hiillen. O

Insbesondere konnen wir Vektoren, die den Bedingungen aus Satz 4.98 geniigen, der Reihe nach berechnen.
Also haben wir konstruktiv die Existenz einer orthonormalen Basis im endlichdimensionalen Fall gezeigt.

Korollar 4.99. Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine Orthonormalbasis.

Beispiel 4.100. Wir betrachten die geordnete Basis B = (b'",b®) von (R2, +, -) mit dem Standardskalarprodukt,

wobei
1 1
W ._ @) ._
b= <1> U= <0> '

Wir kénnen eine geordnete, orthonormale Basis Q = (g, ¢?) mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (Satz 4.98)
bestimmen, indem wir die benétigten Vektoren der Reihe nach berechnen (siehe Abb. 4.3):

w® = p — G) q® = \}5 G) :
1 1/1 1 1 1 1
2 _ _ 2 _ @ _ _*
w=(o) -2 (1)=2 ("), =5 (h):

Fiir den Punkt = = (2,1) " gilt x = b 4-b'®. Die Koordinaten beziiglich Q berechnen wir mit den Skalarprodukten
aus Satz 4.97 und erhalten insgesamt

on () ) 5) :

109




Basis B Orthonormalbasis
T2 €2
A A
b<1) ________ T ’ \\\ T
. q<1>/ . -
0 &> b(2) » L1 0 ; » L1
q?
@l = (1,1)" [®]a = 5(3,1)7

Abbildung 4.3: Die Basis %8 (blau) und die durch Gram-Schmidt gewonnene Orthonormalbasis £ (rot) aus
Beispiel 4.100. Der Punkt z = (2,1)" ist derselbe; seine Koordinaten dndern sich mit der
Basis. Gestrichelte Linien zeigen die Zerlegung in die beiden Basisrichtungen.

Beispiel 4.101. Wir wenden Gram—Schmidt auf die geordnete Basis (£, f) des Funktionenraums (F,+, )
aus Beispiel 4.62 an, mit dem Auswertungsskalarprodukt aus Beispiel 4.81. Wir behalten die Indizes 0 und 1 bei.
Wegen f°(t) = 1 und f")(t) = t erhalten wir

1
O — \/5, ) (4) = ,
el a0 =
1 1
(¢Y] ) — , uV () =t— =,
(14" = 0=t-3
Der Rest hat die Norm ||[u®|| = \/(—1/2)2 + (1/2)2 = 1/V/2, also ist ¢V (t) = (2t — 1) /v/2. Nach Satz 4.98 ist
Q = (¢, q"V) eine geordnete Orthonormalbasis. A

4.8 Projektionen

Beim Gram-Schmidt-Verfahren (Satz 4.98) haben wir von einem Vektor die Anteile in den bereits bestimm-
ten orthonormalen Richtungen abgezogen. Der so erhaltene Basisvektor ist orthogonal zu den bisherigen
Richtungen und erfasst den restlichen Anteil des Vektors, der auf3erhalb des bisher erzeugten Unterraums
(also orthogonal dazu) liegt. Wir wollen jetzt systematischer untersuchen, inwiefern sich ein Vektorraum in
zueinander orthogonale Unterrdume zerlegen lasst.

Im gesamten Abschnitt sei (V, +, -) ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (- | -). Mit || - || bezeichnen
wir die davon induzierte Norm.

Definition 4.102. Fiir eine Menge U C V heil3t
Ut ={veV|YucU: (v|u)=0}

das orthogonale Komplement von U beziiglich des gewahlten Skalarprodukts.
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Tatsachlich bildet das orthogonale Komplement einen Untervektorraum.

Beobachtung 4.103. Fiir jede Menge U C V ist (U, +,) ein Untervektorraum von (V, +,-). Ist (U, +, ")
selbst ein Untervektorraum, so gilt U N U+ = {0}.
Beweis. Nach Beobachtung 4.78 ist 0 € U+. Fiir v,w € U+, A\, x € R und jedes u € U gilt

A+ pw |uw) = A(v | )+ p(w | uw) =0.

Also ist \v + pyw € U, und Satz 4.32 liefert die Untervektorraumeigenschaft. Ist auch (U, +, -) ein Unter-
vektorraum, so enthélt U N U+ den Nullvektor. Fiir jeden Vektor v € U N U+ gilt auBerdem (v | v) = 0, also
v = 0. Daher ist U n U+ = {0}. O

Wir zeigen jetzt, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum jeder Vektor eine eindeutige Zerlegung in
die beiden gewiinschten Anteile besitzt.

Satz 4.104. Sei (U, +, -) ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums (V, +, -). Jeder Vektor
v € V besitzt eine eindeutige Darstellung

vV=u-+w, welU, weU.
Fiir jede geordnete Orthonormalbasis (¢, ..., q"*) von (U, +, -) gilt
k
=> (v]|q?)g?”, dimU' =dimV —dimU.
7=1

Beweis. Nach Satz 4.74 ist (U, +, -) endlichdimensional. Mit Korollar 4.99 wahlen wir eine geordnete Ortho-
normalbasis (¢, ..., q") von (U, +, -) und setzen

Mw

(v]qg?)qY €U, w=v—u.
Jj=1

Firi e {1,...,k} gilt dann

k

(w|q”)=(v]q")~(u]qV)=(v]qV) =D (v|g")(q" [¢V)=(v]|q") ~ (v]q") =0.

=1
Wegen der Bilinearitit ist w auch zu jeder Linearkombination der Basisvektoren orthogonal, also w € U*.

Sind v = u+w = u'+w’ zwei solche Zerlegungen, so folgt u—u’ = w’'—w € UNU~'. Nach Beobachtung 4.103
ist U N U+ = {0}, also ist u = u/ und w = w’ und die Zerlegung eindeutig bestimmt.

Wegen U + U+ = V ergibt die Summendimensionsformel aus Satz 4.75

dimV = dim U 4 dim U+ — dim{0} = dim U + dim U . O
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Wir geben der Zuordnung, die jedem Vektor aus einem Vektorraum seinen nach Satz 4.104 eindeutigen Anteil
aus einem Untervektorraum zuordnet, einen Namen.

Definition 4.105. Die Orthogonalprojektion eines endlichdimensionalen Vektorraums (V, +, -) auf einen Un-
tervektorraum (U, +, -) ist die Abbildung 7y;: V' — V mit my(v) = u, wobei w € U der nach Satz 4.104
eindeutig bestimmte Anteil von v in der Zerlegung v = u 4+ w mit w € U~ ist.

Beispiel 4.106. Wir betrachten in (R2,+,-) mit dem Standardskalarprodukt die Gerade G = {(1,1)") durch
den Ursprung (siche Abb. 4.4). Die Vektoren (1,1)" und (1, —1) " stehen nach Beispiel 4.12 senkrecht aufeinander:
Mit der geordneten Orthonormalbasis aus Beispiel 4.100 gilt daher G = (q") und G+ = (). Fiir x = (3,1)"
erhalten wir nach Satz 4.104

retw) = (@ laa” =3 (1) = (3). e-me@ = ().

T2

e (x)

1

Abbildung 4.4: Orthogonalprojektion auf die Gerade G aus Beispiel 4.106: Der Vektor x = (3,1)" zerféllt in
den Anteil m¢(x) = (2,2)" € G und den senkrechten Rest x — 7g(x) = (1,—1)T € G*.

Beispiel 4.107. Im Funktionenraum (F,+,-) aus Beispiel 4.101 ist {q©} mit ¢ (t) = 1/+/2 eine Orthonor-
malbasis des Untervektorraums (C, +, -) der konstanten Funktionen. Nach Satz 4.104 gilt fiir f € F

f@+fm>1 fO0)+ 1)

) — ©) g (¢) = - _

we(h) = (f |4 a0 = (T 2 JO7

Insbesondere wird ") (t) = t auf die konstante Funktion mit Wert 1/2 projiziert. Dies ist genau der Anteil, den
wir beim Gram-Schmidt-Verfahren abgezogen haben. AN

Beispiel 4.108. Bei der Abstandsberechnung aus Satz 4.15 haben wir zu einem Punkt « € R" einen ndchst-

gelegenen Punkt in einer Hyperebene bestimmt (beziiglich des Standardskalarprodukts). Fiir eine Hyperebene

H={y e R"| (y|a)=0}durch den Ursprung mit a # 0 ergibt die dortige Konstruktion

_(@]a)
al?

Damit ist x = p + (x — p) genau die eindeutige Zerlegung aus Satz 4.104. Nach Definition 4.105 gilt also

p = wy(x): Der dort bestimmte ndchstgelegene Punkt ist die Orthogonalprojektion von x auf (H,+, -). A

(w’a)aeH, r—p ac H.

p=x—
la]?
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4.9 Affine Raume

In Abschnitt 4.1 haben wir Geraden und Ebenen beschrieben, indem wir zu einem festen Stiitzvektor Vielfache
von Richtungsvektoren addiert haben. Die Richtungsvektoren allein erzeugen durch ihre Linearkombina-
tionen einen Untervektorraum; seine zugrunde liegende Menge ist ihre lineare Hiille (Definition 4.37 und
Satz 4.42). Insbesondere bilden Geraden, Ebenen und Hyperebenen durch den Ursprung Untervektorrdume
(Beispiel 4.36).

Durch Addition eines Stiitzvektors verschieben wir diese Mengen. Die verschobene Menge enthilt im Allge-
meinen nicht mehr den Nullvektor und bildet dann keinen Vektorraum. Solche Verschiebungen erfassen wir
nun mit dem Begriff des affinen Raums.

Im gesamten Abschnitt sei K ein Kérper und (V, +, -) ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K.

Definition 4.109. Seien (U, +, -) ein Untervektorraum von (V,+,-) und p € V. Die Menge
p+U ={p+u|ucU}
heif3t ein affiner Raum in (V, +, ). Wir nennen p einen Stiitzvektor und (U, +, -) einen Richtungsvektorraum

dieses affinen Raums.

Fir p = 0 gilt p + U = U. Durch das Verschieben muss die Menge aber weder unter Addition noch unter
Skalarmultiplikation abgeschlossen bleiben.

Satz 4.110. Fiir jeden Punkt q € A eines affinen Raums A = p+U in (V, +, ) gilt A = g+ U.Istauch A = r+W
mit » € V und einem Untervektorraum (W, +,-) von (V,+, -), so gilt U = W. Der Richtungsvektorraum ist
also eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei g = p + u® mit u” € U. Wegen der Abgeschlossenheit unter Addition und Subtraktion ist
{u® +u | uw e U} =U. Daher ist

g+U={p+u”+u|uelU}=p+U=A.

Ist auch A = r + W, so folgt wegen p € A aus dem ersten Teil A = p+ W. Aus p + U = p + W erhalten wir
durch Subtraktion von p die Gleichheit U = W. O]

Die Eindeutigkeit aus Satz 4.110 rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 4.111. Die Dimension eines affinen Raums A = p + U ist

dimK A= dimK U.
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Beispiel 4.112. Die Gerade durch zwei verschiedene Punkte p, q € R"™ aus Satz 4.6 schreiben wir jetzt als

G=p+(q—p).

Ihr Richtungsvektorraum hat nach Beispiel 4.69 Dimension 1, also ist auch dimg G = 1. Fiir drei nicht auf einer
Geraden liegende Punkte p, q, r erhalten wir entsprechend

E=p+(g—p,r—p), dimgpE=2 A

Beispiel 4.113. Im Funktionenraum (F,+, -) aus Beispiel 4.62 gilt fiir c € R

Ao ={f € F| f(0) = c} =cfV + (f).

Denn fiir f(t) = a+bt ist f£(0) = cgenau dann, wenn a = c gilt. Da { f*'} eine Basis des Richtungsvektorraums ist,
hat A. Dimension 1. Fiir ¢ # 0 enthdlt dieser affine Raum die Nullfunktion nicht und bildet mit den punktweisen
Operationen keinen Vektorraum. A

Bei den Hyperebenen aus Definition 4.14 haben wir in Abschnitt 4.1 festgestellt, dass wir n — 1 Koordinaten
frei wihlen konnen. Mit dem orthogonalen Komplement aus Abschnitt 4.8 untermauern wir jetzt die Intuition,
dass die Dimension einer Hyperebene genau dieser Anzahl an Freiheitsgraden entspricht.

Satz 4.114. Fiir n € IN \ {0} ist jede Hyperebene in R" ein affiner Raum der Dimension n — 1.

Beweis. Seiena € R\ {0} und b € Rmit H = {x € R" | (x | a) = b}. Wir verwenden das Standardskalar-

produkt und setzen

b 1
p=——a, U:=(a)".
el

Dann ist (p | a) = b. Wegen der Bilinearitét ist ein Vektor genau dann zu a orthogonal, wenn er zu allen
Vektoren aus (a) orthogonal ist. Fiir & € R" folgt daher

xeH < (x—pla)=0 <= xz—peclU < zcp+U.
Also gilt H = p + U. Nach Beobachtung 4.103 ist (U, +, -) ein Untervektorraum. Satz 4.104 liefert
dimg U = n — dimg(a) =n — 1,

da a # 0 ist. Nach Definition 4.111 hat auch H Dimension n — 1. O
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5 Lineare Abbildungen

Analog zu den Gruppen-, Ring- und Kérperhomomorphismen aus Kapitel 3 beschéftigen wir uns jetzt mit
strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorrdiumen. Diese miissen also mit der Addition und Skalarmul-
tiplikation vertraglich sein. Wir werden sehen, dass sich solche Abbildungen auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum durch die Bilder einer Basis vollstédndig festlegen lassen. Deren Koordinaten fiihren uns zu
Matrizen, mit denen wir Abbildungen beschreiben und rechnen kénnen.

5.1 Lineare Abbildungen

Analog zu den Gruppen-, Ring- und Kérperhomomorphismen (Definitionen 3.32, 3.55 und 3.71) definieren
wir nun Vektorraumhomomorphismen, die auch lineare Abbildungen genannt werden.

Definition 5.1. Eine Abbildung f: V' — W heilst (Vektorraum-)Homomorphismus oder lineare Abbildung
zwischen den Vektorrdumen (V, +,-) und (W, @, ®) liber demselben Korper K, falls fiir alle v, w € V und
A € K gilt, dass

flo+w)=f(v)d f(w) und fA-v) =20 f(v).

Ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus heil3t (Vektorraum-)Isomorphismus. Zwei Vektorrdume heif3en
isomorph, wenn zwischen ihnen ein Vektorraumisomorphismus existiert. Ein Isomorphismus von V' nach V'
heidt (Vektorraum-)Automorphismus.

Fiir eine lineare Abbildung f: R — R gilt insbesondere f(z) = xf(1). Hier hat die Bezeichnung auch eine
vertraute geometrische Bedeutung: Der Graph ist eine Gerade durch den Ursprung.

Im Folgenden schreiben wir die Verkniipfungen in beiden Vektorraumen wieder als + und -.

Beispiel 5.2. Fiir einen Vektorraum (V,+,-) iiber K und « € K ist die Streckung s: V — V, v — aw linear,
fiir o # 0 ist sie sogar ein Automorphismus. A

Beispiel 5.3. Fiir zwei Vektorrdume (V,+,-) und (W, +, -) ist die Nullabbildung f: V — W, v — Oy linear:
flo+v)=0w =fv) + f(v'),  fw)=0w = A\f(v).

Eine konstante Abbildung mit einem anderen Wert w # Oy ist dagegen nicht linear: Fiir den Skalar 0 gilt
f(0v) = w # Oy = 0f(v). A
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Beispiel 5.4. Im Funktionenraum (F,+,-) aus Beispiel 4.29 hat jede Funktion die Form f(t) = a + bt mit
eindeutig bestimmten a,b € R. Die Abbildung

k: F — R?, f(a,b)7

ordnet ihr den Koordinatenvektor beztiglich der bekannten Basis (£, f™)) aus Beispiel 4.62 zu. Sie ist linear, weil
bei Addition und Skalarmultiplikation der Funktionen die Koeffizienten komponentenweise addiert und skaliert
werden. AufSerdem gehort zu jedem (a,b)’ € R? genau eine Funktion t — a + bt. Damit ist x ein Isomorphismus
zwischen (F,+,-) und (R?, +,"). A

Beispiel 5.5. Sei (U,+,-) ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums (V, 4+, -) mit
Skalarprodukt. Die Orthogonalprojektion 7yr: V- — V' aus Definition 4.105 ist linear. Nach Satz 4.104 besitzen
v,v’ € V eindeutige Zerlegungen

v=u+w, v=u +u

mit u,u’ € U und w,w’ € U+. Da (U, +,-) und (U+, +, -) Untervektorrdume sind, ist fiir o, 3 € R auch
av + v’ = (au + fu') + (cw + fw’)
eine Zerlegung in diese beiden Anteile. Wegen der Eindeutigkeit gilt daher

ny(av + ') = au + Bu’ = any(v) + Bry (V). JAN

Beispiel 5.6. Eine Verschiebung 74: V — V, v — v + a mit a # Oy ist nicht linear: Fiir den Skalar 0 gilt
Ta(0V) = a # Oy = 074(v). Die Verschiebungen, mit denen wir in Abschnitt 4.9 affine Rdume beschrieben haben,
erhalten also im Allgemeinen die Vektorraumstruktur nicht. A

Beispiel 5.7. Wie bei der Dimension kommt es auch bei der Linearitdt darauf an, welchen Skalarkorper wir
betrachten. Wir fassen (C, +, -) wie in Beispiel 4.25 einmal als reellen und einmal als komplexen Vektorraum auf.
Die Konjugation c: C — C, z — Z ist als Abbildung zwischen reellen Vektorrdumen linear: Nach Satz 3.103 gilt
fiir z,w e Cund A € R

Ztw=7z+w, Az =AZ =)z

Als Abbildung zwischen komplexen Vektorrdumen ist sie aber nicht linear, denn

c(i-1)=—-i#i=1-¢(1).

Dagegen ist fiir jedes feste z € C die Multiplikation m: C — C, w — zw sowohl bei Betrachtung als Abbildung
gwischen komplexen als auch zwischen reellen Vektorrdumen linear. A

Die additive Bedingung aus Definition 5.1 verlangt, wie bereits bei Ring- und Kérperhomomorphismen
(Definitionen 3.55 und 3.71), einen Gruppenhomomorphismus; hinzu kommt die Vertraglichkeit mit der Ska-
larmultiplikation. Die beiden Bedingungen zusammen bedeuten, dass Linearkombinationen zweier Vektoren
erhalten bleiben:

O+ pw) = Af(v) + pf (w) fiir alle v,w € V und A\, pu € K.

Ein Vektorraumhomomorphismus erhélt damit auch beliebige endliche Linearkombinationen, was die Bezeich-
nung als lineare Abbildung begriindet. Die Regeln fiir den Nullvektor und additive Inverse kennen wir bereits
von Gruppenhomomorphismen (Satz 3.38).
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Satz 5.8. Fiir jede lineare Abbildung f: V' — W zwischen Vektorrdumen tiber demselben Korper K gilt
f(Oy) = Oy, f(=v) = —f(v) firallew € V.

Auferdem gilt fiir alle m € IN, o™, ... o™ e Vund \y,..., A\, € K

f Z)\jv(j) _ Z)\jf('v(j))-
j=1 j=1

Umgekehrt ist jede Abbildung f: V' — W, die alle endlichen Linearkombinationen erhélt, linear.

Beweis. Die ersten beiden Gleichheiten folgen aus Satz 3.38. Die Behauptung iiber Linearkombinationen
zeigen wir durch Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist sie wegen der Konvention fiir leere Summen (Definition 3.18)
genau die Gleichheit f(0y) = Oy . Gilt die Behauptung fiir m, so folgt

m+1

f Z )\j'v(j) =f Z/\ﬂ,(j) +f()\m+1v<m+l))
J=1 J=1

m+1

D oNFED) + A f(0) = 3 A f(09),
j=1 j=1

Umgekehrt erhalten wir aus der Erhaltung von Linearkombinationen mit m = 1 die Vertrédglichkeit mit der
Skalarmultiplikation und mit m = 2, Ay = Ay = 1 die Vertraglichkeit mit der Addition. O

Wie viele Bilder miissen wir kennen, um eine lineare Abbildung vollstdndig zu beschreiben? Besitzt der
Ausgangsraum eine endliche Basis, so geniigt es, die Bilder ihrer Vektoren zu kennen: Jeder weitere Vektor ist
eine Linearkombination der Basisvektoren, deren Bild nach Satz 5.8 damit festliegt. Umgekehrt konnen wir
die Basisbilder frei vorgeben.

Satz 5.9. Seien (V, +,-) und (W, +, -) Vektorrdume tiber K, B = (b"",...,b™) eine geordnete Basis von
(V,+,-) mit n € IN und w®,...,w™ € W. Dann existiert genau eine lineare Abbildung f: V' — W mit
F(BY) = w fiir alle j € {1,...,n}. Fir diese gilt

n n
f ijb(” :ijw(j) fiir alle z1,...,2, € K.
j=1 j=1

Beweis. Fiir n = 0 ist V' = {0y }. Die Nullabbildung ist dann die einzige lineare Abbildung V' — W, und die
angegebene Formel gilt wegen der Konvention fiir leere Summen. Sei im Folgenden n > 1. Nach Satz 4.55
besitzt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung v = Z?Zl z;b. Damit ist

n n
[V =W, Za:jb(j) — Za:j'w“)
j=1 j=1

wohldefiniert. Die Darstellung von b’ hat an Stelle j den Koeffizienten 1 und sonst nur Nullen, also gilt
F(BD) = w,
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Firv =" 2;bY, v = 37" ;0" und X € K folgt aus den Vektorraumaxiomen

J

flo+v)=f (Z(:c] + yj)b“)) = Z(azj +yj))w? = f(v) + f(v),

j=1 j=1

j=1 j=1

fOw) = f (Z(ij)w) => (zjw? = Af(v).

Also ist f linear.

Ist g: V — W eine weitere lineare Abbildung mit denselben Basisbildern, so gilt nach Satz 5.8 fiir jeden
Vektor v = 377, x;b"

g(w) =) zjg(b?) = ww = f(v). 0
j=1 J=1

Bemerkung 5.10. Die im vorigen Satz vorgegebenen Basisbilder miissen weder linear unabhingig noch
paarweise verschieden noch von null verschieden sein. Betrachten wir etwa die Orthogonalprojektion 7 auf
die Gerade G = ((1,1)") aus Beispiel 4.106. Die beiden Standardbasisvektoren haben dasselbe Bild:

o ((6) = () -2 ()

Wegen der Linearitat wird deshalb die Differenz der beiden Ausgangsvektoren auf null abgebildet:

()~ (()

Obwohl (1, —1)T vom Nullvektor verschieden ist, haben beide dasselbe Bild. Eine lineare Abbildung ist also
nicht notwendig injektiv.

Nachdem wir gesehen haben, wie sich lineare Abbildungen durch Basisbilder festlegen lassen, betrachten
wir das Rechnen mit solchen Abbildungen. Wir kénnen sie punktweise addieren und skalieren, aber auch
verketten und im bijektiven Fall umkehren.

Beispiel 5.11. Fiir zwei Vektorrdume (V,+,-) und (W, +, -) iiber demselben Korper K bezeichnen wir die Menge
ihrer linearen Abbildungen mit Homg (V, W). Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation, also

(f +9)(v) = f(v) +g(v),  (Af)(v) = Af(v),

ist (Homg (V, W), +, -) selbst ein Vektorraum iiber K: Die Nullabbildung ist linear. Summen und skalare Vielfache
linearer Abbildungen sind wieder linear. Die Linearitdt der Summe folgt fiir lineare Abbildungen f,g: V —
W,v,w e Vunda,p € K aus

(f + 9)(av + Bw) = f(av + fw) + g(av + fw)
= af(v) + Bf(w) + ag(v) + Bg(w)
=a(f+g)(v) + B(f + g)(w).

Fiir A € K ist ebenso \f linear, denn

(Af)(ow + pw) = AMaf(v) + Bf(w)) = a(Af)(v) + BAS)(w).

Die Vektorraumaxiome gelten punktweise wie in Beispiel 4.28. A
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Beispiel 5.12. Die Projektion 7g: R? — R? auf die Gerade G = ((1,1)") ist nach Beispiel 5.5 linear. Nach
Beispiel 5.11 ist daher auch die Abbildung

sg = 2ng — idRe

linear. Fiir die orthogonale Zerlegung v = u + w mit u € G und w € G gilt
sg(v) =21g(v) —v=2u— (u+w) =u—w.

Die Abbildung behdlt also den Anteil in G und kehrt das Vorzeichen des senkrechten Anteils um: Sie ist die Spiegelung
an G. Zweimaliges Spiegeln liefert den urspriinglichen Vektor zuriick; daher ist s sogar ein Automorphismus. A

Wir konnen lineare Abbildungen auch verketten und bijektive lineare Abbildungen umkehren. Wieder lassen
sich die Ergebnisse fiir Gruppenhomomorphismen unmittelbar ergdnzen.

Beobachtung 5.13. Sind f: V — W und g: W — X lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen {iber
demselben Kérper, so ist auch g o f: V — X linear. Ist f ein Isomorphismus, so auch f~': W — V.

Beweis. Die Vertraglichkeit mit der Addition folgt aus den Beispielen 3.34 und 3.35. Fiir lineare Abbildungen
f:V—Wund g: W — X zwischen Vektorrdumen tiber demselben Korper K gilt fiir alle A € K undv € V
auflerdem

(go f)(Aw) = g(Af(v)) = A(go f)(v).

Ist f ein Isomorphismus, so ist seine Umkehrabbildung bijektiv. Wir schreiben jedes w € W als w = f(v) und
erhalten

F7 Ow) = S (F () = Ao = Af 7 (w). O

5.2 Kern, Bild und Rang

In Abschnitt 5.1 haben wir untersucht, wie sich lineare Abbildungen durch ihre Basisbilder beschreiben lassen.
Nun betrachten wir die umgekehrte Richtung: Zu einem vorgegebenen Vektor y suchen wir alle Vektoren, die
auf y abgebildet werden. Wir untersuchen, wann solche Vektoren existieren, wann sie eindeutig bestimmt
sind und wie wir die Menge aller Vektoren mit Bild y beschreiben konnen.

Bei der Orthogonalprojektion 7 aus Bemerkung 5.10 haben die beiden Standardbasisvektoren dasselbe
Bild. Ihre Differenz wird deshalb auf null abgebildet. Um zu verstehen, welche Vektoren dasselbe Bild haben,
betrachten wir daher zunéchst diejenigen Vektoren, die auf null abgebildet werden. Diese bilden den bereits
von Gruppenhomomorphismen bekannten Kern (Definition 3.40). Fiir eine lineare Abbildung f: V' — W ist
dieser gegeben durch

ker(f) ={v eV | f(v) =0w}.

Das Bild f(V') beschreibt dagegen, fiir welche Vektoren y tiberhaupt ein Urbild existiert. Wir zeigen zunéchst,
dass Kern und Bild Untervektorraume bilden.
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Satz 5.14. Fiir eine lineare Abbildung f: V' — W zwischen den Vektorrdumen (V, +,-) und (W, &, ®) bilden
ker(f) und f(V) Untervektorrdume von (V,+,-) beziehungsweise (W, ®,®). Ist B = (b",...,b"™) eine
geordnete Basis von (V, +, -) mit n € I, so gilt

FV) = (f(6D), ..., f(b™)).

Insbesondere bildet f(V') dann einen endlichdimensionalen Vektorraum.

Beweis. Sei K der gemeinsame zugrunde liegende Korper. Da f insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
zwischen (V,+) und (W, @) ist, folgen die Untergruppeneigenschaften aus den Sétzen 3.41 und 3.38 (iii).
Nach Satz 4.32 bleibt die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation zu zeigen. Fiir A € K und v € ker(f)
gilt wegen der Linearitit f(A-v) = A ® f(v) = O, also X - v € ker(f). Ist w = f(v) € f(V), so ist ebenfalls
wegen der Linearitdt A © w = f(A-v) € f(V).

Nach Satz 4.55 ldsst sich jeder Vektor v € V als v = 3°7_, a; - b schreiben. Aus Satz 5.8 folgt daher

flo)=> x;0 f(bY).
Jj=1

Damit liegt jedes Bild in der angegebenen linearen Hiille. Umgekehrt gehort jede Linearkombination der
Basisbilder zum Bild, denn dieses bildet einen Untervektorraum von (W, @, ®). Die endliche Erzeugtheit liefert
nach Korollar 4.66 die Endlichdimensionalitt. O

Die Bilder der Basisvektoren erzeugen also das Bild. Dabei konnen verschiedene Basisvektoren dasselbe Bild
haben, wie Bemerkung 5.10 zeigt. Die Dimension des Bildvektorraums gibt an, wie viele linear unabhingige
Vektoren wir im Bild hochstens finden konnen.

Definition 5.15. Der Rang einer linearen Abbildung f: V' — W von einem endlichdimensionalen Vektorraum V'
in einen beliebigen Vektorraum W ist

rang(f) = dim f(V).

Beispiel 5.16. Fiir die Orthogonalprojektion ng: R? — R? auf die Gerade G = ((1,1)") aus Beispiel 4.106 gilt
nq((z1,22) ") = ndrz(q, 1) . Ein Vektor wird genau dann auf null abgebildet, wenn x + x5 = 0 ist. Also ist
ker(mg) = ((1,-1)T) "2° Gt

Alle Bilder liegen in G, und jeder Vektor aus G ist sein eigenes Bild. Daher gilt 7 (R?) = G. Kern und Bild bilden
somit jeweils einen eindimensionalen Vektorraum; insbesondere ist rang(mg) = 1. A

Bei der gerade betrachteten Projektion 7w haben die beiden Standardbasisvektoren dasselbe Bild (Bemer-

kung 5.10). Ihre Differenz wird auf null abgebildet und liegt somit in ker(7¢). Allgemein gilt: Zwei Vektoren
haben genau dann dasselbe Bild, wenn ihre Differenz im Kern liegt.

Beobachtung 5.17. Fiir jede lineare Abbildung f: V' — W und alle v, w € V gilt
f(v) = f(w) <= v — w € ker(f).

Insbesondere ist f genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0y } ist.
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Beweis. Wegen der Linearitét gilt

f(v) = f(w) <= f(v) = f(w) = 0w <= f(v - w) = Ow.

Das ist nach Definition gleichbedeutend mit v — w € ker(f). Die Aussage zur Injektivitét ist das bekannte
Kernkriterium aus Satz 3.42 fiir die zugrunde liegenden additiven Gruppen. O

Beobachtung 5.17 beschreibt, wann zwei Vektoren dasselbe Bild haben. Halten wir nun einen Bildvektor y
fest, konnen wir damit alle Vektoren bestimmen, die auf y abgebildet werden. Kennen wir einen solchen
Vektor v, so erhalten wir alle weiteren, indem wir die Vektoren aus dem Kern hinzuaddieren.

Satz 5.18. Sei f: V — WV eine lineare Abbildung und v® € V, y € W mit y = f(v?). Dann gilt

F1{y}) = v + ker(f) == {v© +u | u € ker(f)}.
Ist (V,+,-) endlichdimensional, so bildet diese Menge einen affinen Raum mit Richtungsvektorraum

(ker(f),+,-).

Beweis. Fiir v € V gilt nach Beobachtung 5.17
vef1{y}) = fv) = f0?) <= v —v© € ker(f).

Die letzte Bedingung bedeutet genau, dass v = v¥ + w fiir ein u € ker(f) ist. Fiir einen endlichdimensiona-
len Ausgangsraum (V, +, -) ist diese Menge nach Definition 4.109 ein affiner Raum mit dem angegebenen
Richtungsvektorraum. O

Beispiel 5.19. Fiir die Projektion aus Beispiel 5.16 und y € G ist m¢(y) = y. Nach Satz 5.18 gilt daher

o {y}) =y + G =y +((1,-1)7).

Die Vektoren mit Bild y bilden also eine Gerade durch y senkrecht zu G. Fiir y ¢ G ist das Urbild leer. A

Ist der Ausgangsraum endlichdimensional, so haben nach Satz 5.18 alle nichtleeren Urbilder dieselbe Dimen-
sion, denn ihr Richtungsvektorraum ist jeweils der Kernvektorraum. Wir zeigen nun, dass sich die Dimension
des Ausgangsraums als Summe der Dimensionen von Kern und Bild ergibt.

Satz 5.20 (Dimensionsformel). Fiir eine lineare Abbildung f: V' — W von einem endlichdimensionalen
Vektorraum V in einen beliebigen Vektorraum W gilt

dim V' = dimker(f) + rang(f).

Beweis. Sei K der gemeinsame zugrunde liegende Korper und n := dim V. Nach den Sitzen 5.14 und 4.74
besitzt ker(f) eine endliche Basis {b'",...,b"®’} mit & < n. Diese ergidnzen wir nach Korollar 4.66 zu
einer Basis B = {b'",...,b™} von (V, +, ). Es geniigt zu zeigen, dass {f(b*™),..., f(b'™)} eine Basis des
Bildraums (f(V'), +,-) mit n — k Elementen ist, da dann rang(f) = dim f(V') = n — k gilt, was gemeinsam
mit dim ker(f) = k und dim V' = n die Aussage zeigt.
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Nach Satz 5.14 wird das Bild durch die Bilder aller Basisvektoren erzeugt. Per Definition des Kerns ist
f(bY) = 0y fiir 1 < j < k, daher folgt

f(V) = <f(b(k+l>)7 R f(b(n)»

Fiir die lineare Unabhéngigkeit von { f(b*"),..., f(b'™)} seien \g11,..., A\, € K mit

> NFBY) = 0w (5.1

j=k+1
Nach Satz 5.8 gilt
FLDYS b7 = > Nf?) =0w.
Jj=k+1 Jj=k+1

Also ist dann 37, | A;bY € ker(f). Da (b, ..., b") = ker(f), gibtes pu1, ..., ux € K mit

n k n k
> AP =) b, also D> AP = b = 0oy
j=1 j=1

Die lineare Unabhéangigkeit von B liefert, dass alle Koeffizienten \; und y; null sein miissen. Insbesondere
miissen alle Koeffizienten in (5.1) null sein. Somit ist { f(b**"),..., f(b'™)} linear unabhingig. AufRerdem
folgt f(bY)) # Oy fiiralle j € {k+1,...,n}, da wir sonst in (5.1)\; = 1 und alle iibrigen Koeffizienten gleich
null wihlen konnten. Genauso gilt f(b”) # f(b") fiir alle verschiedenen i,j € {k +1,...,n}, da wir sonst
in (5.1)\; = 1, A\; = —1 und alle tibrigen Koeffizienten gleich null wéahlen kénnten. In beiden Fillen wére die
Gleichung erfiillt, obwohl nicht alle Koeffizienten null wiren, im Widerspruch zur gerade gezeigten Aussage.

Somit ist { f(b*™V), ..., f(b'™)} eine Basis des Bildraums mit n — k Elementen. O

Damit kennen wir auch die Dimension der Menge aller Vektoren, die auf ein vorgegebenes y € f(V') abgebildet
werden.

Korollar 5.21. Fiir eine lineare Abbildung f: V' — W von einem endlichdimensionalen Vektorraum V' in
einen beliebigen Vektorraum W hat jedes nichtleere Urbild f~!({y}) die Dimension

dim f~'({y}) = dim V — rang(f).

Beweis. Nach Satz 5.18 hat das Urbild den Richtungsvektorraum (ker(f), +, -). Die Behauptung folgt daher
aus Definition 4.111 und Satz 5.20. O

Beispiel 5.22. Wir betrachten die lineare Abbildung
R =R (wy,2) o (@)

Die Linearitdt folgt unmittelbar aus der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation. Fiir den Kern
suchen wir diejenigen Vektoren, die auf null abgebildet werden. Wie beim Schnitt einer Geraden mit einer
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Ebene in Beispiel 4.7 iibersetzen wir die Vektorgleichung in Gleichungen fiir die einzelnen Komponenten. Wir
erhaltenz + y = 0 und z = 0. Wir konnen y = t frei wdhlen und erhalten x = —t sowie z = 0, also

ker(f) = {(~t,£,0)7 |t € R} = ((—1,1,0)").

Zu jedem Vektor (u,v)" € R? finden wir auferdem ein Urbild, denn f((u,0,v)") = (u,v)". Somit gilt f(R3) =
R? und rang(f) = 2. Die Dimensionsformel lautet hier 3 = 1 + 2. Nach Satz 5.18 erhalten wir alle Vektoren mit
Bild (u,v)" durch

f71<{(u7 U>T}) = (u’ 0, U)T + <(_1’ L, 0)T>

Dieses Urbild ist eine Gerade, hat also entsprechend Korollar 5.21 die Dimension 3 — 2 = 1. JAN

Injektivitdt und Surjektivitét sind im Allgemeinen verschiedene Eigenschaften. Fiir lineare Abbildungen zwi-
schen endlichdimensionalen Vektorraumen gleicher Dimension geniigt dagegen eine der beiden Eigenschaften,
um bijektiv zu sein.

Satz 5.23. Eine lineare Abbildung f: V' — W zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen, fiir die dim V' =
dim W gilt, ist genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Beweis. Nach Beobachtung 5.17 ist f genau dann injektiv, wenn ker(f) = {Oy } ist, also genau dann, wenn
dimker(f) = 0 gilt. Nach der Dimensionsformel (Satz 5.20) ist dies wegen dim V' = dim W &quivalent zu
dim f(V') = rang(f) = dim W. Nach Satz 4.74 gilt dies genau dann, wenn f(V) = W ist, also genau dann,
wenn f surjektiv ist. O

Bemerkung 5.24. Die Voraussetzung gleicher Dimension ist wesentlich: Die Abbildung aus Beispiel 5.22 ist
surjektiv, aber wegen ihres nichttrivialen Kerns nicht injektiv. Umgekehrt ist die lineare Einbettung R? —
R3, (u,v)" ~ (u,0,v)" injektiv, aber nicht surjektiv.

Ob zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem festen Korper isomorph sind, konnen wir nun allein an
ihren Dimensionen ablesen.

Korollar 5.25. Zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber demselben Korper sind genau dann isomorph,
wenn ihre Dimensionen iibereinstimmen.

Beweis. Ist f: V — W ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen (V, +, ) und (W, @, ®), so ist f nach
Definition bijektiv. Wegen der Injektivitét gilt ker(f) = {0y} (Beobachtung 5.17); wegen der Surjektivitat ist
f(V) = W. Aus der Dimensionsformel folgt dim V' = dim .

Sei umgekehrt dimV = dim W = n. Wir wihlen geordnete Basen B = (b'",...,b™) von (V,+,-) und
¢ =(c®,...,c™) von (W,®,®). Nach Satz 5.9 gibt es eine lineare Abbildung f: V — W mit f(b"’) = ¢
fiir alle j € {1,...,n}. Nach Satz 5.14 gilt (V') = (cV,...,c™), auBBerdem ist (¢, ..., c™) = W, da € eine
geordnete Basis von (W, @, ®) ist. Also ist f(V') = W und somit f surjektiv. Satz 5.23 liefert die Bijektivitat. []

Beispiel 5.26. Der Funktionenraum (F,+,-) aus Beispiel 4.70 und (R?, +, -) haben beide Dimension zwei und
sind daher isomorph. Einen solchen Isomorphismus kennen wir bereits aus Beispiel 5.4: Er ordnet jeder Funktion
f(t) = a + bt ihren Koordinatenvektor (a,b) " beziiglich der dort verwendeten geordneten Basis zu. A
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5.3 Matrizen

In Abschnitt 5.2 haben wir die Struktur der Urbilder linearer Abbildungen untersucht. Nun entwickeln wir
eine Darstellung, mit der wir solche Abbildungen durch Rechnungen mit ihren Koordinaten behandeln kénnen.
Ausgangspunkt ist Satz 5.9: Eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen Vektorraum ist durch
ihre Basisbilder eindeutig bestimmt.

Beispiel 5.27. Wir betrachten die lineare Abbildung
o T+
f:R3 = R? y | — < y>
z

aus Beispiel 5.22. Die Bilder der Standardbasisvektoren sind

s =(y). se=(g).  ren=(7).

Ordnen wir sie nebeneinander als Spalten an, so erhalten wir das rechteckige Zahlenschema

110
A‘(o 0 1)'

Um das Bild von (x,y, z) " zu berechnen, bilden wir die Linearkombination dieser Spalten mit den Koordinaten z,

yund z:
v 1 1 0 T4y
() =)o)+ 6) - ()
z
Das Schema enthdlt somit alle Angaben, die wir zur Berechnung der Bilder benétigen. A

Allgemein gilt fiir einen Korper K, m,n € IN und eine lineare Abbildung f: K" — K™ nach Satz 5.8

flx)=f ije(j) = Z:cjf(e(j)).
o =1

Wir fassen daher die Basisbilder zu einem Tupel zusammen, das wir durch nebeneinander angeordnete Spalten
darstellen. Dazu fiihren wir eine Schreibweise fiir die Linearkombination dieser Spalten ein.

Definition 5.28. Eine (m X n)-Matrix iiber einem Korper K mit n,m € N ist ein Tupel A = (a™,...,a™) €
K™*" .= (K™)™ von Vektoren a'”) € K™ fiir j € {1,...,n}. Den Eintrag an Position (i, j) bezeichnen wir fiir
1<i<mundl1 <j<nmitA;; = (a¥);. Wir schreiben

AH 600 Aln

Ami ... Apn

und nennen A.; = a die j-te Spalte, A;. := (Ai1, ..., Ai,) die i-te Zeile der Matrix.

124



Wir fassen nun die in Beispiel 5.27 verwendete Linearkombination der Spalten einer Matrix A € K™*" als
Produkt auf. Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 5.29. Fiir A ¢ K™*" und = (x1,...,7,) € K" mit n,m € IN definieren wir das Produkt
Az € K™ durch

Ax = Zn: z;A. .
j=1

Die Definition beschreibt das Produkt als Linearkombination der Spalten. Fiir seine i-te Komponente ergibt
sich

(Az); = Ayaz;  firie{1,...,m}.

j=1

Wir multiplizieren also die Eintrdge der i-ten Zeile A;. mit den entsprechenden Komponenten von x und
addieren die Ergebnisse. Beispielsweise lautet die Rechnung aus Beispiel 5.27 nun

11 0)\([" _(lz+1-y+0-2\ _ (z+y
00 1 Z “\0-2+0-y+1-2) -\ 2 J°

Bemerkung 5.30. Auch m = 0 oder n = 0 ist zugelassen. Die Matrix hat dann keine Eintrige; ihr Format
m x n bleibt angegeben. Dabei bildet K° = {()} den Nullvektorraum mit leerer Standardbasis. Fiir n = 0
liefert die leere Summe (Definition 3.18) das Produkt Az = 0 € K™; fiir m = 0 ist Az = () € K.

Wir halten fest, dass sich jede lineare Abbildung zwischen solchen Koordinatenrdumen durch eine Matrix
beschreiben lasst.

Satz 5.31. Seien n, m € IN. Jede Matrix A € K™*" definiert eine lineare Abbildung
fA:}(n__>}(nu x — Ax.

Umgekehrt gibt es zu jeder linearen Abbildung f: K™ — K" genau eine Matrix A € K" mit f = f4. Ihre
Spalten sind die Bilder der Standardbasisvektoren:

A= (f(eW),..., f(e™)).

Beweis. Nach Satz 5.9 gibt es genau eine lineare Abbildung, die fiir alle 1 < j < n den Standardbasisvektor e’
auf A.; abbildet. Fiir diese und jeden Vektor = (z1,..., r,)" € K" gilt nach Satz 5.8

n n
) — . L —
f g Tje = g rjA.j = Ax.
Jj=1 Jj=1

Sie ist also gerade f4. Wahlen wir umgekehrt die Bilder f(eV),..., f(e™) als Spalten von A, so ergibt die
obige Rechnung f = f,4. Fiir jede Matrix mit f = f4 muss ihre j-te Spalte gleich Ae'” = f(e?)) sein. Damit
ist auch die Matrix eindeutig bestimmt. O
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Wir konnen somit die Begriffe des Kerns und Rangs aus Abschnitt 5.2 auf Matrizen iibertragen. Das Bild der
zugehorigen linearen Abbildung ist unmittelbar tiber die Spalten der Matrix beschrieben.

Definition 5.32. Fiir A € K™*" mit n,m € IN nennen wir ker A := ker(f4) den Kern und rang A := rang(fa)
den Rang von A.

Beobachtung 5.33. Fiir eine Matrix A € K"*" gilt
ker A = {x € K" | Ax = 0}, fa(K") = (Aq,..., An).

Insbesondere ist rang A = dim(A.1,..., A.,).

Beweis. Die Beschreibung des Kerns folgt aus dessen Definition. Da die Spalten die Bilder der Standardbasis-
vektoren sind, folgt die Beschreibung des Bilds aus Satz 5.14. Die Aussage iiber den Rang ergibt sich damit
aus Definition 5.15. O

Beispiel 5.34. Fiir die Matrix A aus Beispiel 5.27 stimmen die ersten beiden Spalten iiberein. IThre Differenz ist
also null, das heifst A V)= 0. Die erste und die dritte Spalte bilden die Standardbasis von (R2, +, -), also gilt
rang A = 2. Damit erkennen wir den Kernvektor und den Rang aus Beispiel 5.22 an den Spalten wieder. AN

Auch die bereits betrachteten geometrischen Abbildungen lassen sich auf diese Weise durch ihre Basisbilder
beschreiben.

Beispiel 5.35. Wir betrachten die Orthogonalprojektion ¢ auf die Gerade G = ((1,1)") und die Spiegelung s¢
an G aus den Beispielen 5.16 und 5.12. Fiir die Projektion gilt

1

ma(e) = <%) = c(e®).

2

Die Spiegelung vertauscht die beiden Standardbasisvektoren, das heifst sq(e”) = e® und sg(e®) = e™™. Ordnen
wir jeweils diese Bilder als Spalten an, so erhalten wir

11
P = (% %) und R = <0 1).
Somit ist 7g(x) = Px und sg(x) = Rz fiir dlle = € R2. A

Bisher lagen die Vektoren bereits als Spalten mit Eintrdgen aus dem Korper vor. In einem allgemeinen
Vektorraum konnen die Vektoren aber beispielsweise Funktionen sein. Um auch dann eine Matrix verwenden
zu konnen, greifen wir auf die Koordinaten beziiglich einer geordneten Basis zuriick.

Beispiel 5.36. Wir untersuchen, ob eine Funktion aus dem Funktionenraum (F, +, -) aus Beispiel 4.29 durch ihre
Werte bei 0 und 1 eindeutig bestimmt ist. Seine Elemente sind die Funktionen f: R — R der Form f(t) = a + bt
mit a,b € R. Dazu betrachten wir die Auswertung

T: F— R?, f— (;E?;) .
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Wegen der punktweisen Operationen gilt fiir f,g € F und A € R

£(0) +g(0)
f(1) +g(1)

Damit ist T linear. Gemeint ist hier die Abbildung T zwischen den beiden Vektorrdumen; die einzelne Funktion
f: R — Rist fiir a # 0 keine lineare Abbildung, da f(0) # 0 ist.

Begiiglich der geordneten Basis B = (f©, f) mit f(t) = 1 und f"(t) = t gilt nach Beispiel 4.62 die
Darstellung f = af® + bf") mit dem Koordinatenvektor [f]xs = (a,b) . Die Basisbilder sind

= (3). 1= ()

Die Matrix mit diesen Spalten liefert daher

Alfls = G (1’) (Z) _ (ai b) ~T(f).

Hier unterscheiden wir die Funktion f, ihren Koordinatenvektor (a,b) " und das Wertepaar (a, a+b)'. Die Matrix
iibersetzt die Koeffizienten der Funktion in ihre beiden Werte.

T(f+g) = ( ) ST(F)+Tlg).  TOS) = AT(f).

Fiir T(f) = 0 muss a = 0 und a + b = 0 gelten, also auch b = 0. Somit besteht ker(T) nur aus der Nullfunktion.
Nach Beobachtung 5.17 ist T' injektiv. Beide Vektorrdume haben Dimension zwei (Beispiel 4.70), also ist T' nach
Satz 5.23 sogar bijektiv. Jedes Wertepaar gehort daher zu genau einer Funktion aus F. In Abschnitt 5.5 bestimmen
wir die Umkehrabbildung und ihre Matrix ausdriicklich. A

Im Funktionenbeispiel war das Ergebnis der Auswertung bereits ein Vektor in R2. Bei der Multiplikation
komplexer Zahlen sind dagegen sowohl die Eingabe als auch das Ergebnis komplexe Zahlen. Wir beschreiben
nun beide durch ihre reellen Koordinaten, um auch diese Abbildung mit einer reellen Matrix auszuwerten.

Beispiel 5.37. Fiir den reellen Vektorraum (C, +, -) wdhlen wir die geordnete Basis B = (1,1) aus Beispiel 4.63.
Die Multiplikation mit einer festen komplexen Zahl z = a + bi und die Konjugation sind nach Beispiel 5.7 lineare
Abbildungen zwischen reellen Vektorrdumen. Schreiben wir m,(w) = zw, so gilt nach Definition 3.95

m;(1) = a4+ bi, m;(i) = —b+ ai.

Die Basisbilder sind hier komplexe Zahlen. Fiir eine reelle Matrix beschreiben wir sie durch ihre Koordinaten
beziiglich 8 und ordnen diese als Spalten an:

a

A= (im U lma0) = (1)

Fiir w = u + vi gilt nach der Multiplikationsformel m,(w) = (au — bv) + (bu + av)i. Die Matrix liefert genau die

Koordinaten dieses Bilds:
a —b u au — bv
Alwls = <b a ) <v> - (bu+av> = [m(w)]s.

Die Konjugation c¢: C — C, w — w, bildet dagegen 1 auf 1 und i auf —i ab. Die Koordinaten dieser Basisbilder
liefern entsprechend die Matrix
1 0
C= <0 a 1) . A
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In den Beispielen 5.36 und 5.37 haben wir lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben, indem wir die
Vektoren und ihre Bilder in Koordinaten dargestellt haben. Dieses Vorgehen iibertragen wir nun auf beliebige
endlichdimensionale Vektorrdume. Dazu wéahlen wir im Ausgangs- und im Zielraum jeweils eine geordnete
Basis und bilden die Matrix aus den Koordinatenvektoren der Basisbilder.

Definition 5.38. Sei f: V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
(V,+,-) und (W, +,-) iiber einem Korper K. Fiir geordnete Basen B = (b"",... b™) von (V,+,-) und
¢ =(c™,...,c™) von (W,+,-) mit m,n € IN heildt

[flecs = ([f(B)]e, ..., [f(B™)]e) € K™

die Darstellungsmatrix von f beziiglich %6 und €. Der Index € < B gibt an, dass die Matrix Koordinaten
beziiglich B in Koordinaten beziiglich € tibersetzt.

Beispiel 5.39. Die Matrix zur Auswertung T aus Beispiel 5.36 schreiben wir mit der dort verwendeten Basis B
und der geordneten Standardbasis € des Zielraums nun als

[Tecss = G ?) -

Fiir die Multiplikation und die Konjugation aus Beispiel 5.37 verwenden wir dagegen in beiden Rdumen dieselbe
geordnete Basis B = (1,1). Mit den dort berechneten Matrizen A und C gilt also

m:]wem = A, |5 = C. A

In den Beispielen 5.36 und 5.37 iibersetzt die jeweilige Matrix die Koordinaten eines Vektors in die Koordinaten
seines Bilds. Wir zeigen nun, dass dies fiir jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
gilt.

Satz 5.40. Sei f: V — WV eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen (V, +, -) und
(W, +, ) mit geordneten Basen B = (b, ..., b)) beziehungsweise € = (¢, ..., c™). Fiir alle v € V gilt

[f()]e = [flecss[v]s.

Beweis. Sei K der zugrunde liegende Korper und A = [f]gc . Fir [v]y = (z1,...,2,) € K" gilt nach

Definition 4.61
n
v = Z z;b9.
j=1

Die j-te Spalte von A ist der Koordinatenvektor von f(b") beziiglich €, also gilt f(b")) = Y7, A;;c™. Mit
der Linearitat (Satz 5.8) erhalten wir

n m n

f(v) = zn: wif () = wy ) Ay =) (D Ay | e
Jj=1 1

j=1 =1 i=1 \j=

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung (Satz 4.55) ist somit die i-te Koordinate von f(v) gleich
> i—1 Aijz;. Dies ist gerade die i-te Komponente von A[v]s. O
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Damit kénnen wir auch die Urbildfrage aus Abschnitt 5.2 in Koordinaten ausdriicken. Fiirv € V, y € W und
A= [flees gilt

fo)=y < Apls = [yle
Denn nach Satz 4.55 stimmen zwei Vektoren genau dann iiberein, wenn ihre Koordinatenvektoren beziiglich

derselben Basis iibereinstimmen. Wir konnen daher zunéchst die Gleichung Ax = [y]¢ fiir die unbekannten
Koordinaten x = (x1,...,,)' l6sen und daraus die gesuchten Vektoren v = > i1 z;b bilden.

Beispiel 5.41. Wir wenden diese Ubersetzung auf die Auswertung T aus Beispiel 5.36 an: Wir suchen eine
Funktion f(t) = a + bt mit £(0) = 2 und f(1) = 5, also mit T(f) = y = (2,5) . Der gesuchte Vektor ist
hier also die Funktion f; ihre unbekannten Koordinaten sind [f]s = (a,b)". Im Zielraum verwenden wir die
Standardbasis €, also ist [y]e = (2,5)". Mit der Matrix A = [T s aus Beispiel 5.39 wird die obige Gleichung

A[fls = [y]e damit zu
£ )6)-0)

Die erste Zeile liefert a = 2 und die zweite a +b = 5, also b = 3. Die gesuchte Funktion ist damit f(t) = 2+3t. A

5.4 Rechnen mit Matrizen

In Abschnitt 5.3 haben wir lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben. Nun iibertragen wir Addition
und Skalarmultiplikation aus Beispiel 5.11 sowie die Verkettung aus Beobachtung 5.13 auf ihre Matrizen.
Insbesondere soll die Matrix einer Verkettung aus den Matrizen der beiden Abbildungen berechnet werden
konnen.

Im Folgenden sei K ein Korper. Wir hatten bereits gesehen, dass eine lineare Abbildung eindeutig durch
die Bilder einer Basis bestimmt ist (Satz 5.9). Bei Verwendung der Standardbasen stehen die Bilder der
Basisvektoren in den Spalten der zugehorigen Matrix (Satz 5.31 bzw. 5.40). Es liegt daher nah, die Addition
und Skalarmultiplikation auf die entsprechenden Operationen fiir die Spalten zuriickzufiihren.

Definition 5.42. Fiir m,n € IN, Matrizen A, B € K™*™ und A € K definieren wir die Summe und das skalare
Vielfache durch
A+B:=(A1+B4,...,Apn+ B.,), A = (AA.4,..., \A.L,).

Fiir die Eintrage gilt also (A + B);; = A;j + Bjj und (AA);; = AA;; firalle1 <i <mund 1 < j <n.

Beobachtung 5.43. Fiir m,n € IN bildet (K™*"™, +, ) einen Vektorraum iiber K der Dimension mn. Die
Menge aller Matrizen mit einem Eintrag 1 und allen anderen Eintrégen 0 bildet eine Basis. Der Nullvektor ist
die Nullmatrix O, deren Eintrige alle O sind.

Fiir die Addition und Skalarmultiplikation kdnnen wir somit einfach mit den Eintrdgen rechnen. Bei der
Verkettung miissen wir beachten, dass das Ergebnis der ersten Abbildung die Eingabe der zweiten ist. Wir
bestimmen die gesuchte Matrix zunédchst an einem bekannten geometrischen Beispiel.

129



Beispiel 5.44. Wir betrachten die Matrizen

1/1 1 1 0
P_2<1 1)’ C‘(o —1)

aus den Beispielen 5.35 und 5.37. Die Abbildung fp ist die Orthogonalprojektion auf G = ((1,1)"). Die Abbil-
dung fc bildet (z,y)" auf (x, —y) " ab und ist somit die Spiegelung an der ersten Koordinatenachse. Sie beschreibt
gugleich die komplexe Konjugation in reellen Koordinaten.

Wir spiegeln zuerst und projizieren anschliefsend auf G, betrachten also fpo fc. Da fo(eV) = e und fo(e®) =
—e® ist, gilt

(r e fele) = frie™) = (7).

(Fr o fe)e®) = fri-e?) = =5 (1)

Diese Basisbilder sind nach Satz 5.31 die Spalten der Matrix der Verkettung. Sie lautet daher

1/1 -1

2 <1 —1> ' o
Die Identitat verandert keinen Vektor. Thre Matrix wird deshalb ebenfalls keine Wirkung haben.

Definition 5.45. Fiir n € IN heil3t die Matrix der Identitit idx~ die Einheitsmatrix I,, € K™*". Thre Spalten
sind die Standardbasisvektoren, also gilt

1 fallsi=j,

I = (€., e™), (]I")“:{o falls i + j

Insbesondere ist fy, = idgn.

Allgemein seien m,n,r € N, A € K"™*" und B € K™*". Bei der Verkettung f4 o fg: K" — K™ wird der
Standardbasisvektor e’ zuerst auf die Spalte B.; von B und anschlieffend auf AB.; abgebildet. Die Spalten
der gesuchten Matrix erhalten wir also, indem wir A auf die Spalten von B anwenden. Wir definieren ein
Matrixprodukt, das die Matrix der Verkettung aus den Matrizen linearer Abbildungen berechnet.

Definition 5.46. Fiir m,n,r € N, A € K™*" und B € K™*" definieren wir das Produkt der Matrizen A und B
durch

AB = (AB.,...,AB.,) € K™,

Fiir quadratische Matrizen A € K™*" definieren wir auBerdem die Matrixpotenzen durch

A% =1, AR — AAF fiir k e IN.

Die Zahl der Spalten von A muss mit der Zahl der Zeilen von B iibereinstimmen, damit die einzelnen Produkte
AB.; definiert sind. Fiir die Eintrége erhalten wir aus dem Matrix-Vektor-Produkt

(AB)ij = (ABj); = Y AuBy;  furie{l,...,m},je{1,...,r}.
k=1
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Den Eintrag an Position (i, 7) erhalten wir also, indem wir die entsprechenden Eintridge der i-ten Zeile
von A und der j-ten Spalte von B multiplizieren und die Produkte addieren. Fiir reelle Matrizen ist dies das
Standardskalarprodukt (Definition 4.9) der als Spaltenvektor geschriebenen Zeile von A mit der Spalte von B.
In diesem Sinne rechnen wir ,,Zeile mal Spalte®.

Beispiel 5.47. Die Matrix der Verkettung aus Beispiel 5.44 schreiben wir nun als

1/1 -1
Pe=3 <1 —1) '
Kehren wir die Reihenfolge um, so wird zundchst projiziert und dann gespiegelt. Beide Standardbasisvektoren

haben unter fp das Bild 1(1,1)7, das fc auf (1, —1)" abbildet. Somit ist

1

1 1
CP =3 (_1 _1> # PC.

Die Reihenfolge ist also entscheidend: Die zuerst angewandte Abbildung steht im Produkt rechts.

Wenden wir dieselbe Abbildung zweimal an, erhalten wir die Quadrate der Matrizen:
1 /1 1 11 1/1 1
2 _ 1 _ = -
P_4<1 1)(1 1> 2<1 1> B
1 0 1 0 1 0
2 _ _ _
"= (0 —1) (0 —1> - (o 1> =l

Das entspricht der geometrischen Wirkung: Nach der ersten Projektion liegt der Bildvektor bereits auf G; erneutes
Projizieren verdndert ithn nicht. Zweimaliges Spiegeln an derselben Achse bringt dagegen jeden Vektor an seine
Ausgangsposition zuriick. A

Wir halten den Zusammenhang zwischen den Matrixoperationen und den Abbildungsoperationen nun fest.
Wie in Abschnitt 5.3 geniigt dazu der Vergleich der Basisbilder.

Beobachtung 5.48. Seien m,n,r € IN. Fiir A, B € K™*" und \ € K gilt

fasB = fa+ fB, fra=Afa.
Fir A € K™*" und B € K™*" gilt
fap = fao [B.

Beweis. Nach Beispiel 5.11 und Beobachtung 5.13 sind die Abbildungen auf den rechten Seiten linear. Auf
einem Standardbasisvektor e’ gilt nach den Definitionen 5.42 und 5.46 jeweils

farp(e?”) = A+ B = (fa+ fp)(e?),
fra(e?) = XA = (Mfa)(e?),
fap(e?) = AB.; = fa(fz(e?)).

Somit stimmen die jeweiligen Basisbilder iiberein. Nach Satz 5.9 sind die Abbildungen daher gleich. O
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Dasselbe gilt fiir Darstellungsmatrizen beziiglich beliebiger geordneter Basen. Bei der Verkettung muss die
Zielbasis der ersten Abbildung mit der Ausgangsbasis der zweiten iibereinstimmen, damit wir die Koordinaten
direkt weiterverwenden konnen.

Satz 5.49. Seien (V, +, ), (W, +,-) und (X, +, -) endlichdimensionale Vektorraume iiber K mit geordneten
Basen B, € beziehungsweise ®©. Fiir lineare Abbildungen f,h: V — W, g: W — X und A € K gilt

[f + hlecs = [flees + [hlecs,  [Mlees = Alflecs
sowie
[90 flocs = [g]loce [flecs.
Beweis. Sei € = (c¢V,...,c™)und seien u = >_" | z;¢) und w = >, y;c die Basisdarstellungen zweier

Vektoren in W. Aus den Vektorraumaxiomen folgt

m

u+w= Z(:Ul + ;) = Z(Axi)c("’).

=1 i=1

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung (Satz 4.55) gilt daher
[u+wle = [u)e + [wle,  [Aufe = Alue.

Wenden wir dies auf u = f(b"’) und w = h(b") fiir jeden Basisvektor b’ von 9B an, so erhalten wir nach Defi-
nition 5.38 genau die entsprechenden Spalten der Darstellungsmatrizen. Da Addition und Skalarmultiplikation
von Matrizen spaltenweise definiert sind (Definition 5.42), folgen die ersten beiden Gleichheiten.

Setzen wir F' = [f]ecss und G = [g]p¢, so gilt fiir alle v € V nach Satz 5.40
l9(f(v))]o = G[f(v)]e = G(Flv]s) = (GF)[v]s.

Die letzte Gleichheit folgt aus Beobachtung 5.48. Setzen wir fiir v nacheinander die Vektoren der Basis 95 ein,
so ist [v]y jeweils ein Standardbasisvektor. Die Spalten von G F' sind daher genau die Koordinatenvektoren
dieser Basisbilder unter g o f. Somit ist GF = [g o flo.m. O

Die Rechenregeln fiir Matrizen gewinnen wir nun aus den bereits bekannten Regeln fiir die zugehorigen
Abbildungen. Dass die Verkettung assoziativ ist und die Identitadt neutral wirkt, haben wir auch beim Aufbau
der Permutationsgruppen in Beispiel 3.13 verwendet.

Korollar 5.50. Fiir Matrizen A, B, C iiber K gelten die folgenden Regeln, sofern die angegebenen Summen
und Produkte definiert sind:
(AB)C = A(BC),

A(B+C)=AB+ AC,

(A+ B)C = AC + BC.
AufSerdem gilt fiir A € K™*™ mit m,n € IN die Gleichheit I,,A = A = Al,, und fiir A € K™*", B € K"*"
mitr € Nund A € K

(M)B = A\(AB) = A(A\B).
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Beweis. Ubung. O

Die quadratischen Matrizen eines festen Formats konnen wir sowohl addieren als auch miteinander multi-
plizieren. Die eben bewiesenen Regeln entsprechen genau den Ringaxiomen aus Definition 3.46. Analog zu
Definition 3.52 nennen wir auch eine quadratische Matrix A # O einen Nullteiler, wenn es eine Matrix B # O
desselben Formats mit AB = O oder BA = O gibt.

Beobachtung 5.51. Fiir n € IN bildet (K"*", +, -) einen Ring mit Eins I,,. Fiir n > 2 ist er nicht kommutativ
und besitzt Nullteiler. Insbesondere bildet er fiir n > 2 keinen Korper.

Beweis. Nach Beobachtung 5.43 bildet (K™*", +) eine abelsche Gruppe. Die Assoziativitat der Multiplikation,
die Distributivitat und die neutrale Wirkung von I, folgen aus Korollar 5.50. Fiir n > 2 verwenden wir die
Basismatrizen aus Beobachtung 5.43, wobei E;; die Matrix mit einer 1 an Position (, ) und sonst nur Nullen
bezeichnet. Die Produktdefinition liefert

E\1E2 = B2 # O = EjE, E11E3 = 0.

Die erste Gleichheit zeigt die fehlende Kommutativitdt. Da Fq; und F, beide von null verschieden sind, zeigt
die zweite Gleichheit die Existenz von Nullteilern. O

Die fehlende Kommutativitat haben wir iiber den reellen Zahlen bereits an Projektion und Spiegelung gesehen.
Auch die Nullteiler lassen sich mit der Projektion veranschaulichen.

Beispiel 5.52. Fiir die Matrix P aus Beispiel 5.44 gilt

1/1 -1
]b_P_2<—1 1)'
Die Abbildung fi,—p = idR2 —ng liefert zu jedem Vektor seinen Anteil senkrecht zu G. Die anschliefsende Projektion
auf G bildet diesen Anteil auf null ab. Deshalb gilt

P(l, — P) = 0.

Beide Faktoren sind von null verschiedene Matrizen. Geometrisch entsteht das Nullprodukt also dadurch, dass die
erste Abbildung nur Richtungen liefert, die die zweite auf null abbildet. A

Bei fest gewédhlten Basen konnen wir somit die Addition und Skalarmultiplikation linearer Abbildungen
vollstdndig durch Rechnungen mit ihren Matrizen beschreiben. Dies verbindet den Abbildungsraum aus
Beispiel 5.11 mit dem Matrizenraum.

Bemerkung 5.53. Seien (V,+,-) und (W, +, -) endlichdimensionale Vektorraume iiber K mit geordneten Basen
B=(bY,....,b")und € = (cV,... ™) fiir n,m € IN. Die Abbildung

Homp (V,W) — K™ "™, f = fleen

ist ein Vektorraumisomorphismus. Thre Linearitat folgt aus Satz 5.49. Jede Matrix legt durch ihre Spalten
eindeutig die Koordinaten der Basisbilder fest, also nach Satz 4.55 auch die Basisbilder selbst. Nach Satz 5.9
gibt es dazu genau eine lineare Abbildung. Damit ist die Zuordnung auch bijektiv.
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Bei der Matrixmultiplikation wirken Zeilen und Spalten zusammen. Zum Abschluss fithren wir eine Operation
ein, die ihre Rollen vertauscht. Sie wird uns bei orthogonalen und symmetrischen Matrizen in Abschnitt 6.5
wieder begegnen.

Definition 5.54. Fiir m,n € NN ist die Transponierte AT € K™*™ einer Matrix A € K™*" gegeben durch

(AT)jZ' = Aij fﬁrie{l,...,m}, je{l,...,n}.

Beispiel 5.55. Fiir die Matrix aus Beispiel 5.27 gilt

11 0\
00 1) ~

Die erste Zeile wird zur ersten Spalte und die zweite Zeile zur zweiten Spalte. A

O ==

0
0
1

Definition 5.56. Fiir m,n € IN fassen wir bei Matrixprodukten einen Vektor v € K™ auch als Matrix in K™*!
mit einziger Spalte v auf. Matrizen aus K '*! und Vektoren aus K ' identifizieren wir dabei mit ihrem einzigen
Eintrag. Insbesondere erlaubt dies, das Standardskalarprodukt zweier Vektoren u, v € R"™ als Matrixprodukt

zu schreiben:

(w|v)=u'w.

Beispiel 5.57. Fiir die Vektoren u = (1) und v = (3}) gilt

u'v=(1 2) (i) =1-34+2-4=11= (u|v).

Das Produkt uv' ergibt dagegen eine (2 x 2)-Matrix:

uvT—@) (3 4)—(2 g). A

Wir halten fest, wie sich das Transponieren mit Addition, Skalarmultiplikation und Matrixmultiplikation
vertragt.
Beobachtung 5.58. Fiir m,n,r € N, A, B € K™ und X\ € K gilt
(AT =4, A+B)T=AT+B7, (AT =x4T.
Fiir A e K™*" und B € K™*" gilt auf3erdem

(AB)T =BTAT.

Beweis. Ubung. O
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5.5 Invertierbarkeit

Nach Beobachtung 5.51 bilden die quadratischen Matrizen fester Zeilen-/Spaltenzahl einen Ring mit Eins. Im
Allgemeinen besitzt darin nicht jede von null verschiedene Matrix eine multiplikative Inverse. Wir untersuchen
nun, welche Matrizen invertierbar sind. Da die Matrixmultiplikation nach Beobachtung 5.48 der Verkettung
entspricht, hdngt dies damit zusammen, ob die zugehorige lineare Abbildung umkehrbar ist.

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 5.59. Fiir n € IN heil3t eine Matrix A € K"*" invertierbar, wenn eine Matrix B € K™*" mit
AB=BA=1,

existiert. Eine solche Matrix B heifst Inverse von A.

Wie bei inversen Elementen in Gruppen (Satz 3.9) ist diese Matrix eindeutig bestimmt.

Beobachtung 5.60. Fiir n € IN besitzt jede invertierbare Matrix A € K™*™ genau eine Inverse. Wir bezeichnen
sie mit A1,

Beweis. Sind B und C Inverse von A, so gilt nach Korollar 5.50

B = BIL, = B(AC) = (BA)C =1,,C = C. 0

Die beiden Gleichungen in Definition 5.59 entsprechen genau den Gleichungen fiir eine Umkehrabbildung
aus Satz 1.76.

Satz 5.61. Fiirn € N und A € K™*" ist A genau dann invertierbar, wenn f4: K — K" ein Automorphismus
ist. In diesem Fall gilt

far = (fa)".

Beweis. Ist A invertierbar, so liefert Beobachtung 5.48
fao fa-1 = faa—r = f1, = idgn,
fa-rofa= fa-1a= fr, =idgn.
Nach Satz 1.76 ist f4 daher bijektiv und f4-: seine Umkehrabbildung. Da f4 linear ist, ist sie ein Automor-
phismus.
Sei umgekehrt f4 ein Automorphismus. Nach Beobachtung 5.13 ist (f4)~! linear und besitzt nach Satz 5.31
eine Matrix B € K™*" mit fp = (f4)!. Wegen
fap = fao fp=fao(fa)"! =idxn = f1,,
fBa=fpofa=(fa)" o fa=idgn = fi,

folgt aus der Eindeutigkeit der Matrix in Satz 5.31, dass AB = BA = 1, gilt. Somit ist A invertierbar und es
gilt B= A1, O
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Beispiel 5.62. Fiir die Spiegelung und die Projektion aus Beispiel 5.44 verwenden wir die Matrizen

1 0 1/1 1
Cz(o —1)’ P:2<1 1>'

Zweimaliges Spiegeln ergibt die Identitdt, also ist C~' = C. Die Projektion bildet dagegen sowohl (1, —1)" als auch
den Nullvektor auf null ab (Beispiel 5.16). Damit ist fp nicht injektiv und P nach Satz 5.61 nicht invertierbar. A

Wir iibertragen nun die Aussage von Automorphismen des K" auf Isomorphismen zwischen beliebigen
endlichdimensionalen Vektorraumen. Auch bei Darstellungsmatrizen beziiglich beliebiger geordneter Basen
entspricht die inverse Matrix der Umkehrabbildung. Dabei tauschen Ausgangs- und Zielbasis ihre Rollen.

Korollar 5.63. Seien (V, +, -) und (W, +, -) endlichdimensionale Vektorrdume iiber K mit geordneten Basen B
beziehungsweise €. Ist f: V' — W ein Isomorphismus, so ist [f]¢. s invertierbar und es gilt

-1

[fil]%<—€ = ([f]€<—‘3)

Beweis. Da f ein Isomorphismus ist, ist f bijektiv und besitzt nach Satz 1.76 eine Umkehrabbildung f~!. Nach
Beobachtung 5.13 ist diese ebenfalls linear. Nach Korollar 5.25 gilt dim V' = dim W = n fiir ein n € IN; beide
Darstellungsmatrizen sind daher quadratisch. Da die Identitét jeden Basisvektor auf sich selbst abbildet, gilt
[idy]ses =1, und [idw]ece = L,. Aus Satz 5.49 folgt nun

[f e [flecs = [f o flaes = I,

[flees [f see = [fo fece =In.

Damit erfiillt [f~!]y. ¢ die beiden Gleichungen aus Definition 5.59 und ist die Inverse von [f]¢. . O]

Beispiel 5.64. In Beispiel 5.41 haben wir aus f(0) = 2 und f(1) = 5 die Parameter a = 2 und b = 3 der
Funktion f(t) = a + bt bestimmt. Wir betrachten diese Rechnung nun mithilfe der inversen Darstellungsmatrix.

Dazu greifen wir die Abbildung
0)
T: F - R, — (f ( >
7=k
aus Beispiel 5.36 wieder auf. Dort haben wir bereits gezeigt, dass T ein Isomorphismus ist. Fiir u,v € R suchen
wir die Funktion f(t) = a + bt mit T(f) = (u,v)". Die beiden vorgegebenen Werte liefern a = wund a + b = v,
also b = v — u. Die Umkehrabbildung ist daher durch

(T ((u,0) ")) () =u+ (v—u)t firteR
gegeben.

Begliglich der Basis B = (f©, f) mit f©(t) = 1 und £ (t) = t hat diese Funktion den Koordinatenvektor
(u,v —u)". Mit der geordneten Standardbasis € von R? gilt somit

o= (1) = (2 9) (4):

Die erste beziehungsweise zweite Spalte erhalten wir fiir die Standardbasisvektoren als Eingaben. Deshalb ist

[T Npee = <_11 (1)> = ([T]ecs)
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wobei [T]ecp = G [D aus Beispiel 5.39 bekannt ist. Fiir das Wertepaar aus Beispiel 5.41 erhalten wir konkret

10\ /2\ (2
-1 1)\5) \3)°
Die inverse Matrix liefert also die Koeffizienten a = 2 und b = 3; die Umkehrabbildung T~ liefert die Funktion
f(t) =2+ 3t A

Um die Invertierbarkeit einer Matrix festzustellen, betrachten wir Kern und Bild der zugehorigen linearen
Abbildung: Sie ist genau dann injektiv, wenn ihr Kern nur den Nullvektor enthélt, und genau dann surjektiv,
wenn ihr Bild der gesamte Zielraum ist (Abschnitt 5.2). Bei quadratischen Matrizen geniigt wegen der gleichen
Dimension von Ausgangs- und Zielraum bereits eine dieser beiden Eigenschaften.

Satz 5.65. Fiir n € IN und A € K™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) ker A = {0}.

(iii) rang A = n.

(iv) Das Tupel (A.1,..., A.,) ist eine geordnete Basis von (K", +,-).

Beweis. Nach Satz 5.61 ist A genau dann invertierbar, wenn f 4 bijektiv ist. Wegen Satz 5.23 ist dies bereits
zur Injektivitit von f4 dquivalent, also nach Beobachtung 5.17 zu ker A = {0}. Ebenso ist es zur Surjektivitat
von f, dquivalent. Diese gilt genau dann, wenn f4(K") = K™ ist, also nach Satz 4.74 genau dann, wenn
dim f4(K™) = n gilt, also wenn rang A = rang(f4) = dim f4(K™) = n. Damit sind die Aussagen (i), (ii)
und (iii) dquivalent.

Nach der Definition des Matrix-Vektor-Produkts gilt fiir x € K"
n
fA(ZL') = Ax = ijA.j.
j=1

Der Vektor x ist also genau dann ein Urbild von y € K™, wenn x1, ..., x, die Koeffizienten einer Darstellung
von y als Linearkombination Z;‘:l xjA.; sind. Somit ist f4 genau dann bijektiv, wenn jeder Vektor y € K"
genau eine Darstellung als Linearkombination der Spalten von A besitzt. Nach Satz 4.55 ist dies genau dann
der Fall, wenn (A.1, ..., A.,) eine geordnete Basis von (K", +, -) ist. Damit sind auch die Aussagen (i) und (iv)
dquivalent. O

Die gleiche Dimension von Ausgangs- und Zielraum hat noch eine weitere Folge: Fiir quadratische Matrizen
geniigt es, eine der beiden Inversengleichungen nachzuweisen.

Korollar 5.66. Fiir n € N und A, B € K™ " folgt aus AB = I, bereits BA =1, und B = A~!.
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Beweis. Aus AB =1, folgt fiir jeden Vektor y € K", dass A(By) = y gilt. Jeder Vektor besitzt also unter f4
ein Urbild. Damit ist f4 surjektiv, nach Satz 5.23 auch injektiv und nach Satz 5.61 die Matrix A invertierbar.
Mit Korollar 5.50 erhalten wir

B=I,B=(A"'A)B=AYAB)=A"'1, = 4~L.

Daraus folgt auch BA = I,,. O

Beispiel 5.67. Die Voraussetzung quadratischer Matrizen ist wesentlich. Fiir

_ 1x2 (1 2x1
A= (1 0)eR"™, B—<0>€R

gilt

10
AB =14, BA = <0 0> # 1.
Die Abbildung fg bildet das einelementige Tupel (z) € R! auf (z,0)7 € R? ab; fa liefert zu (x,y)' das
Tupel (x) der ersten Koordinate. So macht f die Einbettung riickgdngig. Wenden wir die Abbildungen in
umgekehrter Reihenfolge an, so wird dagegen (z,y)' auf (x,0)" abgebildet. Die zweite Koordinate wird dabei
nicht wiederhergestellt. A

Fiir die Inversen gelten die vertrauten Regeln fiir Umkehrabbildungen. Insbesondere kehrt sich beim Riickgén-

gigmachen einer Verkettung die Reihenfolge um; dieselbe Regel kennen wir fiir inverse Gruppenprodukte aus
Satz 3.16.

Satz 5.68. Fiir n € IN und invertierbare Matrizen A, B € K"*" sind auch AB, A~! und A" invertierbar und
es gilt
(AB)—l — B_lA_l, (A_l)_l _ A, (AT)_l _ (A_l)T.

Beweis. Ubung. O

Die Menge der invertierbaren Matrizen ist also abgeschlossen beziiglich der Multiplikation und des Bildens
von Inversen. Sie bildet sogar eine Gruppe.
Beobachtung 5.69. Fiir n € IN bildet die Menge
GL,(K) = {A € K"*" | Aist invertierbar}
mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe (GL,,(K), -) mit neutralem Element I,,.
Beweis. Nach Satz 5.68 ist das Produkt zweier Elemente von GL,, (K) wieder ein Element dieser Menge. Die
Multiplikation ist nach Korollar 5.50 assoziativ. Die Einheitsmatrix ist ihre eigene Inverse und liegt daher in

GL,,(K); sie ist das neutrale Element. Jedes A € GL, (K) besitzt die Inverse A~1, die nach Satz 5.68 ebenfalls
in GL,, (K) liegt. Damit sind die Gruppenaxiome erfiillt. O
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5.6 Basiswechsel

Die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung hingt von den gewahlten Basen ab. Wir untersuchen nun,
wie sie sich verdndert, wenn wir andere Koordinaten verwenden. Dazu betrachten wir zunéchst den Koordina-
tenwechsel eines einzelnen Vektors.

Beispiel 5.70. Aus Beispiel 4.100 kennen wir die geordnete Basis B = ((1,1)7,(1,0) ") von R? und den Vektor
x = (2,1)". Mit der geordneten Standardbasis € gilt

m%:G), u&:@)

Die Koordinaten (r,s) " beziiglich B beschreiben den Vektor

(1)) 07)

Umgekehrt gilt fiir jeden Vektor y = (u,v) ' die Darstellung y = v(1,1)T + (u — v)(1,0) . Somit rechnen die

Matrizen
() wm=ie (O 1) e =i

die Koordinaten ineinander um. Fiir unseren Vektor x erhalten wir insbesondere
1 1 1 2 0 1 2 1
Go)0)=C) G )0-6) .

Der Vektor bleibt bei dieser Umrechnung unverdndert, seine Koordinaten dndern sich. Die beiden Matri-
zen beschreiben daher die Identitét beziiglich verschiedener Ausgangs- und Zielbasen. Dies fiihrt zu einer
besonderen Darstellungsmatrix. Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 5.71. Sei (V, +, -) ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K mit geordneten Basen B, €. Die
Matrix

Secsp = [idv]ecs

heil3t Basiswechselmatrix von ‘B nach €.

Beobachtung 5.72. Fiir geordnete Basen B = (b, ..., b)) und € eines endlichdimensionalen Vektorraums
(V,+,-) tiber K und jeden Vektor v € V gilt

SQ(_% = ([b(l)]c, cooy [b(n)]g), und [’U]@ = S¢<_s3 [’U]%.

Beweis. Die Spalten der Darstellungsmatrix sind nach Definition 5.38 gegeben durch [idy (b)]¢ = [bY]¢.

Aufderdem gilt

e = [idy (v)]e "2 [idy]ecs[v]s = Secnv]s. O
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Die Spalten der Basiswechselmatrix sind also die Koordinaten der alten Basisvektoren in der neuen Basis. Bei
verschiedenen Basen ist die Darstellungsmatrix der Identitdt im Allgemeinen keine Einheitsmatrix, wie bereits
Beispiel 5.70 zeigt. Ein Basiswechsel lasst sich jedoch stets riickgdngig machen.

Korollar 5.73. Fiir zwei geordnete Basen B, ¢ eines endlichdimensionalen Vektorraums tiber K ist S¢. %
invertierbar und es gilt

(S&—%) - = Sy c.

Beweis. Die Identitat ist ein Automorphismus und ihre eigene Umkehrabbildung. Nach Korollar 5.63 ist ihre
Darstellungsmatrix daher invertierbar, und wir erhalten
-1 . —15.63 . ;— :
(Sees)” = ([dv]ees) = [dy']see = [idv]sce = Spec. O

Beispiel 5.74. Die beiden Matrizen aus Beispiel 5.70 sind

1 1 0 1
Secp = (1 0> ; Spee = (1 _1) :

Die erste rechnet Koordinaten beziiglich B in Standardkoordinaten um, die zweite iibernimmt den Riickweg. Nach
Korollar 5.73 sind sie zueinander invers:

1 1) (0 1Y _ (10411 1-14+1-(=1)) _y
1 0/\1 -1)  \1-04+0-1 1-1+0-(-1))
0 1 1 1Y\ 0-1+1-1 0-14+1-0 I A
1 -1)\1 0/ \1-14(-1)-1 1-14(=1)-0) =
Nun wechseln wir die Basen fiir eine lineare Abbildung f: V' — W. Wir kennen ihre Darstellungsmatrix
beziiglich der alten Basen B8 von V und € von W und méchten stattdessen 98’ und ¢’ verwenden. Dazu
rechnen wir zunédchst neue Eingabekoordinaten in alte um, wenden dann die bekannte Darstellungsmatrix an
und wechseln zuletzt von alten zu neuen Ausgabekoordinaten. Fiir einen festen Vektor v € V sind dies die
drei Schritte
[v]s = S [v]op/,
[f(v)]e = [flees[v]s,
[F(0)]e = Seree[f(v)]e.

Setzen wir die Gleichungen nacheinander ein, steht die zuerst angewandte Matrix im Produkt rechts.

Satz 5.75. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen (V, +, -) und
(W, +,-) tiber K. Fiir geordnete Basen B, B’ von V und ¢, ¢’ von W gilt

[fleress = Sere—c¢ [fleen Spesp-

Beweis. Die drei Koordinatenschritte entsprechen der Verkettung f = idy of oidy . Fiir idy, verwenden wir 8B’
als Ausgangs- und ‘B als Zielbasis; fiir idy, entsprechend € und ¢’. Mit der Verkettungsregel erhalten wir

[f] ¢—B = [ldW Of o idv]eg_%/
2 [idwleee [flecs [idv]sew

= Secelflecs Spem O
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Wenn eine Abbildung einen Vektorraum in sich selbst abbildet, konnen wir fiir Eingabe und Ausgabe dieselbe
Basis verwenden. Dann sind die beiden Koordinatenwechsel zueinander invers.

Korollar 5.76. Sei f: V' — V eine lineare Abbildung eines endlichdimensionalen Vektorraums (V, +, -) iiber K
mit geordneten Basen B, B’. Setzen wir A := [f]p. s und S := Sy, w5/, so gilt

[flrm = ST1AS.

Beweis. Es gilt

[lares " Swres [flses Ssew = S1AS. O

Dabei iibersetzt S neue in alte Koordinaten; anschlieBend wenden wir A und zuletzt S~! an. Fiir diesen
Basiswechsel muss [ nicht bijektiv sein. Wir nutzen ihn nun, um die Matrizen zweier bekannter geometrischer
Abbildungen zu vereinfachen.

Beispiel 5.77. Wir betrachten die Orthogonalprojektion m¢ auf die Gerade G = ((1,1)") und die Spiegelung s¢
an G aus Beispiel 5.35. Begziiglich der geordneten Standardbasis € haben sie die Matrizen

1/1 1 01
P‘2(1 1>’ R‘(1 o)'

Wir wechseln zur geordneten Orthonormalbasis Q = (q'V, ¢"¥) aus Beispiel 4.100 mit

) ()

Der erste Basisvektor liegt auf G, der zweite steht senkrecht auf G. Daher gilt

(1) (1)

ma(q) = q", ma(q¢?) =0, sa(g) = ¢, sa(q?) = —q%.

Die Koordinaten dieser Basisbilder liefern unmittelbar

[mclaca = <(1) 8) . [sclaca = <(1) _01> :

In diesen Koordinaten behdlt die Projektion die erste Koordinate bei und setzt die zweite auf null; die Spiegelung
kehrt das Vorzeichen der zweiten Koordinate um.

Wir iiberpriifen die beiden Darstellungsmatrizen mithilfe der Basiswechselmatrix. Ihre Spalten sind die Standard-
koordinaten der neuen Basisvektoren, also

1 /1 1
Q = Seen = E <1 _1>-

Hier ist Q? = I, also Q~!' = Q. Die Gleichheit von Hin- und Riickwechsel ist eine Besonderheit dieser Basis; in
Beispiel 5.74 waren die Matrizen verschieden. Nach Korollar 5.76 erhalten wir

cioen=ara=L (0 ) (D 1) -0 0)
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Fiir die Spiegelung erhalten wir entsprechend

salaca = Q7RO = % G —11> <(1) (1)> G —11> - <(1) —01>‘
Wir projizieren und spiegeln nun den Punkt « = (2,1)" aus Beispiel 5.70. In Standardkoordinaten ergibt sich
[mc(x)]e = Plz]e = % G i) G) = % <§> ,
satle =riale = (1 ) (1) = (3)-

Fiir die Rechnung beziiglich Q bestimmen wir zundchst die Koordinaten desselben Punkts:

-t (1) (- 50)

Die neuen Darstellungsmatrizen liefern damit

ret@lla = lnalacalela = 5 (3 o) (1) = 5 (3)
sa(@ls = balaealela = 7 (5 %) () =75 (2))-

Zum Vergleich rechnen wir diese Ergebnisse mit () in Standardkoordinaten zurtick:

1/1 1 3 1/3
are@la=3 (1 ) (5) =3 (3) =@l
1/1 1 3 1
absa@la=5 (1 1) (1) = (5) = bet@ie
Beide Rechnungen liefern also denselben Projektionspunkt wg(x) = (%, %)T und denselben Spiegelpunkt sg(x) =
(1,2)". Die Koordinaten der Ergebnisse unterscheiden sich, die Punkte selbst stimmen iiberein. A

In Beispiel 5.77 beschreiben die Matrizen P und [7¢]qq dieselbe Abbildung in unterschiedlichen Koordinaten
und genauso R und [sg]q«a. Wir geben dieser Beziehung zwischen quadratischen Matrizen einen Namen.

Definition 5.78. Fiir n € IN heien zwei Matrizen A, B € K™*" dhnlich, wenn eine invertierbare Matrix
S € K™*" existiert mit
B=S"1AS.

Tatsachlich treten dhnliche Matrizen genau als Darstellungsmatrizen einer gemeinsamen Abbildung auf.

Satz 5.79. Zwei Matrizen A, B € K™*" sind genau dann dhnlich, wenn es einen n-dimensionalen Vektorraum
(V,+,-) liber K, eine lineare Abbildung f: V' — V und geordnete Basen 8, € von V' gibt mit

A= [f]%e%7 B= [f]@(—ﬁ-
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Beweis. Sind A und B solche Darstellungsmatrizen, so folgt mit S := Sg. ¢ aus Korollar 5.76 die Gleichung
B = S~ AS. Die Wechselmatrix ist nach Korollar 5.73 invertierbar; damit sind A und B &hnlich.

Seien umgekehrt A und B dhnlich. Dann existiert eine invertierbare Matrix S mit B = S~!AS. Wir wihlen
V = K™ und f = f4. Als 6 wahlen wir die geordnete Standardbasis von K" und setzen € := (S.1,...,S.,).
Da S invertierbar ist, ist € nach der Implikation (i) = (iv) aus Satz 5.65 eine geordnete Basis von K". Die
Spalten von S sind die Koordinatenvektoren der Basisvektoren aus € beziiglich der Standardbasis 8, nach
Beobachtung 5.72 ist also S = Sy, ¢. Damit folgt

[fales = A, [falece = S71AS = B. O

Bei jeder der beiden Darstellungen wird im Ausgangs- und Zielraum dieselbe Basis verwendet. Die Abbildung f
bleibt beim Basiswechsel unverdandert. Die beiden Abbildungen f4 und fp auf Koordinatenvektoren konnen
dagegen verschieden sein: Sie beschreiben die Wirkung von f in unterschiedlichen Koordinaten.

Beobachtung 5.80. Fiir jedes n € IN ist Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf K™*".

Beweis. Ubung. O

Ein Basiswechsel verdndert die Darstellung einer Abbildung. Eigenschaften, die unabhéngig von den Koordi-
naten sind, miissen dabei erhalten bleiben. Wir zeigen dies fiir den Rang und die Invertierbarkeit.

Satz 5.81. Sind A, B € K™*™ &hnlich, so gilt rang A = rang B. Aul’erdem ist A genau dann invertierbar,
wenn B invertierbar ist.

Beweis. Sei B = S~'AS mit invertierbarem S. Nach Beobachtung 5.48 gilt fg = fg-1 0 fa o f5. Wegen der
Surjektivitdt von fg folgt

fB(K™) = fs1(falfs(K™))) = fs-1(fa(K™)).
Nach dieser Gleichheit ist die Abbildung

g: fa(K") = fB(K™),  y = fs-1(y),

wohldefiniert (jeder Wert liegt im Zielraum) und surjektiv. Als Einschrankung der linearen Abbildung fg-1
ist auch g linear. Da S~! invertierbar ist, ist fg-1 nach Satz 5.61 injektiv und damit auch seine Einschrin-
kung g. Somit ist g ein Isomorphismus zwischen den beiden Bildraumen. Nach Korollar 5.25 stimmen deren
Dimensionen iiberein, und nach Definition des Rangs erhalten wir

rang A = dim f4(K") = dim fp(K") = rang B.

Ist A invertierbar, so ist nach Satz 5.68 auch das Produkt B = S~!AS invertierbar. Die Umkehrung folgt
ebenso aus A = SBS~L. O
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5.7 Anwendungsbeispiel: Bildcodierung

Wir veranschaulichen nun das Grundprinzip der Haar-Wavelet-Transformation, die in der Bildcodierung
verwendet wird.

Wir wollen ein Bild ndherungsweise durch weniger Information beschreiben. Dazu nutzen wir, dass benach-
barte Bildpunkte haufig dhnliche Helligkeitswerte haben. Ein Graustufenbild besteht aus Bildpunkten, den
sogenannten Pixeln, denen jeweils ein Helligkeitswert zwischen null und eins zugeordnet ist: Null bedeutet
schwarz, eins weil3, und die Werte dazwischen beschreiben verschiedene Grautone. Ist das Bild w Pixel breit
und A Pixel hoch, so enthélt es w - h solche Werte. Lesen wir diese zeilenweise aus, erhalten wir einen Vektor
in [0, 1]¥" C Rw™.

Fiir die Rechnung betrachten wir zundchst nur zwei benachbarte Pixel mit den Helligkeitswerten a, b € [0, 1].
Wir fassen sie zu einem Vektor & = (a,b)’ zusammen. Statt beide Werte einzeln zu betrachten, verwenden

wir ihren Mittelwert und ihre halbe Differenz:
b _
m =2 + , d:="2 b.
2 2

Der Mittelwert m beschreibt die gemeinsame Helligkeit der beiden Pixel, wiahrend d ihren Unterschied erfasst.

() () o()

sind (m, d) " die Koordinaten von z beziiglich der geordneten Basis 8 = ((1,1)", (1, —1)"). Mit der geordneten

Standardbasis € gilt
1/1 1 _ 1 1
T :=Spcc¢= 3 (1 _1> ; T7!=Secs = <1 _1> :

Nach Beobachtung 5.72 liefert Tz die neuen Koordinaten (m,d) ". Korollar 5.73 garantiert, dass der Basis-
wechsel umkehrbar ist und somit keine Information verliert. Aus m, d erhalten wira = m +dund b=m —d
zurtick.

Bei dhnlichen Nachbarwerten ist |d| klein. Wir ersetzen d durch null, falls |d| < 0,02, und behalten d andernfalls
bei. Anschlie3end rechnen wir in die urspriinglichen Koordinaten zuriick. Beispielsweise erhalten wir

0,40 ,L 0,41 '& 0,41 'T_—1> 0,41 mit D 10
0,42 —0,01 0 0,41 “\0 0/

In den urspriinglichen Koordinaten wiirde das Nullsetzen eines Eintrags, also die Anwendung von D, einen
Pixel schwarz férben. In den neuen Koordinaten verwerfen wir mit d = —0,01 nur den geringen Helligkeitsun-
terschied, wihrend die gemeinsame Helligkeit m = 0,41 erhalten bleibt. Nach Korollar 5.76 konnen wir das
Nullsetzen der Differenz in den urspriinglichen Koordinaten durch die Matrix

1/1 1
— -1 ——
P=T DT—2<1 1>

beschreiben. Dies ist die Orthogonalprojektion aus Beispiel 5.35. Wir wechseln also mit 7" die Basis, setzen
mit D die zweite Koordinate auf null und wechseln mit 7~ zuriick. Der Informationsverlust lasst sich auch
am Rang ablesen: Da P und D &ahnlich sind, gilt

rang P o2l rang D = 1.
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Von den beiden unabhéngigen Koordinaten bleibt also nur eine erhalten; die urspriingliche Differenz lasst
sich aus dem projizierten Pixelpaar nicht zurtickgewinnen.

Fiir ein ganzes Bild mit gerader Breite w teilen wir jede Zeile in Paare benachbarter Pixel auf und wenden
denselben Koordinatenwechsel auf jedes Paar an. Die Matrizen fiir das ganze Bild lauten dann

T 0 D 0 P 0
Tgia = , Dgjq = , Pgija = ,
0 T 0 D 0 P

wobei jeweils wTh Blocke der Grof3e 2 x 2 auf der Diagonale stehen; alle Eintrage au8erhalb dieser Blocke sind
null. Dieser Basiswechsel ist umkehrbar, denn aus jedem Paar (m, d) konnen wir die urspriinglichen Werte
a =m + d und b = m — d zuriickgewinnen. Ersetzen wir in den neuen Koordinaten samtliche Differenzen
durch null, so erhalten wir nach dem Riickwechsel die Orthogonalprojektion mit der Matrix Pg;jq. Sie ersetzt
in jedem Pixelpaar beide Helligkeitswerte durch ihren Mittelwert. Beim oben beschriebenen Verfahren setzen
wir nur die kleinen Differenzen auf null und erhalten so beim Riickwechsel ein angenahertes Bild. Bei vier
Pixeln ergibt sich beispielsweise

0,40 0,41 0,41 0,41
0,42 | 7m0 | 0,01 | Dea | 0 | 75k [ 0,41
0,80 = 0,79 0,79 = 0,79
0,78 0,01 0 0,79

Der Helligkeitsunterschied zwischen den beiden Pixelpaaren bleibt erhalten; nur die kleinen Unterschiede
innerhalb der Paare gehen verloren. Sind viele benachbarte Pixel dhnlich hell, entstehen dabei viele Null-
koordinaten. Wir konnen dann Speicherplatz sparen, indem wir nur die von null verschiedenen Eintrage
zusammen mit ihren Positionen speichern.

Abbildung 5.1 zeigt die Wirkung verschiedener Schwellwerte auf dasselbe Bild. Fiir die Darstellung verwenden
wir das vollstdndige Motiv mit 64 x 64 Pixeln und vergrof3ern es, damit die Verdnderungen sichtbar werden.
GroRRere Schwellwerte fithren zu mehr Nullkoordinaten und grof3erer Speicherersparnis, entfernen aber auch
deutlichere Helligkeitsunterschiede.

Original T =0,02 7 =20,10 7 =0,50

e bl -

3 5 I." " — —

H g e %—ﬁ k E - rﬂ = rﬁlﬁ
0% Ersparnis 25,1 % Ersparnis 34,3 % Ersparnis 37,4 % Ersparnis

Abbildung 5.1: Bildnaherung durch das Nullsetzen von Differenzen mit |d| < 7. Die Speicherersparnis gilt ge-
geniber unkomprimierten 8-Bit-Pixeln bei Speicherung der Mittelwerte, einer Positionsmaske
und der verbleibenden Differenzen. Foto: Lav Varshney (scikit-image), CCO.
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6 Lineare Gleichungssysteme und Eigenwerte

Lineare Gleichungssysteme sind in der Informatik von zentraler Bedeutung: Sie treten etwa in der Computer-
grafik bei der Berechnung von Schnittpunkten, in der medizinischen Bildverarbeitung bei der Rekonstruktion
von Computertomographiebildern, in der technischen Informatik bei der Simulation elektrischer Schaltungen,
in der Codierungstheorie bei der Wiederherstellung fehlender Daten, im wissenschaftlichen Rechnen bei
der Berechnung von Kréften in Tragwerken und der Simulation von Warmeverteilungen, im maschinellen
Lernen bei der Anpassung linearer Vorhersagemodelle an Trainingsdaten, in der Robotik bei der Berechnung
von Gelenkgeschwindigkeiten fiir eine gewiinschte Greiferbewegung und bei vielen weiteren Aufgaben auf.
Uns sind sie bereits mehrfach begegnet: beim Gerade-Ebene-Schnitt in Beispiel 4.7, bei der Bestimmung
von Kernen und Urbildern in Beispiel 5.22 und bei der Rekonstruktion einer Funktion aus ihren Werten in
Beispiel 5.64. Bisher haben wir diese Systeme durch passende Umformungen gelost. Nun entwickeln wir ein
allgemeines Verfahren, mit dem wir Losbarkeit und Eindeutigkeit priifen und sdmtliche Losungen bestimmen
konnen.

Ein solches Losungsverfahren hilft uns auch, wiederholte Anwendungen linearer Abbildungen besser zu
verstehen und effizienter zu berechnen. Das ist beispielsweise wichtig, wenn wir die Entwicklung einer
Population {iiber viele Generationen, die Haufigkeit von Webseitenbesuchen bei zufélligen Klicks oder die
Verdnderung eines Bildes durch wiederholte Anwendung eines Filters untersuchen. Eine passende Basis kann
diese Untersuchung wesentlich vereinfachen. Bei der Projektion und Spiegelung aus Beispiel 5.77 haben wir
bereits Richtungen gefunden, in denen die Abbildung nur mit einem festen Faktor multipliziert. Bilden solche
Richtungen eine Basis, konnen wir jede Koordinate einzeln betrachten und das Ergebnis nach vielen Schritten
durch Potenzen der jeweiligen Faktoren berechnen. Im weiteren Verlauf des Kapitels untersuchen wir, wann
eine solche Basis existiert und wie wir sie mithilfe linearer Gleichungssysteme bestimmen kénnen.

6.1 Lineare Gleichungssysteme

Die Gleichung Ax = b tritt beim Schneiden von Geraden und Ebenen sowie beim Bestimmen von Kernen,
Urbildern und Koordinaten auf: Wir suchen ein Urbild von b unter f4, also Koeffizienten, mit denen sich b als
Linearkombination der Spalten von A darstellen l&sst. Bilden die Spalten in ihrer Reihenfolge eine geordnete
Basis von K™, so suchen wir gerade die Koordinaten von b beziiglich dieser Basis. Zunéachst fiihren wir die
Begriffe ein, mit denen wir solche Gleichungen und ihre Losungen beschreiben.
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Definition 6.1. Ein lineares Gleichungssystem iiber einem Korper K mit m € IN Gleichungen und n € IN
Unbekannten z1, ..., x, hat die Form

n

> j=141T; = by,
n

> j=142;T; = by,

n _
ijlAmjxj = bm,

mit einer vorgegebenen Koeffizientenmatrix A € K™*™ und rechten Seite b € K. Fiir b = 0 heil3t das System
homogen, sonst inhomogen. Jeder Vektor x € K", der alle Gleichungen erfiillt, heil3t Losung und die Menge
aller Losungen heil3t Losungsmenge des Systems.

Wir schreiben das Gleichungssystem kurz als Az = b und definieren die erweiterte Koeffizientenmatrix

A ... A | b1
(Alb)=| | | e BT,
Ami ... Apn | bm

Beispiel 6.2. Beim Gerade-Ebene-Schnitt aus Beispiel 4.7 haben wir das System

s+t—r=0, 11 -1\ /s 0

s+2t—r=1, also 1 2 -1 t] =11

% —r =0 0 2 -1 T 0
—_————

A x b

gelost. Dort haben wir & = (1,1,2) T als einzige Losung bestimmt. Dieser Vektor enthdlt die Parameter der Geraden
und der Ebene; Einsetzen in deren Darstellungen ergibt den Schnittpunkt (2,3,3)". In der Sprache der linearen
Abbildungen ist also ;' ({b}) = {(1,1,2)T}. A

Im Allgemeinen muss eine Losung weder existieren noch eindeutig sein. Die Losungsmenge ist ein Urbild
unter f4. Nach Satz 5.18 ist jedes nichtleere Urbild eine Verschiebung des Kerns.

Korollar 6.3. Ist z(© € K™ mit n € IN Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b iiber K, dann ist die
Losungsmenge des Gleichungssystems gegeben durch

{x e K" | Az = b} = 2© + ker A.

Insbesondere ist ker A die Losungsmenge des homogenen Systems Ax = 0 und jede nichtleere Losungsmenge
ein affiner Raum der Dimension n — rang A.

Beweis. Die Losungen sind genau diejenigen Vektoren € K", fiir die f4(x) = Az = b gilt. Die Losungsmenge
ist also das Urbild f;'({b}). Nach Satz 5.18 ist f;'({b}) = 2@ + ker(fa) = x© + ker A ein affiner Raum,
da K™ endlichdimensional ist. Im homogenen Fall konnen wir © = 0 wihlen und erhalten als Losungsmenge
0 + ker A = ker A. Korollar 5.21 liefert dim f;'({b}) = dim K™ — rang(f4), also gilt die Dimensionsaussage
wegen dim K" = n und rang(f4) = rang A. O]
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Fiir ein 16sbares System gentiigt es somit, eine einzige Losung =® und den Kern von A zu bestimmen. Alle
Losungen erhalten wir, indem wir zu (® jeweils einen Vektor aus ker A addieren. Ist {u™®,... u®} eine
Basis von ker A, so hat jede Losung nach Satz 4.55 genau eine Darstellung

=z +tiu" + - Ftgu? mit t1,...,tq € K.

Die Koeffizienten ¢4, . .., ¢, konnen wir unabhingig voneinander wahlen; wir nennen sie freie Parameter der
Losungsdarstellung. Sie beschreiben die Freiheitsgrade der Losungsmenge, wie zuvor die Parameter einer
Geraden oder Ebene. Thre Anzahl d = n — rang A stimmt mit der Dimension der Losungsmenge iiberein.

Der Rang gibt auch Auskunft dariiber, ob {iberhaupt eine Losung existiert. Dafiir muss b eine Linearkombination
der Spalten von A sein. Das Anhédngen von b als zusatzliche Spalte verdndert dann die lineare Hiille und damit
den Rang nicht. Andernfalls erhoht sich der Rang um eins. Die Losbarkeit 1édsst sich daher durch Vergleich der
Réange von A und (A | b) priifen.

Satz 6.4. Sei A € K™*" und b € K™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Das System Ax = b ist l6sbar.
(ii) Esgiltbe (Aq,...,A.p).

(iii) Es gilt rang(A | b) = rang A.

Ein losbares System Ax = b hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn rang A = n ist.

Beweis. Es ist fa(x) = Az = b losbar genau dann, wenn b € f4(K™). Nach Beobachtung 5.33 ist dabei
fa(K™) = (A.4,...,A.,), also sind (i) und (ii) dquivalent.

Setzen wir U := (A.q,...,Ap)und W := (A.4q,...,A.n,b),s0 gilt U C W und U = W genau dann, wenn
b € U. Nach Satz 4.74 ist U = W dquivalent zu dim U = dim W, also zu rang A = rang(A | b). Also sind (ii)
und (iii) dquivalent.

Ist das System losbar, so ist seine Losungsmenge nach Korollar 6.3 eine Verschiebung von ker A. Sie enthilt
genau dann nur einen Vektor, wenn ker A = {0} ist, also wenn dim ker A = 0 gilt. Nach der Dimensionsformel
aus Satz 5.20 ist dies gleichbedeutend mit rang A = n. O

Bei quadratischen Matrizen sind die Bedingungen fiir Existenz und Eindeutigkeit besonders eng miteinander
verkniipft. Die bekannten Invertierbarkeitskriterien lassen sich unmittelbar als Aussagen iiber Gleichungssyste-
me lesen.

Korollar 6.5. Fiir A € K™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) Fiir jedes b € K™ hat Ax = b genau eine Losung.
(iii) Das homogene System Axz = 0 hat nur die Losung x = 0.

In diesem Fall ist x = A~'b die eindeutige Lésung von Ax = b.
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Beweis. Nach Satz 5.61 ist A genau dann invertierbar, wenn f4 bijektiv ist. Dies bedeutet, dass fiir jedes
b € K" genau ein € K™ mit f4(x) = b, also mit Az = b, existiert. Damit sind (i) und (ii) 4quivalent.

Nach Korollar 6.3 ist die Losungsmenge des homogenen Systems Axz = 0 genau ker A. Daher ist (iii) dquivalent
zu ker A = {0}. Nach Satz 5.65 ist dies wiederum &quivalent zu (i).

Gilt (i), so erhalten wir fiir jede Losung von Ax = b

x=T,x=(A"1A)x=A"1(Az) = A 'b. O

Das folgende Beispiel zeigt, wie Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatrix je nach rechter Seite
keine oder mehrere Losungen besitzen konnen.

Beispiel 6.6. Wir betrachten iiber R das Gleichungssystem

T+ T + 3 = 2, 1110
To+ a3+ 24 =1, mit A=10 1 1 1}, b=|1
T, + 220 + 223 + 14 =3 1221 3

Die dritte Gleichung ist die Summe der ersten beiden und liefert daher keine zusdtzliche Bedingung. Durch Einsetzen
sehen wir, dass z® = (1,1,0,0) " eine Lisung ist.

Um alle Losungen zu bestimmen, berechnen wir den Kern von A. Nach Korollar 6.3 ist dies die Losungsmenge
des homogenen Systems Ax = 0. Dessen zweite Gleichung liefert xo = —x3 — x4 und nach Einsetzen in die erste
Gleichung folgt x1 = x4. Die dritte Gleichung ist weiterhin die Summe der ersten beiden und stellt daher keine
gusdtgliche Bedingung. Fiir jede Wahl von z3 und x4 sind somit x1 und x, eindeutig bestimmt, und alle drei
Gleichungen sind erfiillt. Wir kénnen also x3 = s und x4 = t mit beliebigen s,t € R wdhlen und erhalten

wea={(4) beer}= () (1))

u u(2)
Die beiden Vektoren sind linear unabhdngig, denn aus su® + tu'® = 0 folgen an der dritten und vierten
Komponente s = t = 0. Somit gilt dimker A = 2 und nach der Dimensionsformel rang A = 4 — 2 = 2.
Korollar 6.3 liefert die gesamte Losungsmenge

) () (4)

Sie ist eine affine Ebene in R*; ihre Dimension ist entsprechend dem Korollar 4 — rang A = 2.

s,tE]R}.

Ersetzen wir die rechte Seite durch b’ = (2,1,4)7, so ist das System unlésbar: Aus den ersten beiden Gleichungen
folgt, dass die linke Seite der dritten Gleichung den Wert 3 hat, dort wird aber der Wert 4 verlangt. Die rechte
Seite b’ liegt also nicht in der linearen Hiille der Spalten von A. Nach Satz 6.4 gilt folglich

rang(A | b) = rang A = 2 < rang(A | b') = 3. A
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Beispiel 6.7. Bei der Ubertragung von Daten konnen einzelne Bits verloren gehen. Wir wollen sehen, wie zusdtzliche
Bits die Wiederherstellung der fehlenden Daten ermoglichen. Dazu rechnen wir iiber dem Korper Fy :== 7,/27,
dessen Elemente wir mit 0 und 1 bezeichnen. Die Addition entspricht der XOR-Verkniipfung aus Beispiel 3.14;
insbesondere gilt 1 + 1 = 0.

Wir iibertragen drei Datenbits x1, x2, x3 € IFo und senden gusdtzlich die beiden Priifbits
p1 =1+ To und P9 = To + T3.

Bei der Ubertragung gehen x; und x5 verloren; erhalten bleiben z3 = 1 sowie p; = 1 und py = 0. Um die beiden
fehlenden Bits wiederherzustellen, l6sen wir das lineare Gleichungssystem

T1+ w2 =p1 =1,
o+ 1 =po=0.

Aus der zweiten Gleichung folgt xo = —1 = 1 und damit aus der ersten 1 = 1 — 1 = 0. Die urspriinglichen
Datenbits waren also (0, 1, 1). Die zusdtzlichen Priifbits ermdglichen hier die eindeutige Rekonstruktion.

Geht aufSerdem po verloren, so bleibt fiir die fehlenden Datenbits nur die Gleichung x1 + xo = 1. Setzen wir xo = t,
so gilt 1 = 1 — t = 1 + t. Die Lésungsmenge ist daher

{01 [tem} = () + (1)) = {5 (D)}

Hier ist ((1,1)") der Kern der Koeffizientenmatrix (1 1), sodass unsere Darstellung der Lésungsmenge mit
Korollar 6.3 iibereinstimmt. Die Losungsmenge hat einen freien Parameter und damit Dimension eins, enthdlt
aber nur zwei Vektoren, da t nur die Werte 0 und 1 annehmen kann. Die verbleibenden Angaben reichen nicht aus,
um zwischen den beiden moglichen Nachrichten (1,0,1) und (0, 1, 1) zu unterscheiden. A

6.2 Das GauB-Verfahren

Wir beschaftigen uns jetzt mit einem systematischen Verfahren, die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems zu bestimmen. Nach Korollar 6.3 geniigt es dazu, eine Losung zu finden, zusammen mit einer Basis
des Kerns. Nach Satz 6.4 konnen wir anhand des Rangs entscheiden, ob Losungen existieren und ob die
Losung eindeutig ist.

Zum Einstieg betrachten wir iiber R das System 229 = 4 und z; + x2 = 3. Wir vertauschen zunéchst die
beiden Gleichungen, teilen dann die zweite Gleichung durch 2 und ziehen sie anschlieBend von der ersten ab.
In der erweiterten Koeffizientenmatrix lauten diese Schritte

0 2[4 (1 13\ (113} (10|l
1 113 0 2|4 0 1|2 0 112 )°
Das umgeformte System entspricht dem System z; = 1, x5 = 2, also konnen wir die Losung direkt ablesen.

Wir halten jetzt die Operationen fest, die wir soeben verwendet haben: das Vertauschen, Skalieren und
Kombinieren von Gleichungen. Wir werden sehen, dass diese drei Arten von Umformungen ausreichen, um
jedes lineare Gleichungssystem {iber einem Korper zu 16sen oder seine Unlésbarkeit festzustellen.
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Definition 6.8. Die folgenden Operationen sind elementare Zeilenumformungen einer Matrix M € K™*":
(i) Vertauschen zweier Zeilen M;. und Mj.; wir schreiben M;. <+ M;..
(ii) Multiplizieren einer Zeile M;. mit einem Skalar A\ € K \ {0}; wir schreiben M;. + AM;..

(iii) Addieren des A-Fachen einer Zeile M. zu einer anderen Zeile M;. mit i # j, wobei A\ € K ist; wir
schreiben M;. < M;. + AM;..

Zwei lineare Gleichungssysteme heien dquivalent, wenn ihre erweiterten Koeffizientenmatrizen durch

elementare Zeilenumformungen ineinander tiberfiihrt werden konnen.

Die entscheidende Eigenschaft von elementaren Zeilenumformungen ist, dass sie die Losungsmenge unveran-
dert lassen: Jede Losung vor der Umformung bleibt auch danach giiltig und jede Losung nach der Umformung
muss auch vorher schon giiltig gewesen sein.

Beobachtung 6.9. Aquivalente lineare Gleichungssysteme besitzen dieselbe Losungsmenge.

Beispiel 6.10. Wir betrachten iiber R das System

2x3 + x4 + x5 = 4,

2x1 + 2x9 + 3 + 325 = 3,
4x1 + 4xo + 4y + 224 + 625 = 12,
2x1 + 229 + dx3 + 224 + x5 = 11.

Es hat die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite b mit

0 0211|414
2210 3|3
M= (A]b) = 4 4 4 2 6|12
2 2 5 2 5|11

Wir wollen zundchst x1 aus den unteren Gleichungen entfernen. Da sein Koeffizient in der ersten Gleichung null
ist, vertauschen wir die ersten beiden Zeilen. AnschliefSend ziehen wir das Doppelte der ersten Zeile von der dritten
und die erste Zeile von der vierten ab:

2210 3 [ 2 210 33
0021 1|4 My.—Ms-M | 00 2 1 1[4
4 4 4 2 6|12 002206
2 2 5 2 5|11 0042 28

Unterhalb der ersten Zeile sind damit auch alle Eintrdge der zweiten Spalte null. Wir gehen zur dritten Spalte
weiter und verwenden die zweite Zeile, um x3 aus den darunterliegenden Gleichungen zu entfernen:

221033\ 0 /2210 3|3
00 21 1|4 My My.—2Ms. 0021 1|4
0 0 2 2 016 00 0 1 —-1]2
0 0 4 2 2|8 00 00 010
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Die letzte Zeile stellt keine Bedingung mehr. Wir beginnen daher mit der dritten Gleichung x4 — x5 = 2. Jede Losung
dieser Gleichung ldsst sich zu einer Losung des gesamten Systems ergdngzen: Die zweite Gleichung 2x3+ x4+ x5 = 4
bestimmt zu den gewdhlten Werten von x4 und x5 eindeutig den Wert von x3. Sie schrdnkt unsere Wahl von x4
und x5 also nicht weiter ein. Die erste Gleichung 2x1 + 2x9 + x3 + 3x5 = 3 legt dann nur noch die Summe 1 + x2
fest. Wir konnen somit xo wdihlen und daraus z1 bestimmen.

Um eine konkrete Losung zu erhalten, wdhlen wir x5 = 0. Aus der dritten Gleichung folgt x4 = 2. Die zweite
Gleichung wird damit zu 2x3 + 2 = 4, also ist x3 = 1. Die erste Gleichung lautet nun 2x1 + 2xs + 1 = 3, also
1 + x9 = 1. Wahlen wir zusdtzlich x5 = 0, so erhalten wir x1 = 1. Nach Beobachtung 6.9 ist damit

z® = (1,0,1,2,0)"

eine Losung des urspriinglichen Systems. AN
Mit einigen weiteren Zeilenumformungen konnen wir die Losung direkt ablesen.

Beispiel 6.11. Wir formen die zuletzt erhaltene Matrix M aus Beispiel 6.10 weiter um:

2210 3[3\ menrgons (2210 33
00 21 1|4 Ma.«+ 1 Ms. 0010 1|1
0O 00 1 —-1]2 0001 —-1/2
00 00 010 00 0 0 010

My« M.~ Mo. 1100 1|1
Mi.+5 M. 0010 1]1

0001 —1(2

0000 O01]0

Nun kénnen wir die Losung x'® ablesen, indem wir fiir jede (von 0 = 0 verschiedene) Gleichung die erste Variable
mit Koeffizient ungleich 0 auf den Wert der rechten Seite setzen und dann alle iibrigen Variablen auf 0:

0 0 0 0 0 0 0 0
3:(5):0, xﬁf):2:2+mé), xé)zlzl—xé), xé):O, az(l)zlzl—xé)—mé). A

Wir fiihren Begriffe fiir die erhaltenen Matrixformen aus den Beispielen 6.10 und 6.11 ein und zeigen im
Anschluss, wie wir jede Matrix systematisch mittels elementarer Zeilenumformungen in diese Formen bringen
konnen.

Definition 6.12. Eine Matrix M € K™*" hat Zeilenstufenform, wenn es r € {0, ..., m} und Spaltenindizes
p1 < -+ < p, gibt, sodass:

(i) Alle Zeilen unterhalb der r-ten Zeile sind Nullzeilen, also
Vie{r+1,...,m}: M;. =0".
(ii) In jeder Zeile i € {1,...,r} steht der erste von null verschiedene Eintrag in Spalte p;, also
My, # 0, (M1, ..., My 1)) =0".

Die Eintrage M;,, heil3en Pivotelemente, die Spalten M., Pivotspalten. Die Zeilenstufenform heil3t reduziert,
wenn die Pivotelemente 1 sind und alle anderen Elemente ihrer Spalte 0, also

Vie{l,...,r}: M.y, = e,
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Abbildung 6.1: Eine Iteration der Vorwartsphase, von links nach rechts: Pivot wahlen, in die aktuelle Zeile r
tauschen, Eintrage unter dem Pivot beseitigen. Rote und griine Eintrdge deuten Anderungen

an.

Das Gauj3-Verfahren fasst die bisherigen Rechnungen zu einem allgemeinen Verfahren zusammen. In der
Vorwdrtsphase bearbeiten wir die Zeilen von oben nach unten. In den noch nicht bearbeiteten Zeilen suchen wir
die erste Spalte mit einem von null verschiedenen Eintrag. Einen solchen Eintrag holen wir durch Zeilentausch
in die nachste Zeile r und beseitigen mit Vielfachen dieser Zeile die Eintrdge darunter (Abbildung 6.1). So

entsteht Zeilenstufenform.

Fiir die reduzierte Zeilenstufenform folgt die Riickwdrtsphase: Wir teilen jede Pivotzeile durch ihr Pivotelement
und beseitigen mit Vielfachen dieser Zeile die Eintrage dariiber (Abbildung 6.2). Bereits bereinigte Pivotspalten

bleiben dabei unveriandert.

Wir formulieren das Gaul3-Verfahren noch formal.

Algorithmus : Gauf3-Verfahren

Eingabe: Matrix M € K™*" iiber einem Korper K
Ausgabe: M in reduzierter Zeilenstufenform

(Vorwartsphase: Zeilenstufenform herstellen)

r<0

solange 3k € {r +1,...,m}: M. #0":

r—r+1

prmin{j € {1,...,n} | Ik {r,...,m}: My; # 0}
wahle k € {r,...,m} mit My, #0

falls k £ r: M,.. <> M.

firallek e {r+1,...,m}:

Mpp,.
| My My — 372 M,.

(Riickwartsphase: Reduzierte Zeilenstufenform herstellen)
firallei € {r,r —1,...,1}:
, _1 ar.
M;. iy, M;.
fir alle k € {1,...,i—1}:
L Mk. — Mk. — Mk:piM'i-

(Anzahl der bisherigen Pivots)
(Es gibt noch eine Nichtnullzeile)

(Pivotspalte suchen)
(Pivotzeile wihlen)
(Pivot in Zeile r holen)

(Eintrag unter dem Pivot beseitigen)

(Pivot auf eins bringen)

(Eintrag iiber dem Pivot beseitigen)

Wir beobachten, dass sich das Verfahren wie gewiinscht verhalt.
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Di Di Di

Abbildung 6.2: Eine Iteration der Rlickwartsphase, von links nach rechts: Pivot der aktuellen Zeile auf 1 bringen,
dann Eintrage tiber dem Pivot beseitigen. Rote und griine Eintrage deuten Anderungen an.

Satz 6.13. Das Gaul3-Verfahren iiberfiihrt jede Matrix M € K™*" durch elementare Zeilenumformungen
zundachst in Zeilenstufenform und anschlief3end in reduzierte Zeilenstufenform.

Beweis. Fiir die Vorwartsphase zeigen wir induktiv: Die bisherigen Pivots stehen treppenférmig, und alle noch
unbearbeiteten Zeilen enthalten bis einschlief3lich der letzten Pivotspalte nur Nullen. Vor der ersten Iteration
ist nichts zu zeigen. Im néchsten Schritt liegt das neue Pivotelement nach Induktionsvoraussetzung weiter
rechts. Die gewdahlte Pivotzeile enthalt links davon nur Nullen; beim Abziehen ihrer Vielfachen bleiben diese
Nullen erhalten, und die Eintrdge unter dem neuen Pivot werden null. Die bereits bearbeiteten Zeilen bleiben
unverdndert. Damit gilt die Aussage auch nach dieser Iteration. Nach hochstens min{m, n} Iterationen endet
die Phase; die verbleibenden Zeilen sind dann Nullzeilen. Es liegt also Zeilenstufenform vor.

Fiir die Riickwértsphase zeigen wir induktiv: Die Zeilenstufenform bleibt erhalten, und jede bereits bearbeitete
Pivotspalte enthélt eine 1 an ihrer Pivotposition und sonst nur Nullen. Dies gilt vor der ersten Iteration. Im
néchsten Schritt normieren wir das gewahlte Pivotelement auf 1 und beseitigen die Eintrage dariiber. Da
die Pivotzeile links vom Pivot nur Nullen enthéilt, bleiben die Stufenform und die anderen Pivots erhalten.
Auch die bereits bearbeiteten Pivotspalten dndern sich nicht, denn die verwendete Zeile enthalt dort nur
Nullen. Damit gilt die Aussage nach jeder Iteration, unabhingig von der Bearbeitungsreihenfolge. Sind alle
Pivotspalten bearbeitet, ist die Zeilenstufenform reduziert.

Alle Divisionen sind erlaubt, da Pivotelemente von null verschieden sind. Beide Phasen verwenden somit
ausschlief3lich elementare Zeilenumformungen. O

Wenden wir das Gaul3-Verfahren auf eine erweiterte Koeffizientenmatrix an, so erhalten wir nach Beobach-
tung 6.9 ein System mit derselben Losungsmenge (ein Pivotelement in der letzten Spalte beschreibt eine
nichterfiillbare Gleichung 0 = ¢ mit ¢ # 0).

Die Zeilenumformungen lassen sich dabei auch als Matrixmultiplikationen ausdriicken.

Beobachtung 6.14. Jede elementare Zeilenumformung einer Matrix M lasst sich ausdriicken als £ M, wobei E
eine der folgenden Matrizen ist (fehlende Eintrage sind 1 auf der Diagonalen und sonst 0):

1 1 1

1 1 1

Jede solche Matrix E ist invertierbar und es gilt ker(EM) = ker M.
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Beweis. Die Wirkung der Matrizen folgt direkt aus der Definition der Matrixmultiplikation. Die erste Matrix ist
ihre eigene Inverse; die Inversen der beiden anderen entstehen durch Ersetzen von A durch A~! beziehungs-
weise von A durch —\. Insbesondere gilt EMx = 0 <= Mz = E~'0 = 0 und damit ker(EM) = ker M. O

Eine Folge mehrerer elementarer Zeilenumformungen entspricht daher einer Multiplikation T' = FA =
EWE® ... E® A wobei F nach Satz 5.68 invertierbar ist. Dabei bleiben wegen ker T' = ker A alle linearen
Abhéngigkeiten zwischen den Spalten mit denselben Koeffizienten t € K™ erhalten, denn

0O=Tt=t1T1+ --+t,T,, <— O0=At=t1A1+ - -+1t,A.p.
Die von den Spalten erzeugten Untervektorraume miissen dagegen nicht gleich sein.

In Beispiel 6.11 haben wir eine Losung aus der reduzierten Zeilenstufenform gewonnen, indem wir alle
Eintrége des Losungsvektors, die zu keinem Pivotelement gehoren, auf 0 gesetzt haben und die anderen auf
die rechten Seiten der entsprechenden Pivotzeilen. Wir verallgemeinern dieses Vorgehen.

Beobachtung 6.15. Sei (T | ¢) mit 7' € K™*" in reduzierter Zeilenstufenform, und seien p; < --- < p, die
Indizes der Pivotspalten von 7T'.

(i) Gibtesi e {r+1,...,m} mit ¢; # 0, so hat Tx = ¢ keine Losung.

(i) Ist¢; =0 ftrallei € {r+1,...,m}, so ist eine Losung ' € K™ von Tx = c gegeben durch
T
z® = Z ci, e,
k=1

Nach Korollar 6.3 ist die Losungsmenge von Tz = ¢ im l6sbaren Fall gleich ¥ + ker 7. Um alle Losungen
anzugeben, benétigen wir also noch eine Basis von ker T'.

Beispiel 6.16. Wir verwenden die reduzierte erweiterte Koeffizientenmatrix

1100 1/1
0010 1]1
M=Tle)=| 9001 —1]2
0000 010

aus Beispiel 6.11. Nach Beobachtung 6.14 gilt ker A = ker T Fiir einen Vektor x im Kern gilt Tx = 0, also
r1 + 2o+ x5 =0, x3 + x5 =0, x4 — x5 = 0.

Wir konnen xo = s und x5 = t frei wihlen mit s,t € R; die Gleichungen bestimmen dann x1 = —s — t, x3 = —t

und x4 = t. Somit gilt
—s—t —1 —1
w:<ft>:s<é>+t<_‘)l>. 6.1)
t 0 1
t 0 1

Mit der speziellen Lésung ® = (1,0,1,2,0)" aus Beispiel 6.10 erhalten wir nach Korollar 6.3 die Losungsmenge

als
-1 -1
m(O)—l—kerA:a:(O)—l—{s ( é > +t (—?1) ’s,tER}.
0 1
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Die im Kern frei wdhlbaren Eintrdge zo und x5 sind genau jene, die zu keiner der Pivotspalten T.,, = T.1,
Tp, = T.3 und T.,, = T4 gehoren. Fiir jeden solchen Eintrag haben wir einen Parameter (s bzw. t) eingefiihrt.
In (6.1) trdgt der Parameter s zu seinem zugehorigen frei wdhlbaren Eintrag x5 bei sowie zum Eintrag x; tiber
den Koeffizienten T15. Der Parameter t trdgt zu seinem zugehorigen frei wdhlbaren Eintrag x5 bei sowie zu den
Eintrdgen x1, x3 und x4 iiber die Koeffizienten T}5, Tos und T35. Wir konnen also die erzeugenden Vektoren von
ker A direkt von T' ablesen, wobei wir Nullzeilen ignorieren:

0

1
1 -1 1 -1
1 -1 0 0 -1 1
i ) 0 0 1

0 O

A
)
S O =
S =
cooco

—_
-}
—
(-
—

A

Wir verallgemeinern das Vorgehen aus Beispiel 6.16, um eine Basis des Kerns einer Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform zu gewinnen.

Satz 6.17. Sei T € K™*"™ in reduzierter Zeilenstufenform mit den Pivotspaltenindizes p; < - -- < p,.. Dann ist
eine Basis von ker 7" gegeben durch

T
—_ () . e(PK)
B—{e —ZTk]e E

k=1

jE{1,...,n}\{p1,...,pr}}.

Beweis. Es ist « € ker T' genau dann, wenn T'x = 0. Das ist dquivalent zu Ty. = 0 fiir alle k € {1,...,m},
also zu

r

n n
x = ij e = ij e’ — Z(Tk x)e’r
j=1 j=1

k=1

— ixj e — i iTijj e k)
j=1

k=1 \j=1
n T
= ij (e(j) - ZT’W e(”k)> ) (6.2)
j=1 k=1

Da T in reduzierter Zeilenstufenform ist, ist die rechte Seite eine Linearkombination von Vektoren aus B: Fiir
j = pi ist die Pivotspalte T'; = e, also verschwindet der Summand

' T
e — ZTkj e®r) = el _ Z e;;’) e®r) = ) _ o) — (.
k=1 k=1

Also ist ker T C (B). Umgekehrt ist B C ker 7" und damit (B) C ker T, da wir jeden Vektor aus B durch eine
triviale Linearkombination der Form (6.2) mit einem Summanden schreiben konnen. Also ist ker 7' = (B).

Da nur der Vektor e — >~ | Tj; e®*) € B einen j-ten Eintrag ungleich 0 hat, ist B linear unabhéngig und
somit eine Basis von ker T'. O

157



Da Zeilenumformungen die Losungsmenge und den Kern erhalten (Beobachtungen 6.9 und 6.14), kénnen
wir Beobachtung 6.15 und Satz 6.17 auf das urspriingliche System iibertragen.

Korollar 6.18. Entsteht die reduzierte Zeilenstufenform (7' | ¢) aus (A | b) durch elementare Zeilenumfor-
mungen, so ist Az = b genau dann losbar, wenn keine Zeile (0, ...,0 | ¢) mit ¢ # 0 auftritt. Die Losungsmenge
ist dann «© + (B), mit dem Vektor «* aus Beobachtung 6.15 und der Basis 5 aus Satz 6.17.

Das Gauf3-Verfahren funktioniert {iber beliebigen Koérpern.

Beispiel 6.19. Im Priifbit-Beispiel 6.7 hatten wir die Gleichungen =1 + o = 1 und zo = 1 iiber Fq. In
Matrixschreibweise ergibt sich, mit 1 + 1 = 0,

o 1 11\ Mi.<M.+M,. 1010
= R Y :
0 1|1 0 1|1
Wir konnen die Losung « = () also direkt ablesen. A

Uber I, ist jedes von null verschiedene Pivotelement automatisch 1. Das nichste Beispiel zeigt auch die
Pivotnormierung iiber einem endlichen Korper.

Beispiel 6.20. Wir rechnen iiber 5 := 7./57, das nach Satz 3.69 ein Korper ist. Wir bezeichnen die Restklassen
durch ihre Reprdsentanten 0,1, 2, 3, 4 und losen das System mit der erweiterten Matrix

M:=(A|b) =

W = DN
=W
O > =

1
2
3
Wegen 2 -3 = 1 in IF5 ist 21 = 3. Nach dem Gauf3-Verfahren formen wir wie folgt um:

Mo. < Mso.—Mj.
M3.<+ Ms3.—3Mj.

1 3 3|3 1 3 3|3
1 3 4|2 0 0 14
3 4 0|3 0 0 14

1 3 011
0 0 1|4
0 0 0]0

Also ist xo frei wahlbar und wir konnen x© = (0) von der rechten Seite ablesen. Der Erzeuger des Kerns ergibt

W~

sich aus der zweiten Spalte zu e® — <8) = (%) Damit ist die Losungsmenge

o e = (1) () [eeme) = (D (D (3. (- (D) a

Nach Satz 6.17 und Korollar 6.18 gehort zu jedem frei wahlbaren Eintrag ein Basisvektor des Kerns. Die
Dimension des Kerns und damit der affinen Losungsmenge (sofern sie nicht leer ist) entspricht also der Anzahl
der Freiheitsgrade, wie wir bereits in Abschnitt 6.1 {iberlegt hatten. Die Dimensionsformel aus Satz 5.20
liefert mit Beobachtung 5.33 auf3erdem einen Zusammenhang mit dem Rang der zugrundeliegenden Matrix.
Konkret gibt es bei n Spalten und r Pivotelementen n — r frei wahlbare Eintrage, also dim ker A = n — r und
nach der Dimensionsformel rang A =n — (n —r) = r.

158



Beobachtung 6.21. Hat eine durch Zeilenumformungen gewonnene Zeilenstufenform von A € K™*™ genau r
Pivotelemente, so gilt
dimker A =n —r, rang A = r.

Nach Satz 6.4 ist das System Ax = b genau dann losbar, wenn A und (A | b) denselben Rang haben.
Beobachtung 6.21 setzt keine reduzierte Zeilenstufenform voraus; wir konnen beide Rénge daher bereits
durch Abzahlen der Pivots in der gewohnlichen Zeilenstufenform bestimmen. Die Losbarkeit entspricht genau
der Bedingung, dass kein Pivot in der rechten Seite liegt, also keine Zeile (0, ...,0 | ¢) mit ¢ # 0 auftritt.

Im l6sbaren Fall entstehen nach Korollar 6.3 alle Losungen aus einer speziellen Losung x*, indem wir eine
beliebige Linearkombination einer Kernbasis addieren. Nach Beobachtung 6.21 hat eine solche Basis genau
n — r Vektoren. Die n — r Koeffizienten der Linearkombination entsprechen den Freiheitsgraden der Losung.
Insbesondere ist die Losung genau dann eindeutig, wenn jede Koeffizientenspalte ein Pivotelement enthélt.

Beispiel 6.22. Die erweiterte Matrix

2210 313
00 21 1|4
0001 —-1]2
0000 010

aus Beispiel 6.10 hat in ihrer Stufenform drei Pivots. Nach Beobachtung 6.21 ist ihr Rang 3. Die Losungsmenge
des urspriinglichen Systems ist also eine affine Ebene der Dimension 5 — 3 = 2 in R>. Ersetzen wir nur die rechte
Seite b = (4,3,12,11)7 durch b’ = (4,3,12,12)7, so fiihren dieselben Zeilenumformungen zur Matrix

2210 3|3
0021 1|4
0001 —-1]2
0000 0|1

Die letzte Zeile fordert 0 = 1. Das System ist daher unlésbar; die Koeffizientenmatrix hat weiterhin Rang 3, die
erweiterte Matrix nun aber Rang 4. A

Auch iiber einem endlichen Korper konnen wir die Dimension auf diese Weise ablesen.

Beispiel 6.23. Die reduzierte Stufenform
1 30
0 01
0 00
der Matrix (A | b) aus Beispiel 6.20 hat r = 2 Pivotelemente und A hat n = 3 Spalten. Nach Beobachtung 6.21
gilt daher

1
4
0

rang A = 2, dimkerA=3-2=1.

Die dort gefundene Kernbasis besteht entsprechend aus einem Vektor und die fiinfelementige Losungsmenge hat
Dimension 1. A

Wir kdnnen mit derselben Rechnung auch eine Bildbasis bestimmen: Die Pivotspalten der Zeilenstufenform sind
wegen ihrer versetzten Pivotpositionen linear unabhingig. Da Zeilenumformungen die linearen Abhéngigkeiten
zwischen den Spalten erhalten (Beobachtung 6.14), gilt dies auch fiir die entsprechenden Spalten der
urspriinglichen Matrix. Thre Anzahl stimmt nach Beobachtung 6.21 mit der Dimension dim f4(K") = rang A
des Bildes iiberein, sodass sie nach Satz 4.73 eine Bildbasis bilden.
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Beobachtung 6.24. Sei A € K™*", und seien p; < --- < p, die Indizes der Pivotspalten einer durch
Zeilenumformungen gewonnenen Zeilenstufenform von A. Dann ist eine Basis von f4(K") gegeben durch

{Apy,.. AL,

Beispiel 6.25. Die Indizes der Pivotspalten der Zeilenstufenform

2210 3 0 0 2 11
00 2 1 1 A— 2 21 0 3
000 1 —1 von "l 44426
0000 O 2 2 5 2 5

aus Beispiel 6.10 sind 1, 3 und 4. Nach Beobachtung 6.24 bilden daher die Originalspalten

VI VI )

eine Basis von fa(R®). Achtung: Die entsprechenden Spalten der Zeilenstufenform oder der reduzierten Zeilenstu-
fenform aus Beispiel 6.11 bilden hingegen keine Basis von f4(R?). A

Das Gaul3-Verfahren erlaubt es uns auch, Koordinatendarstellungen und Basiswechsel systematisch zu berech-
nen. Ist € = (¢,...,c™) eine geordnete Basis von K", so bestimmen wir die Koordinaten « := [v]¢ eines
Vektors v gemal3 Definition 4.61 durch Losen von

(c(l) c(")) T =v.
Fiir eine weitere geordnete Basis B = (b",... b)) erhalten wir die Basiswechselmatrix Sg, 5 gemafd
Beobachtung 5.72, indem wir dieses System fiir alle Vektoren v € {b'",... b™} 16sen. Dabei kénnen wir

jeweils dieselben elementaren Zeilenumformungen verwenden, daher konnen wir das System simultan fiir
alle rechten Seiten v 16sen.

Beispiel 6.26. Wir greifen die Basis B = ((1), (})) und die Standardbasis ¢ = ((}), ({)) aus Beispiel 5.70
wieder auf. Wir verwenden die Vektoren von B als Spalten der Koeffizientenmatrix A und l6sen Az = e*) und
Ax = e gleichzeitig:

111 0> Mo Ma. M. (1 1] 1 0) MY N A, <1 olo 1 )
ST _— .

M:_(A“b)_<1001 0 —1|-1 1 0 1|1 —1

Rechts stehen nun die B-Koordinaten der beiden Standardbasisvektoren. Nach Beobachtung 5.72 erhalten wir
damit die bereits bekannte Basiswechselmatrix

0 1

Dasselbe Prinzip fithrt zur Berechnung einer Inversen. Zu A € K™*" suchen wir eine Matrix B mit AB = L,.
Die j-te Spalte von B muss also das System Axz = e 16sen. Wir schreiben deshalb alle n rechten Seiten zur
erweiterten Matrix (A | I,,) zusammen. Erhalten wir durch Zeilenumformungen (I, | B), so stehen rechts die
Losungen dieser Systeme (Beobachtung 6.9). Damit gilt AB = I, und nach Korollar 5.66 ist A invertierbar
mit B = A1
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Ist umgekehrt A € K™*™ invertierbar, so hat A nach Satz 5.65 Rang n. Nach Beobachtung 6.21 hat ihre
Zeilenstufenform daher in jeder Spalte ein Pivotelement. Die reduzierte Zeilenstufenform ist somit I,,. Wir
konnen die linke Halfte also durch das Gaul3-Verfahren auf die gewiinschte Form bringen und fiihren dabei
alle Umformungen gleichzeitig an der rechten Halfte aus.

Korollar 6.27. Eine Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn sich (A | I,,) durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix der Form (I, | B) tiberfiihren lasst. In diesem Fall gilt B = A~ 1.

Beispiel 6.28. Wir bestimmen die Inverse der reellen Matrix

0
1
2

B:

Y

SN =
R

indem wir das Gauf3-Verfahren auf die erweiterte Matrix M := (B | I3) anwenden:

1 1 0|1 0 O 1 1 0,1 0O
293 1]0 1 0 | MeMe2Me 4 4| 9 1
01 2/0 0 1 01 2|0 01
1 1 0] 1 0 0
M3.<—M3.—M2. O 1 1 _2 1 0
001} 2 -11
1 1 0] 1 0 0
M2.<—M2.—M3. 0 1 0 _4 2 _1
0012 -1 1
1 0 0] 5 -2 1
M1.<—M1.—M2. O 1 0 _4 2 _1
001} 2 -1 1
Nach Korollar 6.27 ist B somit invertierbar mit
5 =2 1
Bl=|-4 2 -1
2 -1 1
Zur Kontrolle berechnen wir
1 1 0 5 =2 1
BBl =12 3 1|[-4 2 -1|=1I4 A
01 2 2 -1 1

Bemerkung 6.29. Die Dimension der linearen Hiille der Zeilen einer Matrix A heildt ihr Zeilenrang. Er stimmt
mit dem Rang von A, also ihrem Spaltenrang, iberein. Denn elementare Zeilenumformungen erhalten die
lineare Hiille der Zeilen. In Zeilenstufenform sind die Nichtnullzeilen wegen ihrer versetzten Pivotpositionen
linear unabhéngig und bilden somit eine Basis dieser Hiille. Ihre Anzahl ist nach Beobachtung 6.21 gerade
rang A. Insbesondere gilt rang AT = rang A.
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6.3 Determinanten

Mit dem Gauf3-Verfahren konnen wir den Rang einer Matrix und damit die Dimension des Bildes der zugeho-
rigen linearen Abbildung bestimmen (Beobachtung 6.21). Fiir einen Vektorraumautomorphismus R"” — R"
ist diese Dimension stets n (Satz 5.65). Wie stark er Flachen und Volumina verdndert, erkennen wir am Rang
jedoch nicht. Dafiir untersuchen wir, wie er das Einheitsquadrat beziehungsweise den Einheitswiirfel verformt.

Die Spalten einer reellen n x n-Matrix geben die Bilder der Standardbasisvektoren an. Im R? sind sie daher die
Kanten des Parallelogramms, auf das die Abbildung das Einheitsquadrat abbildet. Im R? entsteht entsprechend
ein Spat. Wir suchen eine Grolde, an der wir den Flacheninhalt des Parallelogramms beziehungsweise das
Volumen des Spats ablesen konnen.

Beispiel 6.30. Wir betrachten die Wirkung der Matrizen

30 11 0 1 1/1 1
S‘(o 2)’ H‘<0 1>’ R‘<1 0>’ P_2<1 1>

auf das Einheitsquadrat Q := [0, 1]? (siehe Abb. 6.3). Die Spalten der Matrizen sind genau die Bilder von e™
und e® unter den entsprechenden Abbildungen. Da jeder Punkt in Q eine Linearkombination von e und e®
ist, konnen wir die Wirkungen direkt an den Matrizen ablesen: Die Matrix S bildet Q auf ein Rechteck mit
Seitenldngen 3 und 2 ab; sein Fldcheninhalt ist 3 - 2 = 6. Die Matrix H schert Q zu einem Parallelogramm
gleicher Grundseite und Hohe 1; sein Fldcheninhalt ist 1 - 1 = 1. Die Matrix R spiegelt Q (siehe Beispiel 5.35);
sein Fldcheninhalt bleibt 1, aber die Reihenfolge der Basisvektoren dndert sich. Die Matrix P projiziert Q auf die
Gerade ((1,1)") (siehe Beispiel 5.35), wobei der Flicheninhalt 0 wird. A

fs(Q) fu(Q) fr(Q) fr(Q)

Abbildung 6.3: Die Bilder des Einheitsquadrats unter den Abbildungen aus Beispiel 6.30.

Wir hatten in den Beobachtungen 4.20 und 4.21 bereits iiberlegt, dass der Flicheninhalt des durch u, v € R?
aufgespannten Parallelogramms |u1ve — ugv; | betrdgt und das Volumen des durch u, v, w € R? aufgespannten
Spats |(u x v | w)|. Wir kénnen also bereits Fliche und Volumen des Bildes des Einheitsquadrats [0, 1]?
bzw. des Einheitswiirfels [0, 1] unter einer linearen Abbildung berechnen, indem wir fiir u, v und ggf. w die
Spalten der entsprechenden Matrix einsetzen. Wir wollen das jetzt auf beliebige Dimensionen und zugrunde
liegende Korper verallgemeinern.

Analog zu den natiirlichen Zahlen (Abschnitt 2.1), den reellen Zahlen (Abschnitt 3.6) und dem Skalarprodukt
(Abschnitt 4.6) gehen wir wieder axiomatisch vor, indem wir Eigenschaften festlegen, die wir uns fiir ein
verallgemeinertes Volumen (bzw. eine verallgemeinerte Flache) wiinschen.

Wir versehen das Volumen zunédchst mit einem Vorzeichen, damit wir die Wirkung der Spiegelung R in
Beispiel 6.30 auf das Einheitsquadrat am Vorzeichenwechsel bei der Flache seines Bildes erkennen konnen.
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Wir gehen dazu von den Formeln fl(u, v) = ujvs — ugv; und vol(u, v, w) = (u X v | w), also ohne den Betrag
zu nehmen, aus.

Eine zentrale Eigenschaft der Abbildungen fl und vol ist, dass sie multilinear sind, also linear, wenn wir alle
bis auf ein beliebiges Argument festhalten: Bei Streckung einer Spalte um einen Faktor A dndert sich der Wert
der Abbildung um denselben Faktor ), also

fl(A\u,v) = fl(u, \v) = AMl(u,v) bzw. vol(Au, v, w) = vol(u, \v, w) = vol(u, v, \w) = Avol(u, v, w);

insbesondere kehrt die Spiegelung einer Spalte, also Streckung um Faktor A\ = —1, das Vorzeichen um.
Andererseits addieren sich die (vorzeichenbehafteten) Hohen bei festgehaltener Grundseite bzw. Grundflache,
wenn wir Spalten addieren, also beispielsweise

fl(u,v +v') = fl(u,v) + l(u,v’)  bzw. vol(u, v + v, w) = vol(u, v, w) + vol(u, v, w).

Spannen die Spalten nicht den ganzen Raum auf, so sind Fldche und Volumen 0; das gilt insbesondere, wenn
zwei Spalten identisch sind. Das Einheitsquadrat hat Flacheninhalt 1, der Einheitswiirfel Volumen 1.

Diese Eigenschaften geniigen tatsdchlich, um das verallgemeinerte Volumen eindeutig festzulegen.

Definition 6.31. Sei K ein Kérper und n € IN. Eine Abbildung det : K™*"™ — K heil3t Determinante, wenn

(i) sie multilinear in den Spalten ist, also fiir jede Spalte, alle u,v € K™ und \, u € K gilt:

det((-+- M+ pv -+ )) = Adet((-+- w --+)) + pdet((--- v --)),

(i) sie alternierend ist, also det(A) = O fiir alle A € K™*" gilt, fir die 4,j € {1,...,n} miti # j und
A.; = A.; existieren.

(iii) sie normiert ist, also det(I,,) = 1 gilt.
Wir setzen ohne Beweis voraus, dass es immer eine Abbildung gibt, die die Bedingungen einer Determinante

erfiillt. Um das zu beweisen, miissen eine solche Abbildung konstruiert und ihre Eigenschaften nachgewiesen
werden.

Satz 6.32. Fiir jeden Korper K und jedes n € IN gibt es eine Determinante detg ,, : K"*" — K.

Wir bezeichnen im Folgenden der Einfachheit halber die Determinante aus Satz 6.32 jeweils mit det =
detg n, wenn K und n aus dem Kontext ersichtlich sind. Wir werden spater sehen (Korollar 6.37), dass die
Determinante fiir festes K und n eindeutig bestimmt ist.

Zunéchst halten wir fest, wie sich die Determinante bei Spaltenumformungen, analog zu den Zeilenumfor-
mungen aus Definition 6.8, dndert.

Beobachtung 6.33. Seien A € K™*™ und A\ € K. Dann gilt
@ Vie{l,...,n}: det((--- MA.; ---)) = Adet(A) (Spaltenskalierung).
() Vi,je{l,...,n},i# j: det((--- Az + AA,; ---)) = det(A) (Spaltenaddition).

(i) Vi,je{l,...,n},i <j: det((--- A --- Ay ---)) = —det(A) (Spaltenvertauschung).

163



Beweis. (i) folgt aus der Multilinearitat. Fiir (ii) gilt

6.31 (i)

6.3;(i) det(A) 4 /\det(( .. 14.7 . )) = det(A)

det((-- Ay +AA, ---))

Fir (iii) gilt

0 LD det(( Aut Ay - Aut Ay )
6.31 (7
0 det((-+ A oo Ay o)) +det((--- Ay - Ag 1)
det((-+ Ay oo Ay o)) Hdet((-r Ay o Ay ce-))
6.31 (1)

= det((+- A o Ay o)) Hdet((-- A e Ay -e0)). n

Diese Regeln erkldren, wie sich die Determinante bei Spaltenumformungen dndert. Das Gaul3-Verfahren
verwendet allerdings Zeilenumformungen, deren Einfluss auf die Determinante wir noch nicht verstehen. Wir
behelfen uns, indem wir das Verfahren auf die transponierte Matrix AT anwenden und A in jedem Schritt
iiber A = (AT)T mitverdndern. Jede Zeilenumformung von A" entspricht dann einer Spaltenumformung
von A. Nach der Vorwirtsphase des Gaul3-Verfahrens ist A in Zeilenstufenform, also A in transponierter
Zeilenstufenform, und wir konnen die Determinante wie folgt ablesen.

Satz 6.34. Sei T € K™ mit n € N. Ist T'" in Zeilenstufenform, so gilt

n

det(T) = [ [ Zus-

=1

Beweis. Fiir n = 0 ist das leere Produkt gleich 1, in Ubereinstimmung mit der Normierung det(Iy) = 1.
Fiir n = 1 gilt nach Multilinearitit und Normierung det(T) = Ty det(I;) = T1;. Seinunn > 2. Da T in
Zeilenstufenform mit Pivotspalte p; > j fiir jede Nichtnullzeile ist (Definition 6.12), hat die j-te Spalte von 7'
die Form T'; = } I, T;; e!”. Damit gilt

det(T) 6.31 () Ton det((Ty -+ Togn—1) e™))
= Ton det((- .. (Tn_lm_le(nfl) + Tn,n—le(n)) e(n)))
LD g (Tt det((-++ €™ ™)) + Ty det((- - ™ e™)))
6.31:(ii) TonTo1n1 det((- - (1) e(n)))
= <H T“> det((e™ --- e™)) = <H Tn) det(I,)
i=1 i=1
6.31 (i) ﬁ T .
i=1

Die Vorwartsphase des Gaul3-Verfahrens verwendet ausschlieRlich Zeilentausch und Addition von Zeilenviel-
fachen. Nach Beobachtung 6.33 miissen wir nur die Vertauschungen mitzihlen, um die Verdnderung der
Determinante wihrend der Vorwértsphase zu bestimmen. Zusammen mit Satz 6.34 haben wir somit ein
Berechnungsverfahren fiir die Determinante.

164



Satz 6.35. Sei A € K™*" mit n € IN. Ist s € IN die Anzahl der Zeilenvertauschungen, die die Vorwértsphase
des GauB-Verfahrens benétigt, um A" in die Zeilenstufenform 7" zu iiberfiihren, so gilt

n

det(A) = (=1)* ][ Tus- (6.3)

i=1

Beispiel 6.36. Wir greifen die Kantenvektoren u,v,w des Spats aus Beispiel 4.22 auf und schreiben sie als
Spalten einer Matrix:

11
A=(uvw)=1[1 2
0 2

— O N

Zur Berechnung von det(A) nach Satz 6.35 wenden wir die Vorwdrtsphase auf A" an. Zundchst ziehen wir die
erste Zeile von der zweiten und das Doppelte der ersten Zeile von der dritten ab. Anschliefsend addieren wir das
Doppelte der neuen zweiten Zeile zur dritten. Wir bezeichnen mit M jeweils die aktuelle Matrix:

Mz.(—Mz.—Ml.
M3.(7M3.72M1.

110 1 1 0
AT =11 2 2 0 1 2
2 0 1 0 -2 1

M3z.<—M3.+2Ms>.

1 10

01 2]=T.

0 05

Es wurde keine Zeile vertauscht, also ist s = 0. Aus den Diagonaleintrdgen von T folgt

det(A) = (-=1)°-1-1-5=5.

Der Betrag stimmt mit dem in Beispiel 4.22 berechneten Spatvolumen iiberein. A

Nach Satz 6.13 kénnen wir die Vorwértsphase fiir jede Matrix AT durchfiihren. Die Gleichheit (6.3) gilt fiir
jede Wahl einer Determinante det; ihre rechte Seite wird allein durch diese Gauf3-Rechnung bestimmt und
legt daher det(A) und damit die Abbildung det eindeutig fest. Fiir n = 0 ist det(Ilj) = 1 bereits durch die
Normierung festgelegt. Zusammen mit der Existenz aus Satz 6.32 erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 6.37. Fiir jeden Korper K und jedes n € IN gibt es genau eine Determinante det : K"*" — K.

Das Diagonalprodukt zeigt auch, wann die Determinante verschwindet. Damit erhalten wir eine weitere der
dquivalenten Bedingungen aus Satz 5.65.

Satz 6.38. Eine Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt.

Beweis. Sei T die Zeilenstufenform von A" aus Satz 6.35. Nach (6.3) ist det(A) # 0 genau dann, wenn
alle Diagonaleintrége von 7" von null verschieden sind (die von null verschiedenen Elemente bilden nach
Definition 3.64 eine multiplikative Gruppe). In Zeilenstufenform ist dies genau dann der Fall, wenn jede Zeile
ein Pivotelement enthlt. Nach Beobachtung 6.21 bedeutet dies rang AT = n (es ist 7 = n), nach Satz 5.65 ist
das dquivalent zur Invertierbarkeit von A'. Diese ist nach Satz 5.68 dquivalent zur Invertierbarkeit von A. [J
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Wenden wir zwei lineare Abbildungen hintereinander an, so erwarten wir, dass sich ihre Flachen- beziehungs-
weise Volumenfaktoren multiplizieren. Algebraisch entspricht dies der folgenden Produktregel.

Satz 6.39. Fiir A, B € K™*" gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Ist det(A) = 0, so ist A nach Satz 6.38 nicht invertierbar. Nach den Sétzen 5.61 und 5.23 ist f4 dann
nicht surjektiv. Also ist auch fap = fa o fp nicht surjektiv. Somit ist AB nicht invertierbar und nach Satz 6.38
gilt det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Sei also A := det(A) # 0. Wir betrachten die Abbildung
da: K™" - K, B~ A 'det(AB).

Nach Definition 5.46 ist die j-te Spalte von AB gleich AB.;. Da die Multiplikation von A mit einer Spalte nach
Satz 5.31 linear und die Determinante multilinear ist, ist auch d 4 multilinear. Gleiche Spalten von B ergeben
gleiche Spalten von AB, also det(AB) = 0; deshalb ist d 4 auch alternierend. Wegen d(I,) = A\"!det(4) =1
ist d4 eine Determinante nach Definition 6.31. Wegen der Eindeutigkeit aus Korollar 6.37 gilt d4(B) = det(B)
und damit

det(AB) = Ada(B) = Adet(B) = det(A) det(B). O

Das Transponieren vertauscht die Rollen von Zeilen und Spalten. Wir zeigen nun, dass sich dabei die Determi-
nante nicht dndert.

Satz 6.40. Fiir A € K™ gilt det(AT) = det(A).

Beweis. Ist A nicht invertierbar, so ist nach Satz 5.68 auch A" nicht invertierbar. Mit Satz 6.38 folgt daher
det(AT) =0 = det(A).

Sei nun A invertierbar. Nach Satz 5.65 ist rang A = n, also liefert das Gaul3-Verfahren nach Beobachtung 6.21
eine reduzierte Zeilenstufenform mit n Pivotelementen, die jeweils 1 sind. Die reduzierte Zeilenstufenform ist
also I,,. Nach Beobachtung 6.14 kann jede elementare Zeilenumformung durch eine inverse Zeilenumformung
riickgdngig gemacht werden und jede solche Umformung entspricht einer Multiplikation von links mit einer
bestimmten Matrix. Also ist
A=FO.. . gV, = O ... g1

wobei die Matrizen E(V), ..., E(® der Form aus Beobachtung 6.14 geniigen. Fiir diese Matrizen gilt det(ET) =
det(E): Fiir Zeilentausch und Zeilenskalierung ist sogar E' = E; die Matrix E fiir Zeilenaddition und ihre

Transponierte E' entstehen jeweils durch eine Spaltenaddition aus I,,, daher gilt fiir sie det(E) = det(I,,) =
det(ET) nach Beobachtung 6.33.

Damit ist
det(AT) 5.58 det((E(l))T...(E(f))T)
2 det((EM)T)- - det((E@)T)
= det(EW)...det(E®)
= det(EW)...det(EW)
6.39 det(E(f)- E(l))
= det(A). O
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Nach Satz 6.40 gilt det(AT) = det(A). Wenden wir Satz 6.35 auf A" statt auf A an, so arbeitet die Vor-
wirtsphase auf (AT)" = A. Damit kénnen wir die Determinante unmittelbar durch Zeilenumformungen
berechnen.

Korollar 6.41. Uberfiihrt die Vorwértsphase des Gau-Verfahrens A € K™*"™ durch s Zeilenvertauschungen
und Addition von Zeilenvielfachen in die Zeilenstufenform 7', so gilt

n

det(4) = (-1)°* ] 7.

=1

Die oben eingefiihrten Abbildungen fl und vol sind multilinear, alternierend und normiert, erfiillen also die
Eigenschaften aus Definition 6.31. Wegen der Eindeutigkeit aus Korollar 6.37 sind ihre Werte daher die
Determinanten der Matrizen mit den jeweiligen Vektoren als Spalten. Ihr Betrag liefert nach den Beobachtun-
gen 4.20 und 4.21 den Flacheninhalt beziehungsweise das Volumen. Fiir die Flachenformel rechnen wir das
noch einmal nach.

Beispiel 6.42. Fiir eine Matrix aus R?*? ergibt sich

det ((ZL Z)) = det ((ae™ + ce® be® + de®@))

= abdet((e” eV)) + ad det((e” e?))
+ cbdet((e® e™)) + cddet((e® e®?))
= addet((e" €?)) + cbdet((e® e)) = ad — be.
Fiir Spalten w,v € R? ist |det((u v))| somit nach Beobachtung 4.20 der Flicheninhalt des aufgespannten
Parallelogramms.

Fiir die Matrizen aus Beispiel 6.30 erhalten wir det(S) = 6, det(H) = 1, det(R) = —1 und det(P) = 0. Die
Betrdge stimmen mit den dort bestimmten Fldcheninhalten iiberein. Das negative Vorzeichen bei der Spiegelung
hdlt zusdtzlich die Umkehrung der Reihenfolge der Kanten fest. A

Beispiel 6.43. Wir greifen die Koeffizientenmatrix aus dem Eingangsbeispiel von Abschnitt 6.2 wieder auf. Durch
Vertauschen der beiden Zeilen erhalten wir bereits eine Zeilenstufenform:

(-0

Fiir die Matrix B aus Beispiel 6.28 haben wir die ersten beiden Schritte bereits ausgefiihrt:

Daher ist det(A) = —1-1-2 = —2.

1 10 1 10
B=12 3 1| — 10 11
01 2 0 01

Dabei wurde von der zweiten Zeile das Doppelte der ersten und danach von der dritten Zeile die neue zweite
abgezogen. Beide Schritte erhalten die Determinante. Somit ist det(B) = 1-1-1 = 1. Die weiteren Schritte zur
Inversenberechnung benétigen wir hier nicht. JAN

167



Wir kénnen die Determinante iiber beliebigen Korpern berechnen. Das folgende Beispiel gibt eine Anwendung
aus der Informatik.

Beispiel 6.44. Wie in Beispiel 6.7 wollen wir verlorene Datenbits aus erhaltenen Priifbits wiederherstellen. Fiir

fiinf Datenbits © = (x1,...,25) € I3 speichern wir zusdtzlich die fiinf Priifbits
01 100
1 1000
p = Ax, A=(0 0 1 1 0
00011
1 1 1 11

Die ersten vier Priifbits sind Summen benachbarter Datenbits, das fiinfte ist die Summe aller fiinf Datenbits.
Bestimmt p die Daten x eindeutig, auch wenn alle fiinf Datenbits verloren gehen?

Wir wenden die Vorwdrtsphase des Gauf3-Verfahrens an. Dabei bezeichnet M jeweils die aktuelle Matrix. Wegen
1+ 1 = 0 erhalten wir

11000 11000

AMreMe g g1 o MeEMetMs g g 1 1 o =T
00011 0001 1
11111 0000 1

Nach Korollar 6.41 ist det(A) = (—1) - 1° = 1, denn in Ty gilt —1 = 1; eine Zeilenvertauschung dndert die
Determinante hier also nicht. Nach Satz 6.38 ist A invertierbar. Damit besitzt Ax = p nach Korollar 6.5 fiir
jedes p genau eine Losung: Die Rekonstruktion gelingt eindeutig.

Warum hilft gerade das fiinfte Priifbit? Drehen wir alle Datenbits um, so bleiben die vier Summen benachbarter
Bits gleich. Die Summe aller fiinf Bits dndert sich dagegen um 1. Wiirden wir stattdessen p; = x1 + x5 wdhlen,
wdre ps = p1 + p2 + p3 + pa schon durch die ersten vier Priifbits bestimmt. Addieren wir dann die ersten vier
Zeilen zur fiinften, entsteht eine Nullzeile; die Determinante ist 0. Tatsdchlich liefern nun etwa (0,0,0,0,0) " und
(1,1,1,1,1) " dieselben Priifbits. A

Bemerkung 6.45. Die Determinante ist in jeder einzelnen Spalte linear. Skalieren wir dagegen die ganze Matrix
A € K™ so skalieren wir alle n Spalten und erhalten fiir A € K

det(AA) = A" det(A).

Insbesondere ist det(All,) = A". Die Linearitét in einer Spalte ist also von der Linearitdt als Funktion der
ganzen Matrix zu unterscheiden.

Fiir invertierbares A liefert die Produktregel 1 = det(AA™!) = det(A) det(A~!). Die Determinante der
Inversen ist daher die multiplikative Inverse von det(A). Fiir beliebiges A € K™*" und invertierbares S € K"*"
gilt auflerdem

det(S7LAS) = det(S™) det(A) det(S) = det(S) ™! det(A) det(S) = det(A).

Wir halten beide Folgerungen fest.
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Korollar 6.46. Fiir invertierbares A € K™*" gilt det(A~") = det(A)~!. Ahnliche Matrizen haben dieselbe
Determinante.

Nach Korollar 5.76 sind die Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung eines Vektorraums in sich selbst
beziiglich verschiedener Basen dhnlich. Neben Rang und Invertierbarkeit (Satz 5.81) bleibt somit auch die De-
terminante beim Basiswechsel erhalten. Fiir reelle Abbildungen ist insbesondere der Flachen- beziehungsweise
Volumenfaktor unabhingig von der gewahlten Basis.

6.4 Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenraume

Die Determinante beschreibt die Verformung von Fldchen und Volumina durch einen Vektorraumautomor-
phismus mit einer Zahl. Um die Wirkung einer linearen Abbildung genauer zu erfassen, wollen wir jetzt
Richtungen untersuchen, die unter der Abbildung erhalten bleiben. Finden wir eine Basis aus Vektoren in
solchen Richtungen, konnen wir die Abbildung besonders einfach beschreiben: Wir zerlegen einen Vektor
beziiglich dieser Basis und miissen seine Bestandteile nur mit den jeweiligen Faktoren multiplizieren.

In diesem Abschnitt bezeichnet K einen Kérper und n eine natiirliche Zahl.

Definition 6.47. Ein Vektor v € K™ \ {0} ist ein Eigenvektor von A € K™*" zu dem Eigenwert A € K, wenn

Av = .

Beispiel 6.48. Fiir die Skalierung S = (3 9) aus Beispiel 6.30 gilt

1 1 0 0
1 — — — (2) —
Se —S<O)—3<O>, S<1>—Se —2<1),

also sind eV, e® Eigenvektoren zu den Eigenwerten 3 bezichungsweise 2. Zerlegen wir einen Vektor v € R? in
diese beiden Richtungen, so folgt

Sv=_5 (vle(l) + 1)26(2)) = 3v1er) + 2uye?.

Die beiden Bestandteile werden also unabhdngig voneinander mit den jeweiligen Faktoren multipliziert. Bei einer
gleichmadyfsigen Streckung mit der Matrix A\, ist sogar jeder von null verschiedene Vektor ein Eigenvektor zum
Eigenwert A. A

Beispiel 6.49. Fiir die Spiegelung und die Projektion aus Beispiel 5.77 mit den Matrizen

0 1 1/1 1
R_<1 0)’ P_2(1 1)

kennen wir bereits die Wirkung auf die Vektoren w = (1,1)T und v = (1, —1)":

Fiir R und P ist u jeweils Eigenvektor zum Eigenwert 1 und v ist Eigenvektor von R zum Eigenwert —1. Der
Bildvektor Ruv zeigt also in die entgegengesetzte Richtung zu v, liegt aber weiterhin auf derselben Geraden. Fiir P
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ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert 0: Sein Bild ist der Nullvektor, obwohl v selbst von null verschieden ist. Der
Nullvektor wird in der Definition als Eigenvektor ausgeschlossen, da A0 = O fiir jedes X gilt.

Die beiden Vektoren w und v bilden eine Basis von (R?, +, -); nach Normierung erhalten wir die Orthonormalbasis
aus Beispiel 5.77. Schreiben wir einen Vektor als au + bv, so kénnen wir die Wirkung auf die Bestandteile also
wieder trennen:

R(au + bv) = au — b, P(au + bv) = au.

A
Eine lineare Abbildung muss allerdings keine Richtungen erhalten.
Beispiel 6.50. Die Matrix
D= <(1) _01> € R?*?
beschreibt eine Vierteldrehung der Ebene. Sie hat keine reellen Eigenwerte und Eigenvektoren. A

Um die Wirkung einer linearen Abbildung in Bestandteile zu zerlegen, fassen wir die Eigenvektoren zusammen,
auf die die Matrix mit demselben Faktor wirkt.
Definition 6.51. Der Eigenraum von A € K"*" zu A € K ist

E\(A) ={ve K" | Av = \v}.

Wir beziehen dabei den Nullvektor in den Eigenraum mit ein, damit wir einen Untervektorraum erhalten.

Satz 6.52. Fiir A € K" und \ € K gilt
E\(A) = ker(A — A\L,).

Insbesondere ist £/\(A) ein Untervektorraum von (K™, +, ).

Beweis. Per Definition gehort ein Vektor v genau dann zu F)(A), wenn Av = v gilt. Wegen
Av=X v <= (A-AN,)v=0 <<= vecker(4A-\,)

stimmen die Mengen iiberein. Als Kern der zu A — \I,, gehérenden linearen Abbildung ist £, (A) nach Satz 5.14
ein Untervektorraum. 0

Eine Basis des Eigenraums beschreibt somit alle Eigenvektoren zum jeweiligen Eigenwert: Es sind genau die
von null verschiedenen Linearkombinationen der Basisvektoren. Bevor wir diese Basis berechnen kénnen,
miissen wir jedoch wissen, welche Faktoren \ {iberhaupt Eigenwerte sind. Wir gehen deshalb in zwei Schritten
vor: Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte, danach die zugehorigen Eigenrdume.
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Ein Skalar ) ist genau dann ein Eigenwert, wenn E)(A) # {0} ist. Nach Satz 6.52 suchen wir also diejenigen A,
fiir die das homogene System (A — Al,,)v = 0 eine von null verschiedene Losung besitzt. Damit gilt

A ist Eigenwert von A <= ker(A — AL,) # {0}

28 (A — ALL,) ist nicht invertierbar

E38 det(A — M,,) = 0.
Wir suchen also die Nullstellen eines Ausdrucks, den wir als Polynom auffassen kénnen: Jede Spalte von
A —tI, hat die Form A.; —te"?, also kénnen wir nacheinander die Multilinearitét beziiglich der verschiedenen
Spalten anwenden, um den Faktor ¢ jeweils aus der Determinante zu ziehen. Konkreter ist

det(A —tL,) = det((Aq —te” Ap—te® - A, —te™))
= det((Aq1 Ap—te® - A, —te™))
—tdet((e” A —te® - A, —te™))
= det((A.1 Aos - A, — te(")))
— tdet((A.l e? ... A, — te(")))
—tdet((e” Ag -+ Ap—te™))
+t*det((e e® - A, —te™))

= det(A) 4 1t + -+ cp 1t + (—t)" det(L,)

ein Polynom vom Grad n.

Definition 6.53. Das charakteristische Polynom einer Matrix A € K™*" ist

xA(t) = det(A — tL,).
Damit konnen wir die Eigenwerte iiber die folgende Bedingung charakterisieren.

Satz 6.54. Ein Skalar \ € K ist genau dann ein Eigenwert von A € K"*", wenn

xa(A) = 0.

Zur Berechnung bestimmen wir also zunidchst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms in K. Fiir jeden
so gefundenen Eigenwert \ l0sen wir anschlief3end das homogene System (A — All,,)v = 0 und geben eine
Basis seines Losungsraums an. Dieser ist nach Satz 6.52 der gesuchte Eigenraum. Eine Basis bestimmen wir mit
dem Gaul3-Verfahren wie in Satz 6.17; die von null verschiedenen Linearkombinationen dieser Basisvektoren
sind die Eigenvektoren.

Beispiel 6.55. Fiir die Matrix A = (2 1) € R**? erhalten wir mit der Formel aus Beispiel 6.42

XA(t):det<<21t 2;)) 21 —1=(3-0)(1—1)
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Nach Satz 6.54 sind die Eigenwerte also 3 und 1. Fiir den Eigenwert 3 gilt

— =0
(A—3]I2)<x>zo = { rry="0, = y=ux.
Y z—y=0,

Die zweite Gleichung ist das Negative der ersten und kann durch Addition der ersten beseitigt werden. Wir kénnen y
frei wihlen und erhalten E3(A) = ((1,1)T). Fiir den Eigenwert 1 folgt analog

=0,
(A—]I2)<x>:0 = Tty = y=-—ux,
Y z+y=0,

also Ey(A) = {(1,—1)T). Beide Eigenrdume haben Dimension 1; ihre Eigenvektoren sind jeweils die von null
verschiedenen Vielfachen des angegebenen Basisvektors. A

Bei einem Basiswechsel wird eine Matrix A durch eine dhnliche Matrix S~!AS ersetzt (Korollar 5.76). Wir
zeigen nun, dass dabei das charakteristische Polynom und damit nach Satz 6.54 auch die Eigenwerte erhalten
bleiben.

Satz 6.56. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis. Wir verwenden ohne Beweis, dass die Determinantenregeln aus Abschnitt 6.3 auch beim formalen
Ausmultiplizieren von Polynomen gelten.! Fiir A € K™*" und eine invertierbare Matrix S € K™*" erhalten
wir

Xs-1a5(t) = det(ST'AS —tI,) = det(S"'AS — tS~LS)
= det(STTAS — tST'I,S) = det (S (A — tI,,)5)
3% det(S™1) xa(t) det(S) °2° xa(t). 0

Ob das charakteristische Polynom {iberhaupt Nullstellen besitzt, ob es also Eigenwerte gibt, hangt wesentlich
vom zugrunde liegenden Korper ab.

Beispiel 6.57. Fiir die Vierteldrehung D aus Beispiel 6.50 erhalten wir

wio =a ([ 0])) e

Das Polynom hat keine reelle Nullstelle; dies bestdtigt unsere geometrische Feststellung, dass D keine reellen
Eigenwerte besitzt. Fassen wir dieselbe Matrix dagegen als Matrix iiber C auf, so gilt t*> +1 = (t —i)(t + ). Uber C
hat D daher die Eigenwerte i und —i. A

Uber C sichert uns der Fundamentalsatz der Algebra (Satz 3.109) die Existenz einer Nullstelle jedes Polynoms
von Grad n > 0, insbesondere also des charakteristischen Polynoms. Daraus folgt die allgemeine Existenz von
Eigenwerten.

!Die Determinantenregeln iibertragen sich auf die zugehérigen Polynomfunktionen. Dass deren Gleichheit erhalten bleibt, geniigt
hier aber nicht, da unterschiedliche Polynome dieselbe Polynomfunktion haben kénnen.
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Korollar 6.58. Jede Matrix A € C™*™ mit n > 0 besitzt einen Eigenwert.

Das charakteristische Polynom bestimmt somit die Eigenwerte. Die Dimensionen der zugehdrigen Eigenrdume
sind durch das charakteristische Polynom allein jedoch nicht bestimmt.

Beispiel 6.59. Die Scherungsmatrix H = (} 1) aus Beispiel 6.30 und die Einheitsmatrix I, tiber R haben dasselbe

charakteristische Polynom:
1—¢ 1
XH(t)zdet(( 0 1—t>> :(1—25)2:)(][2(15).

Beide haben also nur den Eigenwert 1. Fiir die Scherung gilt
x
(H —1y) (y) =0 <+ y=0,

also By (H) = ((1,0) 7). Dagegen ist E1(Is) = R2. Trotz gleicher charakteristischer Polynome haben die Eigen-
rdume somit unterschiedliche Dimensionen, ndamlich 1 und 2. A

Bemerkung 6.60. Eigenwerte, -vektoren und -rdume einer linearen Abbildung f: V' — V konnen wir analog
definieren: Ein Vektor v € V \ {0} hei3t Eigenvektor zum Eigenwert A\, wenn f(v) = Av gilt, und der
zugehorige Eigenraum ist E)\(f) := {v € V' | f(v) = Av}. Bildet V einen endlichdimensionalen Vektorraum,
konnen wir zur Berechnung eine geordnete Basis B8 wahlen und mit der Darstellungsmatrix A = [f]s»
arbeiten, da f(v) = \v <= Alv]ys = A[v]p (Satz 5.40) und v # 0 < [v]y # O gilt. Nach Korollar 5.76 sind
die Darstellungsmatrizen beziiglich verschiedener geordneter Basen dhnlich, so dass wir wegen Satz 6.56 das
charakteristische Polynom von f unabhéngig von der gewéhlten Basis iiber x; := x4 definieren kénnen.

Diagonalisierung

Wir konnen jetzt Eigenwerte und Eigenrdume berechnen. Wann finden wir darin geniigend Eigenvektoren,
um jeden Vektor in solche Richtungen zu zerlegen? Bei der Scherung aus Beispiel 6.59 reicht der einzige,
eindimensionale Eigenraum dafiir nicht aus. Bei der Matrix aus Beispiel 6.55 gelingt es dagegen.

Beispiel 6.61. Fiir A = (?}) haben wir in Beispiel 6.55 die Eigenvektoren u := (1,1)" und v == (1,-1)" zu
den Eigenwerten 3 beziehungsweise 1 bestimmt. Sie bilden eine Basis von (R?, +,-). Stellen wir sie als Spalten
einer Matrix zusammen, erhalten wir

(1 1 1/
S'(l —1>’ S 2(1 —1)’
P A | 3 1\ _ (30
SAS_21—13—1_01‘

Begziiglich der geordneten Basis € = (u,v) wird f4 nach Korollar 5.76 also durch die rechte Matrix dargestellt.
Fiir x = ciju + cov bedeutet dies

und damit

Ax = 3cqu + cyv.

Wir multiplizieren die beiden Bestandeteile einzeln mit den Eigenwerten. In diesen Koordinaten beeinflussen sie
sich nicht gegenseitig. AN
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Eine solche Basis vereinfacht die Beschreibung der Abbildung. Wir geben ihr einen Namen.

Definition 6.62. Eine Basis von (K", +, -) aus Eigenvektoren von A € K"*" heil3t Eigenbasis von A. Besitzt A
eine Eigenbasis, so heilst A diagonalisierbar.

Eine quadratische Matrix, deren Eintrage auf3erhalb der Diagonale null sind, nennen wir Diagonalmatrix und
schreiben

diag(\r, . ) = | O
: . .0
0 -~ 0 X\,

Wie im Beispiel liefern die Vektoren einer Eigenbasis eine Basiswechselmatrix, beziiglich derer A durch eine
Diagonalmatrix dargestellt wird.

Satz 6.63. Seien A, S € K"*", wobei S invertierbar ist, und D = diag(Ay, ..., A,) mit Ay,..., A, € K. Dann
gilt S~1AS = D genau dann, wenn jede Spalte S.; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert )\; ist.
Insbesondere ist A genau dann diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist.

Beweis. Die Spalten von S bilden nach Satz 5.65 eine Basis und sind daher von null verschieden. Die Aussage
ergibt sich damit aus

ST'AS=D <«+= AS=SD <+= Vjec{l,...,n}: ASj=)\;S,;.

Insbesondere folgt in Vorwirtsrichtung aus der Ahnlichkeit von A zu der Diagonalmatrix D, dass die Spalten
von S eine Eigenbasis bilden, A also diagonalisierbar ist. Ist umgekehrt A diagonalisierbar, dann existiert per
Definition eine Eigenbasis, deren Vektoren nach Satz 5.65 die Spalten einer invertierbaren Matrix S bilden,
mit den zugehdrigen Eigenwerten A, ..., \,. Aus der Riickwértsrichtung der obigen Aquivalenz folgt, dass A
dhnlich zu diag(\1, ..., \,) ist. O

Es bleibt die Frage, wann wir eine Eigenbasis finden kénnen. Wir zeigen, dass die Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten gute Kandidaten fiir Basisvektoren sind.

Satz 6.64. Sind vV, ... v Eigenvektoren von A € K"*" zu paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., \,,
dann sind v, ... v linear unabhéngig.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber r. Fiir r = 1 gilt die Aussage, da 0 kein Eigenvektor sein kann. Sei
nun 7 > 1 und seien v, ... v~ linear unabhéngig. Wir haben zu zeigen, dass

-

() —
Za]vj =0
Jj=1

mit @ € K" impliziert, dass a = 0.
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Um den letzten Summanden zu beseitigen, multiplizieren wir mit A — A, I,. Wegen Av" = \;v") erhalten
wir
T r—1
0=(A-\IL,) Zajv(j) = Zaj()\j — )t
j=1 j=1

Nach Induktionsannahme sind die ersten r — 1 Eigenvektoren linear unabhéngig. Also gilt a;(A; — A\;) =0
und wegen \; # A, auch a; = 0 fiir j < r. In der urspriinglichen Gleichung bleibt a, v = 0, woraus wegen
v £ 0 auch a, = 0 folgt. O

Insbesondere kann eine Matrix in K"™*" nach Satz 4.64 hochstens n Eigenwerte haben, wegen dim K" = n
(Beispiel 4.68). Ein Eigenraum kann mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren enthalten. Um eine Eigenbasis
zusammenzusetzen, wahlen wir daher in jedem Eigenraum eine Basis. Das gelingt genau dann, wenn wir so
auf dim K™ = n Vektoren kommen.

Satz 6.65. Eine Matrix A € K™*" mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., )\, ist genau dann
diagonalisierbar, wenn

Z dim Ej, (A) = n.
j=1

In diesem Fall ergibt die Vereinigung von Basen der Eigenrdume eine Eigenbasis. Insbesondere ist A diagonali-
sierbar, wenn sie n verschiedene Eigenwerte besitzt.

Beweis. Wir wahlen fiir jedes i € {1,...,r} eine Basis B; = {v™", ..., v®*)} von E),(A) mit d; := dim E},(A)
und setzen B := | J;_, B;. Da jeder Eigenvektor nur zu einem Eigenwert gehoren kann, sind die B; paarweise
disjunkt. Um die lineare Unabhangigkeit von B zu zeigen, seien a;; € K fiirallei € {1,...,r} und j €
{1, - 7dz} mit

r r d;
Z w® = Z Z a;;v"? =0,
i=1 i=1 j=1

wobei w™ € E),(A), da jeder dieser Vektoren eine Linearkombination von Vektoren des jeweiligen Untervek-
torraums ist (Satz 6.52). Die von null verschiedenen w sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
und deshalb nach Satz 6.64 linear unabhingig. Damit die Summe null ist, muss daher w = 0 fiir alle
i € {1,...,r} gelten. Da jede Basis B; selbst linear unabhéngig ist, folgt daraus a;; = 0 fir alle € {1,... 7}
und j € {1,...,d;}. Also ist B linear unabhangig.

Nach Satz 4.64 gilt somit
T T
> dimE),(4) =Y |Bi|=|B| <n.
i=1 i=1
Ist die Summe gleich n, insbesondere also wenn A genau r = n verschiedene Eigenwerte besitzt, so ist B nach
Satz 4.73 eine Basis von (K", +, -) und damit eine Eigenbasis. Also ist A diagonalisierbar.

Ist umgekehrt A diagonalisierbar, so besitzt A nach Definition 6.62 eine Eigenbasis. Jeder Vektor dieser
Eigenbasis liegt im zugehorigen Eigenraum E),(A) = (B;) C (B). Folglich kann jedes v € K™ als Linearkom-
bination von Vektoren aus (B) dargestellt werden, also v € (B); damit erzeugt B ganz K". Zusammen mit der
bereits gezeigten linearen Unabhéngigkeit ist B also eine Basis. Daher gilt ;| dim E),(4) = |B|=n. O

Damit konnen wir auch die bisherigen Beispiele einordnen.
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Beispiel 6.66. Die Scherungsmatrix H aus Beispiel 6.59 ist nicht diagonalisierbar: Ihr einziger Eigenraum FE1(H)
hat Dimension 1, wahrend wir fiir eine Basis von (R?, +, -) zwei Vektoren bendétigen. Auch die Vierteldrehung aus
Beispiel 6.57 ist iiber R nicht diagonalisierbar, da sie keine reellen Eigenwerte hat. Uber C besitzst sie dagegen die
beiden verschiedenen Eigenwerte i und —i und ist deshalb diagonalisierbar. AN

Auch wenn eine Matrix weniger als n verschiedene Eigenwerte hat, konnen die Eigenrdume zusammen
geniigend unabhéngige Vektoren fiir eine Eigenbasis liefern. Wir priifen dies an einem grol3eren Beispiel.

Beispiel 6.67. Wir betrachten die Matrix A € R>*° und die Vektoren v, ..., v®, die wir als Spalten von S
gusammenfassen:
210 00 1 0 1 0 O
12 000 10 -1 0 O
A=(0 0 2 1 0}, S=|0 1 0 1 0
00120 01 0 -1 0
00 00 2 0 0 O 0 1

Um zu priifen, ob die vorgegebenen Vektoren Eigenvektoren sind, berechnen wir ihre Bilder gleichzeitig durch

AS = = (31;“) 3v? p® p® 211(5)).

O OO W wWw
S W w o o
N OO OO

Die ersten beiden Spalten sind also Eigenvektoren zum Eigenwert 3, die ndchsten beiden zum Eigenwert 1 und die
letzte zum Eigenwert 2.

Die Vektoren v und v® sind linear unabhdngig: In av® + bv® = 0 liefert die erste Koordinate a = 0 und die
dritte b = 0. Dasselbe Argument gilt fiir v'® und v¥. Wegen v® # 0 gilt somit

Wie im Beweis von Satz 6.65 gezeigt, ist die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume hochstens 5. Die drei
gefundenen Eigenrdume erreichen diese Schranke bereits. Also gilt

dim Eg(A) = 2, dim El(A) = 2, dim EQ(A) = 1,

und es kann keine weiteren Eigenwerte geben, da jeder weitere Eigenraum mindestens Dimension 1 hdtte. Nach
Satz 6.65 ist A daher diagonalisierbar, obwohl sie nur drei verschiedene Eigenwerte besitzt.

Die beiden ersten Spalten bilden eine Basis von E5(A), die ndchsten beiden eine Basis von E1(A) und die letzte
eine Basis von Es(A). Ihre Vereinigung ist nach Satz 6.65 eine Eigenbasis. Damit ist S nach Satz 5.65 invertierbar
und nach Satz 6.63 gilt

S™1AS = diag(3,3,1,1,2).

Wie sich die Wirkung von A in dieser Eigenbasis zerlegen ldsst, sehen wir etwa am Vektor

x:=(3,1,2,0,1)" =200 + 0@ 4+ v® 4 0@ 4 v,
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Die ersten beiden Basisvektoren werden mit 3 multipliziert, die ndchsten beiden bleiben unverdndert und der letzte
wird mit 2 multipliziert. Daher erhalten wir

Az = 600 + 30@ + 0@ 4@ £ 20 =(7,5,4,2,2)".
In der Eigenbasis berechnen wir die Wirkung von A also, indem wir jede Koordinate mit dem zugehorigen Eigenwert

multiplizgieren. A

Besonders niitzlich ist die Diagonalisierung, wenn wir eine Matrix wiederholt auf einen Vektor anwenden: In
einer Eigenbasis wird jeder Bestandteil bei jedem Schritt mit demselben Eigenwert multipliziert. Fiir £k € IN
aufeinanderfolgende Anwendungen verwenden wir die Matrixpotenz A* aus Definition 5.46.

Bei einer Diagonalmatrix konnen wir die Potenzen direkt berechnen: Beim Multiplizieren werden nur die
jeweiligen Diagonaleintrége miteinander multipliziert. Durch den Basiswechsel geniigt diese einfache Rechnung
auch fiir jede diagonalisierbare Matrix.

Satz 6.68. Ist A = SDS~! mit invertierbarem S € K"*" und D = diag(\1, ..., \,), so gilt fiir alle k € IN
Ak =spks=1  und  D* =diag(\},..., \F).
Beweis. Die Aussage iiber D* folgt direkt aus der Definition des Matrixprodukts durch Induktion iiber k.

Auch die erste Gleichheit zeigen wir durch Induktion. Fiir k = 0 gilt SD°S~! = SI,,S~' =1, = A°. Im
Induktionsschritt erhalten wir

ARl — AAk = §pS—1SDkS1 = §pkt1g—T O

Anwendungsbeispiel: Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen entstehen, indem wir jeweils die beiden vorherigen Zahlen addieren. Wir wollen eine
Formel finden, mit der sich jede dieser Zahlen direkt aus ihrem Index berechnen lasst.

Beispiel 6.69. Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch

fo=0,  fi=1,  frro=fr1+fx firkel.

Die ersten Werte sind 0,1,1,2,3,5,8,13,.... Un die ndchste Zahl zu berechnen, benétigen wir jeweils die beiden
letzten Werte. Wir fassen sie deshalb in einem Vektor zusammen und setzen

k) . fk ._ 11
woe (), am (D).

L) Jrt1 + fr — Ax™®, z© — 1 .
Je1 0

Per Induktion folgt sofort € = AFx(®. Wir bestimmen die Potenzen mithilfe einer Eigenbasis und Satz 6.68.

Dann gilt
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Das charakteristische Polynom von A ist

xa(t) = det <(1 I t _1t>) =(1—-t)(—t)—1=t>—t—1.
Nach Satz 6.54 sind die beiden Nullstellen
Ay = ! +2\/5, A= L _2\/5

die Eigenwerte. Fiir beide gilt \> = \ + 1 und daher

) =0)=20)

Somit sind u = (Ay,1)" und v := (A_,1)" Eigenvektoren zu )\, beziehungsweise \_. Da die Eigenwerte
verschieden sind, sind uw und v nach Satz 6.64 linear unabhdngig und bilden eine Basis von (R?,+,-). Mit

S = <)‘1+ )\1_) , D = diag(Ay, \-)

gilt also nach Satz 6.63 A = SDS~!.

Wegen Ay — A_ = /5 ldsst sich der Anfangsvektor besonders einfach in die beiden Eigenrichtungen zerlegen:

= (D)= (47 = Lun L

o) s\ 1-1 N4
Die Koeffizienten 1/+/5 und —1/+/5 sind seine Koordinaten in der Eigenbasis. Nach Satz 6.68 werden sie bei k
Anwendungen von A mit \¥ beziehungsweise \* multipliziert. Wir erhalten

L Ly
NV AR e

An der zweiten Koordinate lesen wir die gesuchte Formel ab:

Ak <1+\/5>k_ (1—\/5

2® = Ak£©

fr=

55 2 2

Die Eigenbasis macht aus der Rekursion zwei getrennte Multiplikationen. Dadurch konnen wir f, direkt aus k
bestimmen, ohne zuvor alle friiheren Fibonacci-Zahlen berechnen zu miissen. Obwohl in der Formel irrationale
Zahlen auftreten, ist ihr Wert fiir jedes k € IN eine nattirliche Zahl. A

k
> fiir k € IN.

6.5 Symmetrische Matrizen

Eine Eigenbasis zerlegt die Wirkung einer Matrix in einzelne Multiplikationen. Kénnen wir die Eigenbasis
zusétzlich orthonormal wiahlen? Dann vereinfacht der Basiswechsel die Matrix und erhilt zugleich Langen
und Skalarprodukte. Wir werden sehen, dass fiir symmetrische Matrizen eine solche Eigenbasis stets moglich
ist.

Um Aussagen iiber Langen, Orthogonalitidt und Vorzeichen machen zu konnen, arbeiten wir in diesem Abschnitt
iber dem angeordneten Korper (R, +, -, <) und verwenden auf R" das Standardskalarprodukt, wobei im
Folgenden n € N gilt.
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Definition 6.70. Eine Matrix A € R™*" heilt symmetrisch, wenn AT = A gilt.

Die Vektoren einer geordneten Basis bilden die Spalten ihrer Basiswechselmatrix ) zur Standardbasis (De-
finition 5.71). Ihre gegenseitigen Skalarprodukte erkennen wir an einem Matrixprodukt: Der Eintrag an
Position (i, j) von Q ' Q ist das Skalarprodukt der i-ten und der j-ten Spalte von Q. Bei einer Orthonormalbasis
entsteht daher die Einheitsmatrix. In dem Fall heil$t die zugehorige Matrix orthogonal, obwohl orthonormal
eine deskriptivere Benennung wére.

Definition 6.71. Eine Matrix Q € R™*" heilRt orthogonal, wenn Q' Q = I, gilt, also wenn ihre Spalten eine
Orthonormalbasis von (R", +, -) bilden.

Symmetrie und Orthogonalitét sind verschiedene Eigenschaften, wie die bekannten geometrischen Abbildun-
gen zeigen.

Beispiel 6.72. Die Matrix D = (9 1) der Vierteldrehung aus Beispiel 6.50 ist orthogonal, denn D" D = I, aber
nicht symmetrisch, da D" # D. Fiir die Projektionsmatrix P = (1 1) aus Beispiel 5.47 gilt dagegen P' = P
und P' P = P? = P # L. Sie ist also symmetrisch, aber nicht orthogonal. Die Spiegelungsmatrix C = (§ %)
aus dem gleichen Beispiel besitzt beide Eigenschaften, denn C'T = C und C? = L. A

Bei einem Basiswechsel zu einer Orthonormalbasis kénnen wir die neuen Koordinaten durch Transponieren
der Basiswechselmatrix berechnen. Zugleich bleiben Skalarprodukte und Langen erhalten. Auch Flachen
und Volumina bleiben unveridndert: Der Betrag der Determinante, den wir in Abschnitt 6.3 als Flachen-
beziehungsweise Volumenfaktor kennengelernt haben, ist hier 1. Wir halten diese Vorteile in einem Satz fest.

Satz 6.73. Jede orthogonale Matrix Q € R™*" ist invertierbar mit Q~! = Q" und erfiillt det(Q) € {—1,1}.
Fiir alle z,y € R" gilt

Qz[Qy)=(z|y) und [Qz| = [

Beweis. Nach Definition 6.71 gilt Q'@ = I,,. Nach Korollar 5.66 ist Q daher invertierbar mit Q—' = Q. Fiir
x,y € R" folgt aullerdem

Q| Qy) 2 (Q2) Qy T 2TQ T Qy=a"Q 'Qu=2"y = (z | y).

Wir erhalten insbesondere |Qz|? = (Qz | Qz) = (x | ) = ||z||*>. Da Normen nichtnegativ sind, folgt
|Qx|| = ||z||. Fiir die Determinante gilt det(Q) € {—1, 1}, denn

1 = det(I,) = det(Q' Q) *2? det(QT) det(Q) *2° det(Q)2. O

Die Inversenformel aus Satz 6.73 vereinfacht die Koordinatenberechnung beziiglich einer Orthonormalbasis:
Sind die Spalten von () die Vektoren einer geordneten Orthonormalbasis £ und bezeichnet € die geordnete
Standardbasis, so gilt nach Beobachtung 5.72 sowohl () = Sg. g als auch = [z]¢ = Q[x]q. Damit erhalten
wir die Koordinaten [z]q = Q~'a = Q' x. Dies sind genau die Skalarprodukte mit den Basisvektoren, wie wir
sie bereits aus Satz 4.97 kennen.
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Nachdem wir uns von den Vorteilen einer orthonormalen Eigenbasis {iberzeugt haben, fragen wir uns jetzt,
wie wir eine solche finden kénnen. Wir zeigen zunéchst, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
bereits orthogonal sind. Die Existenz einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren werden wir anschliel3end
ohne Beweis iibernehmen.

Beobachtung 6.74. Sei A € R™*" symmetrisch. Sind v und v Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten, so gilt u | v.

Beweis. Seien Au = \u und Av = pv mit A # u. Wegen A" = A erhalten wir
Mu | v) = (Au | v) = (Au) v P2 uTATy =u Av = (u | Av) = p(u | v).

Also gilt (A — p)(w | v) = 0 und wegen \ # p somit (u | v) = 0. O

Damit ist noch nicht gezeigt, dass geniigend reelle Eigenvektoren fiir eine Basis existieren. Dies sichert der
folgende Satz, den wir ohne Beweis verwenden.

Satz 6.75 (Spektralsatz). Jede symmetrische Matrix A € R™*" besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren. Insbesondere gibt es eine orthogonale Matrix ) € R™*" und eine Diagonalmatrix D € R"*"
mit

Q'AQ=D und A=QDQ".

Eine Eigenbasis liefert bereits nach Satz 6.63 eine Zerlegung in einzelne Multiplikationen. Fiir symmetrische
Matrizen garantiert der Spektralsatz, dass eine solche Basis existiert und sogar orthonormal gewdhlt werden
kann. In diesen Koordinaten bleiben zugleich die gewohnten Formeln fiir Langen und Skalarprodukte giiltig.
Wir konnen dadurch sowohl die Wirkung der Matrix als auch geometrische Fragen untersuchen, indem wir
die einzelnen Eigenrichtungen getrennt betrachten.

Zur Berechnung einer orthonormalen Eigenbasis einer symmetrischen Matrix bestimmen wir wie in Ab-
schnitt 6.4 zunéchst die Eigenwerte und Basen der Eigenrdume. In jedem Eigenraum wenden wir auf seine
Basis das Gram-Schmidt-Verfahren aus Satz 4.98 an. Bei einem eindimensionalen Eigenraum geniigt es, den
gewdhlten Eigenvektor durch seine Norm zu teilen. Vektoren aus verschiedenen Eigenrdumen sind nach Beob-
achtung 6.74 dann zueinander orthogonal. Nach Satz 6.65 ergeben die so gefundenen Vektoren gemeinsam
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beispiel 6.76. Wir greifen die Matrix A = (2 1) aus Beispiel 6.61 wieder auf. Sie ist symmetrisch. Ihre Eigenvek-

toren (1,1)" und (1, —1) " zu den Eigenwerten 3 und 1 sind orthogonal und haben jeweils Linge /2. Wir miissen
sie also nur normieren. Damit ist

-0l )

30
QTAQ =D = <0 1>.

eines Vektors (x,y) ' sind

(0)=a" ()= 5)

orthogonal, und nach Satz 6.63 gilt

Die neuen Koordinaten (u,v) "
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In diesen Koordinaten multipliziert A die erste Komponente mit 3 und ldsst die zweite unverdndert. Der Koor-
dinatenwechsel erhdlt dabei Lingen und Skalarprodukte. Abbildung 6.4 zeigt die Zerlegung A = QDQ' am
Einheitsquadrat: Q" iibersetst in Eigenbasiskoordinaten, D streckt die erste Koordinate um den Faktor 3, und Q
tibersetzt zuriick. Die beiden Basiswechsel erhalten Ldngen und Fldchen; nur der mittlere Schritt verdndert sie. A\

A A A A
T Ae®
9, n 49
@
€ Ae®
— > > > >
e
A= QDQ—r >

Abbildung 6.4: Die Wirkung von A aus Beispiel 6.76 auf das Einheitsquadrat als Folge von Q ", D und Q.

Wir fithren nun das gesamte Verfahren an einer grol3eren Matrix durch, bei der wir innerhalb eines Eigenraums
auch orthogonalisieren miissen.

Beispiel 6.77. Wir wollen die symmetrische Matrix
2 11
A=1[1 2 1
1 1 2

orthogonal diagonalisieren. Dazu bestimmen wir zundchst die Eigenwerte, dann Basen der Eigenrdume und daraus
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Eigenwerte. Wir addieren die zweite und dritte Spalte von A — tl3 zur ersten und klammern dort 4 — t aus
(Beobachtung 6.33). Danach ziehen wir die erste Zeile von den beiden anderen ab. Mit Korollar 6.41 ergibt sich

2-t 1 1 11 1
xa(t) = det 12—t 1 —@4—t)det | |1 2—¢t 1
1 12—t 1 1 2-—t
11 1
= (4-t)det|[ [0 1—-¢t 0 =(4-t)(1—1t)2
0 0 1-—t

Die Eigenwerte sind nach Satz 6.54 also 4 und 1.

Eigenrdume. Nach Satz 6.52 losen wir fiir jeden Eigenwert A das homogene System (A — A3)x = 0. Fiir A = 4
lautet es

—2x1 4+ 29 + 23 =0,
T1 — 229 + 23 =0,
x1 + x9 — 223 = 0.
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Die Differenz der ersten beiden Gleichungen liefert 3(x2 — x1) = 0, also xo = x. Die erste Gleichung ergibt dann
x3 = x1. Umgekehrt erfiillt jede Wahl x1 = xo = x3 alle drei Gleichungen. Daher gilt

Ey(A) = ®D)  mit bV = (1,1,1)".

Fiir A = 1 lauten alle drei Gleichungen x1+xo+x3 = 0. Wir konnen xo und x3 frei wahlen; dann ist x1 = —x9—x3
und jeder Losungsvektor hat die Form (vgl. Satz 6.17)

—T2 — I3 —1 -1
T = To =xzo| 1 | +23| O
T3 0 1

Somit gilt
Ei(A) = (b b®)  mit b :=(-1,1,0)T, ¥ :=(-1,0,1)T.

Orthonormalbasis. Im eindimensionalen Eigenraum E,(A) geniigt das Normieren:

b 1
qV = —
1 V3
Die Basisvektoren von E;(A) sind dagegen nicht orthogonal, denn (b | b)) = 1 # 0. Wir wenden das Gram—

Schmidt-Verfahren aus Satz 4.98 an. Zundchst normieren wir b'* und ziehen dann von b® seinen Anteil in dieser
Richtung ab:

(1,1,1)".

1
@ = 7171)0 Tv
q \/i( )
1 1
u® = b — (b | q?)q® = (-1,0,1)7 — 5 (=1 1,0)" = 5 (=1, -1,2)".

Wegen ||u®|| = v/6/2 erhalten wir

®) 1
= o (o1,-1,2).
= ey = g
Der Vektor u'® liegt als Linearkombination von b und b® weiterhin in Ey(A). Die Vektoren q®,q"® bilden
eine Orthonormalbasis dieses Eigenraums. Nach Beobachtung 6.74 stehen beide senkrecht auf q*). Zusammen
bilden die drei Vektoren somit eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Basiswechsel. Wir setzen die gefundenen Vektoren als Spalten zusammen:

11 1

Q‘—( 1) 4(2) <3>)_ f L2 _f
=Qq'qq = \{g V2 2\/6
s 0 %

q
4 0 0
AQ = (49" q® ¢®) = QD mit D=0 1 0
0 01

Multiplikation mit Q7 = Q™' liefert Q" AQ = D. In den neuen Koordinaten vervierfacht A also die erste
Komponente und ldsst die beiden anderen unverdndert.
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Langen und Volumina. Wir priifen noch einmal konkret, dass der Basiswechsel die Geometrie erhdlt. Fiir x =
(1,2,3)T lauten die neuen Koordinaten

2v3 19
y=Q'z=[1/V2|, undesgil ||y||2=12+§+6 =14 = |z
3/V6

Die Ldnge bleibt also unverdndert. Fiir die Determinante ziehen wir die drei Normierungsfaktoren aus den Spalten
und bringen die verbleibende Matrix durch Zeilenadditionen in Zeilenstufenform:

1 -1 -1 1 -1 -1

1 1 -1 zldet 0 2 0 =1

1
IRRECT R\ VY R AV

Der von gV, q'?, q'® aufgespannte Spat hat daher wie der Einheitswiirfel das Volumen 1; auch der Riickwechsel
mit Q erhdlt dieses Volumen. Die Abbildung mit Matrix A verdndert das Volumen hingegen um den Faktor
det(A) = det(D) = 4. A

Quadratische Formen

Eine wichtige Anwendung des Spektralsatzes ist die Untersuchung quadratischer Ausdriicke: Durch einen
orthogonalen Basiswechsel konnen wir sie als Summen von Quadraten schreiben, deren Koeffizienten die
Eigenwerte sind. So erkennen wir insbesondere, ob ein solcher Ausdruck fiir alle von null verschiedenen
Vektoren positiv ist. Diese Frage tritt haufig bei Optimierungsproblemen auf, etwa beim Auswerten ungenauer
Messungen oder beim Trainieren von KI-Modellen: Dort wollen wir beurteilen, ob gefundene Parameterwerte
den Fehler tatsachlich minimieren.

Beispiel 6.78. Zwei aneinander anschliefsende Strecken werden eingzeln mit jeweils 1 und zusammen mit 3
Léngeneinheiten gemessen. Wir behandeln die drei Messungen als gleich zuverldssig und suchen Ldngen a,b € R,
fiir die die Fehlerquadratsumme

F(a,b) = (a—1)*+(b—1)? + (a+b—3)?

moglichst klein ist. Die drei Abweichungen kénnen nicht zugleich null sein, da die Einzelmessungen nicht zur
Gesamtmessung passen.

Ein naheliegender Kandidat entsteht, wenn wir die beiden Einzelmessungen um jeweils 1/3 erhohen und die
Gesamtmessung um 1/3 verringern: Dann stimmen die korrigierten Werte mit a = b = 4/3 iiberein. Ob dies
tatsdchlich die beste Wahl ist, priifen wir durch Einsetzen von a = 4/3 + x und b = 4/3 + y. Es gilt

Fliiz20,) = (Ls 2+1+ 2+ 1++2
3Ty Ty T o\gT® 3717Y 3 7Ty

1 2 2
= §+2az + 2zy + 2y°.

Der Kandidat liefert also den Wert F(4/3,4/3) = 1/3. Ist 222 + 2xy + 2y? > 0 fiir alle (x,y) # (0,0), so liefert
jede andere Wahl von a, b einen gréfSeren Fehler.
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Hier hilft uns die Koordinatenwahl aus Beispiel 6.76: Fiir u = (x +y)/v/2 und v = (z — y)/+/2 gilt umgekehrt
= (u+v)/v2undy = (u—v)/\/2. Einsetzen liefert

222 + 20y + 20 = (u+v)?+ (u+v)(u—0v)+ (u—v)?
3u? 4 v,

Der gemischte Term ist verschwunden. Weil der Koordinatenwechsel invertierbar ist, gilt (z,y) # (0,0) genau
dann, wenn (u,v) # (0,0) gilt. Dann ist mindestens eines der beiden Quadrate positiv, also 3u? + v? > 0. Damit
ist a = b = 4/3 die eindeutig bestimmte Wahl mit kleinster Fehlerquadratsumme. A

Den quadratischen Ausdruck aus dem Beispiel konnen wir mithilfe der Matrix A aus Beispiel 6.76 schreiben

als
2 2 2 1 X
2z + 2zy + 2y° = (z y) (1 2) )

Die Faktoren 3 und 1 vor den Quadraten in den neuen Koordinaten, also im Ausdruck 3u? + v2, sind gerade
ihre Eigenwerte. Wir untersuchen nun allgemein, wie das Vorzeichen solcher Ausdriicke mit den Eigenwerten
zusammenhéangt.

Definition 6.79. Die zu einer symmetrischen Matrix A € R"*" gehorige quadratische Form mit Variablen
x e R"ist
x' Ax.

Beim Ausmultiplizieren treten fiir ¢ < j die beiden Terme A;;x;x; und Aj;z;x; auf. Wegen der Symmetrie
ergeben sie zusammen 2A4;;z;x;. Daher gilt

n n n
1=1 i=1 j=1+1

Umgekehrt kénnen wir jeden Ausdruck aus Vielfachen von z? und z;z; mit i < j als quadratische Form
schreiben: Die Koeffizienten der Quadrate kommen auf die Diagonale; den Koeffizienten von x;xz; tragen
wir jeweils zur Hilfte an den Positionen (i,5) und (j,4) ein. So gehort zum Ausdruck 322 + 4xy + 5y? die
symmetrische Matrix (§2).

Wie in Beispiel 6.78 wollen wir wissen, ob eine quadratische Form fiir jede von null verschiedene Anderung
positiv ist. Entsprechend konnen wir nach negativen oder nach nichtnegativen beziehungsweise nichtpositiven
Werten fragen. Da 0" A0 = 0 gilt, nehmen wir bei einer strikten Ungleichung den Nullvektor aus.

Definition 6.80. Eine symmetrische Matrix A € R™*" heil3t
() positiv definit (bzw. negativ definit), wenn x ' Ax > 0 (bzw. 2" Az < 0) fiir alle € R™\ {0} gilt;
(i) positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit), wenn « ' Az > 0 (bzw. =" Az < 0) fiir alle € R" gilt;

(iii) indefinit, wenn sie weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Jede positiv (bzw. negativ) definite Matrix ist insbesondere positiv (bzw. negativ) semidefinit.
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Beispiel 6.81. Fiir die symmetrischen Matrizen

10 10 1 0
Al._<0 1), 4y = <0 0), 45 = (O _1>

und x = (x,y)" erhalten wir " Ajx = 22 + 92, ' Asx = 2% und " Asx = 2> — y>. Somit ist A, positiv
definit. Die Matrix A, ist positiv semidefinit, aber nicht positiv definit, denn fiir x = (0,1)" # 0 gilt =" Ayx = 0.
Die Matrix Aj ist indefinit, da (1,0) " den Wert 1 und (0,1)" den Wert —1 liefert. A

Bei Ausdriicken mit gemischten Termen ist das Vorzeichen weniger leicht abzulesen. Wie in Beispiel 6.78 liefert
die orthogonale Diagonalisierung eine Summe einzelner Quadrate. Deren Koeffizienten sind die Eigenwerte.

Satz 6.82. Eine symmetrische Matrix ist
(i) genau dann positiv definit (bzw. negativ definit), wenn alle ihre Eigenwerte positiv (bzw. negativ) sind;

(ii) genau dann positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit), wenn alle ihre Eigenwerte nichtnegativ
(bzw. nichtpositiv) sind;

(iii) genau dann indefinit, wenn sie sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert besitzt.

Beweis. Sei A € R™™ symmetrisch. Nach Satz 6.75 gibt es eine orthogonale Matrix Q mit QT AQ = D =
diag(A1,. .., \y). Fiir z € R” und y :== Q 'z, also x = Qy, erhalten wir

z' Az = (Qy) AQy) "2y QT AQy =y Dy = Nyl (6.4)
j=1

Da die lineare Abbildung f¢ invertierbar ist, ist fo(R") = R", also {z ' Az | ¢ € R"} = {3751 )\jyf- |y € R"}
und Qy = 0 gilt genau fiir y = 0. Da alle yjz- nichtnegativ sind und fiir y # 0 mindestens eines positiv ist,
sind die Bedingungen an die Eigenwerte in (i) und (ii) hinreichend. Sie sind auch notwendig, denn fiir
y = €Y hat die Summe den Wert ;. SchlieBlich bedeutet ,indefinit“ nach Definition weder positiv noch
negativ semidefinit; nach (ii) ist dies genau dann der Fall, wenn ein positiver und ein negativer Eigenwert
vorkommen. O

Die positive Definitheit der Matrix aus Beispiel 6.78 lasst sich somit an den beiden positiven Eigenwerten 3
und 1 ablesen. Damit geniigt die Untersuchung endlich vieler Eigenwerte, um das Vorzeichenverhalten fiir alle
Vektoren zu kennen.

Beispiel 6.83. Beim Trainieren eines KI-Modells verdndern wir dessen Parameter, um den Fehler seiner Vorhersagen
zu verkleinern. Als Fehlermaf$ kénnen wir wie in Beispiel 6.78 eine Summe quadrierter Abweichungen zwischen
vorhergesagten und vorgegebenen Werten verwenden. Diese Summe ist nichtnegativ; ihre Anderung kann jedoch
positiv oder negativ sein. Haben wir bereits eine optimale Einstellung gefunden, wenn das einzelne Verdndern
jedes Parameters den Fehler erhéht? Zur Veranschaulichung betrachten wir ein vorgegebenes, vereinfachtes
Modell: Kleine Anderungen dreier Parameter gegeniiber der aktuellen Einstellung fassen wir in & = (x1, z9, x3) "
zusammen. Die Anderung dieser Fehlerquadratsumme modellieren wir fiir kleine Parameterdnderungen durch

1 -1 -1

AF:x%—i-x%—i—xg—2x1x2—2x1m3—2x2x3:a:TBa:, B=|-1 1 -1
-1 -1 1
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Ein negativer Wert von AF bedeutet also, dass der Fehler kleiner wird. Verdndern wir nur einen der drei Parameter
um t # 0, so ist dagegen jeweils AF = t> > 0. Jede dieser einzelnen Anderungen verschlechtert somit die
Vorhersagen in unserem Modell.

Um auch gemeinsame Anderungen zu beurteilen, verwenden wir die Matrizen

1 1 1

2 11 Gy
A=\1 2 1|, Q=5 & ~ &%
11 2 N §
V3 V6

aus Beispiel 6.77. Wegen B = 3I3 — A gilt

Q'BQ=3Q"Q - Q"AQ = 3I3 — diag(4,1,1) = diag(—1,2,2).
Die Spalten von () bilden daher auch eine Eigenbasis von B, nun zu den Eigenwerten —1,2,2. Nach Satz 6.82
ist B indefinit: Es gibt sowohl Anderungen, die den Fehler erhéhen, als auch solche, die ihn verringern.

Die Eigenbasis zeigt uns auch, welche Anderungen helfen. Mit y = Q" x wird die Fehlerdnderung nach (6.4) zu
AF = —y? 4 2y3 + 22

Der negative Eigenwert gehirt zur ersten Spalte ¢ = (1,1,1) " /+/3 von Q. Verdndern wir alle drei Parameter um
dasselbe kleine t # 0, so gilt = = t(1,1,1)T = v/3tq™ und damit y = (v/3t,0,0) ". Wir erhalten AF = —3t%> < 0:
Die gemeinsame Anderung senkt den Fehler, obwohl jede einzelne Anderung ihn erhdéht.

Wiire B positiv definit, so wiirde jede von null verschiedene Anderung den Fehler in diesem Modell erhéhen; die ak-
tuelle Einstellung wdre damit im Giiltigkeitsbereich des Modells eindeutig optimal. Die hier festgestellte Indefinitheit
widerlegt dies, und der Eigenvektor zum negativen Eigenwert liefert eine konkrete Verbesserungsrichtung. A
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7 Wachstumsverhalten und Grenzwerte

Wir untersuchen nun, wie sich Zahlenwerte entwickeln, wenn eine Grof3e zunimmt oder sich ein Vorgang
immer weiter wiederholt. Dabei interessiert uns, wie schnell die Werte wachsen und ob sie sich einem festen
Wert annédhern. In der Informatik begegnen uns diese Fragen etwa in der Algorithmik (Wachstum des Zeit- und
Speicheraufwands mit der Datenmenge), der Numerik (Abnahme von Nadherungsfehlern), dem maschinellen
Lernen (Entwicklung des Fehlers beim Training), den verteilten Systemen (Ausgleich der Arbeitslast durch
wiederholtes Verschieben zwischen Rechnern), der Computergrafik (Annaherung an Formen durch feinere
Unterteilungen), der Simulation (Verhalten bei feineren Zeit- und Raumschritten) und der Datenanalyse
(Stabilisierung von Schitzwerten bei mehr Beobachtungen).

Damit wenden wir uns der Analysis zu, dem Teilgebiet der Mathematik, das Verdnderungen und Grenzwerte
untersucht. Bisher haben wir vor allem mit Gleichungen und algebraischen Strukturen gearbeitet, insbesondere
mit Vektorrdumen, linearen Abbildungen und linearen Gleichungssystemen als Gegenstinden der Linearen
Algebra. In der Analysis riicken dagegen Fragen der Nahe und Annédherung in den Mittelpunkt: Wie verdndern
sich Werte, wie klein konnen ihre Abstdnde werden und welchem Wert ndhern sie sich? Dabei arbeiten wir
mit reellen Zahlen.

7.1 Reelle Folgen

Wie konnen wir eine Quadratwurzel | /g einer positiven rationalen Zahl ¢ € Q, ¢ > 0 mit den Grundrechenarten
berechnen? Wir wissen bereits, dass die Quadratwurzel iiber den reellen Zahlen existiert (Satz 3.87), im
Allgemeinen aber keine rationale Zahl sein muss (Satz 1.18). Um bei dem konkreten Rechenverfahren mit
den endlich darstellbaren rationalen Zahlen arbeiten zu konnen, suchen wir eine Vorschrift, die nur rationale
Zahlen verwendet und uns Ndherungen mit jeder gewiinschten Genauigkeit liefert.

Ein Rechteck mit Seitenldngen = > 0 und y = ¢/« hat Flache = - y = ¢q. Wéren beide Seiten gleich lang, hitten
sie die gesuchte Lange /g, ansonsten ist z > ,/q und y < ,/q oder umgekehrt. Wir kénnen uns der Losung
nidhern, indem wir x auf den Mittelwert 2’ = ‘T—;y setzen und y auf y' = ¢/2’ und diesen Schritt wiederholen.

Wenn wir mit dem Wert xq = ¢ fiir x beginnen, erhalten wir so die Werte ¢, x1, ... mit

1 .
Tntl ::<xn+q> >0 fiirn € IN.
2 Ty

Fiir ¢ = 2 ergeben die ersten Schritte

3 17 577
r=2 ;=g =15  m=p M LAI6667, a5 = oo~ 1414216
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Dass die Werte nahe bei v/2 liegen, beweist noch nicht, dass die Vorschrift zuverlissig funktioniert. Kénnen wir
durch weitere Schritte jeden vorgegebenen Fehler unterschreiten? Um diese Frage zu beantworten, beschreiben
wir zuerst die entstehenden Werte als Folge.

Definition 7.1. Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung a: IN — R. Ihren Wert schreiben wir als a,, := a(n) und
nennen ihn das n-te Folgenglied. Die ganze Folge bezeichnen wir mit (a;,)nen.

Da 0 € IN gilt, beginnt die Indizierung bei ay. Eine Folge ist von ihrer Wertemenge zu unterscheiden:
Reihenfolge und Wiederholungen der Glieder gehoren zur Folge.

Beispiel 7.2. Eine Folge a wird durch eine Abbildungsvorschrift n — a,, beschrieben. Wir konnen also zum Beispiel
die Folgen (an)new, (bn)nen, (cn)nen, (dn)nen angeben als

1 1
Ap = (17 5)

AN

1
n+1 )
by = (-1)"  (1,-1,1,-1,...),
e =2"" (1,1/2,1/4,1/8,...),
n 123

dy = 0,=,=,—,...).
n n+1 (a253a47 )

A

Beispiel 7.3. Wir konnen Folgen auch durch eine rekursive Vorschrift angeben. Die Folge (cy,)new aus Beispiel 7.2
konnen wir alternativ (Beweis durch Induktion) schreiben als

c .
co =1, Cnt1 = ?" fiirn € IN.

Die Folge ( fy,)nen der Fibonacci-Zahlen aus Beispiel 6.69 hatten wir dort zundchst rekursiv beschrieben und dann
eine explizite Formel fiir f, abgeleitet. JAN

Die folgenden Begriffe kniipfen an die bereits eingefiihrte Ordnung der reellen Zahlen an.

Definition 7.4. Eine reelle Folge (a,,),en heifdt
(i) nach oben (bzw. unten) beschrdnkt, wenn ds € R: Vn € IN: a, < s (bzw. 3m € R: Vn € N: m < a,,);
(ii) beschrdnkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist, also 3¢ > 0: Vn € IN: |a,| < ¢;
(iii) monoton wachsend, wenn Vn € IN: a,, < a,,+1, und monoton fallend, wenn Vn € IN: a,, > ayn1;
(iv) streng monoton wachsend/fallend, wenn sie monoton wachsend/fallend ist und Vn € IN: a,, # ap41.
Beispiel 7.5. Die Folge (a,,)nc aus Beispiel 7.2 ist streng monoton fallend und durch 0 < a,, < 1 beschrdnkt.

Die Folge (b, )nen ist wegen |b,| = 1 beschrdnkt, aber weder monoton wachsend noch monoton fallend. Die Folge
(Cn)nen ist wegen 0 < ¢, < 1 beschrdnkt und wegen c,+1 = ¢, /2 < ¢, streng monoton fallend. Fiir (dy,)nen gilt

| |
0<dy <1, dppt—dy="" n

T n+2 n+l (n+1)(n+2) > 0.

Sie ist also beschrdnkt und streng monoton wachsend. A
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Fiir die Frage nach beliebig kleinen Fehlern benétigen wir zunéchst eine Folgerung aus der Vollstéandigkeit
der reellen Zahlen: Natiirliche Zahlen konnen jede reelle Schranke iiberschreiten.

Satz 7.6. Die Menge IN ist in R nicht nach oben beschrénkt. Insbesondere gibt es zu jedem £ > 0 einen Index
no € Nmit1/(ng+1) <e.

Beweis. Ware IN nach oben beschrankt, so beséf3e sie nach Definition 3.80 ein Supremum s € R.Das—1< s
keine obere Schranke sein kann, gébe es ein n € IN mit s — 1 < n. Dann wére aber auch n + 1 € IN und
s < n+ 1, im Widerspruch dazu, dass s eine obere Schranke ist. Zu € > 0 kdnnen wir somit ny > 1/¢ wahlen;
daraus folgt 1/(no + 1) < e. O

Wir konnen nun die Forderung an unsere Ndherungen genau ausdriicken. Eine vorgegebene Fehlertoleranz
¢ > 0 bestimmt ein offenes Intervall (a — ¢, a + ¢) um den angestrebten Wert a. Ab einem passenden Index
sollen alle Folgenglieder darin liegen.

Definition 7.7. Eine reelle Folge (ay,) e konvergiert gegen a € R, wenn
Ve > 0: 3dng € N: Vn > ng: |a, — al < e.

Dann heil3t a Grenzwert von (ay,),en und die Folge heilt konvergent. Ist a = 0, heil3t sie Nullfolge.
Eine Folge divergiert und heil3t divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

In Definition 7.7 darf der Index n( von ¢ abhéngen. Je kleiner die erlaubte Abweichung, desto weiter miissen
wir moglicherweise in der Folge gehen. Es geniigt nicht, dass nur einzelne, beliebig spat auftretende Glieder
nahe bei a liegen: Alle Glieder ab ny miissen die Abschatzung erfiillen. Ein Grenzwert muss selbst kein
Folgenglied sein.

Beispiel 7.8. Jede konstante Folge a,, = ¢ € R konvergiert gegen ¢, denn |a,, — c| = 0 < ¢ gilt fiir jedes € > 0 und
jeden Index. Die Folge a,, = (—1)"/(n + 1) ist eine Nullfolge: Zu ¢ > 0 wdhlen wir nach Satz 7.6 einen Index ng
mit 1/(ng + 1) < e. Dann gilt fiir alle n > ng

Konvergenz verlangt also keine Monotonie. A

Wir halten Eigenschaften konvergenter Folgen fest.

Satz 7.9. Fiir reelle Folgen gilt:
(i) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.
(ii) Jede konvergente Folge ist beschréankt.

(iii) Gibt es zu zwei Folgen (ay)new und (b, )nen einen Index ng € IN mit a,, = b, fiir alle n > nyg, so
konvergiert die eine genau dann gegen ¢ € R, wenn die andere gegen ¢ konvergiert.
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Beweis. Zu (i): Per Definition hat jede konvergente Folge mindestens einen Grenzwert. Angenommen, (a, )neN
konvergiert gegen zwei verschiedene Zahlen ¢ € R und b € R. Fiir ¢ := |a — b|/3 > 0 gibt es dann per
Definition Indizes n, und n;, ab denen |a,, — a| < € beziehungsweise |a,, — b| < ¢ gilt. Fiir n > max{nq, ns}
folgt mit der Dreiecksungleichung (Satz 3.93)

2
|a—b\g|a—an\+]an—b|<26:§|a—b|,

ein Widerspruch zu a # b.

Zu (ii): Sei (a,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a und sei  := 1. Per Definition des Grenzwerts gibt
es ein np, sodass |a,, — a| < 1 fiir alle n > ng gilt. Damit ist mit der Dreiecksungleichung |a,| = |a, — 0| <
lan, — a| + |a — 0| < 1+ |al fiir alle n > ng. Es folgt, dass (a,)nen beschrankt ist durch |a,| < ¢ fiir alle n € IN,
wobei

c:=max({1+ |a|} U{|an| | n € {0,...,ng — 1}}).

Zu (iii): Sei a,, = b, fiir alle n > ng, und die Folge (a,),ecn konvergiere gegen c. Zu ¢ > 0 wahlen wir n4,
sodass |a, — ¢| < ¢ fiir alle n > n, gilt. Dann ist fiir n > max{ng, n;} auch |b, — ¢| = |a, — ¢| < €. Somit
konvergiert auch (b,,),cn gegen c. Die umgekehrte Richtung folgt durch Vertauschen der Folgen. O

Beispiel 7.10. Beschrdnktheit allein reicht nicht fiir Konvergenz: Die Folge a,, = (—1)" ist beschrdnkt, aber
divergent. Gdbe es einen Grenzwert a, so gdbe es zu ¢ = 1/2 einen Index ng € IN mit |a, — a| < 1/2 fiir alle
n > ng. Fiir n > nyq ergdbe sich dann der Widerspruch

2 = |apt1 — ap| < lapnt1 —al +la —ay| < 1. A

Nach Satz 7.9 (i) und (iii) ist der Grenzwert eindeutig und unabhéngig von endlich vielen Anfangsgliedern.
Wir kénnen die Grenzwertnotation daher auch fiir Ausdriicke verwenden, die erst ab einem bestimmten Index
definiert sind.

Definition 7.11. Seien np € N und f: {n € IN | n > no} — R. Existiert eine gegen a € R konvergente reelle
Folge (a,,)nen mit a, = f(n) fiir alle n > ng, so definieren wir

lim f(n) =a.

n—oo

Beispielsweise gilt
1
lim — =0.
n—oo n
Zu ¢ > 0 wahlen wir nach Satz 7.6 einen Index ny > 1/e. Fiirallen > ng giltdann [1/n—0| = 1/n < 1/ng < e.

Einen Wert bei n = 0 miissen wir fiir diese Grenzwertschreibweise nicht festlegen.

Wir wollen nun begriinden, dass das Naherungsverfahren aus unserem Einstieg tatsachlich konvergiert. Dafiir
geniigt eine Kombination der bereits bekannten Eigenschaften Beschranktheit und Monotonie.

Satz 7.12 (Monotoniekriterium). Jede monoton wachsende (bzw. fallende), nach oben (bzw. unten) be-
schréankte reelle Folge (a,)new konvergiert gegen sup{a,, | n € IN} (bzw. inf{a,, | n € IN}).
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Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall, dass (a,,),cn monoton wachsend und nach oben beschrankt ist,
der andere Fall ist analog. Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom aus Definition 3.80 existiert a := sup{a,, | n € IN}.
Zu £ > 0 ist a — € keine obere Schranke der Wertemenge. Also gibt es einen Index ny mit a — ¢ < a,,. Fir alle
n > ng gilt wegen der Monotonie

a—¢<ap, <ap<a.

Damit ist |a,, — a| < € fiir alle n > nyg, also lim,,_, a, = a. O

Beispiel 7.13. Die Folge (x,,)new fiir die Ndherung der Quadratwurzel von g > 0 war
1 q

Zo = (¢, Ipt1 =5 | Tn+— .

2 n

Fiir jedes n € IN gilt

1 a\’ z; — q)?
xi+1_q:4<xn+> —q:(rzle)ZO-
n n

Wegen x,, > 0 folgt z,, > ,/q fiir alle n > 1. Fiir diese Indizes ist aufserdem

2
T, — (g

In — Tp+1 = > 0.

2z,

Ersetzen wir das erste Glied x( durch x4, ist die Folge monoton fallend und nach unten beschrdnkt. Nach Satz 7.12
konvergiert sie gegen eine Zahl a > ,/q > 0. Nach Satz 7.9 (iii) konvergiert auch die urspriingliche Folge (2, )nc
gegen a. JAN

Wir wissen nun, dass die im Einstieg definierte Folge konvergiert. Wie bestimmen wir ihren Grenzwert aus der
Rekursion? Die folgenden Regeln erlauben uns, Grenzwerte aus bereits bekannten Grenzwerten zu berechnen.

Satz 7.14. Seien (a,)nen und (by,),en reelle Folgen mit lim,, ,~ a, = a und lim,,_,, b, = b, und sei A € R.
Dann gilt

lim (ay, + b,) = a+b, lim (Aay,) = Aa,
lim (anby) = ab, lim |ay| = |al.

Ist zusétzlich b # 0 und b,, # 0 fiir alle n € I, so gilt

. ap, a
lim — = —.
n—o0 by, b

Beweis. Fiir die Summenregel wéhlen wir zu ¢ > 0 einen gemeinsamen Index ng, ab dem |a,, — a| < /2 und
|bn, — b| < €/2 gelten. Dann ist
|(an +byp) — (a+0)| < l|a, —a| + b, — ] <e.

Fiir die Multiplikation mit A # 0 geniigt entsprechend die Abschitzung |a, — a| < ¢/|)|; fir A = 0 ist die
Aussage unmittelbar klar.
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Fiir die Produktregel verwenden wir, dass (a, ),en nach Satz 7.9 beschrénkt ist. Wir wéhlen s > 1 mit |a,| < s
fiir alle n. Zu € > 0 wahlen wir einen gemeinsamen Index ng, ab dem

€ €
by, — bl < — d n— —
| | < 95 un la al < 2] + 1)

gelten. Fiir n > n folgt

|anby, — ab| = |an(by, — b) + bla, — a)| < s|b, — b + |b] |an — a] < e.

Aus der Dreiecksungleichung folgen |a,| < |a, — a| + |a| und |a| < |a, — a|] + |a,|. Zusammen ergibt dies
|lan| = lal| < lan — al.
Jede Abschétzung |a,, — a| < ¢ liefert daher dieselbe Fehlerschranke fiir die Betrége.

Sei nun b # 0. Es gibt einen Index ny € IN, sodass fiir alle n > ng die Abschitzung |b, — b| < |b|/2 gilt und
damit
6]

bal = [b] = b — bl > 21 > 0.

Fiir diese Indizes erhalten wir
i_}_|bn_b|<l|b — b
by b ballp] T o2 T

Zu jedem ¢ > 0 gibt es wegen lim,,_,, b, = b einen Index n; € IN mit |b, — b| < ¢|b|?/2 fiir alle n > ny. Fiir
n > max{ng, n1 } ist der letzte Ausdruck daher kleiner als ¢. Also konvergieren die Kehrwerte gegen 1/b. Die
Quotientenregel folgt nun aus der Produktregel. O]

Beispiel 7.15. Wir verwenden den Grenzwert lim,, % = 0. Die beiden Faktoren im folgenden Produkt konver-
gieren nach der Summen- und Faktorregel gegen 2 beziehungsweise 3. Mit der Produktregel folgt

1 1
lim <2+) (3—)—2~3—6. A
n— 00 n n

Beispiel 7.16. Die Betragsregel ldsst sich nicht umkehren: Fiir a,, = (—1)" gilt lim,,_,~ |a,| = 1, aber die Folge
(an)nen ist divergent (Beispiel 7.10). A

Beispiel 7.17. Welchen Grenzwert hat die Folge mit den Gliedern %Tf?? Zdhler und Nenner wachsen beide
unbeschrdnkt, sodass wir die Quotientenregel nicht unmittelbar anwenden konnen. Fiir n > 1 teilen wir Zdhler

und Nenner durch n? und erhalten

3n*—n+2 3-1/n+2/n?
2n2+1 24 1/n?

Aus lim,, o, 1/n = 0 folgt mit der Produktregel lim,, . 1/n? = 0. Der Nenner 2 + 1/n? ist fiir alle n > 1 positiv
und hat den Grenzwert 2 # 0. Mit den Grenzwertregeln folgt daher

2 B 2
lim 3n"—n+2 lim 3—1/n+2/n :i A
nooo  2n2 41 n—00 2+1/n2 2
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Beispiel 7.18. Die Bedingung b # 0 in der Quotientenregel ist wesentlich. Obwohl lim,, o, 1/n = lim,, o, 1/n% =
0 gilt, konnen Quotienten dieser Ausdriicke unterschiedliches Grenzverhalten haben:

Dagegen ist 11/:2 = n fiir n > 1 unbeschrdnkt und besitzt deshalb nach Satz 7.9 (ii) keinen reellen Grenzwert.

Aus den Grenzwerten von Zdhler und Nenner allein kénnen wir in diesem Fall also nicht auf das Grenzverhalten
des Quotienten schliefSen. AN

Mit den Rechenregeln konnen wir nun auch feststellen, dass unser Naherungsverfahren fiir die Quadratwurzel
funktioniert.

Beispiel 7.19. Wir kehren zur Folge aus Beispiel 7.13 zuriick. Dort haben wir ihre Konvergenz gegen eine Zahl
a > ,/q > 0 bewiesen. Nun bestimmen wir den Grenzwert mithilfe der Rekursion. Aus lim,, ;. , = a folgt auch
limy, 00 Tn+1 = a, also liefern die Grenzwertregeln aus Satz 7.14 mit a > 0, dass

a:f<a—|—g), also a =q.
a

Wegen a > 0 ist nach der Eindeutigkeit der positiven Quadratwurzel a = /q (Satz 3.87). Das Naherungsverfahren
erreicht somit jede vorgegebene Genauigkeit. A

Der folgende Satz ist niitzlich, da er es erlaubt, Grenzwerte schwieriger zu behandelnder Folgen auf Grenzwerte
einfacherer Folgen zuriickzufiihren.

Satz 7.20. Fiir reelle Folgen (a,)nenN, (bn)nen und (¢,)nen mit lim,,_, a, = a und lim,,_,~, b,, = b sowie
einen Index ny € N gilt:

(i) Ist a, < b, fiir alle n > nyg, so folgt a < b.

(ii) Ist a, > b, fiir alle n > ny, so folgt a > b.

(i) Ista, < c, <b, fur alle n > ng und ist @ = b, so ist lim,,_o, ¢;, = @ = b.

Beweis. Zu (i): Ware a > b, so konnten wir ¢ := (a—b)/3 > 0 wahlen. Wegen der beiden Konvergenzannahmen
gibt es einen Index n; € N, ab dem |a,, — a| < € und |b,, — b| < ¢ gelten. Fiir alle n > max{ng, n;} wiren
dann gleichzeitig

ap>a—e>b+e>b, und an < by,

erfiillt, ein Widerspruch.
Zu (ii): Dies folgt aus (i) durch Vertauschen der beiden Folgen.

Zu (iii): Wegen a = b konvergieren beide dufderen Folgen gegen a. Zu £ > 0 wéhlen wir einen gemeinsamen
Index, ab dem die vorausgesetzten Ungleichungen sowie |a,, — a| < £ und |b, — a| < ¢ gelten. Dann ist

a—¢e<ap<cp,<b,<a+e,

also |¢, —a| < e. O
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Bemerkung 7.21. Strikte Ungleichungen kdnnen beim Grenziibergang verloren gehen: Obwohl 1/(n +1) > 0
fir alle n gilt, ist der Grenzwert gleich null.

Beispiel 7.22. Fiirn > 1 gilt

o< 1
“n24+1 " n

Wegen lim,,_,o, 0 = 0 = lim,,_,~, 1/n folgt nach Satz 7.20 (iii) auch lim,,_,~ = 0. A

n
n2+1

Wir haben in Satz 7.9 (ii) bereits gezeigt, dass jede unbeschrankte Folge divergiert. Besonders interessant
sind dabei Folgen, die langfristig wachsen oder fallen.

Definition 7.23. Eine reelle Folge (a,,),cn heil3t bestimmt divergent
(i) gegen oo, wenn Vs > 0: dng € IN: Vn > ng: a, > s;
(i) gegen —oo, wenn Vs > 0: Ing € IN: Vn > ng: a, < —s.

Fir np € Nund f: {n € N | n > ng} — R definieren wir analog zu Definition 7.11 die Schreibweise
lim,, o f(n) = 0o (bzw. —c0), wenn eine gegen oo (bzw. —oo) bestimmt divergente reelle Folge (ay,),en mit
an = f(n) fir alle n > ng existiert.

Beispiel 7.24. Es gilt lim,, .o n = oo: Zu s > 0 wdhlen wir nach Satz 7.6 einen natiirlichen Index ng > s;

dann gilt n > s fiir alle n > ngy. Entsprechend gilt lim,,_,o.(—n) = —oc. Die Folge (—1)"n ist dagegen zwar
unbeschrdnkt, aber weder bestimmt divergent gegen oo noch gegen —oc. Die beschrdnkte Folge (—1)™ ist divergent,
aber nicht bestimmt divergent. A

Wir untersuchen jetzt geometrische Folgen, bei denen sich aufeinander folgende Glieder um einen festen
Faktor unterscheiden. Sie treten in der Mathematik, Informatik und in der Natur immer wieder auf.

Satz 7.25. Fiir eine geometrische Folge (¢")nen mit ¢ € R gilt:
@) Fiir |q| < 1 ist limy, 00 ¢" = O.
(i) Fiir g = 1 ist lim,, .o, g™ = 1.

(iii) Fiir g > 1 ist lim, .o ¢" = oo.

(iv) Fiir ¢ < —1 ist die Folge divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Beweis. Wir verwenden zunéchst die Abschitzung
(I+¢)">1+nc fir¢ > 0und n € IN. (7.1

Sie folgt durch vollstandige Induktion: Fiir n = 0 gilt Gleichheit, und aus der Induktionsannahme fiir n folgt

v
14" > 1+ne)(l+e)=1+n+Dec+nt>1+ (n+1)c.
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Zu (i): Fiir ¢ = 0 ist die Aussage unmittelbar klar. Sei 0 < |¢| < 1. Mit ¢ == 1/|¢q| — 1 > 0 gilt

1 (7<1) 1
(1+ce)» = 1+nc

0<q"| =

Zu ¢ > 0 wéhlen wir ng > 1/(ce). Dann ist fiir alle n > ng nach (7.1) auch |¢"| < 1/(1 + nc) < e. Somit gilt
lim, . ¢" = 0.

Zu (ii): Dies ist die konstante Folge 1.

Zu (iii): Fiir ¢ .= ¢ — 1 > 0 gilt nach (7.1) auch ¢" > 1 + nc. Zu jeder Schranke s > 0 wéhlen wir ng > s/c;
dann ist ¢" > s fiir alle n > ng.

Zu (iv): Fiir ¢ = —1 haben wir die Divergenz bereits in Beispiel 7.10 gezeigt. Fiir ¢ < —1 wachsen die
Betrige |¢|™ nach (iii) iiber jede Schranke; die Folge ist daher unbeschrénkt und nicht konvergent. Fiir gerade
Indizes sind die Glieder positiv, fiir ungerade negativ. In beiden Fillen ¢ < —1 schlieen diese beliebig spat
auftretenden Vorzeichen eine bestimmte Divergenz in eine der beiden Richtungen aus. O]

Grenzwerte helfen uns auch zu verstehen, was geschieht, wenn wir eine lineare Abbildung immer wieder
anwenden. Wir verbinden dazu die geometrischen Folgen mit den Matrixpotenzen aus Satz 6.68.

Beispiel 7.26. Zwei Rechner sollen ihre Arbeitslast ausgleichen. In jeder Runde gibt jeder Rechner ein Drittel
seiner aktuellen Last an den anderen ab. Wir modellieren die Last als beliebig teilbare Arbeitsmenge; wdhrend
des Ausgleichs kommen keine Aufgaben hinzu und es werden keine abgearbeitet. Bezeichnen u,, und v,, die
nichtnegativen Lasten nach n Runden, so gilt

") = Ax™, z™ = [ Un , A::1 21 )
Un 3\1 2

Die anfingliche Verteilung (9,0)" wird beispielsweise zu (6,3)", dann zu (5,4)". Wir betrachten die beiden
Lastfolgen (u,)nen und (v, )new und fragen uns: Konvergieren sie gegen denselben Wert?

Nach n Runden gilt '™ = A"x. Die Matrix A ist ein Drittel der Matrix aus Beispiel 6.76. Die Eigenvektoren
(1,1)" und (1, —1)T bleiben also erhalten und haben die Eigenwerte 1 und 1,/3. Mit
ug + Vo U — Vo

m = , d =
2 2

zerlegen wir den Anfangsvektor als ® = m(1,1)" +d(1,—1)". Nach Satz 6.68 erhalten wir

1 I\" /1 1\" 1\"
(n) — — = — = — —
T —m<1>+d<3> (_1>, also Up, m+d<3> , Up=m d(3> )

Wegen lim,,_,.(1/3)" = 0 folgt mit den Grenzwertregeln

. . Up + Vo
lim u, = lim v, =m = .
n—00 n—00 2
Beide Lastfolgen konvergieren also gegen die Hdlfte der Gesamtlast. Der Unterschied betrdgt nach n Runden
Uy — vn| = |uo — vo| 3~™ und wird damit beliebig klein. Die Eigenrichtung (1,1)" beschreibt den erhaltenen
gemeinsamen Anteil, die Eigenrichtung (1, —1)" den abklingenden Unterschied. Wir haben so aus einer Formel
fiir die einzelnen Runden eine Aussage iiber das langfristige Verhalten gewonnen. A
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Teilfolgen

Die Divergenz einer Folge sagt uns noch wenig iiber ihr langfristiges Verhalten: Sie kann unbegrenzt wachsen
oder fallen, zwischen zwei Werten wechseln oder sich mehreren verschiedenen Werten immer wieder annihern.
Teilfolgen helfen, diese Verhaltensweisen genauer zu unterscheiden.

Definition 7.27. Sei (a,)nen eine reelle Folge. Zu einer streng wachsenden Folge (ny)xen natiirlicher Zahlen
heildt (an, )rew eine Teilfolge von (ay)nen. Eine Zahl a € R heilt Hdaufungswert von (ay,)nenN, wenn eine
Teilfolge von (ay,),ecn gegen a konvergiert.

Die Teilfolge wird durch k indiziert; ihr k-tes Glied ist a,,, . Ihren Grenzwert schreiben wir daher als limj,_, . a,,
sofern sie konvergiert.

Beispiel 7.28. Fiir a,, = (—1)" sind (asx)ren und (azi+1)ken Teilfolgen von (ay,)nen. Die erste ist konstant 1,
die zweite konstant —1. Damit sind 1 und —1 Hdufungswerte, obwohl die urspriingliche Folge divergent ist. /A

Wir konnen Haufungswerte natiirlich in Bezug zur Gesamtfolge ausdriicken.

Beobachtung 7.29. Fiir eine reelle Folge (ay,),en gilt:
(i) Konvergiert (a,)ncn gegen a, so konvergiert jede Teilfolge gegen den einzigen Haufungswert a.

(ii) Eine Zahl a € R ist genau dann Haufungswert, wenn

Ve > 0: Vjo € N: In > jo: |a, — a] < e.

Eine beschrinkte Folge muss nicht konvergieren. Kénnen wir aus ihr aber stets eine Teilfolge auswéhlen, die
sich einem festen Wert annéhert?

Satz 7.30 (Bolzano-Weierstraf3). Jede beschrénkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teilfolge und damit
mindestens einen Haufungswert.

Beweis. Sei (a,)nen beschréankt. Wir wéhlen ¢ > 0 so, dass alle Glieder im Intervall I := [—c, ¢] liegen. Wir
halbieren dieses Intervall. Mindestens eine der beiden abgeschlossenen Halften enthalt a,, fiir unendlich viele
Indizes n, denn sonst konnte auch ihre Vereinigung nach Satz 2.14 nur Glieder zu endlich vielen Indizes
enthalten. Diese Hélfte nennen wir I;. Wiederholen wir das Verfahren, erhalten wir ineinander enthaltene
Intervalle I, = [Ix, rx], die jeweils Glieder zu unendlich vielen Indizes enthalten, mit

2c
Ty — lk; = 27
Die Folge (Ix)xen ist monoton wachsend und nach oben durch ¢ beschrénkt. Nach Satz 7.12 besitzt sie einen
Grenzwert a. Wegen limy,_,o 27% = 0 und r}, = I}, + 2¢ 27" gilt nach den Grenzwertregeln aus Satz 7.14 auch
hmk:—mo Tk = Q.
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Wir wahlen nun ng mit a,, € Iy und danach fiir jedes £ > 1 einen Index n; > n;_; mit a,, € I;. Dies ist
moglich, weil I, Glieder zu unendlich vielen Indizes enthélt. Aus

Iy <ap, <rp
folgt mit Satz 7.20 (iii), dass limy_,~ a,, = a. Damit ist die gesuchte Teilfolge gefunden. O

Die urspriingliche Folge muss dabei nicht konvergieren, wie (—1)" zeigt. Wenn eine beschriankte Folge jedoch
nur einen einzigen Haufungswert besitzt, bestimmt dieser das Verhalten der ganzen Folge.

Korollar 7.31. Eine beschriankte reelle Folge konvergiert genau dann gegen a € R, wenn « ihr einziger
Haufungswert ist.

Beweis. Fiir eine konvergente Folge folgt die Aussage aus Beobachtung 7.29 (i). Sei umgekehrt (a,,)nen
beschriankt und a ihr einziger Haufungswert. Angenommen, (a,),cn konvergiert nicht gegen a. Dann gibt
es ein ¢ > 0, sodass nach jedem Index ein Glied mit |a,, — a| > € auftritt. Wir konnen deshalb eine Teilfolge
(@n, ) ke mit |a,, —a| > ¢ fiir alle k¥ wiahlen. Sie ist ebenfalls beschrankt und besitzt nach Satz 7.30 eine
konvergente Teilfolge. Diese ist auch eine Teilfolge von (a,,),cn; ihren Grenzwert nennen wir b. Nach der
Betragsregel aus Satz 7.14 und Satz 7.20 (ii) gilt [b—a| > ¢, also b # a. Damit wére b ein weiterer Haufungswert,
ein Widerspruch zur Wahl von (ay,),en. O

Beispiel 7.32. Die Beschrdnktheit ist in diesem Korollar wesentlich. Fiir die Folge mit
aop, = 0, agp+1 =k +1 fiirk e N

ist 0 ein Hdaufungswert, denn limy_,, asp = 0. Sei nun a € R\ {0}. Wir setzen ¢ := |a|/2 > 0 und wdhlen ko € IN
mit ko > |a| + €. Fiir alle k > ko gilt

lasgk, — al = |a| > ¢, lagky1 —a|=|k+1—al|>k+1—|a|] >e.
Damit ist |a,, — a| > ¢ fiir alle n > 2ko. Nach Beobachtung 7.29 (ii) ist a daher kein Hdufungswert. Die Folge

besitzt somit genau einen Hdufungswert, ist aber wegen asx1 = k + 1 unbeschrdnkt und deshalb nach Satz
7.9 (ii) divergent. JAN

Teilfolgen liefern auch ein Konvergenzkriterium, das keinen vermuteten Grenzwert voraussetzt. Wenn wir
einer festen Zahl beliebig nahe kommen, miissen die spdten Glieder auch untereinander beliebig nahe liegen.

Definition 7.33. Eine reelle Folge (a,,),cn heilst Cauchy-Folge, wenn

Ve > 0: 3ng € N: Vn,m > ng: |a, — am| < e.

Satz 7.34 (Cauchy-Kriterium). Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.
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Beweis. Sei zunéchst (a,),cn eine Folge mit Grenzwert lim,, o a,, = a. Zu € > 0 wéhlen wir ny mit |a,, —a| <
/2 fiir alle n > ny. Dann ist (a,)nen eine Cauchy-Folge, denn fiir alle n, m > ny gilt

3.93
lan, — am| < |an —a|+|a—an| <e.

Sei umgekehrt (a,, ), eine Cauchy-Folge. Dann gibt es einen Index ng € IN \ {0} mit |a,, — a,,,| < 1 fiir alle
n,m > np, also insbesondere |a,| < |an,| + 1 fiir alle n > ng. Damit ist (a,)n,en beschrénkt durch |a,| < ¢ fiir
alle n € IN, wobei

¢ =max{|ao|, ..., |ang—1],|an,| + 1}

Nach Satz 7.30 besitzt die Folge daher eine Teilfolge (a,, )recw, die gegen eine reelle Zahl a konvergiert. Fiir
beliebiges ¢ > 0 konnen wir, da (a,,),en eine Cauchy-Folge ist, jeweils einen Index ¢y € IN mit |a,, — a,| < £/2
fiir alle n,m > ¢y wihlen. Aulerdem konnen wir, wegen limy_,o ap, = a, €in k wéhlen mit n; > ¢y und
lan, — a| < e/2. Damit konvergiert (a,)nen, denn fiir jedes n > ¢ gilt

3.93
lan —al < lap — an, |+ |an, —a| <e. O

Im Beweis fiihrt die gegenseitige Nahe der Glieder zundchst zur Beschrianktheit. Bolzano—Weierstral? liefert
einen Grenzwert fiir eine Teilfolge; die Cauchy-Eigenschaft zwingt dann auch alle hinreichend spéten Glieder
in seine Néhe. Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist dabei {iber das Monotoniekriterium in den Beweis
von Bolzano-Weierstraf3 eingegangen.

7.2 Reihen

Bisher haben wir untersucht, wann eine Folge von Werten konvergiert. Nun betrachten wir aufeinanderfolgende
Anderungen eines Wertes, wie sie etwa bei der schrittweisen Verbesserung einer Naherung auftreten. Uns
interessiert, wann der durch diese Anderungen entstehende Gesamtwert konvergiert.

Anschaulich muss die Folge der Anderungen eine Nullfolge sein, damit sich der Gesamtwert stabilisieren
kann. Wir werden aber sehen, dass das nicht ausreicht: Beispielsweise wéachst die Summel +1/2+1/3 + ...
beim Hinzufiigen weiterer Summanden unbeschrinkt, obwohl die Anderungen immer kleiner werden. Wir
untersuchen jetzt Bedingungen, die die Konvergenz einer solchen Summe garantieren.

Definition 7.35. Eine (reelle) Reihe ist eine Folge (s;,)men von Partialsummen
m
Sm ::Zan fiir m € IN,
n=0

wobei (a, )nen eine reelle Folge von Summanden bezeichnet. Konvergiert die Reihe oder divergiert sie bestimmt,
ist ihr Wert definiert als

0 m

E ap = lim s, = lim g anp.
m—00 m—0o0

n=0 n=0
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Das Symbol > >° ; a,, bezeichnet je nach Zusammenhang die Reihe selbst oder, falls sie konvergiert oder be-
stimmt divergiert, ihren Grenzwert. Beginnt die Summation bei ng € N, schreiben wir entsprechend > >

n=ng an,.
Dafiir setzen wir die Summanden vor n gleich null; die Partialsummen s,,, = an:no a,, sind fiir m < ng leere

Summen. Die Summanden kénnen auch durch einen Ausdruck angegeben werden: ) f(n) bezeichnet
die Reihe mit den Summanden a,, = f(n) fiir n > ny.

Beispiel 7.36. Wir betrachten die geometrische Reihe Y  ¢" mit ¢ € R\ {1}. Fiir m € N gilt
m+1

m m m
Q=) " =) q¢"=> ¢ = Zq —Zq =1-q""
n=0 n=0 n=0

Da 1 — q # 0, konnen wir durch 1 — q teilen und erhalten dle endllche Summenformel
> =it
l1—q
Ist |q| < 1, so gilt nach Satz 7.25 lim,, o, ¢™ ! = 0 und die geometrische Reihe ist konvergent mit Wert

o0

1—gmtt 1-0 1
E ¢" = lim g q" = lim q B =
— m—00 m—)OO

Fiir ¢ > 1 gilt dagegen
m m
Zq"Elem—Fl fiir alle m € IN.
= =0
Die Partialsummen wachsen daher iiber jede Schranke; die geometrische Reihe divergiert bestimmt gegen co. /A

Beispiel 7.37. Fiir die harmonische Reihe gilt " >° | 1/n = oo. Ihre Partialsummen h,, := Y " | 1/n sind nach

k 27 1 k 27 1 . i )
hor =14 Y gZHZ > 27_1+Z2 7_1+§ fiir k € N

J=1n=27-141 j=1n=2i-141
unbeschrdnkt und kénnen nach Satz 7.9 (ii) nicht konvergieren. Da sie monoton wachsen, gilt sogar lim,,, co by =
0. AN

Beispiel 7.38. Fiir m > 1 gilt

m

)P ol (. N U U R P — S
“nn+1) “—\n n+l) 1 22 3 3 4 m+1  m+ 1l

also

Definition 7.39. Eine Reihe > °  a,, heift absolut konvergent, wenn die Reihe > |a,| konvergiert.

Beispiel 7.40. Die Reihe)" " ,(—1/2)" ist absolut konvergent, denn nach Beispiel 7.36 gilt

2|5 -56) - :
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Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir leiten Kriterien her, mit deren Hilfe wir die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe nachweisen konnen.

Es ist anschaulich klar, dass eine Reihe nur konvergieren kann, wenn ihre Summanden eine Nullfolge bilden.
Umgekehrt gentigt es fiir die Konvergenz nicht, dass die Summanden gegen 0 konvergieren, wie wir bei der
harmonischen Reihe (Beispiel 7.37) gesehen haben.

Beobachtung 7.41. Fiir jede konvergente Reihe Y >° ; a,, gilt lim,, o a, = 0.

Beweis. Konvergiert eine Reihe > °  a, mit Partialsummen s, = > """ ; a,, gegen s, so gilt a, = s, — sp_1
fir n > 1. Mit den Grenzwertregeln aus Satz 7.14 folgt

lim a, = lim s, — lim s,_1 =s—s=0. O
n—oo n—oo n—oo

Beobachtung 7.42. Seien > >, a,, und > > b, konvergente Reihen und ), € R. Dann konvergiert auch
S o(Aay, + uby), und es gilt

o (oe) o0
D an+pbn) =AY an+pn) b
n=0 n=0 n=0
Beweis. Wir bezeichnen die Partialsummen der beiden Reihen mit s, = Y " a, und t,, = > " by

fiir m € IN. Nach Voraussetzung konvergieren (s,,)men und (tm,)men gegen die Werte s == >~ a,, und
t=>2"0bn.

Fiir die Partialsummen der Reihe mit Summanden \a,, + ub,, gilt

Uy, = Z()\an + uby) = )\Zan + ,qun = ASm + ptm.
n=0 n=0 n=0

Wir wenden nun zuerst die Summenregel und dann die Faktorregel fiir Grenzwerte an:

. . 714 .. . 7.14 . .
o U = (Ao + fibm) =l (A8m) o L () A 0 St 0o = Ao o i

Damit konvergiert die Partialsummenfolge (u,,)men, also auch die zugehorige Reihe. Ihr Wert ist

D (Aan 4 pbp) =As+pt =A> an+p > by O
n=0 n=0 n=0

Das Andern, Hinzufiigen oder Weglassen endlich vieler Anfangssummanden dndert die Konvergenz einer
Reihe nicht. Bei Folgen haben wir in Satz 7.9 (iii) gesehen, dass Anderungen endlich vieler Glieder sogar den
Grenzwert unverandert lassen. Bei Reihen unterscheiden sich dagegen die hinreichend spéten Partialsummen
um eine feste Konstante, gegebenenfalls nach einer festen Indexverschiebung.

[e.9]
n=mnm

Beobachtung 7.43. Fiir jedes ny € IN konvergiert >  a,, genau dann, wenn ) , @n konvergiert.
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Um die Konvergenz einer Reihe ohne Kenntnis ihres Wertes zu priifen, wenden wir nun das Cauchy-Kriterium
fiir Folgen aus Satz 7.34 auf ihre Partialsummen an.

Satz 7.44 (Cauchy-Kriterium). Eine Reihe ) °  a, konvergiert genau dann, wenn

m
D a

k=n

Ve >0:dng e N: Vn,m € IN,m > n > ng: <e.

Beweis. Sei s, = > ;- ax. Nach Satz 7.34 konvergiert die Reihe genau dann, wenn (s,,)men eine Cauchy-
Folge ist.

Ist (sm)men Cauchy-Folge, dann existiert per Definition fiir alle ¢ > 0 ein jp € IN mit
m
> o
k=n

also ist die Bedingung des Satzes fiir ng = jo + 1 erfiillt.

= |8 — sp—1] < € firm >n—12> jo,

Gilt umgekehrt diese Bedingung fiir ein beliebiges ¢ > 0 und sind m > £ > ng, soist [s;, —s¢| = | D pL 1 ax| <
e. Flir m = / ist die Differenz null; fiir m < ¢ vertauschen wir die Indizes. Damit ist die Partialsummenfolge
eine Cauchy-Folge. O

Mit dem Cauchy-Kriterium kénnen wir nun zeigen, dass die absolute Konvergenz eine hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz einer Reihe ist.

Satz 7.45. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei " >°  |an| konvergent und € > 0. Nach Satz 7.44 gibt es np € IN mit >_}"  |ax| < ¢ fiir alle
m > n > ngy. Durch wiederholtes Anwenden der Dreiecksungleichung aus Satz 3.93 folgt

m
D> a
k=n

Nochmals Satz 7.44 liefert die Konvergenz von ) °  ay,. O

m
<> laxl<e  firallem >n > n.
k=n

Fiir Reihen mit nichtnegativen Summanden kénnen wir Konvergenz oder Divergenz auch durch den Vergleich
mit einer bereits bekannten Reihe nachweisen.

Satz 7.46. Seien (a,)nen und (b, )nen reelle Folgen mit 0 < a,, < b, fiir alle n > np, wobei ng € IN. Dann gilt:
(i) Konvergiert > by, so konvergiert auch > °° ; a,, (Majorantenkriterium).

(ii) Divergiert ) ° ,an, so divergiert auch ) >° b, (Minorantenkriterium).
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Beweis. Zu (i): Nach Beobachtung 7.43 kénnen wir die endlich vielen Summanden vor ny weglassen. Fiir alle

m > ng ist
m m
0= s>t
n=ng n=ngo

Die rechten Partialsummen sind wegen ihrer Konvergenz beschrankt. Damit sind auch die linken Partialsummen
beschrankt. Wegen der nichtnegativen Summanden wachsen sie monoton und konvergieren daher nach
Satz 7.12. Teil (ii) ist die Kontraposition von Teil (i). O

Beispiel 7.47. Die Reihe Y ¢ | 1/n? ldsst sich nicht unmittelbar so aufteilen wie in Beispiel 7.38. Fiir n > 1 gilt
wegen n + 1 < 2n aber

0< <2

“n2 " nn+1)
ie Reihe )~ | —=— konvergiert nach Beispiel 7.38 und Beobachtung 7.42. Satz 7.46 (i) liefert somit die
Die Reihe Y777 | o2y k ‘ h Beispiel 7.38 und Beobachtung 7.42. Satz 7.46 (i) li it di
Konvergenz von >_°2 | 1/n?, ohne ihren Reihenwert bestimmen zu miissen. A

Beispiel 7.48. Die Reihe ) 7 | 1/+/n divergiert: Wegen \/n < n ist 1/y/n > 1/n, sodass Beispiel 7.37 und
Satz 7.46 (ii) anwendbar sind. A

Bei nichtnegativen Summanden konnen die Partialsummen nur wachsen. Vorzeichenwechsel ermoglichen
dagegen Ausgleich: Positive und negative Beitrdge konnen sich gegenseitig aufheben. Die harmonische Reihe
erhalt dadurch ein anderes Konvergenzverhalten.

Satz 7.49 (Leibniz-Kriterium). Sei (b,),cn eine monoton fallende Folge mit b, > 0 fiir alle n € IN und
lim,, .~ b, = 0. Dann konvergiert die Reihe

Beweis. Bezeichnen wir die Partialsummen mit s, = > (—1)"b,. Die Partialsummen mit geraden Indizes
fallen, die mit ungeraden wachsen, denn
Sokt2 — Sok = —bogy1 + bagg2 <0, Sok+3 — Sok41 = bogt2 — bagg3z > 0, fir alle k € IN.

Zudem ist soy1 = Sop — bopr1 < Sox und damit
51 < Sop41 < Sop < S fiir alle k € IN.

Nach Satz 7.12 konvergieren (sox)ken und (sor41)ken also. Da lim,,_,~ b, = 0, konvergiert auch die Teilfolge
(bor+1)rew gegen 0 (Beobachtung 7.29 (i)). Wegen sop, — Sok11 = bop4 ist nach den Grenzwertregeln aus
Satz 7.14 auch die Differenz der beiden Grenzwerte O; sie stimmen also iiberein. Wir nennen den gemeinsamen
Grenzwert s. Fiir jedes £ > 0 liegen alle hinreichend spéten geraden und ungeraden Partialsummen im Abstand
kleiner als € von s; also konvergiert die gesamte Partialsummenfolge gegen s. O
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Beispiel 7.50. Die Folge b,, = 1/(n + 1) ist monoton fallend und nach der Abschdtzung in Beispiel 7.8 eine
Nullfolge. Daher liefert Satz 7.49 die Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe

> (=1)7 L 1 1 1
§ =1 + +
~ n N 2 3 4

Allerdings konvergiert die Reihe nicht absolut, wie wir in Beispiel 7.37 gesehen haben. A
Wir haben uns in Beispiel 7.36 {iberlegt, dass die geometrische Reihe >~>° , ¢" fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert und
fiir ¢ > 1 divergiert. Die folgenden beiden Kriterien verallgemeinern diese Erkenntnis. Zunachst miissen sich
die Betrdge aufeinanderfolgender Summanden nicht genau um einen festen Faktor unterscheiden: Es gentigt,
dass ihre Quotienten gegen ¢ < 1 bzw. ¢ > 1 konvergieren.

Satz 7.51 (Quotientenkriterium). Sei (a,),cn eine reelle Folge mit a,, # O fiir alle n > n;, wobei n; € IN ist.
Auflerdem gelte lim,, o ‘“Z: L | = ¢ € R. Ist ¢ < 1, so konvergiert Y > ; a,, absolut. Ist ¢ > 1, so divergiert die
Reihe.

Beweis. Wegen |ay+1/a,| > 01ist ¢ > 0 nach Satz 7.20. Sei zunéchst ¢ < 1. Wir wahlen r mit ¢ < r < 1 und
¢ :=r — ¢ > 0. Nach der Grenzwertdefinition gibt es ng > n; mit }|an+1 Jan| — q‘ < & =r — ¢ fiir alle n > ny.
Also ist |ap+1/an| = |an+1]/]an| < r und damit |a,4+1] < 7 |ay|. Wiederholtes Anwenden liefert

gk < Tlangrh1] < -+ < |ang|7* fir alle £k € IN \ {0}.

Die geometrische Reihe Y72 |an,|r* konvergiert nach Beispiel 7.36 und Beobachtung 7.42. Das Majoran-
tenkriterium (Satz 7.46 (1)) zeigt wegen 0 < |an,1k| < |an,|r” fiir alle k& € N, dass Y poq |an,+x| und
damit > 77  |a,| konvergiert. Das Hinzufiigen der endlich vielen Summanden mit n < no dndert nach
Beobachtung 7.43 die Konvergenz nicht. Also konvergiert auch >"°  |a,|, das heifdt, > >° ; a,, konvergiert

absolut.

Sei nun ¢ > 1. Wir wahlen r mit 1 < r < g und € := ¢ — r > 0. Nach der Grenzwertdefinition gibt es ng > n;
mit ||an41/an| —q| < e =q—rfiralle n > ng. Also ist |an41/an| = |ant1|/|an| > v und damit |a, 41| > r|an|.
Wiederholtes Anwenden liefert

g k] > Tlangrh_1] > - > |ang [T > |ang| > 0 fiir alle £k € IN \ {0}.

Die Betrdge aller Summanden ab n sind also mindestens so grol wie die feste positive Zahl |a,,|. Damit ist
(an)new keine Nullfolge, und nach Beobachtung 7.41 divergiert die Reihe Y >°  a,,. a

Beispiel 7.52. Fiir a,, = 1/n! gilt |ap+1/an| = 1/(n+1). Wegen lim,,_,oc |an+1/an| = 0 (Beispiel 7.8) konvergiert
Y oo 1/n! nach Satz 7.51. Ebenso konvergiert »_>° | n/2", denn fiir n > 1 gilt mit Satz 7.14

(n+1)/ :n+ :(1+> und lim<1+>:2<1. A
n

Beispiel 7.53. Fiir die harmonische Reihe > 0° b, = > %, L aus Beispiel 7.37 und die Reihe > 0° | a,, mit

ap = m aus Beispiel 7.38 ergeben sich die Quotienten
b1 1/(n+1) n ant1 1/ (n+1)(n+2)) n
b,  1/n  n4+1’ an  1/(n(n+1)  n+2
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Mit den Grenzwertregeln aus Satz 7.14 folgt

. bn+1 IERT 1 o . An+1 T 1 o
lim = lim ———— =1, lim = lim =
n—00 bn n—oo 1 + 1/n n—o0o G n—oo 1 + 2/n

Beide Quotientenfolgen konvergieren also gegen denselben Grenzwert, obwohl die harmonische Reihe divergiert
und die Teleskopreihe konvergiert. Das Quotientenkriterium kann bei Grenzwert 1 also nicht entscheiden. A

Bei der geometrischen Reihe aus Beispiel 7.36 gilt fiir ¢ > 0 und n > 1 stets {/|q"| = ¢q. Das Wurzelkriterium
iibertragt die Unterscheidung zwischen Konvergenz und Divergenz auf Reihen, bei denen die n-ten Wurzeln
der Summandenbetrédge gegen ¢ konvergieren.

Satz 7.54 (Wurzelkriterium). Sei (ay,)nen eine reelle Folge mit lim, o V/]an] = ¢ € R. Ist ¢ < 1, so
konvergiert >~ >° , a,, absolut. Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. Ubung. O

Wie beim Quotientenkriterium ist auch beim Wurzelkriterium im Fall ¢ = 1 keine allgemeine Aussage iiber
Konvergenz oder Divergenz moglich.

Beispiel 7.55. Fir a, = (%41)" mitn > 1 ist

n+1 1 1
Vlan| = =-|14+—-).
[an 3n 3<+n>

Nach Satz 7.14 konvergiert dieser Ausdruck gegen 1/3 < 1. Satz 7.54 liefert die absolute Konvergenz von
oty ()" A

Beim Multiplizieren zweier Reihen entstehen Produkte aib,. Wir fassen jeweils diejenigen mit k£ + ¢ = n zu
einem Summanden ¢,, zusammen. Der folgende Satz zeigt, dass diese Anordnung bei absolut konvergenten
Reihen das Produkt der Reihenwerte liefert.

Satz 7.56 (Produktsatz). Seien > > ja, und > 7 , b, absolut konvergente Reihen. Wir setzen
n
Cp = Zakbn_k fiir n € IN.
k=0

Dann konvergiert auch > > ¢, absolut, und es gilt

S () ()

n=0
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Beweis. Wir setzen
m m m m
Sm = § ap, tm = E bn, Sm = E |an|,  tm = § |bn |
n=0 n=0 n=0 n=0

und bezeichnen die zugehorigen Grenzwerte mit s, ¢, 5, ¢. Fiir alle m € IN gilt

Doleal =D awbar] < D0 lar| bkl
n=0 n=0 [ k=0 n=0 k=0
m m
<O anl be| = Smtm < SE.
k=0 (=0

Die zweite Ungleichung ergédnzt die nichtnegativen Beitrdage mit k + ¢ > m. Die Partialsummen der Betra-
ge wachsen monoton und sind beschrankt; nach Satz 7.12 konvergiert daher >~ |c,|. Nach Satz 7.45
konvergieren damit auch die Partialsummen u,, = )", ¢, gegen einen Wert u.

Im Produkt so,,t2,, stehen gegeniiber us,, zusétzlich genau die Beitrdge mit k + ¢ > 2m. Fiir diese gilt k > m

oder ¢ > m, also
2m 2m 3.93 2m 2m
DD ab <) D laxl b

k=1/{=2m—k+1 k=1/{=2m—k+1

Z Z|ak||bz|+22m Z |a| e

k=m~+1 (=0 k=0 {=m-+1
= (52m — Sm)tam + Som(tam — tm)
< (8= 8m)t + 5(t — ty).
Doppelt gezahlte Beitrage vergroern nur die obere Schranke. Nach Beobachtung 7.29 (i) und den Grenzwert-

regeln aus Satz 7.14 konvergiert die linke Seite gegen |st—wu| und die rechte gegen null. Der Grenzwertvergleich
aus Satz 7.20 liefert |st — u| = 0, also u = st. O

|32mt2m - u2m| =

Beispiel 7.57. Gewdhnliche Konvergenz beider Reihen reicht fiir Satz 7.56 nicht aus. Wir betrachten zweimal
dieselbe Reihe mit Summanden (1)

an = b, = fiirn € IN.

vn+1
Die Betrdge fallen monoton gegen null: Fiir jedes ¢ > 0 gilt 1//n + 1 < ¢, sobald n + 1 > 1/¢2. Nach Satz 7.49
konvergieren daher beide Reihen.

Fiir die im Produktsatz angegebenen Summanden erhalten wir

(-"*
Z\/k+1\/n R+l Z\/k:Jrl Yn—k+1)

Alle Beitrdge haben dasselbe Vorzeichen. Fiir 0 < k < n sind aufserdem beide Faktoren unter der Wurzel héchstens
n + 1. Deshalb gilt

=1 fiir alle n € IN.

1

lenl = Z\/k+1 n—k+1) kz

0

+
Die Folge (¢, )nenw ist keine Nullfolge. Nach Beobachtung 7.41 divergiert die Reihe > ", c,,, obwohl beide Aus-
gangsreihen konvergieren. JAN
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7.3 Asymptotik

Bisher haben wir untersucht, ob Folgen konvergieren und welchen Grenzwert sie besitzen. Nun untersuchen
wir, wie schnell Folgen wachsen oder sich ihrem Grenzwert ndhern. Derartige Fragen sind zum Beispiel
in der Algorithmik wichtig, wo uns interessiert, wie schnell der Rechenaufwand eines Verfahrens mit der
Datenmenge wichst, wie effizient also das Verfahren ist, oder wie schnell sich ein Approximationsverfahren
der Losung nahert.

Betrachten wir beispielsweise das Gram-Schmidt-Verfahren aus Satz 4.98, das aus einer Basis mit n > 1
Vektoren eine Orthonormalbasis bestimmt. Fiir den j-ten Vektor ziehen wir die j — 1 Projektionsanteile
nacheinander vom Eingabevektor ab. Dies erfordert j — 1 Vektoradditionen, wobei wir eine Subtraktion als
Addition des negativen Vektors zdhlen. Die Gesamtzahl der Vektoradditionen ist durch die Partialsumme

n

1
) = Y522 )

i

Il
=)

gegeben. Das Wachstum dieser Anzahl wird also durch die Partialsummen der bestimmt divergenten Reihe
>0 o n beschrieben.

Wie konnen wir dieses Wachstum messen? Wenn sich die Anzahl der Basisvektoren verdoppelt, erhoht sich
die Anzahl der Vektoradditionen fiir n» > 2 um den Faktor

t2n) 22n—1) 4n—4 2 2
t(n) n—1 n—1 n-1 n—1

Da lim,, oo ﬁ = 0 gilt, gilt also lim,, tt((i?)) = 4. Also verhalt sich die Anzahl Vektoradditionen fiir grof3e n

wie eine Funktion f: IN — R mit f(2n) = 4f(n), also wie zum Beispiel f(n) = n?.

Tatsachlich ist

was bestitigt, dass die Anzahl Vektoradditionen bis auf einen Faktor 2 so wichst wie n?. Im Gegensatz dazu ist
lim,, 00 t(n)/n = oo und lim,,_, t(n)/n® = 0, also wéchst ¢(n) in diesem Sinne schneller als n und langsamer
als n3.

Wir fassen Folgen in diesem Abschnitt als Funktionen f: IN — R auf. Um auch (unbestimmt) divergente Folgen
einzufangen, vergleichen wir das Wachstum zweier Folgen in der Definition unten nicht {iber Grenzwerte. Da
Restfehler auch negativ sein konnen, vergleichen wir auerdem die Betrdge der Folgenglieder.

Definition 7.58. Fiir g: IN — R definieren wir die Menge der Folgen, die asymptotisch
* nicht schneller wachsen als g durch O(g) .= {f: N — R | 3¢ > 0: Ing € IN: Vn > ng: |f(n)| < clg(n)|};
* nicht langsamer wachsen als g durch Q(g) = {f: N =R | g € O(f)};

* genauso schnell wachsen wie g durch O(g) := O(g) N Q(g).

Die Mengen €2(g) und ©(g) lassen sich auch analog zu O(g) definieren.
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Beobachtung 7.59. Fiir g: N — R gilt

Qg)={fN—>R|3ec>0:3Ing € N: Vn > ng: |f(n)| > clg(n)|},
O(g) ={f: N—=R|3e,d >0:Ing € N: Vn > ng: clg(n)| < |f(n)| <d|g(n)|}.

Wir beobachten zunichst den Zusammenhang von Definition 7.58 mit unseren anfinglichen Uberlegungen zur
Effizienz des Gram-Schmidt-Verfahrens. Dazu merken wir an, dass f € O(g) gleichbedeutend damit ist, dass
die Folge (f(n)/g(n))nen beschrankt ist (vgl. Definition 7.4), sofern der Quotient fiir alle Indizes definiert ist.
Also ist insbesondere f € O(g), wenn diese Folge konvergiert (Satz 7.9 (ii)). Dabei geniigt es, die Quotienten
ab einem beliebigen festen Index zu betrachten.

Beobachtung 7.60. Fiir f,¢: N — R gilt:
e Istlim, o f(n)/g9(n) = d € R, dann folgt f € O(g).
e Istlim, o g(n)/f(n) = d € R, dann folgt f € Q(g).
e Istlim, o f(n)/g(n) =d € R\ {0}, dann folgt f € O(g).

Wie schon fiir Reihen und Grenzwerte schreiben wir f(n) € O(g(n)) fir f € O(g), beispielsweise also
n € O(n?), ohne die Funktionen explizit zu benennen; dieselbe Konvention verwenden wir fiir die anderen
Symbole. Endlich viele Anfangsglieder beeinflussen die Definitionen nicht. Deshalb diirfen auch hier Ausdriicke
vorkommen, die erst ab einem bestimmten Index definiert sind, beispielsweise 1/n € (1/n?); wir erginzen
die fehlenden Werte wie in Definition 7.11 beliebig.

Beispiel 7.61. Fiir die Anzahl der Vektoradditionen im Gram-Schmidt-Verfahren gilt t(n) € ©(n?) nach Beob-
achtung 7.59, denn

1 1
Z|n2] <|t(n)| = < =|n?|  fiirallen > 2. A

2

Beispiel 7.62. Bei der gewohnlichen Multiplikation zweier Matrizen A, B € R™*™ mit n > 1 berechnen wir nach
Definition 5.46 jeden Eintrag durch

n
(AB)ij = ZAikBkj fiir1 <i,j <mn.
k=1

Fiir jeden der n? Eintrdge addieren wir n Produkte und benétigen dafiir jeweils n — 1 Additionen. Insgesamt ist
die Anzahl der benotigten Additionen also

n*(n—1) =n® —n? € O(n?).

Es sind inzgwischen Verfahren bekannt, bei denen die Gesamtzahl der Additionen und Multiplikationen in
O(n%3™7TT) liegt.1 A

!Stand September 2026: E. Dupont et al., Improving the matrix multiplication exponent with modern optimization and AlphaEvolve
(2026), arXiv:2608.16884.

207


https://arxiv.org/abs/2608.16884

Beispiel 7.63. Wir wenden das Gauf3-Verfahren aus Abschnitt 6.2 auf eine invertierbare Matrix A € R™*™ mit
n > 1 an und zdhlen die Additionen reeller Zahlen. Beim i-ten Pivotelement addieren wir in der Vorwdrtsphase ein
Vielfaches der Pivotzeile zu n — i anderen Zeilen und in der Riickwdrtsphase zu i — 1 anderen Zeilen. Zusammen
sind dies (n—1i)+ (i—1) = n—1 € O(n) Zeilenadditionen pro Pivotelement. Bei komponentenweiser Ausfithrung
benétigt jede Zeilenaddition n Additionen reeller Zahlen, sodass pro Pivotelement n(n — 1) € ©(n?) Additionen
reeller Zahlen anfallen. Da die invertierbare Matrix A genau n Pivotelemente besitzt, betrdgt die Gesamtzahl der
Additionen
n-(n—1)-n=n®-n?ec 0.

Auch fiir eine nichtinvertierbare Matrix A € R"™*"™ gibt es hochstens n Pivotelemente. Die Anzahl der Additionen
liegt daher allgemein in O(n?). A

Beispiel 7.64. Es gilt f € O(1) genau dann, wenn f beschrdnkt ist. A

Beispiel 7.65. Auch der Fehler einer Reihe, also wie weit die Partialsumme vom Wert der Reihe entfernt ist, ldsst
sich mit der O-Notation beschreiben. Fiir die Reihe aus Beispiel 7.38 und die geometrische Reihe aus Beispiel 7.36
gilt fiirm > 1

1

[e's] 1 m 1 m 1 738
- — :1— = 01

Zk(kJrl) Zk(k+1) Zk(k+1) my1 cou/m,

k=1 k=1 k=1 A
=1 1 1 o736 1 —m
k=1 =1 k=1

Fiir einen strengeren Vergleich soll jeder noch so kleine positive Faktor als obere Schranke geniigen. Dabei
darf der Anfangsindex vom Faktor abhangen.

Definition 7.66. Fiir g: IN — R definieren wir die Menge der Folgen, die asymptotisch
* echt langsamer wachsen als g durch o(g) == {f: N — R | Ve > 0: Ing € N: Vn > ng: |f(n)| < elg(n)|},
* echt schneller wachsen als g durch w(g) == {f: N - R | Ve > 0: Ing € IN: Vn > ng: |f(n)| > c|g(n)|}.

Insbesondere ist f € w(g) genau dann, wenn g € o(f).

Die letzte Aquivalenz gilt dabei, weil wir ¢ = 1/c identifizieren kénnen.

Bemerkung 7.67. Die Zeichen O, 2, ©, 0 und w heiflen (Bachmann-)Landau-Symbole.

Beispiel 7.68. Esist f € o(1) genau dann, wenn f eine Nullfolge ist, denn Ve > 0: Ing € IN: Vn > ng: |f(n)| < e
ist dquivalent zu V&' > 0: Ing € IN: Vn > ng: |f(n)| < €’: In der Hinrichtung setzen wir ¢ = £’ /2 und in der
Riickrichtung ¢’ = e. A

Analog zu Beobachtung 7.60 kénnen wir die Symbole aus Definition 7.66 mit Grenzwerten in Verbindung
bringen. Im Gegensatz zu Beobachtung 7.60 sind die Grenzwertbedingungen hier nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig.
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Beobachtung 7.69. Seien f,g: N — R und ng € IN mit f(n) > 0 und g(n) > 0 fiir alle n > ny. Dann gilt:
* Esist lim,_,~ f(n)/g(n) = 0 genau dann, wenn f € o(g).

* Esist lim, . f(n)/g(n) = co genau dann, wenn f € w(g).

Beweis. Zur Aussage iiber f € o(g): Division durch g(n) > 0 macht aus f(n) < eg(n) die Abschéitzung
0 < f(n)/g(n) < e.Aus f € o(g) erhalten wir zu einer vorgegebenen Fehlertoleranz ¢ > 0 die strengere
Schranke zum Faktor ¢/2, also Konvergenz gegen null. Umgekehrt liefert die Konvergenz die verlangte
Schranke fiir jedes ¢ > 0.

Zur Aussage iiber f € w(g): Die untere Schranke wird zu f(n)/g(n) > c. Aus f € w(g) folgt fiir jede Schranke
s > 0 mit ¢ = 2s, dass der Quotient ab einem Index grofer als s ist. Umgekehrt liefert bestimmte Divergenz
gegen oo fiir jeden Faktor ¢ > 0 sogar f(n)/g(n) > c. O

Eine Warnung: Es liegt nahe zu vermuten, dass die Menge o(g) der echt langsamer als g wachsenden Folgen
genau die Folgen in O(g) \ ©(g) enthdlt, also die, die nicht schneller und nicht genauso schnell wie g wachsen.
Das ist allerdings im Allgemeinen nicht der Fall (siehe Ubung). Wir zeigen, dass zumindest eine Inklusion gilt.

Beobachtung 7.70. Ist g(n) > 0 fiir alle n ab einem Index, so gilt

o(9) CO(9)\O(9),  wlg) CQg)\O(9)

Beweis. Aus f € o(g) folgt mit ¢ = 1 zunéchst f € O(g). Gébe es zugleich eine untere Schranke |f(n)| > cg(n)
mit ¢ > 0, so widerspréche die obere Schranke zu € = ¢/2 dieser fiir alle hinreichend gro3en Indizes. Also ist
f ¢ O(g). Fir f € w(g) folgt mit dem Faktor 1 die Zugehorigkeit zu Q2(g); jede obere Schranke |f(n)| < dg(n)
wird durch die untere Schranke zum Faktor 2d ausgeschlossen. O

Rechnen mit Landau-Symbolen

Um léngere Ausdriicke zu vergleichen, brauchen wir Regeln, mit denen wir bereits bekannte Abschiatzungen
kombinieren kénnen. Summen und Produkte von Folgen verstehen wir dabei punktweise, also (f + h)(n) =

f(n) + h(n) und (fg)(n) = f(n) - g(n).

Satz 7.71. Sei = € {0, Q, 0, 0,w}. Fiir reelle Folgen gelten die folgenden Regeln:
() Aus f € =Z(g) und g € Z(h) folgt f € E(h).
(i) Aus f,h € E(g) mit f,h > 0 folgt af + ph € Z(vg) fiir alle a, 5,7 > 0.

(iii) Aus f1 S E(gl) und f2 & 5(92) folgt f1f2 € E(gng).

Beweis. Ubung. O

Fiir den Vergleich von Wachstum und Fehlerabnahme bendtigen wir typische Vergleichsfolgen. Der folgende
Satz ordnet sie nach ihrer asymptotischen GroRe.
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Satz 7.72. Wir schreiben f < ¢ fiir f € o(g). Fira,b € Qmit0 < a <bund o, f € Rmit 1 < a < S gilt

BmM<am<nP<n*<1<n*<n’<a"<p"<n!<n"
Beweis. Ubung. O

Die GroRenordnungen ©(n), ©(n?) und ©(n?) nennen wir linear, quadratisch beziehungsweise kubisch.
Eine obere Schranke O(n*) mit festem k& € IN heit polynomiell. Eine GréRenordnung ©(c") mit ¢ > 1
hei3t exponentiell. Der letzte Satz zeigt, dass jede feste Potenz gegeniiber jeder solchen Exponentialfolge
asymptotisch verschwindet.

Beispiel 7.73. Die Vergleiche beschreiben auch die Abnahme von Fehlern. Beim Lastenausgleich aus Beispiel 7.26
gilt |uy, — vy | = |ug — vo| 37" € O(37™). Fiir ungleiche Anfangslasten liegt dieser Fehler sogar in ©(3~"). Nach
Satz 7.72 ist 37" € o(27™): Der Fehler klingt also schneller ab als die Vergleichsfolge (27"),en- A

Fiir Umformungen mit mehreren Schritten ist es iiblich, mit Landau-Symbolen zu rechnen, wobei Verkniip-
fungen von Folgenmengen als elementweise Verkniipfungen zwischen den enthaltenen Folgen verstanden
werden. Dabei wird das Symbol ,,=* als (unsymmetrischer) Mengenvergleich genutzt. Beispielsweise bedeutet

n? +4n =n? + O(n) = n® + o(n?)

die Aussage
n? +4n € n® + O(n) C n? + o(n?).

Wir halten diese Schreibweise als Definition fest.

Definition 7.74. Seien A, B Mengen reeller Folgen, f: IN — R eine reelle Folge und x: D — R mit D C R?
eine Verkniipfung. Wir wenden die Verkniipfung punktweise auf Folgen an, also (u *x v)(n) := u(n) *x v(n).
Dabei beriicksichtigen wir nur Kombinationen, fiir die der Ausdruck ab einem Index definiert ist, und ergdnzen
fehlende Anfangsglieder beliebig. Wir schreiben

AxB:={u*xv|ueA ve B},
frxA={fxul|ue A},
Ax f={uxf|ue A}

Insbesondere konnen .4 und B durch Landau-Symbole oder bereits zusammengesetzte Ausdriicke gegeben
sein. Fiir Ausdriicke mit Landau-Symbolen vereinbaren wir die Schreibweisen

f=A bedeutet f e A,
A=DB bedeutet ACB.

Beispiel 7.75. Fiir die Anzahl der Vektoradditionen des Gram-Schmidt-Verfahrens kénnen wir nun schreiben
(siehe Beispiel 7.61)

1 1 1 1
t(n) = 5712 o= 5712 +O(n) = 5712 + o(n?).
Hier ist der konkrete Rest —n /2 fiir alle n > 1 negativ. Wegen | — n/2| < n fiir alle n € IN gehort er zu O(n). Die
Betrdge in der Definition erfassen die Grdfse des Restes unabhdngig von seinem Vorzeichen. A
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Bemerkung 7.76. Gelegentlich schreibt man f ~ g fiir f = g+o(g). Diese Beziehung ist eine Aquivalenzrelation.
Insbesondere gilt f ~ g, wenn lim,,_,~ f(n)/g(n) = 1.
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