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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufgabe der DARSTELLENDEN Geometrie

Das Ziel der Darstellenden Geometrie ist, Bilder von raumlichen Gegensténden wie Hiuser, Maschi-
nenteile ... in einer Zeichenebene herzustellen. Dabei verwendet man hauptséchlich zwei Methoden:

I) Parallelprojektion.

Hierbei projiziert man die Objekte (Punkte, Kanten, Kurven,...) mit Hilfe paralleler Strahlen auf
eine Ebene (Bildtafel). Steht die Bildtafel senkrecht zu den Projektionsstrahlen, so spricht man von
senkrechter Parallelprojektion im anderen Fall von schiefer Parallelprojektion. Projiziert man schief
auf eine horizontale Ebene (z.B. x-y-Ebene), so nennt man diese Art Vogelperspektive. Bei einer
Kawvaliersperspektive projiziert man schief auf eine senkrecht stehende Ebene.

Abbildung 1.1: Senkrechte PARALLELprojektion bzw. Vogelperspektive eines Wiirfels

IT) Zentralprojektion.

Dem Sehen dhnlicher ist die Zentralprojektion. Hier werden die Objekte mit Hilfe von durch einen
Punkt Z (das Zentrum oder der Augpunkt) gehende Strahlen zur Abbildung auf einer Bildtafel
benutzt.

Die Gestaltungsmoglichkeiten bei Zentralprojektion ist durch die Verwendung der zusétzlichen Pa-

9



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.4: ZENTRALprojektion einer Hiuserreihe

rameter Augpunkt und Distanz (des Augpunktes zur Bildtafel) vielfdltiger. Arbeitet man mit Zirkel
und Lineal, so ist allerdings der Aufwand zur Erstellung einer Zeichnung auch wesentlich grofer.
Auch bei Verwendung eines Rechners mufi man den Vorteil von ”schénen” Bildern durch eine etwas
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lingere Rechenzeit erkaufen, da eine Zentralprojektion, im Gegensatz zu einer Parallelprojektion,
nicht durch eine lineare Abbildung beschrieben werden kann. In der Technik gibt man i.a. der senk-
rechten Parallelprojektion den Vorzug, da bei Parallelprojektionen Proportionen (Teilverhéltnisse)
erhalten bleiben.

1.2 Aufgabe der KONSTRUKTIVEN Geometrie

Im Rahmen der konstruktiven Geometrie versucht man Probleme wie das Schneiden von Fléchen,
Erzeugung von Ubergangsflichen, Abwicklung von Flachen, Ausmittelung von Déchern,... zu 16sen
und die Losung mit Hilfe der Darstellenden Geometrie informativ darzustellen.

Abbildung 1.5: a) Schnitt zweier Flichen b)Ubergangsfliche zwischen zwei Zylindern

Traufkante

First

Abbildung 1.6: First, Grat- und Kehllinien eines Daches (Dachausmittelung)



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.3 Uber den Inhalt

Im Kapitel Hilfsmittel werden zunéchst die Anforderungen formuliert, die wir an die zu verwen-
dende Graphik-Software stellen. Es wird die hier benutzte Datenstruktur eingefithrt und an einem
einfachen Beispiel (N-Eck) ihre Verwendung demonstriert. Die zugrunde liegende Programmierspra-
che ist PASCAL. Doch lassen sich alle Prozeduren ohne Miihe in andere Sprachen iibersetzen. Die
iibersetzung in C kann sogar ”automatisch” mit einer geeigneten Software vorgenommen werden.
Ferner enthilt das Kapitel viele Grundroutinen aus der analytischen Geometrie. Die zugehorigen
PASCALprogramme (auch viele zu den restlichen Kapiteln) sind iiber das Internet unter

http://fb04159 .mathematik.tu-darmstadt.de/download.html

zu beziehen.



Kapitel 2

Hilfsmittel

Wichtige Hilfsmittel der Computerunterstiitzten Darstellenden Geometrie stammen aus der Analy-
tischen Geometrie. Es miissen einfache Operationen, wie Summe von Vektoren, oder Schnitte, wie
Schnitt einer Gerade mit einem Kreis, berechnet werden. Hierfiir stehen keine Standardbefehle in
PASCAL zur Verfiigung, sodafl wir zunéchst entsprechende Unterprogramme bereitstellen miissen.

2.1 Aufbau eines Zeichenprogramms

Bevor wir auf konkrete Unterprogramme eingehen, werden héufig verwendete globale Konstanten,
Typen und Variablen definiert. Sehr wesentlich sind die Typen vt2d,vt3d,vts2d,vts3d, die 2- bzw.
3-komponentige Vektoren bzw. Felder von solchen deklarieren.

2.1.1 Globale Konstanten: Datei ”geoconst.pas”

Die Datei ”geoconst.pas” enthélt die Konstante array_size, die fiir die in 2.1.2 erkldrten Typen
benutzt wird, die Zahlen m,2m, 5 und epsl, ... , eps8, die bei Abschétzungen niitzlich sind. Die
Konstanten black,... werden zum setzen von Farben (s.u.) verwendet.

array_size= 1000; {...20000 fuer Hiddenline-Alg.}

pi= 3.14159265358; pi2= 6.2831853; pih= 1.5707963;

eps1=0.1; eps2=0.01; eps3=0.001; eps4=0.0001;
epsb5=0.00001; eps6=0.000001; eps7=0.0000001; eps8=0.00000001;
default=-1; black=0; blue=1; green=2; cyan=3; red=4; magenta=5; brown=6;
lightgray=7; darkgray=8; lightblue=9; lightgreen=10; lightcyan=11;
lightred=12; lightmagenta=13; yellow=14; white=15;

2.1.2 Globale Typen: Datei ”geotype.pas”

r_array = array[0..array_size] of real;
i_array = array[0..array_size] of integer;
b_array = array[0..array_size] of boolean;

vt2d = record x,y: real; end;

vt3d = record x,y,z: real; end;
vts2d = array[0..array_size] of vt2d;
vts3d = array[0..array_size] of vt3d;

matrix3d= array[1..3,1..3] of real;

13



14 KAPITEL 2. HILFSMITTEL

2.1.3 Globale Variablen: Datei ”geovar.pas”

null2d:vt2d; null3d:vt3d; {Nullvektoren}
{*xfuer area_2d and curve2d:}

origin2d:vt2d;
{**fuer Parallel- und Zentral-Projektion:}

u_angle,v_angle, {Projektionswinkel}
rad_u,rad_v, {rad(u), rad(v)}
sin_u,cos_u,sin_v,cos_v:real; {sin-,cos- Werte von u, v}
elvt,e2vt,nOvt:vt3d; {Basis-Vektoren und}

{Normalen-Vektor der Bildebene}
{**fuer Zentral-Projektion:}

mainpt, {Hauptpunkt}
centre:vt3d; {Zentrum}
distance:real; {Distanz Hauptpunkt-Zentrum}

2.1.4 Anforderung an die Graphik-Software

Graphik-Software bietet heute sehr viel Komfort. Doch hingt dieser Komfort stark von der verwen-
deten Software ab. Um die hier angegebenen Programme leicht auf den verschiedensten Systemen
zum Laufen zu bringen , wollen wir uns nur auf die folgenden 9 rechnerabhéngige Befehle stiitzen.

1. graph_on(ipl), ipl:integer, ruft die Grafik-Software und belegt die Vektoren null2d,
null3d mit Nullen;
ipl = 0 : Ausgabe nur auf dem Bildschirm,
ipl # 0 : es wird nach jedem Aufruf von draw_area(...) (s.u.) eine Datei name.pld angelegt,
in die alle Zeichenbefehle der aktuellen Zeichnung incl. Farben und Linienstérke geschrieben
werden. Mit dem Programm pldview der Diskette 148t sich dann die Zeichnung noch einmal
auf den Bildschirm schicken oder eine POSTSCRIPT-Datei herstellen, die man anschliefend
zu einem Drucker schicken oder in TEX-Dokumente einbinden kann.

2. draw_area(width,height,x0,y0,scalefactor) 16scht den Bildschirm und legt eine Zeichen-
fliche mit einem rechtwinkligen Koordinatensystem fest.
origin2d = (x0,y0) ist eine globale Variable.
Alle Langen werden in mm angegeben (real-Zahlen) !
1 mm soll auch auf dem Bildschirm als 1 mm erscheinen, falls scalefactor=1 gesetzt wird.
Falls eine Skalierung (Streckung am Koordinaten-Nullpunkt der Bildtafel) gewiinscht wird,
so muf scalefactor entsprechend gewihlt werden.

width

A

height

Abbildung 2.1: Koordinatenursprung in der Zeichenfldche
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3. draw_end schlielt die Zeichnung ab. Falls eine neue begonnen werden soll, mufl zuerst wieder
draw_area aufgerufen werden.

4. graph_off verabschiedet die Zeichensoftware endgiiltig.

ZEICHENBEFEHLE:

5. pointc2d(x,y,style), x,y:real; style:integer,
markiert den Punkt (x,y) durch o falls style =0, + fallsstyle=1, ....
Fiir style = 10 oder 50 oder 100 erhélt man kleinere ausgefiillte Kreise zur Markierung von
Punkten.
point2d(p,style), p:vt2d; style:integer,
wie pointc2d, nur mit Hilfe des Typs vt2d des Punktes.

6. linec2d(x1,y1,x2,y2,style), x1,y1,x2,y2:real; style:integer,
zeichnet die Strecke (x1,y1)(x2,y2) und zwar so:
, falls style =0, ————— , falls style=1, —.—.— , falls style = 2, ..........
Die folgenden Befehle kénnen mit Hilfe von linec2d definiert werden.

(a) line2d(p1l,p2,style), pl,p2:vt2d; style:integer,
wie linec2d, nur unter Verwendung des Typs vt2d fiir Anfangs- und Endpunkt.

(b) arrowc2d(x1,y1,x2,y2,style), x1,yl,x2,y2:real; style:integer
zeichnet einen Pfeil von (x1,y1) nach (x2,y2).

(¢) arrow2d(pl,p2,style), pl,p2:vt2d; style:integer
zeichnet einen Pfeil von p; nach ps.

(d) curve2d(p,nl,n2,style), p:vts2d; style:integer,
zeichnet den Polygonzug durch die Punkte pn1, ..., Pn2-
Fiir die Darstellung von Kurven im Rahmen von Hiddenline-Algorithmen ist das folgende
um ein Feld vom Typ b_array erweiterte curve2d-Programm von Nutzen:

(e) curve2d_vis(p,nl,n2,style,visible),
p:vts2d; nl,n2,style:integer; visible:b_array;
verbindet benachbarte ”visible” Punkte gemif style . Fiir style=10 werden benachbarte
”visible” Punkte durch ———— und benachbarte "not visible” Punkte durch — — ——
verbunden.

Alle Léngen und Koordinaten von Vektoren sind in mm (Millimeter) anzugeben!

7. new_color(color), color: integer,
setzt eine neue Farbe. Dabei werden die in TURBO-Pascal iiblichen Integercodes benutzt.
Z.B.: color = red.color = default setzt die Standardfarbe weifl (TURBO-P.) oder schwarz
(LINUX-P.).

8. new_linewidth(factor), factor: real,
setzt eine neue Linienstéirke. factor=1 bedeutet normale Linienstérke.
Fiir das lesen einer Integer-Datei verwenden wir

9. read_integer_file(file_name,n_dat, int_var),

file name:string; n_dat:integer, int_var:i_array,
liest n_dat Integer aus der Datei file name in die Variable int_var.
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Die rechnerabhingigen Befehle sind fiir den Fall von TURBO-Pascal in der Datei geoproc.pas der

Diskette enthalten.

AUFBAU eines ZEICHENPROGRAMMS:

Packt man alle globalen Konstanten, Typen, Variablen und Prozeduren in ein unit geograph, so hat

ein Zeichenprogramm die einfache Gestalt:

program name;
uses geograph;

const
type
var ...:vts2d;
...:integer;
...:real;
{$i procs.pas} {weitere Prozeduren}

Lokskoskook sk skook sk ok sk sk ok sk kok sk k ok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(...);

{Zeichnen:}
draw_area(...);

draw_end;

graph_off;
end.

2.2 Funktionen auf IR, Operationen mit Vektoren

Im Folgenden werden PASCAL-Funktionen bzw. Prozeduren fiir einige reelle Funktionen und Opera-
tionen mit Vektoren zusammengestellt. Da ihre Realisierungen einfach sind, geben wir hier nur ihre
Prozedurkopfe an. Die Prozedur-Texte sind (auf der Diskette) in der Datei proc_ag.pas enthalten.

2.2.1 Funktionen auf R

1. r — sign(r) (Vorzeichen von r)

function sign(a:real):integer;

. a,b— max{a, b} (Maximum von a,b)

a,b — min{a, b} (Minimum von a,b)
function max(a,b:real):real; function min(a,b:real) :real;

. & — coshx (Kosinushyperbolikus)

x — sinhz (Sinushyperbolikus)
function cosh(x:real):real; function sinh(x:real) :real;



2.2. FUNKTIONEN AUF IR, OPERATIONEN MIT VEKTOREN

2.2.2 Operationen mit Vektoren

1. z,y = v=_(2,y),
z,y,z > v=I(x,y,2)
procedure put2d(x,y:real; var v:vt2d);
procedure put3d(x,y,z:real; var v:vt3d);
v=(z,y,2) > x,y,2
procedure get3d(v:vt3d; var x,y,z:real);

2. r,v—=1rv (Skalierung)
procedure scale2d(r:real; v:vt2d; var vs:vt2d);
procedure scale3d(r:real; v:vt3d; var vs:vt3d);
r1,72, (x,y) = (r1x,r2y) bzw.
r1,72,73, (T,y,2) = (riz, roy, r32) (Skalierung der Koordinaten)
procedure scaleco2d(rl,r2:real; v:vt2d; var vs:vt2d);
procedure scaleco3d(rl,r2,r3:real; v:vt3d; var vs:vt3d);

3. Vi,V > V=V] + Vo (Summe zweier Vektoren)
procedure sum2d(vl,v2:vt2d; var vs:vt2d);
procedure sum3d(vl,v2:vt3d; var vs:vt3d);
Vi,Vo =V =Vy — Vy (Differenz zweier Vektoren)
procedure diff2d(vi,v2:vt2d; var vd:vt2d);
procedure diff3d(vl,v2:vt3d; var vd:vt3d);

4. r1,V1,7T9, Ve — V =171V] + T3Vy (Linearkombination von Vektoren)
procedure lcomb2vt2d(rl:real; v1:vt2d; r2:real; v2:vt2d; var vlc:vt2d);
procedure lcomb2vt3d(rl:real; v1:vt3d; r2:real; v2:vt3d; var vlc:vt3d);
und analog Linearkombinationen von 3 bzw. 4 Vektoren:
lcomb3vt2d(ri,vl, r2,v2, r3,v3, vlc);
lcomb3vt3d(rl,vl, r2,v2, r3,v3, vlc);
lcomb4vt2d(rl,vl, r2,v2, r3,v3, rd4,vd, vlic);
lcomb4vt3d(ri,vl, r2,v2, r3,v3, r4,v4, vlc);

5. v=(z,y) = [z[+ [yl bzw. v=(z,y,2) = [z|+[y| +|2]
function abs2d(v:vt2d) :real; function abs3d(v:vt3d):real;

6. v=(z,y) = V] = V22 +y> bzw.
v=(z,y,2) = |[V] = Va? + y? + 22

function length2d(v:vt2d):real; function length3d(v:vt3d) :real;

7. v—=v/|v|
procedure normalize2d(var v:vt2d); procedure normalize3d(var v:vt3d);

8. pa—lp—al pa—|p-qf
function distance2d(p,q:vt2d) :real;

function distance3d(p,q:vt3d) :real;
function distance2d_square(p,q:vt2d) :real;
function distance3d_square(p,q:vt3d):real;

9. Vi{,Va = V1 - Vo (Skalarprodukt)
function scalarp2d(vl,v2:vt2d):real;
function scalarp3d(vl,v2:vt3d):real;

17
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10. vi,vo — v X v (Vektorprodukt)
procedure vectorp(vl,v2:vt3d; var vp:vt3d);

11. Vi,V2,V3 — |V1V2V3|
(Spatprodukt vy - (v2 X v3), 3x3-Determinante)
function determ3d(vl,v2,v3:vt3d) :real;

12. cosp,sinp, p = (,y) = pr = (X cosp — ysinp, zsin p + y cos @)
(Rotation um den Nullpunkt, Drehwinkel:y)
procedure rotor2d(cos_rota,sin rota:real; p:vt2d; var pr:vt2d);

13. cosp,siny, po, P — Pr
(Rotation um den Punkt pg, Drehwinkel:y)
rotp02d(cos_rota,sin rota,p0,p, pr);

14. cosp,sinp, p — pr
(Rotation um x-Achse bzw. y-Achse, z-Achse )
procedure rotorx(cos_rota,sin rota,p, pr);
procedure rotory(cos_rota,sin rota,p, pr);
procedure rotorz(cos_rota, sin rota,p, pr) ;

15. cos p,sin ¢, po, P — Pr
(Rotation um eine zu einer Koordinatenachse parallele Achse durch po im IR?)

procedure rotpOx(cos_rota,sin rota,p0,p, pr);
procedure rotpOy(cos_rota,sin rota,p0,p, pr);
procedure rotpOz(cos_rota,sin rota,p0,p, pr);

16. Vertauschen von Zahlen bzw. Vektoren:
a+b bzw. Vi & Vo
procedure changeld(var a,b:real);
procedure change2d(var v1,v2:vt2d);
procedure change3d(var v1,v2:vt3d);

Beispiel 2.1 Das folgende Programm zeichnet ein regelmdfiges n-Eck und, auf Wunsch, mit allen
moglichen Kanten. Die Punkte des n-FEcks liegen auf einem Kreis. Der Mittelpunkt des Kreises sei
der Punkt (0,0), der Radius sei r. Ist (r,0) der ”0-te” Punkt des n-Ecks, so hat der i-te Punkt die
Koordinaten

x; = reos(iAy), y; =rsin(iA¢) mit Agp=2r/n, i=0,.n—1.
Im Programm wird der Punkt P;+1 durch Rotation des Punktes P; mit rotor2d berechnet.
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Abbildung 2.2: N-Eck mit allen Diagonalen (Beispiel 2.1)

Lok stk ok skokok ook o kok ok ko o kok ok okok o Kok ok
{**x* Regelmaessiges n-Eck #*x}
Lok stk ok ook o kok ok o okok Kok ok ok okok o Kok ok
program n_eck;
uses geograph;
var p : vts2d;
n,iverb,i,j,inz: integer;
r,dw,cdw,sdw: real;
Lotk ok skook ok sk ok skok ok skok ok sk ok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(0) ;
repeat
writeln(Pxxx n-Eck ***’);
writeln(’n ? Radius r des zugeh"origen Kreises 7’); readln(n,r);
writeln(’Jeden Punkt mit jedem Punkt verbinden ? (Ja=1)’); readln(iverb);
{Berechnung der Eckpunkte:}
put2d(r,0, p[0]); dw:= pi2/n; cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw);
for i:= 0 to n-1 do rotor2d(cdw,sdw,pli], pl[i+1]);
draw_area(2*r+20,2*r+20,r+10,r+10,1) ;
{Zeichnen:} new_color(yellow) ;
if iverb=1 then
for i:= 0 to n-1 do
for j:= i+l to n do
line2d(p[i],p[j]1,0)
else
curve2d(p,0,n,0);
draw_end;
writeln(’Noch eine Zeichnung? (ja:1, nein:0)’); readln(inz);
until inz=0;
graph_off;
end.

Aufgabe 2.1 Schreibe ein Programm, das die folgenden Bilder erzeugt.

19
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Abbildung 2.3: zur Aufgabe 2.1

2.3 Programme zur analytischen Geometrie

2.3.1 Polarwinkel und quadratische Gleichung

a) Bei der Umrechnung von rechtwinkligen Koordinaten im IR? in Polarkoordinaten verwenden wir
die folgende Funktion polar_angle, die dem Punkt (x,y) den zugehorigen Polarwinkel zuordnet:
function polar_angle(x,y:real):real;

b) Reelle Losungen einer quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0:
(Die Losungen sind der Grofle nach geordnet. ns ist die Anzahl der reellen Losungen)
procedure equation_degree2(a,b,c:real; var x1,x2:real; var ns:integer);

Die Texte dieser und der folgenden Prozeduren befinden sich auf der Diskette in der Datei proc_ag. pas.

2.3.2 Schnitt Gerade-Gerade, Kreis-Gerade, Kreis-Kreis

a) Schnitt Gerade-Gerade :
Das Unterprogramm is_line_line verwendet die CRAMERsche Regel um den Schnittpunkt zweier
Geraden zu bestimmen.

procedure is_line_line(al,bl,cl, a2,b2,c2:real; var xs,ys:real; var nis:integer);
{Schnittpunkt (xs,ys) (nis=1) der Geraden al*x+bl*y=cl, a2*x+b2*xy=c2.
Falls die Geraden parallel sind ist nis<>1.}

b) Schnitt Kreis-Gerade:

Kreis :(z—am)?+ (y—ym)?> =1% 1r>0.

Gerade : ax +by =¢, (a,b) # (0,0)

Die Substitution £ =z — x,, n =y — ym  fithrt auf

a+bn=c¢ mit =c—axy,—>by, und

& +n? =12

Falls 72(a? +b%) — ¢/? > 0 ist, erhélt man die Lésungen

&1/2 = (ac £by/r%(a?® + b2) — c?/(a? +b?) , M2 = (bc F a\/m/(a2 + b?)

und damit
T1/2 = Tm + &1)2, Y1/2 = Ym + M1/2-
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procedure is_circle_line(xm,ym,r, a,b,c:real; var x1,yl,x2,y2:real; var nis:integer);
{Schnitt Kreis-Gerade: sqr(x-xm)+sqr(y-ym)=r*r, a*x+bxy=c,
Schnittpkte: (x1,y1),(x2,y2). Es ist x1<=x2, nis Anzahl der Schnittpunkte.}

Da wir sehr oft den Schnitt des Einheitskreises (22 4+ y? = 1) mit einer Gerade berechnen miissen,
spezialisieren wir die vorstehende Prozedur fiir diesen Fall:

procedure is_unitcircle_line(a,b,c:real; var x1,yl1,x2,y2:real; var nis:integer);

Man beachte, dass in beiden Prozeduren x1 < x5 gilt.

¢) Schnitt Kreis-Kreis :

1.Kreis: (z—21)>+@W—wy)>=r} 1 >0,

2. Kreis :  (z—22)2+(y—y2)? =75, 1r>0, (v1,71)# (22,v2).

Dieses Gleichungssystem ist zu dem folgenden &dquivalent:

(z =21’ +(y—y)?=rf, ar+by=c mit

a=2(wy—m1), b=2(y2—vy1) und c=73—2?—y}—ri+a3+yi

D.h. die Schnittpunkte der beiden Kreise sind identisch mit den Schnittpunkten des 1. Kreises und
der Geraden ax + by = c .

procedure is_circle_circle(xml,yml,rl,xm2,ym2,r2:real; var x1,yl,x2,y2:real; var nis:integer);
{Schnitt Kreis-Kreis. Es ist x1<=x2. nis = Anzahl der Schnittpunkte.}

2.3.3 Gleichung einer Ebene

Gegeben: 3 Punkte P; : p;, ¢=1,2,3.

Gesucht: Gleichung n-z =d, d.h. Normalenvektor n und d.

Lésung : n= (p2 —p1) X (p3 —p1) und d=n-p;.

Das folgende Unterprogramm plane_equ berechnet n und d. Es setzt die boolsche Variable error
auf true, falls n =~ 0.

procedure plane_equ(pl,p2,p3:vt3d; var nv:vt3d; var d:real; var error:boolean);
{Berechnet die Gleichung nv*x=d der Ebene durch die Punkte pl1,p2,p3.
error=true: die Punkte spannen keine Ebene auf. }

2.3.4 Schnitt Gerade-Ebene

Gegeben: Gerade x(t) =p +tr, Ebenen-x =d.

Gesucht: Schnittpunkt p;s der Gerade mit der Ebene.

Losung: p;s =p— (n-p—d)/n-r)r.

Das Unterprogramm is_line_plane berechnet den Schnittpunkt, falls er existiert.

procedure is_line_plane(p,rv,nv:vt3d; d:real; var pis:vt3d; var nis:integer);
{Schnitt Gerade-Ebene. Gerade: Punkt p, Richtung r. Ebene: nv*x = d .
nis=0: kein Schnitt ,nis=1: Schnittpunkt, nis=2: Gerade liegt in der Ebene.}

2.3.5 Schnitt dreier Ebenen

Gegeben: Drei Ebenen ¢;: n;-x=d;, ¢=1,2,3, nj, ny, ng linear unabhingig.

Gesucht: Schnittpunkt p;s : €1 Neg Nes.

Der Ansatz p;s = {(n2 x n3) +7(n3 x n;) + {(n; x ny)

fiihrt auf die Losung

Pis = (d/l(l’lg X 1’13) + dg(l’lg X 1’11) + d3(1’11 X 1’12))/1’11 . (1’12 X 1’13).

(Falls die Normalen nicht linear unabhingig sind, existiert eine Schnittgerade oder zwei Ebenen sind
parallel.)
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Das Unterprogramm is_3_planes berechnet den Schnittpunkt. Es liefert error= true, falls der
Schnitt nicht aus einem Punkt besteht.

procedure is_3_planes(nvl:vt3d; dl:real; nv2:vt3d; d2:real; nv3:vt3d; d3:real;
var pis:vt3d; var error:boolean);
{Schnitt der Ebenen nvl*x=dl, nv2*x=d2, nv3*x=d3.
error= true: Schnitt besteht nicht aus einem Punkt.}

2.3.6 Schnitt zweier Ebenen

Gegeben: Zwei Ebenen e;: n;-x=d;, i=1,2, mnp,ns linear unabhingig.

Gresucht: 61 Nes : x = p +tr.

Die Richtung der Schnittgerade ist r = n; X ns. Einen Punkt P : p der Schnittgerade erhélt man,
indem man die Ebenen ¢1, 5 mit der Ebene €3 : x = syn; + song schneidet. s; und sy ergeben sich
durch Einsetzen in die Gleichungen der Ebenen £; und &s.

P:p= diny? — dz(n; - ny) deni? — di(n; - ng)

1’1121’122 — (1’11 '1’12)2 ! 1’1121’122 — (1’11 . 1’12)2 2

Das Unterprogramm is_plane_plane berechnet den Richtungsvektor r und einen Punkt P der
Schnittgerade. Es liefert error= true, falls die Ebenen parallel sind.

procedure is_plane_plane(nvl:vt3d; dl:real; nv2:vt3d; d2:real;
var p,rv:vt3d; var error:boolean);
{Schnitt der Ebenen nvi*x=dl, nv2*x=d2. Schnittgerade: x = p + t*rv .
error= true: Schnitt besteht nicht aus einer Gerade.}

2.3.7 Punkt ”vor” einer Ebene

Im Zusammenhang mit Hiddenline-Algorithmen muf} oft beurteilt werden, auf welcher Seite einer
Ebene ein Punkt liegt.

Gegeben: Punkt P:p, Ebenee:n-x=4d.

P liegt ”vor” der Ebene €, wenn n - p — d > 0 ist. Dies entscheidet die folgende boolsche Funktion
pt-before_plane.

function pt_before_plane(p,nv: vt3d; d: real) : boolean;
{...stellt fest, ob der Punkt p "vor" der Ebene nv*x-d=0 liegt. }

2.3.8 ¢-n-Koordinaten eines Punktes in einer Ebene

Gegeben: Ebene € : x =pg +&vy +nve  und Punkt P: pine .

Gesucht: £,n so, dall  p = pg + &vy + o ist.

Durch skalare Multiplikation des Ansatzes fiir p mit den Vektoren vi,vs erhélt man das lineare
Gleichungssystem

(P —po)-v1=Evi2+ vy - va, (P —po) - va = &vi - va + Vo,

Die Prozedur ptco_plane3d berechnet £, 7 mit Hilfe der CRAMERschen Regel. Es setzt error=true,
falls die Determinante des Gleichungssystems = 0 ist. (Liegt der Punkt P nicht in € und ist &, 7 die
Losung des obigen Gleichungssystems, so ist P’: p’ = pg + £v1 + vy der Fulpunkt des Lotes von P
auf die Ebene ¢.)

procedure ptco_plane3d(pO,vl,v2,p:vt3d; var xi,eta:real; var error:boolean);
{v1,v2 sind linear unabhaengig, p-pO linear abhaengig von vi,v2.
Es werden Zahlen xi,eta berechnet mit p = p0 + xi*vl + eta*v2.}
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2.3.9 Punkte auf einer Gerade

Fiir Hiddenline-Algorithmen sind die folgenden Unterprogramme von Nutzen: 1ine_pts2d und line_pts3d
bestimmen zur Strecke P1, P2 Punkte P, ..., P,o auf dieser Strecke mit Py = P1, P,5 = P2.

procedure line_pts2d(pl,p2:vt2d; var p:vts2d; var n2:integer);
{Berechnet n2 Punkte der Strecke pl,p2 im Abstand 2/scalefactor.}

procedure line_pts3d(pl,p2:vt3d; var p:vts3d; var n2:integer);
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Kapitel 3

PARALLELPROJEKTION

In der klassischen Darstellenden Geometrie unterscheidet man zwei Arten von Parallelprojektionen:
a) senkrechte Parallelprojektion b) schiefe Parallelprojektion,

je nachdem, ob die Projektionsstrahlen senkrecht oder schief (nicht senkrecht) zur Bildtafel stehen.
Zwar liefern schiefe Parallelprojektionen nicht so gute Bilder wie senkrechte Parallelprojektionen,
aber in Form der Kavalier- und Vogelperspektiven lassen sich in vielen Situationen schnell anschau-
liche Bilder erstellen. Einem Rechner ist es allerdings gleichgiiltig, ob er eine senkrechte oder schiefe
Projektion berechnet. Deshalb werden wir hier fast nur senkrechte Parallelprojektionen behandeln.
Im Kapitel 3.4 werden wir aber kurz auf die Vogelperspektive eingehen und an Beispielen demon-
strieren.

3.1 Senkrechte Parallelprojektion

3.1.1 Die Projektionsformeln

Um die Parallelprojektion rechnerisch erfassen zu kénnen, fithren wir im Raum ein zur Beschreibung
des abzubildenden Gegenstandes geeignetes rechtwinkliges Koordinatensystem (O;x,y, z) ein. Die
Ebene (Bildtafel), auf die senkrecht projiziert werden soll, nennen wir £g. Da eine Verschiebung der
Bildtafel an dem Bild des Gegenstandes (auer seine Lage) nichts #ndert, kénnen wir annehmen,
dal 9 den Nullpunkt O des Koordinatensystems enthilt. Die Lage der Ebene £y und damit die
senkrechte Parallelprojektion ist durch die Angabe eines Normalenvektors ng von ¢ eindeutig be-
stimmt. Wir wihlen den Vektor ng so, daf er die Lédnge 1 (|ng| = 1) hat und der Projektionsrichtung
entgegengesetzt ist (ng zeigt zur ”Sonne”). Beschreibt man ng durch seine Kugelkoordinatenwinkel
u,v (u ist die ”geographische Lange”, v die ”geographische Breite”), so gilt:

ng = (cosucosv,sinucosv,sinv), 0<u<2m, —7w/2<v < w/2.

Zur Beschreibung der Bildpunkte verwenden wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem (O; 2., y.) in
der Bildtafel g, dessen Nullpunkt O mit O iibereinstimmt und dessen y.-Achse im Falle |v| < 7/2
das Bild der z-Achse ist. Die z.-Achse liegt dann in der Schnittgerade von €9 mit der x-y-Ebene.
Die Vektoren

e; = (—sinu, cosu, 0), ey = (—cosusinv, — sinusinv, cos v)
bilden eine Orthonormalbasis in gp und {e;, e2,ng} ist eine Orthonormalbasis des R3.
Um die Bildkoordinaten (z.,y.) eines Punktes @ : q = (,y, z) zu erhalten, mul man also nur die

25
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Abbildung 3.1: Parallelprojektion eines Punktes @
ersten beiden Koordinaten von Q beziiglich der Basis {e1, €3, 19} bestimmen:

Te = e€1-q=—xsinu-+ycosu

Ye = €3-q=—(zcosu+ ysinu)sinv+ zcoswv.

Eine senkrechte Parallelprojektion ist also eine lineare Abbildung. Die Koeffizienten der zugehorigen
Abbildungsmatrix ergeben sich aus den Projektionsformeln.

3.1.2 Prozeduren zur senkrechten Parallelprojektion

Da die Zahlen sin u, cos u, sin v, cos v und der Normalenvektor ng der Bildtafel fiir eine bestimmte Par-
allelprojektion oft gebraucht werden, werden wir sie in dem Unterprogramm init_parallel_projection
nach dem Einlesen der Winkel u, v berechnen und iiber globale Variablen allen anderen Unterpro-
grammen zur Verfiigung stellen. Die weiteren, unten aufgefithrten, Unterprogramme werden durch
Kommentare erldutert. All diese Programme sind in der Datei proc_pp.pas enthalten.

procedure init_parallel_projection;

begin
writeln(’**x PARALLEL-PROJEKTION **x*’);
writeln;
writeln(’Projektionswinkel u, v ? (in Grad)’);
readln(u_angle,v_angle);

rad_u:= u_angle*pi/180; rad_v:= v_angle*pi/180;
sin_u:= sin(rad_u) ; cos_u:= cos(rad_u) ;
sin_v:= sin(rad_v) ; cos_v:= cos(rad_v) ;

{Normalen-Vektor der Bildebene:}
nOvt.x:= cos_u*cos_v; mnOvt.y:= sin_u*cos_v; nOvt.z:= sin_v;
end; { init_parallel_projection }
{okskokok sk kok ok ok kkokok
procedure pp_vt3d_vt2d(p:vt3d; var pp:vt2d);
{Berechnet das Bild eines Punktes}
{okskokokkkok sk kokkkok b
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procedure pp_point(p:vt3d; style:integer);
{Projiziert einen Punkt und markiert ihn gemaess style}
{kkkokokokokokokokok ok
procedure pp_line(pl,p2:vt3d ; style:integer);
{Projiziert die Strecke pl,p2 gemaess style}
{kkokokokokokokokokok ok

procedure pp_arrow(pl,p2:vt3d; style:integer);
{Projiziert einen Pfeil}
{okkkokokokokokokokok ok
procedure pp_axes(al:real);
{Projiziert die Koordinatenachsen, al:Achsenlaenge}
{kkkkokokokokokokok ok
procedure pp_vts3d_vts2d(var p:vts3d; nl,n2:integer; var pp:vts2d);
{Berechnet die Bilder pp einer Punktreihe p.}
{kkokkokokokokokokok ok
procedure pp_curve(var p:vts3d; nl,n2,style:integer);
{Projiziert das 3d-Polygon p[ni]...p[n2]}
{kkokkokokokokokokok ok
procedure pp_curve_vis(var p:vts3d; nl,n2,style:integer; visible:b_array);
{Projiziert ein 3d-Polygon. Es werden je zwei benachnarte "visible"
Punkte verbunden. style=10: Rest wird gestrichelt.}
{okskokokkkok sk kokkkok b

3.2 Hiddenline-Algorithmus fiir konvexe Polyeder

Will man eine Szene, bestehend aus Kanten und ebenen n-Ecken, unter Beriicksichtigung der Sicht-
barkeit darstellen, so kann dies ein zeitaufwendiges Problem sein. Wir werden in Kapitel 13 einen
relativ allgemeinen Algorithmus hierfiir besprechen und angeben. Um Standardkoérper, wie Wiirfel,
Pyramide, Dodekaeder, usw. schon jetzt darstellen zu kénnen, wollen wir uns einen einfachen Hid-
denline -Algorithmus fiir konvexe Polyeder iiberlegen.

Zunichst erkldren wir, was man unter einem konvexen Polyeder versteht. Die Oberfliche eines
Korpers K mit den Eigenschaften

a) K wird von ebenen n-Ecken (n > 3) begrenzt.

b) Fiir jede Begrenzungsebene ¢; gilt: K liegt vollstindig auf einer Seite von &;.

heifit konvexes Polyeder.

BEISPIELE sind: Quader, Pyramide, Oktaeder, ... .

Idee des Algorithmus’: Jede ebene Begrenzungsfliche wird mit Hilfe des Skalarproduktes der nach
auflen weisenden Normalen und der Projektionsrichtung auf Sichtbarkeit gepriift. Ist der Wert des
Skalarproduktes positiv, so ist die entsprechende Fliche unsichtbar.

Wir demonstrieren den Algorithmus am Beispiel eines QUADERS:

Ein Quader besitzt 8 Ecken und 6 Seitenflichen (Rechtecke). Wir numerieren die Ecken von 1 bis
8 und iibergeben dem Rechner, die Informationen, welche Ecken in einer Flidche liegen, in dem
Integer-array ifp:

4,3,2,1,0,1,2,6,5,0,2,3,7,6,0,3,4,8,7,0,4,1,5,8,0,5,6,7,8,0
1.Fl1"ache, 2.Fl"ache, 3.Fl"ache, 4.Fl"ache, 5.Fl"ache, 6.Fl"ache

Die Daten der verschiedenen Fliichen trennen wir durch eine 0, um die Ubersicht zu behalten. Da fiir
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Projektionsstr.

Abbildung 3.2: a) Normalentest b) zu ifp eines Quaders

den Sichtbarkeitstest nach auflen weisende Normalen der Fléchen berechnet werden miissen, ist die
Anordnung der Punkte in ifp sehr wesentlich. Sie miissen (von auBen gesehen) im Gegenuhrzeiger-
sinn angeordnet sein. Das Feld ifp wird aus einer Integer-Datei - - - .dat eingelesen (s.u.). Auflerdem
iibergeben wir

np: die Anzahl der Punkte (hier: 8) ,

nf: die Anzahl der Flichen (hier: 6) ,

und die Punkte P;, i =1,...,8.

(Man kann natiirlich np,nf aus dem Feld ifp erkennen. Aber zur Kontrolle ist es niitzlich, diese
Daten extra anzugeben.)

Die folgenden Variablen miissen im Hauptprogramm bereit gestellt werden(s. Beispiel 3.1):

Variablen fuer aux_convex_polyh, pp_convex_polyh im Hauptprogramm:
epl,ep2 : array[1l..150] of integer;
ifp,npf,ife : i_array;
p : vts3d; { Ecken }
edge_drawn,visible_face : array[0..150] of boolean;
np,nf,ne,style : integer;

Das Unterprogramm aux_convex_polyh ist ein Hilfsprogramm. Es

a) numeriert die Kanten beginnend mit der 1.Fliche, dann die 2.Fliche,..., und berechnet die
Anzahl ne der Kanten.

b) berechnet die Anzahl npf (i) der Punkte (Kanten) in der i-ten Fliche.

¢) berechnet das Informationsfeld ife fiir die Kanten, das zeigt, welche Kanten in der i-ten Fléiche,
i =1,...,nf, liegen. ife ist dhnlich aufgebaut wie ifp:
ife : ....,0, ....,0, ....,0, ..., ,

d) berechnet Anfangs- und Endpunkte ep1(i), ep2(i) der i-ten Kante.

procedure aux_convex_polyh;
{Berechnet aus np,nf und ifp die Variablen: ne, ife, npf, epl, ep2 .
np,ne,nf : Anzahl der Punkte,Kanten,Fl"achen
npf [i] : Anzahl der Punkte (Kanten) der i-ten Fl"ache
epl[k], ep2[k] : Anfangs- bzw. Endpunkt der k-ten Kante
ifp bzw. ife : enthaelt bis zur naechsten "O" die Punkte bzw. Kanten
einer Flaeche (positiv orientiert!!!)}

Der eigentliche Hiddenline-Algorithmus ist in pp_convex_polyh enthalten. Es
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e) testet die Flichen auf Sichtbarkeit, indem es aus jeder Fliche zwei Vektoren x;,xo auswéhlt,
das Kreuzprodukt x; X x2  (nach auen weisende Normale der Fliche) und schliefllich das
Skalarprodukt ng - (x; X x2) mit der Projektionsrichtung ny berechnet. (Man beachte: ng -
(X1 X X2) ist ein Spatprodukt und kann mit Hilfe einer 3x3_Determinante berechnet werden.)

f) zeichnet die sichtbaren Kanten und beachtet (mit Hilfe des Feldes edge drawn), daf jede Kante
nur einmal gezeichnet wird .

g) setzt visible face(i)=true, falls die i-te Fliche sichtbar ist. (Dies kann man zur weiteren
Behandlung von sichtbaren Flichen verwenden, s. u.)

h) zeichnet alle sichtbaren Kanten (style=0) und strichelt die unsichtbaren (style=10).

procedure pp_convex_polyh(style : integer);
{ style = 0 : unsichtbare Kanten werden weggelassen,
10 : unsichtbare werden gestrichelt.
edge_drawn[k]=true : k-te Kante wurde schon gezeichnet
visible_face[i]l=true: i-te Flaeche sichtbar }
var p32,pl2 : vt3d; pp : vts2d;
i,j,k,ia,ib,i1,i2,3j1,j2,j3,ik : integer;
test : real;
begin
pp_vts3d_vts2d(p,1,np,pp);
for i:= 1 to ne do edge_drawn[i]:= false;

for i:= 1 to nf do visible_face[i]:= false;
{ Sichtbare Kanten berechnen und zeichnen: }
ia:= 1;
for i:= 1 to nf do
begin
jil:= ifplial; j2:= ifplia+1]; j3:= ifpl[ia+2];
diff3d(p[j3],p[j2], p32); diff3d(p[j1l,p[j2], p12);

test:= determ3d(nOvt,p32,pl2);
if test>=0 then { Flaeche sichtbar }
begin
visible_face[i] := true;
ib:= ia + npf[i] - 1;
for k:= ia to ib do
begin
ik:= ife[k];
if not edge_drawn[ik] then
begin
il:= ep1lik] ; i2:= ep2[ik] ;
line2d(ppl[ill,pp[i2],0);
edge_drawn[ik] := true;
end;
end; { for k }
end; {test<0}
ia:= ia + npf[i]+1;
end; { for i }
{ Unsichtbare Kanten stricheln : }
if style=10 then
for i:= 1 to ne do
begin
if not edge_drawn[i] then
begin
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il:= ep1[il ; i2:= ep2[il ;
line2d (pp[i1l,ppl[i2],1);
end;
end; A{for}
end; { pp_convex_polyh }
Lokorokotokokokokokokokok

Die Unterprogramme aux_convex_polyh und pp_convex_polyh sind in der Datei proc_pkp.pas ent-
halten.

Beispiel 3.1 QUADER
Das folgende Programm zeigt die Anwendung des Hiddenline-Algorithmus auf einen Quader:

Lok skskokok sk o skok o ok ok o skok o sk ok ok sk ok sk ok o sk ok ok sk ok ok ko ok ok ok ok o ok sk ok ok ok o Kok ok ok ok ok
{*x* Projektion eines Quaders mit achsenparallelen Kanten *#*x*}
Looskstesksks koo o skok o ok sk o skok ok ok ok ok sk ok sk ok o sk sk ok sk ok ok ok skook sk ok skok ok skok ok sk ok ok ok ok ok ok ok
program quader;
uses geograph;
var i,iachs,inz : integer;
a,b,c,achsl : real;
{ Variablen fuer aux_convex_polyh, pp_convex_polyh: }
epl,ep2 : array[1..150] of integer;
ifp,npf,ife : i_array;
p : vts3d; { Ecken }
edge_drawn,visible_face : array[1..150] of boolean;
np,nf,ne,style : integer;
{$i proc_pkp.pas} {enthaelt aux_convex_polyh und pp_convex_polyh}
Lkskorskskokokokokokskokoskokskokkokskokok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(0);
np:= 8; nf:= 6;
for i:= 1 to 30 do ifp[i]:= 0;
{ Eckpunkte der Fl"achen : }
read_integer_file(’quader.dat’,30, ifp);
writeln(’*xx Quader ***’); writeln;
writeln(’ x-L"ange, y-L"ange, z-L"ange 7’); readln(a,b,c);
put3d(0,0,0,p[1]); put3dd(a,0,0,p[2]);
put3d(a,b,0,p[3]); put3d(0,b,0,p[4]);
{ Deckel: }
for i:= 1 to 4 do put3d(plil.x, plil.y, c, p[4+il);
aux_convex_polyh;
repeat
init_parallel_projection;
writeln(’ Koordinaten-Achsen 7 (Ja = 1)’); readln(iachs);
if jachs=1 then begin writeln(’Achslaenge 7’); readln(achsl); end;
writeln(’ Unsichtbare Kanten stricheln ? (Ja:1, nein:0)’);
readln(style); if style=1 then style:= 10;
{** Zeichnen: 7}
draw_area(180,140,90,70,1);
if iachs=1 then pp_axes(achsl);
pp_convex_polyh(style);
draw_end;
writeln(’Noch eine Zeichnung ? (ja: 1)’); readln(inz);
until inz=0;



3.2. HIDDENLINE-ALGORITHMUS FUR KONVEXE POLYEDER

graph_off;

end.

Abbildung 3.3: Quader a) style=0, b) style=10

Aufgabe 3.1 Schreibe jeweils ein Programm, das

a) eine PYRAMIDE bzw. b) ein OKTAEDER bzw. ¢) ein HAUS bzw.
d) einen PYRAMIDENSTUMPF

projiziert.

Abbildung 3.4: a) Pyramide, ) Oktader
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(D &P

Abbildung 3.5: a) Haus, b) Pyramidenstumpf

Beispiel 3.2 : DODEKAEDER
Wir geben hier nur das Informationsfeld ifp und die Koordinaten von vier Punkten an. Die Koordi-
naten der restlichen Punkte lassen sich leicht aus der Zeichnung ermitteln.

ifp : 1,2,3,4,5,0, 4,6,7,8,5,0, 5,8,9,10,1,0,
1,10,11,12,2,0, 13,17,16,15,14,0, 17,18,7,6,16,0,
17,13,20,19,18,0, 20,13,14,12,11,0, 2,12,14,15,3,0,
3,15,16,6,4,0, 7,18,19,9,8,0, 9,19,20,11,10,0

Punkte:  1: (a,0,c), 2: (b,b,b), 3: (0,c,a), 12: (c,a,0).
Dabei ist b= a(v/5+1)/2, c=a(v/5+3)/2.
a ist die halbe Kantenlinge.

5
8
4
9 ﬁ |
20 14
13

Abbildung 3.6: Dodekaeder (Beispiel 3.2)

13,17

Beispiel 3.3 : IKOSAEDER

Wir geben nur die Koordinaten von drei wesentlichen Punkten an. Die Koordinaten der restlichen
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Punkte und das Informationsfeld ifp lassen sich aus der Zeichnung ablesen.
Punkte: 1: (0,a,b), 2: (b,0,a), 3: (a,b,0).
Dabei ist b = a(\/5 +1)/2. a ist die halbe Kantenlinge.

10
Abbildung 3.7: Tkosaeder (Beispiel 3.3)

Aufgabe 3.2 a) Durch geeignetes Abschneiden der Ecken eines Wiirfels entstehen die die HALB-
REGULAREN POLYEDER in Abb. 3.8 mit regelmifigen 3- und 4-Ecken bzw. /- und 6-Ecken.

b) Das RHOMBEN-DODEKAEDER entsteht, indem man auf die Seitenflichen eines Wiirfels ge-
eignete Pyramiden aufsetzt. (Die Seitenflichen benachbarter Pyramiden liegen in einer Ebene !)

¢) Durch geeignetes Abschneiden der Ecken eines Ikosaeders entsteht das halbregulire FUSSBALL-
POLYEDER mit regelmafigen 5- und 6-Ecken.

d) Durch geeignete Unterteilungen der Dreiecke eines Ikosaeders in regelmdfige Dreiecke und an-
schlieffende Projektion der Ecken auf die Umkugel des Ikosaeders entstehen TRIANGULIERUNGen
DER KUGEL.

e) Mit Hilfe des in pp-convex_polyh berechneten Feldes visible face lassen sich z.B. KURVEN
AUF sichtbaren FLACHEN von konvexen Polyedern zeichnen.

) O\
) &

3.3 Kurve vor einépPHpené halbregulire Polyeder

In diesem Paragraphen wird ein Unterprogramm angegeben, das den Teil einer Kurve projiziert
und zeichnet, der “vor” einer Ebene liegt. Es ist niitzlich, um verdeckte Linien auf einer Quadrik
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a) Rhomben-Dodekaeder  b) Fufiball-Polyeder

Abbildung 3.9:

Y

\DAAY

NAN
\Sear

Abbildung 3.10: Triangulierung einer

uf einem Polyeder

Abbildung 3.11: Kurven a
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wegzulassen. Denn der Umrifl einer Quadrik liegt sowohl bei Parallelprojektion als auch bei einer
Zentralprojektion in einer Ebene. Da allerdings héufig Ellipsen abzubilden sind, wird fiir diesen
Fall spéter ein besonderes Programm angegeben, das schneller als das allgemeine “Kurve vor einer
Ebene” Programm ist.

3.3.1 Strecke vor einer Ebene, Kurve vor einer Ebene

Das folgende Unterprogramm pp-line before_plane(pl,p2,nv,d,side,style) projiziert den Teil
der Strecke Py Py, P; : p;, der “vor” der Ebene n-x = d liegt, d. h. der der Bedingung side-(n-x—d) > 0
geniigt. Die Integer-Variable “side” hat den Wert 1 oder —1, jenachdem , welche Seite der Ebene
man als “Vorderseite” haben moéchte. Mit Hilfe der beiden Zahlen disl = n - p; — fd und dis2 =
n - ps — d wird zunichst festgestellt, ob die Strecke P, P, die Ebene durchstéft. Dies ist der Fall,
wenn disl und dis2 verschiedene Vorzeichen besitzen. Gegebenenfalls wird dann der Parameter ¢ (
bzgl. der Parameterdarstellung p; + t(p2 — p1)) des Schnittpunktes P berechnet und P, P, oder
P, P3 projiziert, je nachdem, ob disl oder dis2 positiv ist. Der “unsichtbare” Teil der Strecke wird
gestrichelt, falls style= 10 ist.

procedure pp_line_before_plane(pl,p2,nv: vt3d; d : real; side,style: integer);
{Zeichnet, falls style=0, den Teil der Strecke pl, p2, f'"ur den
side*(nv*x - d) >= 0 ist und strichelt den Rest, falls style = 10 ist.}

Die Prozedur pp_curve before_plane ist das Analogon zu pp_line before_plane fiir einen Poly-
gonzug.

procedure pp_curve_before_plane(var p: vts3d ; nl,n2: integer; nv: vt3d;
d: real; side,style : integer);
{Projiziert eine Kurve (Polygonzug) "vor" der Ebene nv*x = d und strichelt
den Rest, falls style=10 .}

3.4 Vogelperspektive

In der Darstellenden Geometrie mit Zirkel und Lineal verwendet man hiufig schrige Parallelprojek-
tionen, z. B. “Vogelperspektive” (schrige Parallelprojektion auf die x —y—Ebene) oder “Kavalierper-
spektive” (schriige Parallelprojektion auf die  — z— oder y — z—Ebene). Sie ermoglichen in gewissen
Situationen, schnell anschauliche Bilder von Objekten herzustellen (vgl. GR,BA 73 oder WU’66/°67
oder ...), weil z.B. bei der Vogelperspektive jede zur & — y—Ebene parallele Figur unverzerrt abge-
bildet wird. Sobald allerdings Kreise in allgemeiner Lage oder Kugeln abgebildet werden miissen,
ergeben sich (mit Zirkel und Lineal) groflere Schwierigkeiten als bei der senkrechten Parallelpro-
jektion. Weil die Vogelperspektive durch kleine Abénderungen der Unterprogramme pp-vt3d_vt3d,
pp-vts3d_vts2d besonders einfach zu realisieren ist, wollen wir hier kurz darauf eingehen.

Es sei ®,, die zu den Winkeln u,v mit v # 0 gehorige senkrechte Parallelprojektion auf die Ebene
€uv mit der Normalen ng (negative Projektionsrichtung, s. Kap. 3.1). Das Bild Q" eines Punktes
Q@ : q = (z,y, z) unter der schrigen Parallelprojektion ¥, auf die x — y—Ebene mit derselben Pro-
jektionsrichtung erhilt man, indem man das Bild Q' : ' = (., y.) unter ®,, auf die 2 — y—Ebene
weiterprojiziert. Zur Beschreibung des Bildes Q" in der x — y—Ebene benutzen wir e; (aus ey,)
und das normierte Bild von ez (s. Abschn 3.1). Ein Punkt @ : q = (,y,2) wird also durch X,
auf den Punkt Q" : q = (x, y./ sinv) abgebildet. Um die Vogelperspektive eines Objektes zu erhal-
ten, braucht man demnach nur die Projektionsformeln in den Unterprogrammen pp_vt3d_vt2d und
pp-vts3d_vts2d in der hier beschriebenen Weise abzuéndern.

Beispiele:
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9

Bildebene f. senkr. Parallelprojektio

=]

QW
Bildebene f. Vogelperspektive (x-y-Ebene

Abbildung 3.12: Bild des Punktes @ bei Vogelperspektive

N

Abbildung 3.13: Haus in Vogelperspektive (links: v = 45°, rechts: v = 60°)

Abbildung 3.14: Kugel in Vogelperspektive (links: v = 45°, rechts: v = 60°)



Kapitel 4

ZENTRALPROJEKTION

Ein hoheres Mafl an Anschaulichkeit erreicht man durch Darstellung eines Gegenstandes in Zen-
tralprojektion. Man verwendet dabei Strahlen, die von einem festen Punkt Z, dem Zentrum oder
Augpunkt, ausgehen. Den Gewinn an Anschaulichkeit mufl man allerdings i.a. durch einen Verlust an
Maf3genauigkeit erkaufen. Ein typischer Unterschied zur Parallelprojektion besteht darin, dafl par-
allele Geraden i.a. in einer Zentralprojektion nicht mehr parallel sind, sondern durch einen Punkt,
dem Fluchtpunkt des Parallelbiischels gehen (s. Abb. 4.1).

Abbildung 4.1: Haus in Zentralprojektion

Wir werden sehen, daf sich die meisten Programme , die wir fiir Parallelprojktion geschrieben haben,
leicht fiir Zentralprojektion abdndern lassen.

4.1 Die Projektionsformeln

Sei € eine Ebene und Z : z ein nicht in ¢ gelegener Punkt des IR?. Die Abbildung ®, die einem
beliebigen Punkt P : p den Schnittpunkt P’ der Geraden Z P mit der Ebene e zuordnet, falls dieser
existiert, heiflt Zentralprojektion von Z auf ¢.

Z heifit das Zentrum oder der Augpunkt der Zentralprojektion ® (s. Abb. 4.2). Der LotfuBBpunkt

H : h des Lotes von Z auf die Bildtafel £¢ heiit Hauptpunkt von ®. Ist ng := (cosu cos v, sinu cos v, sinv), u €
[0,27],v € [-7/2,7/2], die Normale von €, so hat g9 die Gleichung: (x —h) - ny = 0. Fiir das Zen-

trum Z : z und den Hauptpunkt H gilt z = z 4+ dng mit 6 > 0. Der Abstand § des Zentrums Z

zur Ebene gq heiBt die Distanz von ®. Alle Punkte des IR®, die durch ® nicht abgebildet werden

konnen, liegen in der zu ¢ parallelen Ebene ¢, durch den Augpunkt Z.

€y heifit die Verschwindungsebene von .

37
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€ : Bildtafel
L Q' Z : Zentrum
BN H : Hauptpunkt
‘xe\(? d : Distanz
T €. Verschwindungsebene
H‘E ,,,,,,,,,,,,,, \,1\4 Z
n
0
5
€ €

\

Abbildung 4.2: Hauptpunkt, Distanz und Verschwindungsebene

_» Z
-

Abbildung 4.3: Zentralprojektion eines Punktes

Die Zentralprojektion ® ist durch die Vorgabe der Parameter u,v, des Hauptpunktes H und der
Distanz § eindeutig bestimmt. Ein Punkt P : p, der nicht in der Verschwindungsebene ¢, liegt, wird
auf den Punkt P’ := ZP Negy abgebildet. Fiihrt man diesen Schnitt des Projektionsstrahls mit der
Bildtafel aus, so ergibt sich

’oo (h—z)~n0 _ _ g
P:p _Z+7(p—z)~n0(p Z)_h+5n0+5—(p—h)-n0

Da P’ in ¢g liegt, gilt ferner (p’ —h) - ng = 0.

(p —h—dny)

In der Ebene g fithren wir jetzt so Koordinaten ein, da H der Nullpunkt ist und (analog zur
senkrechten Parallelprojektion)

e; := (—sinu,cosu,0), ey := (—cosusinv,—sinusinv,cosv)

die Basisvektoren sind. {e;, ez, ng} ist eine ON-Basis des IR®.(vgl. Abb. 4.3)
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Es gibt Zahlen ., y.. (die Koordinaten von P’ bzgl. der Basis {e;,e3}), sodal p’ = h+xz..e1+yc. €2
ist. Mit Hilfe der obigen Darstellung von p’ ergibt sich (unter Beachtung der Orthogonalitét von
er, ez, ng)

e -(p—h) ey (p—h)

TT-p-hm/s T T (p—h)mo/d

(Fiir h = 0 und 6 — oo ergeben sich die Formeln fiir die senkrechte Parallelprojektion !) Bei der
Ausfithrung der Projektion ist es iiblich, nur solche Punkte zu projizieren , die “vor” der Verschwin-
dungsebene ¢, liegen, die also der Bedingung (p — h) - ng < § geniigen. Der Einfachheit halber
wollen wir hier zunéichst auch nur Strecken und Kurven projizieren, die vollstandig “vor” der
Verschwindungsebene liegen. Fiir den allgemeinen Fall werden wir in 4.2 einen geeigneten “Clippin-
galgorithmus” einbauen.

Wir geben jetzt die fiir die Zentralprojektion wesentlichen Unterprogramme fiir die Projektion von
Punkten, Strecken, Kurven,... an. Dabei beachte man, dafl der Hauptpunkt mainpt, das Zentrum
centre, die Normale nOvt und die Distanz distance globale Variablen sind und in der Datei
geovar.pas enthalten sind. Die Zentralprojektion eines Punktes fithren wir formal in zwei Schritten
durch:

xEZ

(1) Koordinatentransformation in das System (H;e1, ez, ng) mit dem Nullpunkt H und der Basis
{e17 €2, nO}-

p:(Iayvz)%f’:(jayaz) mltj:(p_h)elv g:(p_h)827 zz(p_h)n(%

(2) Zentralprojektion in dem System (H;eq,eq,ng) auf die T — §- Ebene:

p=(#5.2) = (3 —jz/é’ 1 —yz/é)

Da wir spiter die Koordinatentransformation (1) benotigen, wird sie hier schon angegeben.

procedure init_central_projection;

begin
writeln(’**x ZENTRAL-PROJEKTION **x’);
writeln;
writeln(’Hauptpunkt ?’); readln(mainpt.x,mainpt.y,mainpt.z);
writeln(’Distanz 7’); readln(distance);
writeln(’Projektionswinkel u, v 7 (in Grad)’); readln(u_angle,v_angle);
rad_u:= u_angle*pi/180; rad_v:= v_angle*pi/180;
sin_u:= sin(rad_u); cos_u:= cos(rad_u);
sin_v:= sin(rad_v); cos_v:= cos(rad_v);
{Basis el,e2 und Normale nO der Bildebene:}
elvt.x:= -sin_u; elvt.y:= cos_u; elvt.z:= 0;
e2vt.x:= -cos_uxsin_v; e2vt.y:=-sin_u*sin_v; e2vt.z:= cos_v;
n0vt.x:= cosS_u*cos_v; n0vt.y:= sin_u*cos_v; nOvt.z:= sin_v;
{Zentrum:}
lcomb2vt3d(1,mainpt, distance,nOvt, centre);
end; {init_central_projection}
Lokskokok sk kok ok ok kk koK b

procedure transf_to_ele2n0_base(p : vt3d; var pm : vt3d);

{Berechnet Koordinaten bzgl. System mit Hauptpkt. als Nullpkt. und der
Basis el,e2,n0.}

var pd : vt3d;

begin
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diff3d(p,mainpt, pd);
put3d(scalarp3d(pd,elvt),scalarp3d(pd,e2vt) ,scalarp3d(pd,nOvt), pm);
end; { transf_to_ele2n0O_base }
{okokokokokokokokokokokokok ok b
procedure cp_vt3d_vt2d(p: vt3d; var pp : vt2d);
{Zentralprojektion (Koordinaten) eines Punktes}

var xe,ye,ze,cc : real; pm : vt3d;
begin
diff3d(p,mainpt, pm);
xe:= scalarp3d(pm,elvt); {Koordinaten von p bzgl. dem Koord.-System:}
ye:= scalarp3d(pm,e2vt); {Nullpunkt = Hauptpunkt}
ze = scalarp3d(pm,nOvt); {und Basis el,e2,n0}
cc:= 1-ze/distance;
if cc>eps6 then begin pp.x:= xe/cc; pp.y:= ye/cc; end {Projektion}
else
writeln(’Punkt liegt in oder hinter der Verschwindungsebene !!’);
end; {cp_vt3d_vt2d}

Die folgenden Unterprogramme kénnen wortlich aus der Parallelprojektion iibernommen werden.
Man muf} nur iiberall die drei Zeichen pp_ durch cp_ ersetzen.

procedure cp_point(p: vt3d; style: integer);
{markiert einen projizierten Punkt}
Lokskokok sk kok ok ok kk koK b

procedure cp_line(pl,p2 : vt3d ; style : integer);
{projiziert die Strecke pl p2}

{okskokokokokokokokokokokok -

procedure cp_arrow(pl,p2 : vt3d; style : integer);
{projiziert einen Pfeil}

{okskokok sk kok ok ok kkokok

procedure cp_axes(al : real);

{projiziert die Koordinatenachsen}

Lokskokok sk kok ok ok kk koK b

procedure cp_vts3d_vts2d(p: vts3d; nl,n2 : integer; var pp : vts2d);
{Koordinaten von projizierten Punkten p[i] , i= ni...n2.3}
{okskokokkokok sk kokkkok b

procedure cp_curve(p: vts3d; nl,n2,style : integer);

{projiziert ein 3D-Polygon}

{okkokokokokokokokokok ok b

procedure cp_curve_vis(p : vts3d; nl,n2,style : integer; visible: b_array );
{Es werden je zwei benachnarte "visible" Punkte verbunden.}

{okskokokkokok sk kok ok kok b

procedure cp_line_before_plane(pl,p2,nv: vt3d; d : real; side,style: integer);
{Zeichnet ,falls style=0, den Teil der Strecke pl, p2, f'"ur den

side*(nv*x - d) >= 0 ist und strichelt den Rest, falls style = 10 ist.}
{okorokotokookokokokok ok

procedure cp_curve_before_plane(p: vts3d ; nl,n2: integer; nv: vt3d; d: real; side,style: integer);
{Projiziert eine Kurve (Polygonzug) "vor" der Ebene nv*x = d und strichelt
den Rest, falls style=10.}

Aufgabe 4.1 Andere das Unterprogramm pp_convex_polyh aus 3.2 in cp_convex_polyh ab, das
Zentralprojektionen von konvexen Polyedern erstellt. (Es muf8 die (negative) Projektionsrichtung ng
durch die Projektionsrichtung z — p; des Punktes P; ersetzt werden.)
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u:50)’ V:G U:45), v=30

Abbildung 4.4: Zentralprojektionen eines Hauses

4.2  3-D-Clipping

Will man von Objekten auch “Innen”-Ansichten herstellen, wie zum Beispiel von einem Haus, so ist
die Voraussetzung “Objekt liegt vollstdndig vor der Verschwindungsebene”, die wir in Kap. 1 gemacht
haben, nicht mehr erfiillt. Man mufl dann Punkte , Strecken und Kurven vor der Projektion testen
und, falls no6tig, beschrinken, clippen. Wir wollen nur solche Punkte, Strecken- und Kurventeile
projizieren, die innerhalb eines nach unten offenen Pyramidenstumpfes (vgl. 4.5) liegen. Die
Spitze der zugehorigen Pyramide ist das Projektionszentrum Z und die Gerade durch Z und den
Hauptpunkt H die Symmetrieachse.

Zur Beschreibung der Seitenflichen der Pyramide und zum Clippen verwenden wir £—gy—Zz—Koordinaten
bzgl. der Basis {e1, e2,ng} mit dem Hauptpunkt H als Nullpunkt (vgl. Kap. 4.1). Die Z—Achse ist
dann die Achse der Pyramide. “Deckel” und Seitenflichen des Pyramidenstumpfes wéhlen wir in
den folgenden Ebenen:

€0 Z = Zo<d (0ist die Distanz.)
&g YT + Z = 6
g+ —T + Z = 6
g3 Yy + z =94
€4 —Y + z = 4.

Die Clipkonstanten (= gamma_clip), zo(= zmax_over_screen) und co(= xy-max_on_screen)
werden global bereitgestellt. Letztere wird als Parameter von init_central projection_clip im
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Sichtpyramidenstumpf

Abbildung 4.5: Sichtpyramidenstumpf

Hauptprogramm festgelegt.

Um ein Objekt auch von innen projizieren zu kénnen, miissen lediglich die Unterprogramme cp_vt3d_vt2d,
cp-point, cp-line, cp_axes, cp.-curve, cp-ellipse_arc gegen die folgenden Versionen ausge-
tauscht werden. Man beachte, dafl die Parameterliste von cp_vt3d_vt2d um die Kontrollvariable

vis erweitert ist (vis=true: Punkt ist “sichtbar”, d.h. innerhalb des Sichtpyramidenstumpfes.).

{kskoskook sk skook sk ok sk sk ok sk k ok k

var Xy_max_on_screen, zmax_over_screen, gamma_clip: real;
Loreskoskok ok skook ok sk ok skok ok skok ok

procedure init_central_projection_clip(xym: real);

begin
writeln(’*xx ZENTRAL-PROJEKTION mit 3D-CLIPPING x*x*x*’);
writeln;
writeln(’Hauptpunkt ?7’); readln(mainpt.x,mainpt.y,mainpt.z);
writeln(’Distanz 7°); readln(distance) ;
writeln(’Projektionswinkel u, v ? (in Grad)’); readln(u_angle,v_angle);
rad_u:= u_angle*pi/180; rad_v:= v_angle*pi/180;
sin_u:= sin(rad_u); cos_u:= cos(rad_u);
sin_v:= sin(rad_v); cos_v:= cos(rad_v);
{Basis el,e2 und Normale nO der Bildebene:}
elvt.x:= -sin_u; elvt.y:= cos_u; elvt.z:= 0;
e2vt.x:= —-cos_u*sin_v; e2vt.y:=-sin_u*sin_v; e2vt.z:= cos_v;
n0vt.x:= cos_u*cos_v; nOvt.y:= sin_u*cos_v; nOvt.z:= sin_v;
{Zentrum:}

lcomb2vt3d(1,mainpt, distance,nOvt, centre);
{Clip-Konstanten:}
Xy_max_on_screen:= Xym;
zmax_over_screen:= distance-1;
gamma_clip:= distance/xy_max_on_screen;
end; { init_central_projection_clip }
Lokskokok sk kok ok ok kkokok
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procedure cp_vt3d_vt2d(p: vt3d; var pp : vt2d; var vis: boolean);

{Zentralprojektion eines Punktes (Koordinaten) innerhalb der Sichtpyramide.

var X,y,z,denom,d,g : real; q : vt3d;
begin

transf_to_ele2n0_base(p, q);

X:= q.X; Vy:=q.y; 2:=q.Z;

vis:= false; d:= distance; g:= gamma_clip;

if (z<zmax_over_screen) then

if (gxx+z-d<0) then if (-g*x+z-d<0) then
if (g*y+z-d<0) then if (-g*y+z-d<0) then vis:= true;

if vis then { Punkt innerhalb der Sichtpyramide }
begin
denom:= 1-z/d; pp.x:= x/denom; pp.y:= y/denom;
end;
end; { cp_vt3d_vt2d }
Lokskokok sk kok ok ok kk ok ok b

procedure cp_point(p: vt3d; style: integer);
{Markiert einen projizierten Punkt}
var pp : vt2d; vis : boolean;
begin
cp_vt3d_vt2d(p,pp,vis); if vis then point2d(pp,style);
end; { cp_point }
Lokskokok sk kok ok ok kk koK b
procedure cp_line(pl,p2: vt3d; style: integer);
{Projiziert den Teil einer Strecke, der innerhalb des Sichtpy... liegt.}
var g,d,z0,gxl,gyl,z1,z2,gx2,gy2,t1,t2,denom : real;
ql,q92,921,q9lc,q2c : vt3d; ppl,pp2 : vt2d;
{x}
function still_vis(ix,iy: integer; z0 : real) : boolean;
var disl,dis2,distl,dist2,s : real;

begin
disl:= ix*gxl +iy*gyl + zl1l - z0; dis2:= ix*gx2 +iy*gy2 + z2 - z0;
distl:= disl + t1x(dis2-disl); dist2:= disl + t2%(dis2-disl);
if ((dist1<0) and (dist2>0)) or ((dist1>0) and (dist2<0)) then
begin
s:= dis1/(dis1-dis2); still_vis:= true;
if dist1>0 then tl:= s else t2:= s;
end

else if disti1<0 then still_vis:= true else still_vis:= false;
end; { still_vis }
{*x}
begin
transf_to_ele2n0_base(pl, ql); transf_to_ele2n0_base(p2, q2);
diff3d(q2,q1, q21);
g:= gamma_clip; d:= distance; z0:= zmax_over_screen;
gxl:= gxql.x; gyl:= gxql.y; zl:=ql.z;
gx2:= gkq2.x; gy2:= gxq2.y; 2z2:= q2.z;
tl:= 0; t2:= 1;
if still_vis(0,0,z0) then
if still_vis(1,0,d) then
if still_vis(-1,0,d) then
if still_vis(0,1,d)then
if still_vis(0,-1,d) then
begin { Projektion der Rest-Strecke }

43
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lcomb2vt3d(1,ql, t1,921, glc); lcomb2vt3d(1,ql, t2,q21, g2c);
denom:= 1-qlc.z/d; ppl.x:= gqlc.x/denom; ppl.y:= qlc.y/denom;
denom:= 1-q2c.z/d; pp2.x:= g2c.x/denom; pp2.y:= q2c.y/denom;
line2d(ppl,pp2,style);
end;
end; { cp_line }
{okokokokokokokokokokokokok -
procedure cp_vts3d_vts2d(p: vts3d; nl,n2 : integer; var pp : vts2d;
var vis : b_array);
{Berechnet die Bildkoordinaten einerPunktreihe und stellt die Sichtbarkeit fest.}
var i : integer;
begin
for i:= nl to n2 do cp_vt3d_vt2d(p[i],ppl[i],vis[il);
end; { cp_vts3d_vts2d }
{okorarotokokokokokokokkok T
procedure cp_curve(p: vts3d; nl,n2,style : integer);
{Projiziert ein Polygon.}

var pp : vts2d; vis : b_array;
begin
cp_vts3d_vts2d(p,nl,n2,pp,vis); curve2d_vis(pp,nl,n2,style,vis);
end; { cp_curve }
{okskokok sk kok ok ok kkokok b

procedure cp_curve_vis(p : vts3d; nl,n2,style : integer; vis: b_array );
{Es werden je zwei benachnarte "visible" Punkte verbunden.}
var pp : vts2d; i : integer;
begin
for i:= nl to n2 do if vis[i] then cp_vt3d_vt2d(p[il,pplil,vis[il);
curve2d_vis(pp,nl,n2,style,vis);
end; { cp_curve_vis }
Lokorarotokokokokokokokkok T
procedure cp_ellipse_arc(pcO,pcl,pc2,pc3,pcd : vt3d; style: integer);
{Projektion eines "geclippten" Ellipsenbogens }
var p : vts3d; i,n2 : integer;
begin
ellipse_pts3d(pcO,pcl,pc2,pc3,pcd, p,n2);
cp_curve(p,0,n2,style);
if style=10 then

begin
ellipse_pts3d(pcO,pcl,pc2,pc4d,pc3, p,n2); cp_curve(p,0,n2,1);
end;

end; { cp_ellipse_arc}

Lokeokskeosk ok skook ok skok ok k ok ok

procedure cp_ellipse(pcO,pcl,pc2 : vt3d; style: integer);
begin  cp_ellipse_arc(pcO,pcl,pc2,pcl,pcl,style); end;
{okokarotokokokokokokokkok T

Aufgabe 4.2 Schreibe ein Programm, das einen FESTSAAL (s. Abb. 4.6) von verschiedenen inne-
ren Standpunkten aus projiziert.
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Abbildung 4.6: Projektion des Innern eines Festsaales (1)

Abbildung 4.7: Projektion des Innern eines Festsaales aus anderer Sicht(2)
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Kapitel 5

ELLIPSEN, HYPERBELN UND
PARABELN

Es gibt viele Moglichkeiten eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel zu definieren. Wir verwenden hier,
daf} eine Ellipse bzw. Hyperbel bzw. Parabel das affine Bild des ”Einheitskreises” bzw. der ”Ein-
heitshyperbel“ bzw. ”Einheitsparabel”ist. Aber zunéchst erkliren wir, was man unter einer ” affinen
Abbildung” versteht.

Im Folgenden sei B := {ej, ez} eine Orthonormalbasis (d.h.: e;Ley und |le;| = |lez| = 1) der
Anschauungsebene. Ein Punkt P 148t sich dann durch einen Vektor p reprisentieren und es gibt

z,y € IR mit
x
P =ze; +yes = < )
Y/ e

x,y heilen die Koordinaten von P bzgl. der Basis B . Falls keine Miflverstdndnisse moglich sind,
schreiben wir kurz

P:p= ($> oder p = (z,y).
Y

Ist A eine reguliire 2 x 2-Matrix (d. h. ihre Determinante ist nicht 0) und (zo,yo) € IR?, so heiit die
Abbildung

D (:v) — (wo) + A($> von IR? auf sich affine Abbildung.
) Yo Y

In Vektorform ® : p — po + Ap. Analog zur Definition einer affinen Abbildung im IR? ist eine affine
Abbildung im IR® erklirt.

5.1 Ellipsen
Beziiglich der obigen Basis B ist K; := {(z,y) € R*|z% 4 y? = 1} ein Kreis mit Radius 1 (Einheits-
kreis).

Ein affines Bild des Einheitskreises K7 heifit Ellipse. (vgl. Abb. 5.1)
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VY E
\
\

\
Abbildung 5.1: Ellipse als affines Bild des Einheitskreises

Beschreibt man K; folgendermafien

Ky = {(cost,sin£)[0 < ¢ < 27} — {(é) cost + (g) sint|.. .}

und bedenkt, dafl es zu je zwei linear unabhéngigen Vektoren f1, f5 eine reguldre Matrix A gibt mit

1 0
fi=afy) =a(]).

so erkennt man die Giiltigkeit der folgenden Aussage:

Zu jeder Ellipse F gibt es einen Vektor pg und zwei linear unabhéngige Vektoren f;, fa, sodafl gilt:
E ={po+ficost+fsint|0 <t < 2r}.

Umgekehrt ist fiir einen Vektor pg und zwei linear unabhéngige Vektoren f;, f> die obige Punktmenge
FE eine Ellipse.

Py :po heiBt der Mittelpunkt der Ellipse,

f1, 5 heilen zueinander konjugierte Halbmesser von F.

f1, 1 sind i.a. nicht zueinander orthogonal.
Aber es gilt:
Die Tangente in P; : pg + f; ist parallel zu f; und die Tangente in P, : pg + f2 ist parallel zu f;. Falls
f1 Lf5 ist, heilen po + f1, po £ f2 die (vier) Scheitel der Ellipse.

Abbildung 5.2: konjugierte Halbmesser einer Ellipse

Wir verwenden die hier beschriebene Darstellung einer Ellipse, um zunéchst Punkte eines Ellipsen-
bogens zu berechnen:
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Gegeben sei eine Ellipse E' durch ihren Mittelpunkt Py : pg und zwei zueinander konjugierte Punkte
P :p1, P i p2, dh. f; = p; — pp und f; = p2 — po sind zueinander konjugierte Halbmesser.
Die P; — P»-Richtung auf der Ellipse sei diejenige Richtung, die man ”gehen” muf}, um {iber den
kleineren Winkel von P; nach P> zu kommen. Der Bogen, von dem Punkte berechnet werden sollen,
erstrecke sich von dem Punkt Ps nach dem Punkt P, in P; — P»>-Richtung.

Abbildung 5.3: Ellipsenbogen von P; nach P, in P, — P»-Richtung

Zum Unterprogamm ellipse pts2d(p0,pl,p2,t3,t4, p,n2):
a) P, =p;,i=0,1,2, sind Mittelpunkt und zwei konjugierte Punkte der Ellipse.

b) Die Parameter von Anfangs- und Endpunkt P; und Pj sind ¢3 und #4.

)
¢) dt ist der Parameterabstand der zu berechnenden Punkte.
d)

Ist t der Parameter eines Punktes, so ergeben sich die sin- und cos- Werte des darauffolgenden

Punktes aus
cos(t + dt)

sin(t + dt)

cos(t) cos(dt) — sin(t) sin(dt)
sin(t) cos(dt) + cos(t) sin(dt)

e) Will man Punkte des komplementéiren Bogens haben, so mufl man t3 und ¢4 vertauschen.

procedure ellipse_pts2d(pO,pl,p2: vt2d; t3,t4: real; var p: vts2d; var n2: integer);
{Berechnet Punkte p[0],...,p[n2] der Ellipse mit Mittelpunkt pO, den

konjugierten Punkten pl,p2 im Parameterbereich t3,t4 in pl->p2 Richtung

mit dt=1/100. Beliebiger Punkt: pO + (pl-p0)*cos(t) + (p2-p0)*sin(t).}

Aus dem Unterprogramm ellipse_pts2d leiten wir jetzt einige Zeichenprogramme fiir Ellipsen
und Ellipsenbogen ab. Dabei beachte man die erweiterte Bedeutung des Parameters style. Falls
style=10 ist, wird der Bogen durchgezogen und der komplementire Bogen zusitzlich gestri-
chelt.

procedure ellipse_arc2d(pO,pl,p2: vt2d; t3,t4: real; style: integer);
{Zeichnet den durch pO,pl,p2,t3,t4 definierten Ellipsenbogen.
Falls style=10 ist wird der Rest gestrichelt.}

{okskokokkkok sk kokkkok b

procedure circle_arc2d(xm,ym,r,t1,t2: real; style: integer);
{Zeichnet einen Kreisbogen im Intervall t1,t2.}

{okkokokokokokokokokok ok b

procedure ellipse_arc2d_ax(xm,ym,a,b,w,tl,t2: real; style: integer);
{Zeichnet einen Ellipsenbogen (s.ellipse2d_ax) im Intervall t1,t2.}

{okskokokkkok sk kokkkok b
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procedure ellipse2d_ax(xm,ym,a,b,w: real; style: integer);

{Zeichnet eine Ellipse, die aus x*x/(a*a) + y*y/(b*b) = 1 durch Drehung um
den Winkel w und anschliessender Translation (x,y) -> (x+xm,y+ym) entsteht.}

Lokskokokkkok sk kokkkok b

Abbildung 5.4: zu ellipse_arc2d_ax

Aufgabe 5.1 Schreibe ein Programm, das die folgende Zeichnung erzeugt.

Abbildung 5.5: Kreise mit Mittelpunkte auf einer Ellipse (Aufgabe 5.1)

5.2 Hyperbeln

Beziiglich der Basis B = {ej,ex} sei H; = {(z,y) € R*|z? — y*> = 1} (Einheitshyperbel).
Ein affines Bild von H; heifit Hyperbel.
Ahnlich wie bei der Ellipse kénnen wir folgende Aussage formulieren:

Zu jeder Hyperbel H gibt es einen Vektor pg und zwei linear unabhéingige Vektoren f1, fo, sodafl
gilt:
H = {po + fi cosht 4 fasinh | — 0o < ¢ < o0}.
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Umgekehrt ist fiir jeden Vektor pg und zwei linear unabhéngige Vektoren f1, f> die obige Punktmenge
H eine Hyperbel. (cosh bzw. sinh ist die hyperbolische Kosinus- bzw. Sinus-Funktion.)

Abbildung 5.6: Einheitshyperbel und ein affines Bild

Py :po heiit der Mittelpunkt der Hyperbel.
fi hei3t ein Halbmesser von H.
fy heifit ein zu f; konjugierter Halbmesser.
Im Gegensatz zur Ellipse liegt der Punkt Ps : po+f3 nicht auf H, sondern auf der zu H konjugierten
Hyperbel
H' :={po + f1 sinh ¢ + £ cosht|...}

fi, f5 sind i.a. nicht zueinander orthogonal. Aber es gilt:
Die Tangente in P; : pg + f1 ist parallel zu f5 und Pis : pg + f1 + f2 liegt auf einer Asymptote.

Falls f; 1 f5 ist, heilen pg &= f; die (zwei ) Scheitel der Hyperbel H und pg =+ f5 ihre Nebenscheitel.
Das folgende Unterprogramm hyperb_pts2d berechnet n2 Punkte des Hyperbelbogens

H, :={po + ficosht + f3sinh¢|...}, fallsia =1, bzw.
H_ :={po — ficosht + fosinht|...}, fallsia=—1

im Parameterbereich [t3,t4] und Parameterabstand dt = 0.05.

hyberb_arc2d schliellich verbindet die mit hyperb_pts2d berechneten Punkte. Das Unterprogramm
hyperb_arc2d_ax entspricht dem ellipse_arc2d_ax fiir Ellipsen.

procedure hyperb_pts2d(pO,pl,p2: vt2d; t3,t4 : real; ia : integer; var p: vts2d; var n2 : integer);
{Berechnet Punkte p[0] ,...,p[n2] des Hyperbelbogens der Hyperbel mit Mittelpunkt pO
Hyperbelpunkt pl und dem dazu konjugierten Punkt p2 im Parameterintervall [t3,t4].

ia=1 bzw. ia=-1 : Ast, auf dem pl liegt bzw. nicht.

Beliebiger Punkt : pO + ia*(pl-p0)*cosh(t) + (p2-pO)*sinh(t). Es ist dt=0.05.3}

{okkkokokokokokokokok ok

procedure hyperb_arc2d(pO,pl,p2: vt2d; t3,t4: real; ia,style: integer);

{Verbindet die mit hyperb_pts2d berechneten Punkte.}



52 KAPITEL 5. ELLIPSEN, HYPERBELN UND PARABELN

Lokskokok sk kok sk kokkkok b

procedure hyperb_arc2d_ax(xm,ym,a,b,w,t1,t2: real; ia,style: integer);

{Zeichnet einen Hyperbelbogen der aus x=a*cosh(t), y=b*sinh(t), t aus
[t1,t2], durch Drehung und anschliessende Translation um (xm,ym) entsteht.}

{okskokok sk kok sk kokkkok b

5.3 Parabeln

Beziiglich der Basis B = {e;, ez} sei Py := {(z,y) € R*|y = 2®} (Einheitsparabel).

Ein affines Bild von P; heifit Parabel.

Fiir Parabeln gilt :

Zu jeder Parabel P gibt es einen Vektor pg und zwei linear unabhéngige Vektoren f1, f5, so daf gilt:

P = {po + fit + £2¢°|t € R}.

Umgekehrt ist fiir jeden Vektor pg und zwei linear unabhéngige Vektoren f;, f; die obige Menge P
eine Parabel.

Abbildung 5.7: Parabel und ein affines Bild

Py : po ist ein Punkt der Parabel,
f; die Richtung der Tangente in Py, f2 die Richtung der Parabelachse und
Pis : pg + f1 + f5 ein weiterer Punkt der Parabel.
f1, f5 sind i. a. nicht zueinander orthogonal.
Falls f; Lfs ist, heifit Py der Scheitel der Parabel.
Das folgende Unterprogramm parab_pts2d berechnet Punkte des Parabelbogens

P = {po+ fit + fot’[ts <t <t}

parab_arc2d verbindet die mit parab_pts2d berechneten Punkte. Und parab_arc2d_ax entspricht
ellipse_arc2d_ax.
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procedure parab_pts2d(p0O,pl,p2: vt2d; t3,t4: real; var p: vts2d; var n2: integer);
{Berechnet Punkte p[0],...,p[n2] der Parabel mit Punkt pO, und pl auf der
Tangente in pO, p2 auf der Achse durch pO im Parameterintervall [t3,t4]
Beliebiger Punkt : pO+t*(pl-p0)+t*xt*(p2-p0) .3}
Lokskokokkkok sk kokkkok b
procedure parab_arc2d(p0O,pl,p2: vt2d; t3,t4: real; style: integer);
{Verbindet die mit parab_pts2d berechneten Punkte.}

{okskokokkkok sk kokkkok b
procedure parab_arc2d_ax(a,x0,y0,w,tl1,t2: real; style: integer);

{Zeichnet einen Parabelbogen der aus y=a*x*x, x aus [t1,t2] , durch Drehung
um Winkel w und anschliessende Translation um (x0,y0) entsteht.}
Lorokoskokok skok ok skok ok sk ok

Die Programme zu den Kegelschnitten sind in der Datei proc_ks.pas enthalten.

5.4 Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln im Raum

Die in 5.1 eingefiihrte Beschreibung von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln mit Hilfe der Vektoren
Po, f1, fy 148t sich analog auf den Raum iibertragen. Hierzu mufl man nur pg, fi,f> aus dem IR3
wihlen. Zur Berechnung von Punkten eines Ellipsen- bzw. Hyperbel- bzw. Parabelbogens im IR?
haben wir Anfangs- und Endparameter benutzt. Im Rahmen der Darstellenden Geometrie wird die
Begrenzung eines Kegelschnittbogens im IR® meistens durch Anfangs- und Endpunkte gegeben sein.
Deshalb werden in den folgenden Programmen Anfangs- und Endpunkte als Parameter iibergeben.
Um allerdings auch schnell die Punkte eines Kreisbogens iiber ein bestimmtes Winkelintervall be-
rechnen zu konnen, geben wir fiir Ellipsenbogen beide Versionen an. Der einzige Unterschied zu
den ebenen Unterprogrammen (mit Anfangs- und Endparameter) besteht darin, dafi Anfangs- und
Endparamter aus Anfangs- und Endpunkte erst berechnet werden miissen.

5.4.1 Ellipse und Kreis im Raum

F sei die Ellipse im IR® mit Mittelpunkt Py : po, konjugierte Punkte P; : p1, Ps : p2, Anfangspunkt
P3 : p3, und Endpunkt P, : ps. Dann sind f; := p; — po,f2 := p2 — po konjugierte Halbmesser
und es ist F = {po + ficost + fosint|ts < ¢t < t4}. Die cos- und sin-Werte von Anfangs- und
Endparameter ts,t4 ergeben sich mit Hilfe des Unterprogramms ptco_plane3d, denn es ist p; =
po + ficost; + fasint; , i = 3,4. t3,t4 berechnet man dann mit polar_angle.

procedure ellipse_pts3d(p0,pl,p2,p3,p4: vt3d; var p: vts3d; var n2: integer);
{Berechnung von Punkten des Ellipsenbogens der Ellipse mit Mittelpunkt
pO und den konjugierten Punkten pl, p2 und Anfangspunkt p3 bzw. Endpunkt p4.
Falls p3=p4 ist, wird eine "ganze" Ellipse berechnet.}
{okororofokokokokokokok -
procedure ellipse_pts3d_t3t4(pO,pl,p2: vt3d; t3,t4 : real;
var p: vts3d; var n2: integer);
{Berechnung von Punkten des Ellipsenbogens der Ellipse mit Mittelpunkt pO und
den konjugierten Punkten pl, p2 und Anfangsparameter t3 bzw. Endparameter t4.}
Lokskokokskokokkkokkok b

Da ein Kreis im Raum schon durch seinen Mittelpunkt pg, den Radius r und eine Normale n der
Ebene, in der er liegt, bestimmt ist, wollen wir hier fiir diesen Fall ein besonderes Unterprogramm an-
geben. Um ellipse pts3d benutzen zu kénnen, miissen wir konjugierte Punkte, d.h. Punkte, die auf
zueinander senkrechten Halbmessern des Kreises liegen, bestimmen. Dies geschieht in Abhéngigkeit
der Komponenten der Normalen.
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procedure circle_pts3d(pO,nv: vt3d; r: real; var p: vts3d; var n2: integer);
{Berechnet Punkte eines Kreises mit Mittelpunkt pO, Radius r, Normale nv}
var cc: real; f££f1,f1,f2,pl1,p2 : vt3d;
begin
normalize3d(nv) ;
if (abs(nv.x) > 0.5) or (abs(av.y) > 0.5) then put3d(nv.y,-nv.x,0, ff1)
else put3d(0,nv.z,-nv.y, ff1);
scale3d(r/length3d(ff1) ,ff1, £f1);
vectorp(nv,f1, £2); sum3d(p0,fl, pl); sum3d(p0,f2, p2);
ellipse_pts3d(p0,pl,p2,pl,pl, p,n2);
end; {circle_pts3d}

5.4.2 Schnitt Ellipse-Ebene

Gegeben: Ebene ¢:n-x=d, n= (a,b,c) # (0,0,0),
Ellipse E : {pg + f1 cost + fosint|...}.
Gesucht: Schnittpunkte der Ellipse £ mit der Ebene €.

Abbildung 5.8: Ellipse ”vor” einer Ebene

Ein Punkt x der Ebene ¢g, die die Ellipse E enthélt, 148t sich durch x = pg + f1é + o2, £,n € R,
(Parameterdarstellung) beschreiben. Die Parameter der Punkte der Schuittgerade g : e Neg geniigen
also der Gleichung n - £, +n - fon = d — pp - n. Die Parameter der Schnittpunkte der Gerade g mit
der Ellipse E ergeben sich aus dem Gleichungssystem
Mné+y2n = 3 mit yy=n-fi, p=n-f, 3=d-n-po
E+np = 1

Die Losungen dieses Systems berechnet man mit is_unitcircle line. Sind (£1,71), (§2,72) solche
Losungen, so erhélt man die Schnittpunkte

Q1 =po +11& + o, Q2 =po+f1&2 + fomp

Das Unterprogramm is_ellipse_plane berechnet die Schnittpunkte @1, Q2 (falls sie existieren) so,
dafl der Bogen Q1 — Q2 “vor” der Ebene ¢ liegt. Die im Fall 5 # 0 (Mittelpunkt liegt nicht in der
Ebene) berechnete Zahl “test” ist der orientierte Flicheninhalt des Dreiecks (0,0)(&1,m1), (€2, 72)-
Im Fall v53 = 0 wird der Testpunkt (—n1,&1) in den Ausdruck £€y1 + 172 — v3 eingesetzt. nis gibt die
Anzahl der Schnittpunkte an. nis = 3 bedeutet: die Ellipse liegt in der Ebene €.

procedure is_ellipse_plane(pcO,pcl,pc2,nv: vt3d; d: real; var ql,q2: vt3d;
var nis: integer);
{Berechnet die Schnittpunkte ql1,92 der durch pcO,pcl,pc2 bestimmten Ellipse
mit der Ebene nv*x = d. Der Bogen ql->q2 ist "vor" der Ebene. }
var £f1,f2 : vt3d; i : integer; changel2 : boolean;
gl,g2,g3,xil,xi2,etal,eta2,test : real;
begin
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diff3d(pcl,pcO, f1);  diff3d(pc2,pc0, £2);
gl:= scalarp3d(av,fl); g2:= scalarp3d(av,f2);
g3:= d - scalarp3d(av,pc0);
if (abs(gl)<eps3) and (abs(g2)<eps3) then { Ellipse parallel zur Ebene }
begin nis:= 0; if g3=0 then nis:= 3; end
else
begin
is_unitcircle_line(gl,g2,g3, xil,etal,xi2,eta2,nis);
if nis > O then
begin
if nis=2 then { Bogen q1->q2 1liegt vor der Ebene }
begin
changel2:= false;
if abs(g3)>eps5 then
begin
test:= xil*eta2-etal*xi2;
if (g3*test<0) then changel2:= true;
end
else
if (-etalxgl + xil*g2 - g3 <0) then changel2:= true;
if changel2 then
begin changeld(xil,xi2); changeld(etal,eta2); end;
end; { nis=2 }
lcomb3vt3d(1,pcO, xil,fl, etal,f2, ql);
lcomb3vt3d(1,pcO, xi2,fl, eta2,f2, q2);
end; { nis>0 }

end;
end; { is_ellipse_plane }
{okskokokkkok sk kokkkok b

5.4.3 Hyperbel und Parabel im Raum

Der Aufbau der folgenden Unterprogramme fiir Hyperbelbogen bzw. Parabelbogen ist analog dem
des Programms ellipse_pts3d. Wihrend sich in parab_pts3d Anfangs- und Endparameter direkt
aus ptco_plane3d ergeben, mufl man in hyperb_pts3d die Beziehung

arsinh(z) = In(z + Va2 + 1)
verwenden. Sie entspricht der Anwendung von polar_angle in ellipse_pts3d.
procedure hyperb_pts3d(pO,pl,p2,p3,p4: vt3d; var p: vts3d; var n2: integer);
{Berechnet Punkte des Hyperbelbogens pO+(pl-p0)*cosh(t)+(p2-p0)*sinh(t) mit

Anfangspunkt p3 und Endpunkt p4.}
{okskokokkkokkkokk ;

procedure parab_pts3d(p0,pl,p2,p3,p4: vt3d; var p: vts3d; var n2: integer);

{Berechnet Punkte des Parabelbogens pO+t*(pl-pO)+t*t*(p2-p0) zwischen p3 und p4.}
{okskokokkkokkkokk ;

5.5 Parallelprojektion von Ellipse, Hyperbel und Parabel

Eine senkrechte Parallelprojektion ® ist eine lineare Abbildung und bildet daher einen Ellipsenbogen

B = {po+ficost+fysint | ts <t < t4}
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auf
B = {®(po) + ®(f1) cost + ®(f2)sint | t3 <t < t4}

ab. Wir miissen also nicht erst Punkte des Bogens B berechnen und diese Punkt fiir Punkt pro-
jizieren. Es geniigt, die Bilder von pg,f; und f> zu bestimmen und dann B’ mit ellipse_arc2d
zu zeichnen. B’ ist nur dann wieder ein Ellipsenbogen, wenn ®(f;) und ®(f2) linear unabhingig
sind. Im anderen Fall ist B’ eine Strecke. Diese beiden Fille miissen aber nicht gesondert betrachtet
werden; das Unterprogramm ellipse_arc2d wird in jedem Fall das Richtige zeichnen. Die hierzu
notwendigen Parametergrenzen ts, ¢4 werden wie bei ellipse pts3d mit Hilfe von ptco_plane3d
berechnet.

Das Unterprogramm pp_ellipse_arc projiziert den Ellipsenbogen der Ellipse mit Mittelpunkt pg,
den konjugierten Punkten p1, p2 und den Anfangs- und Endpunkten ps, p4. pp-ellipse projiziert
eine ganze Ellipse. pp_circle projiziert einen Kreis mit Mittelpunkt pgp, Radius 7 und Normale n.

procedure pp_ellipse_arc(pO,pl,p2,p3,p4 : vt3d; style : integer);
{Projiziert den Ellipsenbogen pO+fl*cos(t)+f2*sin(t), fi= pi-pO0,
zwischen p3 und p4 in pl->p2 Richtung. style: s. ellipse_arc2d.}
{kkkokokokokokokokokokokokok ok
procedure pp_ellipse(pO,pl,p2 : vt3d; style : integer);
{Projiziert die durch pO,pl,p2 bestimmte Ellipse.}
{okkkokokokokokokokokokokokok ok
procedure pp_circle(pO,nv : vt3d; r : real; style: integer);
{Projiziert den Kreis mit Mittelpunkt pO, Normale nv und Radius r.}
{kkkokkokokokokokokokokokok ok

Die analogen Unterprogramme fiir Hyperbeln und Parabeln sind pp_hyperb_arc und pp_parab_arc.

procedure pp_hyperb_arc(p0O,pl,p2,p3,p4 : vt3d; style : integer);
{Projiziert den Hyperbelbogen pO+fl*cosh(t)+f2*sinh(t), £fi= pi-pO0,
Anfangs- bzw. Endpunkt p3 bzw. p4.}

Lokokokokkokokokkokkokokokok -

procedure pp_parab_arc(pO,pl,p2,p3,p4 : vt3d; style : integer);

{Projiziert den Parabelbogen pO+t*fi+t*t*f2 zwischen p3 und p4, fi= pi-p0.}

Lokokokokkokokokkokkokokokok -

Die Prozedur pp_ellipse before_plane ist eine Erweiterung von is_ellipse_plane.

procedure pp_ellipse_before_plane(pcO,pcl,pc2,nv: vt3d; d: real;
side,style: integer);
{Projiziert den Teil der durch pcO,pcl,pc2 bestimmten Ellipse, f"ur den
side*(nv*x-d) > O ist und, falls style = 10, strichelt den Rest.}

var nvv,f1,f2: vt3d; pO,pl,p2 : vt2d; nis : integer;
dd,gl,g2,g3,xil,xi2,etal,eta2,s3,s4,test : real;
begin
scale3d(side,nv, nvv); dd:= sidexd;
diff3d(pcl,pcO, £1); diff3d(pc2,pcO, £2);

gl:= scalarp3d(nvv,fl); g2:= scalarp3d(nvv,f2);
g3:= dd - scalarp3d(avv,pc0);
if (abs(gl)<eps4) and (abs(g2)<eps4)

then {Ellipse parallel zur Ebene !}
begin
if g3<=0 then pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,0);

if (style=10) and (g3>0) then pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,1);
end
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else
begin
is_unitcircle_line(gl,g2,g3, xil,etal,xi2,eta2,nis);
if nis<2 then
begin
if g3<=0 then pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,0);
if (style=10) and (g3>0) then pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,1);
end
else {nis=2}
begin
s3 := polar_angle(xil,etal); s4:= polar_angle(xi2,eta2);
if abs(g3)>eps5 then
begin
test:= xil*eta2-etal*xi2;
if (g3*test<0) then changeld(s3,s4);
end
else
if (-etal*gl + xil*g2 - g3 <0) then changeld(s3,s4);
pp_vt3d_vt2d(pc0,p0); pp_vt3d_vt2d(pcl,pl); pp_vt3d_vt2d(pc2,p2);
ellipse_arc2d(p0,pl,p2,s3,s4,style)
end; { nis=2 }
end;
end; { pp_ellipse_before_plane }
Lokokarotokokokokokokokokok T

Die Programme dieses Abschnitts sind in der Datei proc_pks.pas enthalten.

5.6 Zentralprojektion von Ellipse, Hyperbel, Parabel

5.6.1 Zentralprojektion einer Ellipse “vor” der Verschwindungsebene

Die Darstellung einer Ellipse in Zentralprojektion ist nicht mehr so einfach wie bei der Parallel-
projektion, da eine Zentralprojektion keine lineare Abbildung mehr ist. Das Bild einer Ellipse muf}
nicht wieder eine Ellipse sein, sondern kann auch eine Hyperbel oder Parabel sein. Welcher Fall
vorliegt, richtet sich danach, ob die abzubildende Ellipse die Verschwindungsebene in keinem, einem
oder zwei Punkten schneidet. Diese lastige Unterscheidung kann man dadurch umgehen, indem man
mit ellipse pts3d Punkte der Ellipse im Raum berechnet und mit Hilfe eines Clipping-“Filters”
nur die Punkte projiziert und verbindet, die vor der Verschwindungsebene liegen. Dieses Verfahren
wird in 4.2 benutzt. In den meisten Fillen werden wir es mit Ellipsen zu tun haben, die vor der
Verschwindungsebene liegen (z. B. Ellipsoid mit Breiten- und Lingen-“kreisen”). Fiir solche Fiille
werden wir uns zunéchst ein Unterprogramm iiberlegen, das den Mittelpunkt, zwei konjugierte Punk-
te und Anfangs- und Endparameter des Bildellipsenbogens bestimmt und den Ellipsenbogen dann
mit ellipse_arc2d zeichnet. Der Vorteil der letzteren Methode liegt in der groferen Geschwindig-
keit, mit der die Zeichnung erstellt wird.

Gegeben: Ellipse F : x = pg + f1 cos ¢ + f5 sin ¢ vor der Verschwindungsebene ¢, mit Anfangs- und
Endpunkte Ps, Py eines Bogens. Zentralprojektion ®.

Gesucht: Mittelpunkt Qo : qg, zwei konjugierte Punkte Q1 : qi, Q2 : q2 der Bildellipse und
Anfangs- und Endparameter t3,t4.
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Idee: Geraden, die sich in einem Punkt der Verschwindungsebene schneiden, sind nach der Projekti-
on parallel. Zwei Sehnen der Ellipse sind nach der Abbildung 5.9 konjugiert, wenn sich die Tangenten
in den Endpunkten der einen Sehne und die Gerade der anderen Sehne auf der Verschwindungsebene
in einem gemeinsamen Punkt schneiden.

Abbildung 5.9: Zentralprojektion einer Ellipse

(1) Die Gleichung der Verschwindungsebene ¢, ist (x—h)-ng = 4. (ng ist die Normale der Bildtafel,
¢ ist die Distanz und H : h ist der Hauptpunkt.)

(2) Die Parameterdarstellung der Ebene ¢, die die Ellipse F enthilt ist x = pg + 1€ + fon.
(3) Aus (1) und (2) ergibt sich die Gleichung der Verschwindungsgerade g, := €, N¢e in £ —
n—Koordinaten:
Y€ +2n =73 mit y1:=1f1-ng, 12: =1 ng, 13: =3~ (po—h) -no

Die Gleichung der Ellipse ist €2 + 1% = 1.
Falls v; = 9 = 0 ist, ist die Ellipse parallel zur Bildtafel. In diesem Fall werden Mittelpunkt
und konjugierte Punkte auf ebensolche abgebildet.

Falls (y1,72) # (0,0) ist:
(4) Lotfulpunkt des Lotes I, von Py auf g, (in £ — n—Koordinaten):
Vo (71,72)73/ (0 +73)

(5) Die Berithrpunkte Q1 : (§1,m1), @} : (&1,n}) der Tangenten durch V ergeben sich aus dem
Gleichungssystem

El+mn = 1 (“Polare” des Punktes V = (&, 1))
g+n? =1

Mit  w:=+/73/(77 +73) — 1 erhilt man

Q1: (1 +72w)/v3, (2 —mw)/y3) und  Qf : (1 — v2w)/v3, (72 +Mw)/73)
(6) Schnittpunkte des Lotes [, mit dem “Kreis” £2 4+ 72 = 1:

Qz: (V. v2)/\ i+ Qy i —( )V
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(in £ — n—Koordinaten).

Die Tangenten in Q2, Q% sind parallel zur Sehne Q1@ und zu g,.
Die Tangenten und die Sehne “schneiden” sich im “Fernpunkt” von g,. (s. Abb. 5.10)

? Oy

Abbildung 5.10: Urbilder konjugierter Durchmesser einer Ellipse

(7) Die Sehnen @1Q] und Q2Q% werden auf konjugierte Durchmesser der Bildellipse abgebildet.
Also ist der Schnittpunkt Q¢ dieser Sehnen das Urbild des Mittelpunktes der Bildellipse. Es
ist

Qo : (71,72)/73 (in £ — n—Koordinaten).

Die Bildellipse ist also durch die Bilder der Punkte Qg, @1, Q2 eindeutig bestimmt.

(8) Die z — y — z—Koordinaten der Punkte Qg, Q1, @2 ergeben sich aus ihren £ — n—Koordinaten:
szo—i-flgz—i-fg’l]l 120,1,2

(9) Bestimmung der Anfangs- und Endparameter ts, t4:

(9.1) Beschreibung der Punkte Q; : q; bzgl. der Basis {e1,e3,n¢}:

Qi+ Qi = (Ti, Ui, Zi)
mit
T; = (qi —h)-e1, g =(q; —h) ez, zZ;=(q; —h) nog.

(9.2) Die “Perspektivitét”

T Yy z )
1-2/6"1—-2/6"1-2/¢
des IR*\ &, bildet die Ellipse E auf eine Ellipse o(E) ab, deren Mittelpunkt o(Qo) ist, und
0(Q1),0(Q2) sind zwei konjugierte Punkte von o(FE). Die Bildkoordinaten eines Punktes
P : (Z,7,z) bzgl. der Zentralprojektion ® erhélt man aus den Koordinaten von o(P) durch

weglassen der 3. Koordinate, d.h. ® ist die Hintereinanderausfithrung der Perspektivitét
o und der Parallelprojektion auf die £ — y—Ebene.

o:(Z,5,2) = (
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(9.3) Anfangs- und Endpunkte Ps, Py des gegebenen Ellipsenbogens werden durch o auf o(Ps),
o(Py) abgebildet.

Wie in pp_ellipse_arc berechnet man aus o(Ps) und o(Py) die Anfangs- und Endparameter
ts und t4, die durch die anschliefilende Parallelprojektion (lineare Abbildung !) nicht mehr
veréndert werden.

Das folgende Unterprogramm cp_ellipse_arc fiihrt die hier beschriebenen Rechnungen durch und
zeichnet schliefflich das Bild des durch pg, p1, P3, P4 gegebenen Ellipsenbogens. cp_ellipse projiziert
eine ganze Ellipse.

procedure cp_ellipse_arc(pO,pl,p2,p3,p4 : vt3d; style : integer);
{Projektion eines Ellipsenbogens VOR der Verschwindungsebene.}
var pmO,pml,pm2,pm3,pm4,qm0,qml,gm2,qm3,qm4,p34,f1,f2 : vt3d;

qq0,qql,qq2 : vt2d; xi0,xil,xi2,eta0,etal,eta2 : real;
gl,g2,g3,g21,g321,w21,w321,fac,ct3,st3,t3,ct4,st4,t4 : real;
i : integer; error : boolean;
begin
transf_to_ele2n0_base(p0, pm0);
transf_to_ele2n0_base(pl, pml); diff3d(pml,pm0, £1);
transf_to_ele2n0_base(p2, pm2); diff3d(pm2,pm0, £2);

{Bestimmung der Urbilder von Mittelp. und zweier konj. Punkte der Bildellipse}
gl:= f1.z; g2:= £2.z;

if (abs(gl)<eps4) and (abs(g2)<eps4) then {Ellipse parall. z. Bildt.}

begin

xi0:=0; etal:= 0; xil:= 1; etal:= 0; xi2:= 0; eta2:= 1;

end

else

begin

g3:= distance - pm0.z; g21l:= g2xg2 + gl*xgl; g321:= g3*g3/g21 - 1;

if g321<=0 then
writeln(’Ellipse schneidet die Verschwindungsebene !!’)
else
begin
w321:= sqrt(g321); w2l := sqrt(g2l);
xi0 := gl1/g3; etal:= g2/g3;
xil := (gl+g2+w321)/g3; etal:= (g2-gl*w321)/g3;
xi2 := gl/w21; eta2:= g2/w21;
end; {if}

end; {if}

{Urbilder von Mittelpkt und zwei konj. Punkte in el,e2,n0-Koord.:}
lcomb3vt3d(1,pm0, xi0,f1, etal,f2, qmO);
lcomb3vt3d(1,pm0, xil,fl, etal,f2, qml);
lcomb3vt3d(1,pm0, xi2,fl, eta2,f2, qm2);

{Perspektivitaet im R3 mit Zentrum (0,0,distance):}

fac:= 1/(1-qm0.z/distance); scale3d(fac,qm0, qmO);
fac:= 1/(1-gml.z/distance); scale3d(fac,qml, qml);
fac:= 1/(1-gqm2.z/distance); scale3d(fac,qm2, qm2);
{Bestimmung von Anfangs- und Endparameter:}
t3:= 0 ; td:= 0 ; diff3d(p4,p3, p34);
if (abs3d(p34)<eps4) then t4:= pi2 {ganze Ellipse}
else
begin

transf_to_ele2n0_base(p3, pm3);
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transf_to_ele2n0_base(p4, pm4);

fac:= 1/(1-pm3.z/distance); scale3d(fac,pm3, qm3);
fac:= 1/(1-pm4.z/distance); scale3d(fac,pm4, qm4);
diff3d(qml,qm0, £1); diff3d(qm2,qmo,£2) ;

ptco_plane3d(qm0,f1,f2,qm3 ,ct3,st3, error); t3:= polar_angle(ct3,st3);
ptco_plane3d(qm0,f1,f2,qm4 ,ct4,st4, error); t4:= polar_angle(ct4d,std);
end;
{Parallelproj. in el,e2,n0-Koordinaten = Abschneiden der 3.Koordinate:}
qq0.x:= gm0.x; qq0.y:= gmO.y;
qql.x:= gml.x; qql.y:= qml.y;
qq2.x:= gm2.Xx; qQq2.y:= qm2.y;
ellipse_arc2d(qq0,qql,qq2,t3,t4,style);
end; { cp_ellipse_arc }
Lokskokok sk kok ok ok Kk k koK
procedure cp_ellipse(pO,pl,p2 : vt3d; style : integer);
{Projektion einer Ellipse VOR der Verschwindungsebene.}
begin cp_ellipse_arc(p0O,pl,p2,pl,pl,style); end;
{okskorotokokokokokokokok b

5.6.2 Das Unterprogramm cp_ellipse_before_plane

Das zum Unterprogramm pp_ellipse before plane analoge Unterprogramm ldt sich bis auf den
Schluf (Bestimmung der Anfangs- und Endparameter und Zeichnen) fast unveréindert iibernehmen.
Da eine Zentralprojektion keine lineare Abbildung mehr ist, muf man Anfangs- und Endpunkte
zundchst bestimmen und dann den Ellipsenbogen mit cp_ellipse_arc projizieren.

procedure cp_ellipse_before_plane(pO,pl,p2: vt3d; nv: vt3d; d: real; side,style: integer);
{Projiziert den Teil der durch p bestimmten Ellipse, f"ur den side*(nv*x - d) > 0 ist und,
falls style = 10, strichelt den Rest.}

var £1,f2,p3,p4,nvv: vt3d; nis,i : integer; gl,g2,g3,xil,xi2,etal,eta2,test,dd : real;
begin
scale3d(side,nv, nvv); dd:= sidexd;
diff3d(p1l,p0, £1); diff3d(p2,p0, £2);
gl:= scalarp3d(nvv,f1); g2:= scalarp3d(nvv,f2); g3:= dd - scalarp3d(avv,p0);
if (abs(gl)<eps3) and (abs(g2)<eps3)
then {Ellipse parallel zur Ebene !}
begin
if g3<=0 then cp_ellipse(p0,pl,p2,0);
if (style=10) and (g3>0) then cp_ellipse(pO,pl,p2,1);
end
else
begin

is_unitcircle_line(gl,g2,g3, xil,etal,xi2,eta2,nis);
if nis<2 then
begin
if g3<=0 then cp_ellipse(p0,pl,p2,0);
if (style=10) and (g3>0) then cp_ellipse(p0,pl,p2,1);
end
else {nis=2}
begin
lcomb3vt3d(1,p0, xil,fl, etal, f2, p3);
lcomb3vt3d(1,p0, xi2,fl, eta2, f2, p4d);
if abs(g3)>eps5 then
begin
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test:= xil*eta2-etal*xi2;
if (g3*test<0) then change3d(p3,p4);
end
else
if (-etalxgl + xil*g2 - g3 <0) then change3d(p3,p4);
cp_ellipse_arc(p0O,pl,p2,p3,p4,style);

end; {nis=2}
end;
end; {cp_ellipse_before_plane}
Lokskokok sk kok ok ok kk ok ok

5.6.3 Zentralprojektion von Hyperbel und Parabel

Die Zentralprojektion von Hyperbel und Parabel fithren wir durch Berechnen der Punkte mit
hyperb_pts3d bzw. parab_pts3d und anschlieBender Projektion der “Kurven” mit cp_curve aus.

5.7 Erginzungen zu Ellipse, Hyperbel und Parabel
5.7.1 Schnitt Hyperbel - Gerade

Fiir die Hauptachsentransformation einer Hyperbel im néchsten Abschnitt bendtigen wir das folgende
Unterprogramm is_unithyperbola line, das die Schnittpunkte der Hyperbel 22 — y? = 1 mit der
Gerade ax + by = ¢ berechnet. Dieses Unterprogramm entsteht durch geringfiigige Abdnderungen
aus dem Unterprogramm is_circle_line (Schnitt Kreis-Gerade, vgl. Kapitel 2).

procedure is_unithyperbola_line(a,b,c : real; var x1,y1,x2,y2 : real;
var nis : integer);
{Schnitt Hyperbel der x*x - y*y = 1 mit der Gerade a*x + b*y = c,
Schnittpunkte: (x1,y1),(x2,y2).Es ist x1<=x2, ns Anzahl der Schnittpunkte.}

5.7.2 Hauptachsentransformationen

Unter Hauptachsentransformation wollen wir hier das Auffinden der Scheitel bzw. Nebenscheitel
einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel und die anschlieBende Beschreibung dieser Kurven mit Hilfe
ihrer Scheitel bzw.. Nebenscheitel verstehen. Wir werden sehen, daf sich alle drei Fille leicht in
einem Unterprogramm behandeln lassen.

Hauptachsentransformation einer Ellipse:

Gegeben: Ellipse F = {f; cosp + fasin|...} (vgl. 5.1).

Gesucht: Scheitel der Ellipse E.

Die zu einem Halbmesser q(yg) = f1 cos g + f2 sin g konjugierten Halbmesser sind wegen q'(¢g) =
—fy sin g + f2 cos g (Tangentenvektor) q(pg + 7/2), und es ist

E = {q(po) cosp +q(po £ 7/2)sing| ...}

Deshalb geniigt es, einen Scheitel S; : f; = f1& + fyn; der Ellipse zu bestimmen. Die restlichen
Scheitel sind dann B B B
So i fy = —fim + 261, S3:—f1, Si:—fo

Ein Punkt @ : q(¢) = f1cosp + fasinp ist genau dann ein Scheitel, wenn der Tangentenvektor
d'(p) = —fising + frcosp auf q(p) senkrecht steht, d.h. wenn q(p) - q'(¢) = fi - f2(cos? p —
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sin? @) + (f2 — £2) sin p cos p = 0 ist. Die Koordinaten &, 7 eines Scheitels beziiglich der Basis {f, f2}
geniigen also dem Gleichungssystem:

(1) a(€@-n*)+bn = 0

(2) E€+n =1 mit a:=f £, b:=f7—f2
Falls a = 0 ist, ist der Punkt @ ein Scheitel. Falls a # 0 ist, ist das Gleichungssystem zu dem
folgenden dquivalent:

(1) yE&+vn = 0 (..entsteht durch Auflésen von (1) nach £/n).
(2) 49?2 = 1 mit 7 :=2a, vo:=0b+Vb2+4a2.

Da wir nur einen Scheitel berechnen miissen, kénnen wir uns bei v, auf das ”+"-Zeichen beschrénken.
Mit is_circle_line findet man dann eine Losung (&1,m1) und £; = £1& + fony, f5 = —f1m + £:&
sind zwei zueinander senkrechte konjugierte Halbmesser. Es ist

E={ficosp+frsing|...}

Hauptachsentransformation einer Hyperbel:

Gegeben : Hyperbel H = {f; cosht + fy sinht|...} (vgl. 5.2).

Gesucht : Haupt- und Nebenscheitel. Die iiberlegungen fiir eine Ellipse lassen sich fast wortlich {iber-
nehmen. Man mufl nur beachten, dafl zu dem Halbmesser q(to) = fi coshty + f2 sinh ¢y der Vektor
d'(to) = f1 sinh tg + f5 cosh tg konjugiert ist. D.h. hier mufl man zur Bestimmung eines Scheitels das
Gleichungssystem

(1) a@+n?)+bén = 0

(2) 52 — 772 = 1 mit a = f1 'fg, b:= f12 — f22

bzw.

(1) né+rn = 0.

(2) E€—nr = 1 mit v :=2a, 72:=0b+Vb*—4a?.

16sen. Hierfiir verwendet man das Unterprogramm is_hyperbola line.

Hauptachsentransformation einer Parabel:

Gegeben : Parabel P = {fi£ + £¢%|...}  (vgl. 5.3).
Gesucht : Scheitel von P.
Der Punkt Q : q(&o) = 1€ + £2£2 ist genau dann der Scheitel von P, wenn

q'(&o) - f2 = (fL + 2f2&0) - £ = £1 - £ + 266 = 0,

d.h. wenn
Eo = —f) - £2/2f3
ist. Es gilt
a(é0) + d'(§0)é + 262 = f1(§0 + &) + fa (&0 + &) = a(éo + €)
und damit

P={q(&)+fié+ 6.} mit fi =q (&)

5.7.3 Schnitt Kreis-Ellipse, Kreis-Hyperbel

Eine beliebige Ellipse 148t sich mit Hilfe der Hauptachsentransformation, der Verschiebung des Mit-
telpunktes in den Nullpunkt und einer geeigneten Drehung so transformieren, dafl ihre Punkte einer
Gleichung 2%/a? + y?/b* = 1 geniigen. Da bei der Hauptachsentransformation (s.o.) das Koordi-
natensystem nicht geédndert wird und bei einer Translation und Drehung ein Kreis in einen Kreis
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itbergeht, konnen wir uns auf die folgende spezielle Situation beschranken.
Gegeben:  Kreis (z—z0)®+ (y—w0)* = 1%, (1)
Ellipse 2?/a® + 2/ = 1, (2)
Gesucht:  Schnittpunkte
Elimination von y? aus (1) mit Hilfe von (2) liefert
22 (b?/a® — 1) + 2wox + 2yoy = b* — r? + 23 + y5. (1)
Falls yg = 0 ist, erhédlt man die quadratische Gleichung

22(1 = b*/a®) + 2xox + 0> — 2 + 23 = 0. (1"

Die Losungen von (1”) ergeben mit (2) die Schnittpunkte.
Falls yo # 0 ist, 16st man (1’) nach y auf:

y=cz’+dr+e (1"
mit
c:=(1-0%/a®)/(2p), d:=—zo/yo, e:=(b*—r* +a5+y3)/(2y0)
und setzt (1) in (2) ein :
At 4 2cda® 4 (2ce + d* + b2 /a?)x? + 2dex 4+ e — b2 =0

Die Losung dieser Gleichnung 4.Grades berechnet man entweder mit dem Unterprogramm
equation degree4 (s. Anhang 2) oder mit Hilfe einer Newton-Iteration. (Bei Verwendung einer
Newton-Iteration sollte man beachten, dafl Losungen nur fiir « € [z¢ — r, 2o + 7] in Frage kommen.)
Mit (2) erhilt man schliefflich die Schnittpunkte.

Die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Hyperbel werden analog bestimmt. Dabei kann man die
Rechnung fiir den Schnitt mit einer Ellipse iibernehmen, wenn man b? durch —b? ersetzt.

5.7.4 Schnitt Kreis-Parabel

Eine beliebige Parabel 148t sich durch eine geeignete Transformation in eine Parabel mit der Glei-
chung y = az? iiberfiihren, so daf ein Kreis in einen Kreis iibergeht. Wir kénnen uns also auch hier
auf eine vereinfachte Situation beschranken.

Gegeben: Kreis (x—z0)2+ (y—y0)2 = 12 (1)
Parabel y = ax® (2)
Gesucht:  Schnittpunkte

Einsetzen der Parabelgleichung in die Kreisgleichung fiithrt auf die Gleichung
a?z* + (1 — 2ayo)x? — 2oz + 22 +y2 — 12 = 0.

Diese Gleichung 16st man mit equation_degree4 (s. Anhang) und berechnet dann mit (2) die y-
Koordinaten der Schnittpunkte.
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5.7.5 Gleichung einer Ellipse bzw. Hyperbel bzw. Parabel

Gegeben: Ellipse E : x = fj cosp + fasing
Gesucht: Gleichung f(z,y) = 0 von E (implizite Darstellung von E).

Lost man das Gleichungssystem

T f1z cos + forsing (Esist x = (z,v), £ = (fiz, fiy)-)
y = fiycosp+ foysine

nach cos ¢ und sin ¢ auf, so erhiilt man aus (cos ¢)? + (sin¢)? — 1 = 0:

f(xv y) = ($f2y - yf2;v)2 + (yflm - xfly)2 - (flwf2y - flyf2m)2 =0.

Dies ist die Gleichung der Ellipse F.

Analog erhélt man die

65

Gleichung der Hyperbel x = +f; cosht + fy sinh ¢ aus der Beziehung (cosh¢)? — (sinht)? —1=0:

f(xvy) = ($f2y - yf2;v)2 - (yflm - xfly)2 - (flwf2y - flyf2m)2 = 07

Gleichung der Parabel x = fit + f5¢? aus der Beziehung t -t — 2 = 0 :

flz,y) = (Iny - yf2x)2 - (Wfie — Ifly)(flezv; - flyf2z) =0.
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Kapitel 6

EBENE KURVEN

6.1 Parametrisierte Kurven im R? und R?

Unter einer parametrisierten Kurve I' wollen wir eine Kurve verstehen, deren Punkte die Bilder einer
Abbildung eines reellen Intervalls [t1, 5] in den R? bzw. IR® sind:
I'= {C(t)ltl S t S tg}

Beispiele:
a) Ellipse, Hyperbel, Parabel gemifl Kapitel 5
b) Epi- bzw. Hypozykloiden: ¢(t) = (x(t), y(¢)) mit
xz(t) = (a+b)cost— Aacos((a+b)t/a)
y(t) = (a+0b)sint— Aasin((a+0b)t/a) >0, a+b>0, A>0.
Diese Kurven entstehen durch Abrollen eines Kreises mit Radius a auf bzw. in einem grofieren Kreis

mit Radius b .
Fiir A # 1 entstehen verldngerte bzw. verkiirzte Zykloiden.

Abbildung 6.1: Zykloiden

Indem man das Parameterintervall in (nicht notwendig gleichlangen) Schritten durchliuft, lassen
sich beliebig viele Punkte einer parametrisierten Kurve berechnen und anschlieSend

a) im Fall einer ebenen Kurve durch einen Polygonzug mit curve2d verbinden oder,

b) im Fall einer Kurve im IR?, mit pp_curve projizieren.

67
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Da der Parameter ¢ i.a. nicht die Bogenlédnge ist, konnen die Abstédnde benachbarter Punkte stark
differieren. Dies 148t sich vermeiden, wenn die Kurve c(t) differenzierbar ist und man die Schrittweite
im Parameterbereich in Abhéngigkeit von ¢(t) wihlt. Soll der Abstand zweier Punkte (ungefihr) s
sein, so erhiilt man aus der Taylorentwicklung von c(t):

c(tiv1) = c(t;) + €(t;) Aty Atiyy =tip1 — b,
Es ist ||c(tit+1) — c(t:)]| & s , wenn man At; = s/||¢(t;)]| setzt, falls ||¢(¢;)]] # O ist.
D.h. man erhélt damit eine relativ gleichm#flige Verteilung der berechneten Punkte.

Die folgenden Uberlegungen fiithren zu einer kriimmungsabhingigen Verteilung der Punkte.
Hierfiir verlangen wir, dafl die Winkel zwischen je zwei benachbarten Tangentenvektoren ¢(¢;), ¢(t;+1)
einen betragsméfig nahezu konstanten Winkel || einschlieen. Mit Hilfe von

[€(tiv1) x e(t)ll
le(tiv1) - €(t:)]

= |tanal =~ |a

é(ti_,_l) ~ é(fi) + é(ti)Ati, Ati-{-l =tiy1 —t;, und
fiir ”kleine” Winkel « erhilt man

l[e(ti) x E(ta)|l [Ati] _ lle(ti) x Et)] |ALi]
[e(t:)2 + €(t;) - €(t;) Aty c(t;)? '

o] =

Also schlielen bei der kriimmungsabhangigen Wahl

|ofé(ti)?

llet:) x et

benachbarte Tangenten ungefahr den gleichen Winkel « ein.

|AL;| = |-+ #0.

a) At; = const. b) |lc(tit1) — c(t:)|| = const. ¢) Winkel =2 const.

Abbildung 6.2: Punktverteilungen der Kurve c(t) = (t,t?)

Bemerkung;:

a) Falls " eine ebene Kurve ist, ergéinze man die dritte Komponente zu 0, damit das Vektorprodukt
ausgefithrt werden kann.

b) Beschreibt c(t) einen Kreis, so ist At; = a = const.

c) Wegen des wesentlich hoheren Rechenaufwands ist die kriitmmungsabhéngige Schrittweitensteue-
rung nur in begriindeten Fillen zu empfehlen. Z.B. wenn die berechneten Punkte gespeichert werden
sollen und die Kurve deshalb durch méglichst wenig Punkte gut représentiert werden soll.
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6.2 Implizite Kurven

Unter einer impliziten Kurve I wollen wir eine Punktmenge des IR? verstehen, die einer Gleichung
f(z,y) =0 geniigt :

={xeD|f(x)=0} f:D—=R, DCcR.

Beispiele:
a) Kreis 22 +y2 — 12 =0, Hyperbel xy — 1 =0
b) Cassini-Kurven (22 4+ 42)2 — 2c¢?(22 —9?) — (a* —c*) =0, a>0, c¢>0.
Fiir a = ¢ ergeben sich Lemniskaten.
A A
| |
| |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 6.3: Cassini-Kurven

Die Berechnung von Punkten einer imzpliziten Kurve ist nicht so einfach wie bei parametri-
sierten Kurven. Es werden hier zwei Methoden zur Erzeugung von Kurvenpunkten besprochen. Der
Verfolgungsalgorithmus started mit einem Punkt in der Ndhe der Kurve und berechnet sukzes-
sive weitere auf demselben Zweig. Der Raster-Newton-Algorithmus started mit einem Raster
des zu untersuchenden Bereichs im IR? und sucht Kurvenpunkte in der Nihe von Rasterpunkten.
Der erste Algoritmus ist schnell und erzeugt einen zusammenhingenden Polygonzug. Der zweite ist
langsamer, erzeugt nur einzelne Punkte, entdeckt aber (bis auf eine rasterabhiingige Genauigkeit)
alle Komponenten.

6.2.1 Der Verfolgungsalgorithmus

Es sind im wesentlichen zwei Teilprobleme zu l6sen:
(1) Finden eines ersten Punktes P;.
(2) Von P; ausgehend weitere Punkte der Kurve zu finden.
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Idee des Algorithmus:

Zu (1): Man wihlt einen Startpunkt Qo = (zg,%o) in der Nihe der Kurve. Diesen fafit man als
Grundrifi des Punktes Qo = (w0, yo, f(0,%0)) auf der Fliche z = f(z,y) auf. Ist f(zo,yo) > 0 bzw.
< 0, so ,,Jauft* man in Richtung des steilsten Abstiegs bzw. Aufstiegs auf die Niveaulinie f(z,y) =0
zu. ,Laufen® bedeutet hier, immer wieder Newton-Schritte auszufithren. Man erhélt so den ersten
Punkt P;.

Zu (2): Von P aus geht man ein Stiick entlang der Tangente zu einem neuen Punkt Q¢ und wieder-
holt (1), ... .

Da Teil (1) auch beim Raster—Newton—Verfahren und beim Loteféllen benutzt wird, schreiben wir
hierfiir eine eigensténdige Prozedur curvepoint:

(CP1) Es sei Qo = (z9,yo) ein Punkt in der Nihe der Kurve.

(CP2) Iteration entlang des steilsten Weges: Es sei q; = (z, ;).

i1 = 4 — e V().

(CP3) Wiederhole (CP2) bis ||q;+1 — q;| klein genug ist.
(oder andere Abbruchbedingung.)

0
oo f(=i(a,)

f(x)=0

Abbildung 6.4: Berechnung von Punkten einer impliziten Kurve

Durchfiihrung des Verfolgungsalgorithmus:
1) Wahl eines geeigneten Startpunktes Qo : qo = (2o, yo) und einer Schrittweite s.
2) Erster Kurvenpunkt ist P; : p; = curvepoint(qp).

3) Kurvenpunkt Pyy; : prt1 aus Py : pg:
Pk+1 = curvepoint(py + $ ti), wobei ty = (—fy(pPk), fo(Pr))/||l - - -] Einheitstangente im
Punkt Py ist.

4) Fiihre 3) sooft durch, bis die gewiinschte Anzahl von Punkten berechnet ist
oder Py11 = Py (geschlossene Kurve)
oder --- (andere Abbruchbedingung)

Bemerkung;:

Da der Verfolgungsalgorithmus relativ robust ist, 148t er sich auch auf Kurven mit einzelnen Singula-
ritidten anwenden. Beim Uberschreiten einer Singularitit kann allerdings eine Richtungsumkehr statt-
finden. Um zu verhindern, daf der Algorithmus ”héngen bleibt”, sollte man in Schritt 3) zunéchst
die Richtung von t iiberpriifen:

Falls ty - (P — Pr—1) < 0 ist, ersetze t durch —ty.
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Aufgabe 6.1 Schreibe ein Programm, das Cassini-Kurven:
(22 +y?)? — 2% (2% — y?) — (a* — c*) = 0, c>0, a>0,
zeichnet.

Bemerkung: )

Eine kriimmungsabhingige Schrittweitensteuerung ergibt sich aus den folgenden Uberlegun-
gen.

Setzt man eine Parameterdarstellung c(s) der impliziten Kurve f(z,y) = 0 in die Funktion f ein
und entwickelt die so entstandene Funktion f(c(s)) nach s, so erhélt man

2

0= f(c(s)) = f(c(0)) + sV f(c(0)) - <'(0) + %(Vf(C(O)) +”(0) + ¢/(0)Hy(c(0)e (0)") + -+

wobei Hy die Hesse-Matrix von f ist.

Die Koeffizienten bei s” und s! liefern keine neuen Erkenntnisse (denn es ist f(c(0)) = 0 und ¢’(0) ist
ein Tangentenvektor der Kurve). Der Koeffizient bei s? gibt uns die Moglichkeit ¢”/(0) zu berechnen.
Hierzu machen wir die Annahme, dafl der Parameter s die Bogenléinge ist. Denn dann gilt

(1) &' (0) = (=fy, fa) /Il -~ -II, wobei (fz, fy)) := V f(c(0) ist,
(2) ¢"(0)-c'(0)=0 d.h. ¢”(0) hat die Richtung von V f(c(0)),
(3) Vf(e(0) - €"(0) = —c'(0)Hy(c(0))e' (0)".

Aus (2) und (3) ergibt sich

c’(0) = — ) V£(c(0)) und die Kriimmung

F2 fow = 2fafyfoy + [2fyy
(f24 f2)3/2

Die Schrittweite s wéhlt man jetzt kriimmungsabhingig. Z.B. bewirkt

| an der Stelle c(0).

I<” (0] = |

1
|s] = e, falls [[€”(0)] #0,
5lle”(0)]]
daf} benachbarte Tangenten ungefihr einen Winkel von 11 Grad einschliefen. Natiirlich mufl man in
der Praxis sicherstellen, daf die Schrittweite bei kleiner Kriimmung nicht zu grof§ ausfillt.
Damit ergibt sich die 0-te Nidherung Qo : qo von Pi41 : qo = px + s¢’(0) + %c”(O).

A
|
|
|
|
|
|

Abbildung 6.5: Kriimmungsabhéngige Berechnung von Punkten einer impliziten Kurve
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6.2.2 Der Raster—-Newton—Algorithmus

Idee des Algorithmus:

Man started hier mit einem achsenparallelen Raster, in dem man Kurvenpunkte vermutet. Mit Hilfe
einer Abschitzung der Distanz der Rasterpunkte zur Kurve findet man Rasterpunkte in der N#he
der Kurve. Die so gefundenen Rasterpunkte dienen als Startpunkte fiir eine Iteration entlang des
steilsten Weges (Prozedur curvepoint des Verfolgungsalgorithmus). Auf diese Weise erhélt man eine
Ansammlung von Punkten, die bei hinreichend feinem Raster den Kurvenverlauf wiedergeben.

Durchfiihrung:
Gegeben: implizite Kurve I' mit der Gleichung f(x,y,) = 0.

1) Wiihle ein x-Intervall [Z,in, Tmaz] und ein y-Intervall [y,min, Ymaz|, sowie die Anzahlen n, und
n, der Unterteilungen dieser Intervalle fiir ein achsenparalleles Raster mit den Rasterabstédnden

dx - (xmax - xmln)/nz bzw. dy - (ymaac - ymzn)/ny
ez = max(dy, dy) ist der maximale Rasterabstand.

2) Fiir jeden Rasterpunkt (z;,yx) werden f(z;,yx) und V f(x;,yr) berechnet.
Ist Vf(xi,yx) = (0,0), so wird dieser (singulidre) Rasterpunkt ignoriert,
Im anderen Fall wird der Abstand von (z;, yx) zur Kurve durch

di := | f(zi, ye)l/IIV f(zi,yr)||, Distanz 1. Ordnung

abgeschitzt.

Flache z=f(x,y)

x-y-Ebene

/! —

steilste Tangente Distanz 1. Ordnung

Abbildung 6.6: Distanz 1. Ordnung eines Punktes zur impliziten Kurve

3) Fiir jeden Punkt (x;,yg), fir den d;x < Ydmaz, v > 0.5, ist, sucht man mit curvepoint (s.
Verfolgungsalgorithmus) einen Kurvenpunkt.

Bemerkung:

Der Algorithmus l48t sich wesentlich beschleunigen, wenn man nicht fiir jeden Rasterpunkt die
Distanz zur Kurve abschétzt, sondern, abhingig von der Distanz des zuletzt betrachteten Punktes
zur Kurve, einen Rastersprung zuléfit. Dabei sollte man sicher stellen, daf3 dieser Sprung nicht zu
grof} ausfillt. Es konnten sonst Liicken im Kurvenbild entstehen.

Beispiel 6.1 Fr das folgende Beispiel ist

f(z,y) = 0.004 + 0.11x — 0.177y — 0.1742% + 0.224zy — 0.303y? — 0.1682> + 0.32722y — 0.087xy? —
0.013y3 + 0.2352* — 0.66723y + 0.7452%y? — 0.0292> + 0.072y*

(aus TAU9/).
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Abbildung 6.7: zum Raster-Newton-Algorithmus. Links: n, = n, = 20, rechts: n, = n, = 200
A
|
|
|

Abbildung 6.8: Zu Beispiel 6.2. Es ist n, = n, = 500.

Beispiel 6.2 a) f(z,y) = (8z* — 422y + y*)y? — (2% + y?)?,

b) f(z,y) = (3% —y?)*y* — (2* +y*)".

Bemerkung;:

Mit Hilfe des Raster—-Newton—Algorithmus lassen sich auch Schnittpunkte impliziter Kurven bestim-

men. Sind die beiden Kurven fi(z,y) = 0, f2(z,y) = 0 gegeben, so sucht man mit dem Algorithmus
Nullstellen der Funktion f(z,y) := fi(x,y)? + fa(z,9)?.

Beispiel 6.3 fi(z,y) = (327 —y*)%y® — (2* + )", fo(z,y) = (- 05 +y> ~1=0
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Abbildung 6.9: Zu Beispiel 6.3

6.3 Ebene Kurven im Raum

Sind von einer parametrisierten oder impliziten ebenen Kurve die Punkte Py = (£,70), -+ , P =
(&n,mm) € IR? und von einer Ebene ¢ im IR® ein Punkt Qo : qo und eine ON-Basis by, by bekannt, so
sind

P; i p; = qo + b1&; + ban, 1=0,---,m,

Kurvenpunkte in der Ebene ¢ .

In den Beispielen der Aufgabe 3.2 e) wurden Punkte einer Zykloide im IR? berechnet und auf jeder
Seitenfliche eines Polyeders der Mittelpunkt M und eine ON-Basis by, bs mit Hilfe von Kantenvek-
toren und der Flichennormalen n bestimmt:

Sind Q1 : q1, -+ - Qm : Qi Punkte einer Fliche, dann ist M : m = (q1 + - - - + qm ) /m der Mittelpunkt
und by := (g2 — q1)/|laz — q1|l, bz2:=(by xn)/||---| eine ON-Basis.

Man beachte: Da eine Parallelprojektion ¢ im wesentlichen eine lineare Abbildung ist, geniigt
es in diesem Fall die Vektoren qq, b1, b2 zu projizieren, d.h. die Bildpunkte der Kurvenpunkte in &
sind:

®(F;) : ©(pi) = ®(qo) + ®(b1)&1 + @(b2)n;, i=0,---,n

6.4 Bézier-Kurven

Da Bézier-Kurven in CAD eine grofie Rolle spielen und wir diese im Kapitel iiber Rotationsflichen
verwenden wollen, sei hier eine kleine Einfithrung gegeben. Fiir weitergehende Informationen zu
diesem Thema sei der Leser z. B. auf die Biicher von FARIN (FA’90) oder HOSCHEK/LASSER
(HO,LA ’89) verwiesen.

Numerisch einfache Kurven in der Ebene sind solche, die mit Hilfe einer Parameterdarstellung x(¢) =
(x(t),y(t)), t1 <t < t2, wobei z(t) und y(¢t) Polynome in ¢ sind, beschrieben werden. Ist x(t) :=
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ag + art + agt? + - + apt™ und y(t) := bg + b1t + bot + - - - + byt™, so ist
x(t) = (ag,bo) + (a1,b1)t + -+ (an, by)t".
= aptait+-+apt"

mit den Vektoren a; := (a;, b;).

La. sagen die Punkte A; : a; nicht viel iiber den Kurvenverlauf aus. Dies dndert sich, wenn man die
Polynome x(t),y(t) nicht in der ,Monom-Basis“ {1,¢,¢2,---,t"} sondern in der folgenden Bern-
steinbasis {Bj(t), BY'(t),--- , Bl(t)} darstellt:

B (t) == <7Z> 1 -t 0<i<n.

Es sei nun n > 0 festgewédhlt und die Vektoren by, by, --- , b, beschreiben ein Polygon. Dann ist
x(t) :=boBy(t)+ b1 B (t)+---+b,B(t), 0<t<1,eine Bézier-Kurve vom (maximalen)Grad
n. Die Punkte by, -+ , b, heiflen Kontrollpunkte der Bézierkurve.

Eigenschaften der Bernstein-Polynome:
(1) By(t) + By (t) +---+ By(t) =1,
(2) B§(0)=1, B*(0)=0 fir ¢>0, BI(1)=1, B*1)=0 fiir i < n.

(3) Das Bernstein-Polynom B}* hat genau ein Maximum und zwar an der Stelle ¢ = i/n. D.h. eine
leichte Verdnderung des Punktes b; hat nur eine wesentliche Verdnderung der Kurve in der
Umgebung von x(i/n) zur Folge.

— =1

0 1
Abbildung 6.10: Bernsteinpolynome B}
Eigenschaften einer Bézier-Kurve:
(1) by ist der Anfangs- , b,, der Endpunkt

(2) by — by ist die Richtung der Tangente im Punkt by = x(0), b, — b,,_; ist die Richtung der
Tangente im Punkt b,, = x(1).

(3) Das Polygon bg, by, -, b, gibt einen ungefihren Verlauf der Kurve an.
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Da die Komponenten z(t), y(t) einer Bézierkurve reelle Linearkombinationen von Bernstein-Polynomen
sind, konnen wir zur Berechnung von Punkten einer Bézierkurve ein Unterprogramm verwenden,
das solche Linearkombinationen berechnet. Wir werden hier das in FA’90 , S. 48, angegebene Un-
terprogramm bezier_comp (dort mit hornbez bezeichnet) verwenden. Es berechnet nach einer Art
Horner-Schema den Ausdruck

aoBy(t) + a1 BT (t) + -+ + an B (t),  a; € R,
bei Vorgabe des Grades n , der Koeffizienten aq, - - - , a, und des Parameters ¢ .

function bezier_comp(degree: integer; coeff : r_array; t: real) : real;
{Berechnet eine Komponente einer Bezier-Kurve. (Aus FARIN: Curves and Surfaces...)}
var i,n_choose_i : integer; fact,tl,aux : real;
begin
tl:= 1-t; fact:=1; n_choose_i:= 1;
aux:= coeff[0]*t1;
for i:= 1 to degree-1 do
begin
fact:= factx*t;
n_choose_i:= n_choose_i*(degree-i+1) div i;
aux:= (aux + fact*n_choose_i*coeff[i])*t1;
end;
aux:= aux + factxt*coeff [degree] ;
bezier_comp:= aux;
end; bezier_comp
{okskokokkokok sk kokkkok b

Bemerkung:
Das Unterprogramm bezier_comp kann man natiirlich auch zum Berechnen von Punkten einer
Bézier-Kurve (x(t), y(t), 2(t)) im Raum verwenden.

Abbildung 6.11: Bézierkurven mit ihren Kontrollpolygonen
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6.5 Schnittpunkte zweier Kurven

Die Schnittpunkte zweier Geraden oder zweier Kreise fithrt auf leicht zu 16sende Gleichungen 1.bzw.
2. Grades. Will man zwei beliebige Kegelschnitte miteinander schneiden so mufl man i.a. eine Glei-
chung 4. Grades losen, was auch noch direkt moglich ist. Beim Schnitt von allgemeineren Kurven ist
man aber auf Iterationsverfahren zum Losen der entsprechenden Gleichungen angewiesen. Das am
meisten angewandte Verfahren ist die Newton-Iteration:

Gegeben: Funktion F : D — IR™, D C R", und ein Startpunkt xq fiir die Iteration.
Gesucht: Ein Punkt x* in der ,N&he“ von x¢ mit F(x*) = 0.

Algorithmus:
(1) Fiir v =0,1,2,... lose man das lineare Gleichungssystem
F'(x,yd, = —=F(x,), wobei F':= (gf;) und F = (Fy, Fy, ..., F,), x=(21,22,...,%,)
ist.

(2) Setze x,41 =%, +d,

(3) Falls ||x,+1 — %, klein , genug® (oder andere Abbruchbedingung) setze x* = x,41.

6.5.1 Schnitt einer parametrisierten mit einer impliziten Kurve

Cegeben: Kurven T'y :x =c(t), a<t<b und Ty: f(x)=0, x€DCR%.
Gesucht: Schnittpunkte I'y N Ts.

Der Algorithmus:

(1) Bestimmung eines Startpunktes :
Wiéhle eine Unterteilung ¢y, ¢a, ... des Intervalls [a, b] (eventuell dquidistant).
Beim Durchlaufen der Kurve I'; auf Punkten x; := c(¢;), ¢ = 1,2,... priift man f(x;) auf
Vorzeichenwechsel. Findet nach sg := t; ein solcher Vorzeichenwechsel statt, so wahlt man sg
als Startwert fiir die folgende Newton-Iteration.

(2) Bestimme eine Nullstelle t* der Funktion F(t) := f(c(¢)) mit Hilfe der Newton-Iteration
(s.0.) fiir n = 1 und dem Startwert ¢ := sg aus (1). Der Punkt x* := c(¢*) ist ein Schnittpunkt
der beiden Kurven.

(3) Fiihre (2) fiir alle Stellen mit einem Vorzeichenwechsel durch.

Aufgabe 6.2 Bestimme die Schnittpunkte der Kurven
Ii:x=ct):= (), 0<t<3,
Lyt fla,y)=(x—-1)2+(@y—-12%-10=0

6.5.2 Schnitt zweier impliziter Kurven

Cegeben: Ty @ f(x) =0 und Ty:g(x) =0, x€&DCR%
Gesucht: Schnittpunkte I'y N Ts.
Der Algorithmus:
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Abbildung 6.12: Links: zu Aufgabe 6.2, rechts: zur Aufgabe 6.3

(1) Bestimmung eines Startpunktes:

Berechnen von Punkten p1, p2, ... geméfl Abschnitt 6.2.1. Beim Durchlaufen der Kurve I'y auf
Punkten p1, po, ... priift man g(p;) auf Vorzeichenwechsel. Findet nach x¢ := p; ein solcher
Vorzeichenwechsel statt, so wahlt man x( als Startwert fiir die folgende Newton-Iteration.

(2) Bestimme eine Nullstelle x* der Funktion F(x) := (f(x), g(x)) mit Hilfe der Newton-Iteration
(s.0.) fir n = 2 und dem Startpunkt xq aus (1).
Der Punkt x ist ein Schnittpunkt der beiden Kurven.

(3) Fiihre (2) fiir alle Stellen mit einem Vorzeichenwechsel durch.

Aufgabe 6.3 Bestimme die Schnittpunkte der Kurven
Ty flo,y) =2 +y*—1=0 und
Ty:g(z,y) = (xr—0.5)?+ (y—0.5)2—-1=0.

6.5.3 Schnitt zweier parametrisierter Kurven

Gegeben: Kurven I'y : x = ¢i(s), s € [a,b], und T's : x = ca(t),t € [c, d].
Gesucht: Schnittpunkte I'y N Ts.

Der Algorithmus:

(1) Bestimmung von Startwerten im Parameterbereich:
Wiéhle Unterteilungen des Intervalls [a, b] und des Intervalls [¢, d] (eventuell dquidistant) und
berechne die zugehorigen Polygonziige Py, Ps, ... und @1, Q2, .... Bestimme mit dem Algorith-
mus aus dem néchsten Abschnitt Naherungen fiir mogliche Schnittpunkte. Die Parameterwerte
dieser Ndherungen dienen als Startwerte.

(2) Bestimme fiir Startwerte aus (1) eine Nullstelle der Funktion F(s,t) := c1(s) — c2(¢) mit Hilfe
einer Newton—Iteration (s.o.). (Ein Newtonschritt 148t sich geometrisch als Schnitt zweier
Tangenten interpretieren.)

(3) Fiihre (2) fiir alle Startwerte aus (1) durch.
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6.6 Schnitt zweier Polygone

Da oft Kurven als Polygonziige vorliegen, ist der folgende Algorithmus eine schnelle und universelle
Methode um Schnittpunkte von Kurven zu bestimmen. Zur Darstellung der Schnittpunkte auf dem
Bildschirm oder Plotter gentigt i.a. die Genauigkeit, die man duch diesen Algorithmus erreicht.

Gegeben: Zwei Polygone IT und ¥ durch ihre Punkte Py, P, ... und Q1,Qa2, ....
Gesucht: Schittpunkte IT N W.

Der Algorithmus:

(1) Wéhle Schrittweiten und unterteile die Polygone geméf dieser Schrittweiten in Teilpolygone
Hl, HQ, ... bzw. \Ifl, \I/Q,
Bestimme zu jedem Teilpolygon das zugehérige Fenster, d.h. die minimalen bzw. maximalen
2- und y-Koordinaten.

(2) Schneide fiir jedes Paar i, k das Fenster von II; mit dem Fenster von Uy.
(3) Haben die Fenster von II; und ¥y, einen nichtleeren Durchschnitt, so

(3.1) bestimme zu jeder in II; bzw. U enthaltene Strecke das zugehérige Fenster.
(3.2) Schneidet das Fenster der Strecke o, von II; das Fenster von ¥y, so

(3.2.1) schneide das Fenster von o, mit den Fenstern der Strecken 7, von V.

(3.2.2) Schneidet das Fenster von o, das Fenster von 7,, so schneide die Strecken o, und 7,,.
Haben diese Strecken einen Schnittpunkt, so ist dies ein Schnittpunkt der Polygone.

(4) Fiihre (3) fiir alle schneidenden Fenster von Teilpolygonen II; und ¥; durch.

Abbildung 6.13: Zum Schnitt zweier Polygone

Beispiel 6.4 Schnitt eines Polygons auf einem Kreis mit einem Polygon auf einer Cassini—-Kurve

(Abb. 6.6).

6.7 Lotfulpunkt auf einer parametrisierten Kurve, Kurven-
inversion
Gegeben: Kurve I' : x = ¢(¢),t € [a,b], Punkt P : p.

Gesucht: LotfuBpunkt L des Lotes von P auf I'.
Vorauss.: c(t) ist (2-mal) differenzierbar, es existiert ein eindeutiges Lot von P auf I".
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Abbildung 6.14: zum Beispiel 6.4

Ist T" eine Gerade x = q + tr, so ist

Ll:q_f_wr
r

Im allgemeinen Fall suchen wir einen Punkt c¢(¢) der Kurve I' mit der Eigenschaft:

Der Algorithmus:

(1)

Bestimmung eines Startparameters:

Man durchlduft mit einer festen oder variablen Schrittweite (im Parameterbereich) die Kurve
auf Punkten @1, @2, ... und sucht einen Punkt Ly := @Q;, der von P minimalen Abstand hat.
to sei der zugehorige Parameterwert, d.h. es ist Lg : c(tp).

Mit einem in (1) gefundenen Startwert und einer Newton—Iteration 16st man die Gleichung
f(t) = (c(t) —p) - €(t) = 0.

Dabei ist f/(t) = (¢(t))? + (c(t) — p) - €(¢).

(Es werden 2. Ableitungen verwendet !)

Oder: Man fiihrt die Losung auf sukzessives Lotefillen auf Tangenten zuriick. (Es werden
nur 1. Ableitungen verwendet.)

Es sei L; die i-te Ndherung des Lotfufipunktes und ¢; der zugehérige Parameter. x = c(t;) +
Ate(t;) ist die Tangente im Punkt L; (lineare Approximation von c(¢)!). Man fillt nun das
Lot von P auf die Tangente (s.o.). Fiir den LotfuBpunkt auf der Tangente ist At = (p —
c(tz))c(tl)/c(tl)Q Mit ti+1 = ti + At erhilt man Li+1 : C(tiJrl)-

Wiederhole (2) solange, bis ||c(¢;4+1) — c(¢;)]| klein genug ist. (Oder ein anderes Abbruchkrite-
rium.)

Bemerkung: Dieser Algorithmus kann auch dazu verwendet werden, um zu einem Punkt Py : po,
von dem man weif}; daf§ er auf der Kurve I' : ¢(¢) liegt, den zugehoérigen Kurvenparameter to (mit
po = c(tp)) zu bestimmen. In diesem Fall wird die Lénge von c(t) — po klein und man kann auf
jeden Fall (2’) und (3’) verwenden.
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Abbildung 6.15: Iterationsschritt zur Lotfulpunktbestimmung

Die Zuordnung pg — to heifit Kurveninversion.
(Man beachte, dafi zu einem Punkt po auch mehrere Parameter gehoren kénnen!)

Bemerkung: Der obige Algorithmus kann analog fiir das Féllen eines Lotes auf eine rdumliche
Kurve bzw. zur Kurveninversion im R® verwendet werden.

6.8 Lotfulpunkt auf einer impliziten Kurve

Gegeben: Kurve I' : f(x) = 0,x € D C R?* und Punkt P : p. f 2-mal diff., Vf # 0.
Gesucht: LotfuBpunkt L des Lotes von P auf I'.

Der Algorithmus:

(1) Mit Hilfe der Prozedur curvepoint aus Abschnitt 6.2 findet man eine erste Ndherung Lo : xg
fiir den Lotfulpunkt.

(2) Der Lotfufipunkt ergibt sich als Losung des Systems

(X_p)'(fy(x)v_fm(x))zov f(X)ZO.

(Dabei ist (fy(x), —fz(x)) ein Tangentenvektor im Kurvenpunkt x.)

Dieses System 16st man mit Hilfe einer Newton—Iteration unter Verwendung des Startpunk-
tes xo aus (1).
(Es werden 2. Ableitungen verwendet !)

Oder: Man fiihrt die Losung auf sukzessives Lotefillen auf Tangenten zuriick. (Es werden nur
1. Ableitungen vewendet.)

(P—x) Vf(xi)
Vf(xi)?
X;4+1 = curvepoint(t;;1).
bis ||x;+1 — X;|| "klein genug” ist.
L =xi41.

(2’) wiederhole t;11 =p — Vf(x;) (LotfuSpunkt auf der Tangente),
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6.9 Die Normalform einer ebenen Kurve

Analog zur HESSE-Normalform einer Gerade (im IR?) werden wir eine Normalform fiir fast beliebige
ebene Kurven definieren. Obwohl sich diese Normalform nur in wenigen Féllen explizit angeben 148t
(z.B.: Gerade, Kreis) werden wir sehen, daf dies ein starkes Hilfsmittel in CAGD ist. Wir werden
die Normalform zunéchst fiir parametrisierte Kurven definieren und anschlieend verallgemeinern
insbesondere auf implizite Kurven.

6.9.1 Die Normalform einer parametrisierten Kurve
Es sei
o I':x=c(t) = (c1(t),c2(t)), t € [a,b] eine glatte ebene Kurve,
e n(t) := (c2(t), —c1(t))/]..-|| die Einheitsnormale
e D C R? s0, daB fiir jedes x € D die Funktion dy(t) := ||x — ¢(t)|| genau ein Minimum besitzt,
o t,,(x) der Parameter des Minimums, c(t,,(x)) der Lotfuffpunkt (zu x),
e h(x) = sign((x — c(tm(x))) n(tm(x))) dx(tm(x)) die orientierte Distanz von x zur Kurve I'.

Die Gleichung h(x) = 0 ist eine implizite Darstellung von I" und heifit die Normalform von T.

Bemerkung:
Die Normalform einer Gerade ist die wohlbekannte HESSE—Normalform
h(x) :=mn-(x —x1) = 0, wobei n eine Einheitsnormale und x; ein Punkt der Gerade ist.

Wesentliche Eigenschaften der orientierten Distanzfunktion:

(1) Hohenlinien der orientierten Distanzfunktion h sind Offsetkurven von I'. (Eine Offsetkurve zur
Distanz ¢ ist die Menge aller Punkte, die zu I den Abstand ¢ haben.)

(2) hist differenzierbar:  Vh(x) = n(t,,(x)) (Einheitsnormale im Lotfuipunkt zu x).

Die zweite Eigenschaft kann man sich so klar machen: Die Richtung der maximalen Zunahme von h
ist die Richtung der Normalen im Lotfufpunkt. Die maximale Zunahme hat den Betrag 1.

Die Berechnung eines Funktionswertes h(x) erfordert also "nur”, den Lotfupunkt von x auf I'
zu bestimmen (s. 6.7). Vh(x) bekommt man dann praktisch geschenkt. Damit hat man zwar eine
implizite Darstellung der Offsetkurven einer parametrisierten Kurve, was kein grofler Gewinn ist.
Denn die Offsetkurven einer parametrisierten Kurve lassen sich leicht auch wieder parametrisiert
darstellen. Mit der Normalform werden aber insbesondere ”Blenden” von ebenen Kurven (s. 777)
die Konstruktion von ” Voronoi-Kurven” (s. 6.9.4.2) sehr erleichtert.

6.9.2 Verallgemeinerung

Es ist nicht notig, dafl die Kurve I' des vorigen Abschnitts parametrisiert gegeben ist. Die einzigen
notwendigen Bedingungen sind:

(NF1) T’ muf glatt sein und

(NF2) es gibt ein Gebiet D C R? in der Umgebung von T' so, daB es fiir jeden Punkt x € D moglich
ist, einen (eindeutigen) Lotfufpunkt (Punkt auf I' mit minimaler Distanz zu x) zu bestimmen.
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Folgerung:

Jede ebene Kurve I'" mit den Eigenschaften (NF1), (NF2) 148t sich als implizite Kurve h(x) = 0
auffassen, wobei h(x) die orientierte Distanz des Punktes x € D zur Kurve I" und Vh(x) die Ein-
heitsnormale im Lotfufipunkt zu x ist. Die Gleichung h(x) = 0 heifit die Normalform von I'.

Also 148t sich jeder Algorithmus fiir implizite Kurven, der nur h(x) und Vh(x) fiir x verwendet auf
I' anwenden, z..B. der Verfolgungsalgorithmus zur Erzeugung von Punkten, die Newton-Iteration
fiir die Bestimmung von Schnittpunkten.

Bemerkung:
a) Die Bestimmung des Bereichs D (vgl. (NF2)) ist i.a. schwierig.
b) Die Konvergenz des LotfuBpunkt—Algorithmus wird in der Néhe des Randes von D kritisch.

6.9.3 Die Normalform einer implziten Kurve

Es sei Tg : f = 0 eine glatte implizite Kurve. Normalerweise hat der Funktionswert f(x) keine
konkrete geometrische Bedeutung. Der Vorteil der Normalform h = 0 einer Kurve liegt in der einfa-
chen geometrischen Bedeutung des Funktiondwertes h(x) (orientierte Distanz) und der Héhenlinien
h(x) = ¢ (Offsetkurven). Also: Falls die Distanz eines Punktes zur Kurve oder Offsetkurven eine
Rolle spielen, sollte man auf die Normalform zuriickgreifen.

Die Berechnung eines Funktionswertes h(x) verlangt die Bestimmung des Lotfupunktes von x auf
T (s. 6.8).

6.9.4 Anwendungen der Normalform

In diesem Abschnitt ist die Anwendung der Normalform auf Offsetkurven und Voronoi-Kurven
enthalten. Den grofien Vorteil, den die Normalform fiir das Blenden von beliebigen Kurven bietet,
werden wir in Kap. 7777 sehen. Man sollte auf jeden Fall beachten, dafl die Normalform fast je-
de Kurve zu einer impliziten Kurve macht, solange nur die Funktionswerte und der Gradient der
orientierten Distanzfunktion benttigt werden.

6.9.4.1 Offsetkurven von impliziten Kurven

Offsetkurven einer Kurve sind Hohenlinien der orientierten Distanzfunktion: A = c.

Beispiel 6.5 In Abb. 6.16 ist f(x) = 2*+y*—1 = 0 (dicke Kurve) und einige Offsetkurven zu sehen.
Man beachte, daf einige der inneren Offsetkurven Singularititen auf Symmetriegeraden besitzen.

6.9.4.2 Voronoi—Kurven zweier Kurven

Die Voronoi-Kurven zweier Kurven I'y,I's bestehen aus den Punkten des IR2, die zu I'y und T’y
denselben Abstand haben.
Die Voronoi-Kurven von Geraden sind ihre Winkelhalbierenden.

Es seien I'1, T'y zwei glatte parametrisierte oder implizite Kurven und hy = 0, hy = 0 ihre Normal-
formen. Dann sind die Gleichungen

hi(x) — ha(x) =0, hi(x)+ ha(x) =0

implizite Darstellungen der Voronoi-Kurven von I'y und T's). Punkte von Voronoi-Kurven kénnen
also mit Hilfe des Verfolgungsalgorithmus fiir implizite Kurven berechnet werden.
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Abbildung 6.16: Offsetkurven der impliziten Kurve f(x) = 2% +y* -1 =0

Beispiel 6.6 Abb. 6.17 zeigt die Voronoi-Kurven zweier Bézierkurven.

Arten die beiden Kurven zu zwei Punkte aus, so ist die Voronoi-Kurve ihre Mittelsenkrechte. Den
Fall, daf} eine Kurve zu einem Punkt ausartet zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 6.7 Abb. 6.18 zeigt die Voronoi-Kurve
a) der Ellipse v + % =1 und dem Punkt (—0.5,1)
b) der Kurve z* + y* =1 und dem Punkt (—0.4,0.6).

Bei dem letzten Beispiel mufl man allerdings beachten, dafl die Normalform der Ellipse bzw. der
Kurve 4. Grades Singularitdten auf den Symmetriegeraden besitzt.

Weitere Informationen hierzu sind in FA,JO’94a, FA,JO’94b enthalten.
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Abbildung 6.17: Voronoi-Kurven zweier Bézierkurven (fett)

Abbildung 6.18: Voronoi-Kurve eines Punktes und a) einer Ellipse b) Kurve 4. Grades
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Kapitel 7

ELLIPSOID UND PARABOLOID

Quadriken, insbesondere Kegel, Kugel, Zylinder, spielen in der Darstellenden Geometrie eine we-
sentliche Rolle. Wir wollen hier nicht nur diese Standardquadriken, sondern deren affinen Bilder und
die affinen Bilder einiger weiterer Quadriken, wie das einschalige Hyperboloid (Kiihlturm) und das
Rotationsparaboloid, behandeln. Ein grofier Vorteil aller Quadriken ist, dafl ihre Umrisse immer in
einer Ebene liegen. Dies hat zur Folge, daf} sich die Sichtbarkeit von Kurven auf Quadriken besonders
einfach kliaren 148t. Denn ein Quadrikenpunkt “hinter”der Umriflebene kann nie sichtbar sein.

7.1 Ellipsoid

Die Definition eines Ellipsoids erfolgt analog zur Definition einer Ellipse (s. Kapitel 5.1).
Jedes affine Bild der Einheitskugel K := {(z,y,2) | 22 + y? + 22 = 1} heifit Ellipsoid.
Beschreibt man die Einheitskugel K7 mit Hilfe der “Lingen”- und “Breiten”-winkel (wie bei der
Erdkugel):
K1 = {(cosfBcosa,cosfBsina,sinfB) | 0 < a <27,—7/2 < B < 7/2},

so gibt es zu jedem Ellipsoid F einen Vektor qg und drei linear unabhéngige Vektoren fi, f5, f3, so
daB
E ={qo+ficosfBcosa+facosBsina+f3sins | ...}

ist. Umgekehrt ist fiir einen Vektor qg, und drei linear unabhéngige Vektoren fi, f5, f3 die Punkt-
menge £ ={...]...} ein Ellipsoid.

Abbildung 7.1: Ellipsoid als affines Bild der Einheitskugel
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Die Koordinaten &, 7, ¢ eines Punktes von E beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt Qo:
qo und der Basis {f1, fs, f3} geniigen also der Gleichung

4+ 1?4+ ¢* = (cos Beosa)® + (cos Bsina)? + (sin )2 = ... =1,

d. h. E ist beziiglich des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) eine “Einheitskugel”.

Qo : qo heifit Mittelpunkt des Ellipsoids E.

f1, f5, f3 heiflen konjugierte Halbmesser von E und

Q1:q0+11,Q2:qo+ f2,Q3 : qo + f3 konjugierte Punkte von F.

f1, f5, f3 sind i.a. nicht orthogonal. Aber es gilt:

Die Tangentialebene in )7 ist parallel zur Ebene, die von f5, f3 aufgespannt wird, usw.

Falls f, f5, f5 paarweise senkrecht zueinander stehen, nennt man die Punkte qo+ f1,qo £ f2,qo £ f3
Scheitel von E.

Stehen fy, f5, f3 paarweise zu einander senkrecht und gilt |f;| =r, i = 1,2, 3, so ist F eine Kugel mit
Radius r.

Die Gleichung f(z,y, z) = 0 des Ellipsoids x = £1& + fon + £3¢, €2 + 7>+ (?> =1 ergibt sich aus
dem Gleichungssystem

r = f1$€+f21‘77+f31< (Hllt X = (I,y,Z), fz:(flzvfzyaflz))
Yy = f1y€+f2y77+f3y<
2 = fr2§+ faun+ f3:C.

Lost man nach &, 7 und ¢ auf, so erhilt man aus ¢2 + n? + (2 = 1 die Gleichung
f('rvya Z) = (det(x, f25 f3))2 + (det(flvxa f3))2 + (det(fla f27x))2 - (det(fla f27 f3))2 = 07

wobei det(vy, v, v3) die 3 x 3-Determinate mit den Spaltenvektoren vy, vy, vs € IR? ist.

7.1.1 Ebene Schnitte einer Kugel

Der ebene Schnitt einer Kugel ist entweder leer, besteht aus einem Punkt oder aus einem Kreis. Es ist
niitzlich ein Unterprogramm zu haben, das fiir eine beliebige Kugel und eine beliebige Ebene deren
Schnitt berechnet. Wir werden sehen, dafl man dieses Unterprogramm nicht nur fiir Kugeln sondern
auch fiir Ellipsoide verwenden kann. Insbesondere zur Bestimmung des Umrisses eines Ellipsoids in
Parallel- und Zentralprojektion werden wir auf das unten angegebene Unterprogramm zuriickgreifen.
Gegeben: Kugel K : 22 + 32 +22 =72, r >0,
Ebene e :n-x=d .

Gesucht: Schnitt e N K. Der Abstand der Ebene € zum Mittelpunkt der Kugel ist § = %.
Falls § > r ist, ist der Schnitt leer.
Falls 6 = r ist, besteht der Schnitt aus einem Punkt.
Falls § < r ist, gibt es einen Schnittkreis.

a) Der Radius des Schnittkreises ist p = v/r2 — §2.

b) Der Mittelpunkt ist pg := %n .

¢) Konjugierte Punkte des Kreises:
Im Folgenden sei ng = (ng, ny,n;) == may und

f1 := p(ny, —ny,0)/y/n2 +n2 | falls [n,| > 0.5 oder [n,|> 0.5 ist, andernfalls sei

fl = p(ou Nz, _n’lj)/ ng + ng
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Abbildung 7.2: ebener Schnitt einer Kugel

Ein zu f; konjugierter Radiusvektor ist f :=mng x f;. Also sind
P:pi=po+fi und P :ps=po+f: Kkonjugierte Punkte des Schnittkreises.

Das folgende Unterprogramm is_sphere_plane bestimmt die ebenen Schnitte einer Kugel mit Mit-
telpunkt p,, und Radius r.

procedure is_sphere_plane(pm: vt3d; r: real; nv: vt3d; d: real; var pO,pl,p2: vt3d;
var nis: integer);
{Berechnet gegebenenfalls (nis=2) pc des Schnittes der Kugel mit Mittelpkt pm,
Radius r und der Ebene nvx*x=d.}

Da wir oft ebene Schnitte der Einheitskugel bestimmen miissen, geben wir noch das entsprechende
Uterprogramm is_unitsphere_plane an.

procedure is_unitsphere_plane(a,b,c,d: real; var pcO,pcl,pc2: vt3d; var nis: integer);
var nv : vt3d;
begin
put3d(a,b,c, nv);
is_sphere_plane(null3d,1, nv,d, pcO,pcl,pc2, nis);
end; {is_unitsphere_plane}

7.1.2 Ebene Schnitte eines Ellipsoids

Gegeben: a) Ebene e :n-x=d
b) Ellipsoid E : x = qg + 1§ + fon + 3¢, 4+ =1
Gesucht: Schnitt e N E.

Durch Einsetzen der Parameterdarstellung des Ellipsoids in die Gleichung der Ebene erhélt man das
Gleichungssystem:

&+ 2N+ = 7, mity=n-f, 1=1,23, yo=d—n-qp,

g+ =1
Lost man dieses System mit Hilfe von is_unitsphere_plane, so erhélt man gegebenenfalls Mittel-
punkt und konjugierte Punkte der Schnittellipse zun#chst in £ —n—(—Koordinaten. Durch Einzetzen
in x = qg + £1£ + fon + f3¢ ergeben sich die zugehorigen © — y — z—Koordinaten.

procedure is_ellipsoid_plane(q0,ql1,92,q93,nv: vt3d; d: real; var pcO,pcl,pc2: vt3d;
var nis : integer);
{Berechnet den Schnitt des Ellipsoids mit Mittelpunkt g0 und den konjugierten Punkten
ql,92,93 mit der Ebene nv*x=d.}
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7.1.3 Parallelprojektion eines Ellipsoids

Gegeben: a) Ellipsoid E: q =qo + fié +fon + 3¢, & +n>+2=1.
b) Parallelprojektion durch ny (Normalenvektor auf Bildtafel).
Gesucht: Umrifl von E.

Ein Punkt @ von F ist ein Umrifipunkt, wenn die Normale in @ zur Projektionsrichtung und
damit zum Vektor ng senkrecht steht. Die Normale n(a, ) auf E in einem Punkt q(a,fS) =
qo + ficosBcosa+facosfsina+ fysin B, B # £ 7/2, hat die Richtung

da(a, B) x gp(a, B) = cos B(f2 x f3cos fcosa + f3 x £ cos Bsina + f1 x fosin ).

Da die Normale im Punkt q(«, = 7/2) die Richtung von f; x f5 hat (s.0.), kénnen wir als Normale
in einem beliebigen Punkt q(«, 8) den folgenden Vektor verwenden:

n(a, 8) = fy x fycos Becosa + f3 x f1 cos Bsina + f; X f58in 5.
Der Punkt q(«, 8) ist genau dann Umrilpunkt, wenn ng - n(a, 8) = 0 ist:
ng - n(wo, B) =ng - (f2 x f3) cos fecosa +ng - (f3 x f1) cos Bsina + ng - (f; x £5)sin f = 0.

Die £ —n— (—Koordinaten eines Umrifipunktes bzgl. des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) ergeben
sich also aus dem Gleichungssystem

1€ + 721 4+ 73¢ 0, mit v =mng-(fo xf3), 2 =np-(f3 xf1), 73 =mn9- (fi x f2),
E+n*+¢ =1

mit Hilfe von is_unitsphere plane erhilt man die £ — n — (—Koordinaten konjugierter Punkte der
Umriflellipse und mit q = qo + £1£ + fon + f5¢ schliefflich die x — y — z—Koordinaten.

Das folgende Unterprogramm ellipsoid pp_cont berechnet den Mittelpunkt und zwei konjugierte
Punkte der Umriflellipse des Ellipsoids mit Mittelpunkt Qg : qp und den konjugierten Punkten
Q1 :4q;, 1 =1,2,3. (Die Vektoren f; ergeben sich aus f; = q; — qq.)

procedure ellipsoid_pp_cont(q0,ql,92,93: vt3d; var qcO,qcl,qc2 : vt3d);
{Berechnet den Umriss des durch q0, ql, g2, g3 bestimmten Ellipsoids.}

Das Unterprogramm pp_ellipsoid projiziert den mit ellipsoid_pp-cont berechneten Umrifl des
durch Qg, Q1, @2, @3 bestimmten Ellipsoids.

procedure pp_ellipsoid(q0,ql,92,93: vt3d);
{Projektion des durch q0,91,92,93 (s. ellipsoid_pp_cont) bestimmten Ellipsoids.}

Beispiel 7.1 Ellipsoid mit Lingen- und Breiten- “kreise”.
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{*x* Ellipsoid mit L"angen- und Breiten-"kreisen" **x*}
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program ellipso;

uses geograph;

var q0,q91,92,93,pc0,pcl,pc2,qc0,qcl,qc2,nv,pl,p2 : vt3d;
rx,ry,rz,d,dw,cw,sw,cdw,sdw,ccw,am,amd,z0 : real;
nb,nl,isi,inds,i,inz,ipld : integer; error : boolean;

Loreokoskook ok skook ok sk ok skok ok skok ok sk ok

begin {Hauptprogramm}
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writeln(’pld-Datei ?’); readln(ipld);

graph_on(ipld);

writeln(’ ***x Ellipsoid mit L"angen- und Breiten-"kreisen" **x*’);
writeln(’ Halbachsen des Ellipsoids (in x-, y-, z-Richtung)?’);
readln(rx,ry,rz);

writeln(’ Anzahl der Laengen-"kreise" 77); readln(nl);
writeln(’ Anzahl der Breiten-"kreise" 7’); readln(nb);
put3d(0,0,0, q0); put3d(rx,0,0, q1); put3d(0,ry,0, g2); put3d(0,0,rz, g3);
repeat

init_parallel_projection; inds:= 0;

writeln(’ Unsichtbare Kurven stricheln ? (Ja = 1)’); readln(isi);

if isi=1 then inds:= 10;

am:= max(ry,rz); am:= max(rx,am); amd:= 2*am;

draw_area(amd+10,amd+10,am+5,am+5,1) ;
ellipsoid_pp_cont(q0,91,92,93, qc0,qcl,qc2);
plane_equ(qc0O,qcl,qc2, nv,d,error); { Umriss-Ebene }
{Umrissellipse: } new_color (yellow) ;
pp_ellipse(qc0,qcl,qc2,0);
{ Nordpol,Suedpol : }
if nl<2 then
begin
put3d(0,0,rz, pl); put3d(0,0,-rz, p2); pp_point(pl, 0); pp_point(p2, 0);
end;
{ Laengen-"kreise" : }
pcO:= null3d; put3d(0,0,rz, pcl);
if n1>0 then

begin
dw:= pi/nl; cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw); cw:= 1; sw:= 0;
for i:= 1 to nl do

begin

put3d(rx*cw,ry*sw,0, pc2);
pp_ellipse_before_plane(pcO,pcl,pc2,nv,d,1,inds);
ccw:= cw; cw:= cw¥cdw - swxsdw; sSw:= swkcdw + ccwksdw;
end; {for}
end; {if nl1>0}
{ Breiten-"kreise" : }
if nb>0 then
begin
dw:= pi/(nb+1); cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw); sw:= -cdw; cw:= sdw;
for i:= 1 to nb do
begin
z0:= rz*sw;
put3d(0,0,z0, pcO0); put3dd(rx*cw,0,z0, pcl); put3d(0,ry*cw,z0, pc2);
pp_ellipse_before_plane(pcO,pcl,pc2,nv,d,1,inds);

CCW:= CW; cw:= cwkcdw - sw*sdw; sw:= swkcdw + ccwksdw;
end; {for}
end; { if nb>0 }
draw_end;

writeln(’ Noch eine Zeichnung aus anderer Sicht 7 (Ja = 1)’); readln(inz);
until inz=0;
graph_off;
end.
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Abbildung 7.3: zu Beispiel 7.1

Aufgabe 7.1 Ebener Schnitt eines Ellipsoids mit Lingen- und Breiten- “kreise”.
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Abbildung 7.4: zu Aufgabe 7.1

Aufgabe 7.2 a) Ellipsoid mit Kontinente, b) Fufball (vgl. Aufgabe 3.2)

Abbildung 7.5: zu Aufgabe 7.2
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7.1.4 Zentralprojektion eines Ellipsoids

Fiir das Ellipsoid: q = qg + f1& + fon + f3(, 4?4+ =1.
lautet die UmriBbedingung: — v1& +y2n+ 73 =70, &2 +n*+% =1,
mit v =fi-(f2xf5), n=(2—qo) (B2xf), 12=(2—q0) (f3xf), 3= (2—qo) (fi xf).

Abbildung 7.6: Zentralprojektion einer Kugel

7.2 Paraboloid

2

Durch Rotation der Einheitsparabel z = z* um die z—Achse erhélt man das Einheitsparaboloid

z:x2+y2.

Ein affines Bild des Einheitsparaboloids P := {(z,y,2) € R*|z = 22 + y?} heifit Paraboloid.
Beschreibt man P; durch die Parameterdarstellung: Py = {(s,t, s> + t?) | s,t € R}, so gilt

Zu jedem Paraboloid P gibt es einen Vektor qo und drei linear unabhéngige Vektoren fi, fa, f3, so
daB

P ={qo+fis+ft+1fs3(s>+1%)] ...}

ist. Umgekehrt ist fiir einen Vektor qg, und drei linear unabhéngige Vektoren f1, fa, f3 die Punktmenge
P={...|...} ein Paraboloid.

Die Koordinaten &,7,( eines Punktes von P beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt
Qo : qo und der Basis {fi,fs,f3} geniigen also der Gleichung ¢ = ¢2 + n? d. h. P ist beziiglich
des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) das “Einheitsparaboloid”.

Qo : qo ist ein Punkt von P.

@1 :9q0 + f1,Q2 : qo + f2 sind Punkte der Tangentialebene in Q.

f3 ist parallel zur Achse von P.

ng 1qo + f1 + f3 und Q23 :qo + fQ + f3 sind Punkte von P.

f1, f5, f3 sind i.a. nicht orthogonal. Aber es gilt:

Die Tangentialebene in Qg ist parallel zur Ebene, die von fi, f; aufgespannt wird.
Falls f, f5 zu f3 senkrecht stehen, nennt man den Punkt @)y den Scheitel von P.
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Abbildung 7.7: Paraboloid
Fiir die Gleichung f(z,y,2z) = 0 des Paraboloids x = f1& + fon + f3¢, &2 +7n?> — (¢ = 0, in
x — y — z—Koordinaten erhélt man (vgl. Ellipsoid)
f(xv Y, Z) = (det(xu f27 fS))2 + (det(flv X, f3))2 - (det(fl ) f27 x))(det(flv f27 fS)) = 07

wobei det(vy, vy, v3) die 3 x 3—Determinate mit den Spaltenvektoren vy, va, vy € IR ist.

7.2.1 Ebene Schnitte des Einheits-Paraboloids

Auch hier bestimmen wir zunichst die Schnitte des Einheits-Paraboloids
Pi={(z,y,2) € IR3 |z = 22+ y2}

mit der Ebene € : ax + ¢z = d.
Analoge Uberlegungen wie beim Kegel liefern das folgende Ergebnis:

Fall I: ¢ =0
Die Schnittkurve ist eine Parabel mit (vgl. Kap. 5.3)
P, = (4,0,%)  (Scheitel)
Pl = (gvlagé)?PQ:(%vOal—i_Z_z)'

Fall II: ¢ # 0
[a) Falls 4ed + a? < 0 ist, ist der Schnitt leer.
IIb) Falls 4cd + a? = 0 ist, besteht der Schnitt aus dem Punkt.

2
Ro= (500 2555)
Ilc) Falls 4cd 4 a® > 0 ist, ist die Schnittkurve eine Ellipse.
Py = (—%, 0, %) ist der Mittelpunkt.
P - (xl,O,d_axl), Pl = (x’l,O,d_ax/l)
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InitiElz—a_F@, CCllz a_\é:,
A Af- 20d+a2 , \/_
Po=(=5; Py (.., Y
2 ( 267 267 202 )7 ( s , )

sind ihre Scheitel.

Abbildung 7.8: ebene Schnitte eines Paraboloids

Das Unterprogramm is_unitparaboloid_planeO berechnet fiir den jeweiligen Fall die Punkte Py, P, P»

und liefert eine Zahl ind, mit der man die einzelnen Félle unterscheiden kann. Und zwar ist der
Schnitt

eine Parabel, falls ind = 0,
eine Ellipse, falls ind = 1,
ein  Punkt, falls ind = 100,

leer, falls ind = -100.

procedure is_unitparaboloid_planeO(a,c,d: real; var pcO,pcl,pc2: vt3d; var ind: integer);
{Berechnet den Schnitt des Paraboloids z = x*x + y*y mit der Ebene axx + c*z = d.
ind=-100 : leer, ind=100 : Punkt, ind=0 : Parabel, ind=1 : Ellipse.}
var da,da2,dis,rad,pclx : real;
begin
if ¢=0 then {Fall I}
begin
da:= d/a; da2:= daxda;
put3d(da,0, da2, pc0); put3d(da,1, da2, pcl); put3d(da,0,1+da2, pc2);
ind:= 0;
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end
else c<>0 {Fall II}
begin
dis:= 4xcxd + a*a;
ind:= -100; {Fall IIa}
if dis>=0 then
begin
put3d(-a/(2*c), 0, (2xcxd+a*a)/(2*cxc), pcO);
if dis=0 then ind:= 100 {Fall IIb}
else dis>0
begin
ind:= 1; {Fall IIc}
rad:= sqrt(dis)/(2xc); pclx:= pcO.x + rad;
put3d( pclx, 0, (d-axpclx)/c, pcl);
put3d(pc0.x, rad, pc0.z, pc2);
end;
end; {dis>=0}
end; {c<>0}
end; {is_paraboloid_planeO}
Lokskokok ok ok sk k ok sk k ok k

Mit Hilfe von is_unitparaboloid_plane0 werden wir jetzt die Schnitte des Einheitsparaboloids mit
einer beliebigen Ebene ax + by + cz = d bestimmen. Hierzu wird zunéchst eine Rotation um die
z-Achse durchgefiihrt, sodafl die Ebene die in is_unitparaboloid planeO geforderte Form erhilt.

procedure is_unitparaboloid_plane(a,b,c,d : real; var pcO,pcl,pc2:vt3d;
var ind : integer);

var aa,cw,sw : real; pO,pl,p2 : vt3d;

begin
aa:= sqrt(axatb*b); cw:= a/aa; sw:= b/aa;
is_paraboloid_planeO(aa,c,d, pO,pl,p2,ind);
rotorz(cw,sw,p0, pcO); rotorz(cw,sw,pl, pcl); rotorz(cw,sw,p2,pc2);

end; { is_unitparaboloid_plane }

7.2.2 Ebene Schnitte eines Paraboloids

Gegeben: a) Ebene € : n-x = d,
b) Paraboloid P : x = qo + f1& + fan + 3¢, €2 +n? = (.
Gesucht: Schnitt e N P.

Durch Einsetzen der Parameterdarstellung des Paraboloids in die Gleichung der Ebene erhélt man
das Gleichungssystem:

M+ v+ = Y, mity,=n-f;, i=1,2,3, 0 =d—n-qp,
E+n? = ¢

Lost man dieses System mit Hilfe von is_unitparaboloid_plane, so erhilt man die Daten der
Schnittkurve (s.0.) zunéchst in &€ —n — (—Koordinaten. Durch Einsetzen in x = qg + £1£ + fon + f5¢
ergeben sich die zugehotrigen x — y — z—Koordinaten.

procedure is_paraboloid_plane(q0,ql,q2,93,nv: vt3d; d: real;
var pcO,pcl,pc2: vt3d; var ind: integer);
{Berechnet den Schnitt des Paraboloids mit Mittelpunkt qO und den
konjugierten Punkten q1,92,93 mit der Ebene nv#*x=d}.
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7.2.3 Parallelprojektion eines Paraboloids

Die Normale in einem Punkt ) des Paraboloids
P ={qo+fis+fot + f3(s* +*) | ...}

a8t sich durch n(s,t) = qs X q; = f1 x f5 — 2f5 X f35 — 2f5 X f1t beschreiben. Q : q(s,t) ist ein
Umripunkt, wenn n(s,t) auf der (negativen) Projektionsrichtung ngy senkrecht steht:

ng - Il(S,t) =1g - (fl X f2) — 2110 : (f2 X fg)S — 2110 . (fg X fl)t =0.
In £ — n — (—Koordinaten fiihrt diese Gleichung auf das System

2716+ 2v9n = 7, mity =mng- (f xf3), 2 =mno- (f3 X f1), 70 =mnp - (fi x £),
e+ = ¢

Falls v—~2 = 0 ist, ist der Umrify die "Deckelelleipse”. Andernfalls ist der Umrif} ein Parabelbogen
und man erhélt mit is_unitparaboloid_plane die £ — n — (—Koordinaten der Punkte, die die
Umrifiparabel beschreiben. Einsetzen in x = qo + £1£ + fan + f5¢ liefert die zugehorigen © — y —
z—Koordinaten.

procedure paraboloid_pp_cont(q0,q1,92,q93: vt3d; var qc0O,qcl,qc2 : vt3d);
{Berechnet den Umriss des durch q0, ql, 92, g3 bestimmten Paraboloids.}

Das folgende Unterprogramm stellt das Rotationsparaboloid mit der Gleichung z = a(x? + »?) und
der Hohe h dar.

procedure pp_paraboloid_rev(a,h: real; style: integer);
{Projektion des Paraboloids =z = a*x(x*x + y*y).}

Aufgabe 7.3 a) Schreibe ein Programm, das die obigen Zeichnungen zu “Ebene Schnitt eines Pa-
raboloids” erstellt.
b) Stelle ein Rotationsparaboloid mit Kreisen und Parabeln dar.

Abbildung 7.9: zu Aufgabe 7.3
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7.2.4 Zentralprojektion eines Paraboloids

Firq=qo+fi{+fn+f:0, &+n°=(

lautet die Umrilbedingung:  271& + 2791 — v0( = 73, 49?2 =¢,

mit Y =fi-(faxf3), m=(z2—q) (fbxf), r=(z-q) (f3xfi), 73 =(2—qo) (fi xf2).
Da vy immer ungleich 0 ist, ist der Umrif3 eines Paraboloids bei Zentralprojektion immer eine Ellipse.



Kapitel 8

ZYLINDER UND KEGEL

8.1 Zylinder

Ein affines Bild des Einheitszylinders Z; := {(z,,2) | 2% + y? = 1} heiBt (elliptischer) Zylinder.
Beschreibt man den Einheitszylinder Z; durch die Parameterdarstellung:

Zy = {(COS(p,SiDQD,a) | 0< 2 <2m € |R},

so gibt es zu jedem Zylinder Z einen Vektor qg und drei linear unabhéingige Vektoren fi, fs, f3, so
daB
Z ={qo+ficosp+fasing + fza | ...}

ist. Umgekehrt ist fiir einen Vektor qo und drei linear unabhéingige Vektoren fi, f5, f3 die Punktmenge
Z ={...|...} ein elliptischer Zylinder.

Abbildung 8.1: senkrechter bzw- schiefer elliptischer Zylinder

Die Koordinaten £, n, ¢ eines Punktes von Z beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt Qo : qo
und der Basis {f, f5, f3} geniigen also der Gleichung

€2+ n? =cosp? +sinp? =1,
d. h. Z ist beziiglich des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) der Einheitszylinder.

Ep:={qo+ficosp+fasing |...} heiit die Basisellipse von Z.
f3 heilit Achsenvektor von Z.

99
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fi, f5, f3 sind i.a. nicht orthogonal. Aber es gilt:
Ist die Basisellipse ein Kreis und f3 senkrecht zum Basiskreis, so heiit Z senkrechter Kreiszylinder.

Die Gleichung f(z,y,z) = 0 des Zylinders Z : x = f; cos p+f5 sin o+ f3a in  —y — z—Koordinaten
erhélt man aus dem Gleichungssystem

T = fizcosp+ forsing + faza (mit  x:= (z,y,2), fi := (fie, fiy, [iz))
= fiycosp + foysing + faya
z = leCOS(P+f2zSiH(P+f3ZCY.

Lost man nach cos ¢ und sin ¢ auf, so erhiilt man aus (cosp)? + (sing)? = 1 die Gleichung
f('rvya Z) = (det(xv f27 f3))2 + (det(flvxa f3))2 - (det(fla f27 f3))2 =0,

wobei det(vy, vy, v3) die 3 x 3—Determinate mit den Spaltenvektoren vy, va, vs € IR? ist.

8.1.1 Ebene Schnitte eines Zylinders

Gegeben: a) Ebene e:n-x=d,
b) Zylinder Z : x = qg + £1£ + fon + £5(, €402 =1.
Gesucht: Schnitt e N Z.

| ® J/

I |

I I

| .

| |

l I

| .

e — e

-~ N Jﬂ/ X N
SRR S

Abbildung 8.2: ebene Schnitte eines Zylinders

Durch Einsetzen der Parameterdarstellung des Zylinders in die Gleichung der Ebene erhélt man das
Gleichungssystem:

n&+v2n+13( =2, mit y=n-f, i=1,23, Yo=d-mn-qo, +n*=1

Falls 3 = 0 ist, ist die Ebene parallel zur Zylinderachse und der Schnitt ist leer oder ein (eventuell
zusammenfallendes) Geradenpaar, das parallel zur Zylinderachse ist. Im zweiten Fall geniigt es, die
Schnittpunkte dieser Geraden mit der Basisellipse anzugeben. Die £ —n—Koordinaten dieser Punkte
Py, P, ergeben sich mit is_unitcircle_line aus v1€ + Yo = 70, &2 4+ 702 = 1.

Falls 3 # 0 ist, ist der Schnitt eine Ellipse mit Mittelpunkt auf der Achse.

Die £ — n — (—Koordinaten von Mittelpunkt und zwei konjugierten Punkten sind:

& =0, no =0, Co = Y0/73s
& =1, m =0, G = (v —71)/73
&=0, m=1,  G=(—2)/s
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(Man beachte: Die Schnittellipse ist ein affines Bild der Basisellipse.)
Aus den € —n— (—Koordinaten ergeben sich mit x = qg + £1£ + fon + f3¢ die x — y — z—Koordinaten
der Punkte Py, P;, P». Das Unterprogramm hierzu ist

procedure is_cylinder_plane(q0,ql,92,93,nv: vt3d; d: real; var pcO,pcl,pc2: vt3d;
var ind: integer);
{Schnitt des durch q0,ql,92,93 bestimmten Zylinders mit der Ebene nv*x=d.
q0: Mittelpunkt, q1,92 konj. Punkte der Basisellipse, q3: Achsenpunkt.
ind=1: Schnitt ist Ellipse, ind=11: Schnitt ist Geradenpaar.}

8.1.2 Parallelprojektion eines Zylinders

In der Praxis ist der Achsenparameter « nicht unbeschrinkt, sondern bewegt sich in bestimmten
Grenzen. Wir wollen hier annehmen, daf « iiber ein Intervall [0, h] lduft. D.h. der Zylinder wird durch
die Basisellipse Ey und eine dazu parallele Ellipse begrenzt. Der Umrifl eines solchen elliptischen
Zylinders besteht i.a. aus Ellipsenbogen und Strecken. Um die Umrifistrecken zeichnen zu koénnen,
berechnen wir zunéchst die Umrifpunkte auf der Basisellipse.
Es sei

Z:={qo+ficosp+fhsing+f30 | 0<¢p<2m, 0<a<h}
ein beschrinkter elliptischer Zylinder. Eine Normale im Punkt q(¢, a) = po+f1 cos o+ f5 sin o+ 5
ist

n(p) = qe(p,a) X qa(p, @) = (—fising + f cos ) x f3.

Ist ng die negative Projektionsrichtung, so ist q(p, @) genau dann Umrifipunkt, wenn
ng-n(p) =mng - (f2 x f3) cosp +ng - (f5 x f1)sinp =0
ist. D.h. £ :=cosg, n:=sinp (Koordinaten bzgl. f1, f3) ergeben sich aus dem Gleichungssystem

’}/15 —+ Yon = 0, wobei Y1 = 1o - (fQ X fg), Y2 (= 1o - (fg X fl), 1st
E+n? =1

Falls 773 = 2 = 0 ist, ist der Umrif} die Projektion der Basisellipse.
Falls v; # 0 oder 5 # 0 ist, 16st man das Gleichungssystem mit dem Unterprogramm is_unitcircle_line.
Sind (£1,11), (£2,712) Losungen dieses Gleichungssystems, so sind

Ci: cir=po+Hi& +fomp und Co: co =po+ i +fonp

Umripunkte auf der Basisellipse von Z.

In dem folgenden Unterprogramm cylinder pp_contpts beschreiben die Vektoren qq, qi, g2 die Ba-
sisellipse und qg ist der Mittelpunkt der “Deckelellipse” auf der Achse eines elliptischen Zylinders.
Falls die Zylinderachse projizierend ist, ist contlines = false. Im anderen Fall sind C : ¢y, C5 : ¢
die Umriflpunkte auf der Basisellipse, C11 : ¢11 = ¢1 + f3, Cas : caa2 = co + f3 die Umrifipunkte auf
der Deckelellipse und es ist contlines=true.

procedure cylinder_pp_contpts(q0,ql,q2,93: vt3d; var qcl,qc2,qcll,qc22: vt3d;
var contlines: boolean);
{Berechnet den Umriss des durch qO0, ql, 92, q3 bestimmten Zylinders.}

Mit Hilfe von cylinder pp_contpts schreiben wir eine Prozedur pp_cylinder, die einen elliptischen
Zylinder mit (durch qg,q1,q2) vorgegebener Basisellipse und vorgegebenem Mittelpunkt (qs) der
zur Basisellipse parallelen “Deckel”- Ellipse.
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a) mit nur sichtbaren Ellipsenbogen, falls style = 0 ist,

b) mit gestrichelten unsichtbaren Ellipsenbogen, falls style = 10 ist, projiziert.

procedure pp_cylinder(q0,ql,92,93: vt3d; style: integer);
{ Projektion des durch qO0, ql, g2, 93 bestimmten Zylinders. }
var f£1,f2,£3,q00,q11,922,nv,pcl,pc2,pcll,pc22,nvc : vt3d;

error,contlines : boolean; side : integer; test,dc : real;
begin
diff3d(ql,q0, f1); diff3d(q2,90, £2); diff3d(q3,90, £3);

cylinder_pp_contpts(q0,91,92,93, pcl,pc2,pcll,pc22,contlines);
if not contlines then pp_ellipse(q0,ql,q2,0)
else
begin
sum3d(q0,f3, q00); sum3d(ql,f3, q11); sum3d(q2,f3, g22);
{ Koeffizienten der Umrissebene }
plane_equ(pcl,pcll,pc2, nvc,dc,error);
if scalarp3d(nvc,nOvt)<0 then side:= -1 else side:= 1;
vectorp(f1,f2, nv); {Normale auf Bodenebene}
test:= scalarp3d(nv,f3) * scalarp3d(nOvt,nv);
{ Bodenkreis : }
if test<0 then pp_ellipse(q0,ql1,92,0)
else pp_ellipse_before_plane(q0,ql,q2,nvc,dc,side,style);
{ Deckelkreis : }
if test>=0 then pp_ellipse(q00,ql11,q22,0)
else pp_ellipse_before_plane(q00,ql11,922,nvc,dc,side,style);
pp_point(q0,0); pp_point (q00,0);
{ Umrissgeraden : }
pp_line(pcl,pc11,0); pp_line(pc2,pc22,0);

end; { if }
end; { pp_cylinder }
{okskokokkkok sk kokkkok b

Da wir oft senkrechte elliptische Zylinder einer vorgegebenen Léinge projizieren miissen, schreiben
wir hierfiir eine Prozedur pp_cylinder_orth. Darin ist clength die Liange des Zylinders.

procedure pp_cylinder_orth(q0,ql,q2: vt3d; clength: real; style: integer);
{Projiziert einen senkrechten elliptischen Zylinder der Laenge clengeth.}

Beispiel 8.1 : Schrig abgeschnittener Zylinder.

okok sk sk ok s ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ko ok ok ok ok o kok ok ok kK ok ok
{**x ebener Zylinderschnitt #*x}
Lok sk sk ko ok okokokok ook kokskokskokskokkokkokokokok T
program zylinds;
uses geograph;
var r,zo,zu,rb,a,c,d,dc : real;
inz,side,ind : integer; contlines,error : boolean;
pcO,pcl,pc2,pc3,pcé4,nv,nvc,q0,q1,92,93,cpl,cp2,cpll,cp22 : vt3d;
Lokeskoskesk ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok
begin {Hauptprogramm}
graph_on(0) ;
writeln(’**x Ebener Zylinderschnitt *xx*’);
writeln(’ Zylinderradius r ?7°); readln(r);
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writeln(’ Oberster Punkt des Schnittes ist (-r,0,z0).’);
writeln(’ Unterster Punkt des Schnittes ist (r,0,zu).’);

writeln(’zo,zu?’); readln(zo,zu);
q0:= null3d; put3d(r,0,0, ql); put3d(0,r,0, 92); put3d(0,0,zo0, q3);
a:= -(zu-zo)/(2*r); d:= (zu+zo)/2; put3d(a,0,1, nv);

repeat

init_parallel_projection;
draw_area(180,180,90,50,1);
pp_axes(20);

{Umriss:}
cylinder_pp_contpts(q0,q91,92,93,cpl,cp2,cpll,cp22,contlines);
side:= -1;
pp_line_before_plane(cpl,cpll,nv,d,side,0);
pp_line_before_plane(cp2,cp22,nv,d,side,0);
plane_equ(cpl,cpll,cp2, nvc,dc,error);

{Basiskreis:}
if scalarp3d(q3,n0Ovt) < 0O

then pp_ellipse(q0,q1,92,0)
else pp_ellipse_before_plane(q0,ql,q2,nvc,dc,1,10);
point2d(null2d,0);

{Deckelellipse:}
is_cylinder_plane(q0,ql,q92,93, nv,d, pcO,pcl,pc2,ind);
if scalarp3d(av,nOvt) > 0

then pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,0)
else pp_ellipse_before_plane(pcO,pcl,pc2,nvc,dc,1,10);
pp_point (pc0,0);
draw_end;
writeln(’ Noch eine Zeichnung ? (nein: 0) ’); readln(inz) ;
until inz=0;
graph_off;
end.

Abbildung 8.3: schrig abgeschnittener Zylider
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Aufgabe 8.1 a) Erweitere das Programm aus Beispiel 8.1 so, daf$ die schrige Ebene auch in die
Bodenellipse schneiden darf.
b) Stelle den Durchschnitt zweier sich senkrecht schneidender Vollzylinder dar.

/‘\

Abbildung 8.4: zu Aufgabe 8.1

8.1.3 Zentralprojektion eines Zylinders

Fiir den Zylinder q = qqg + f1€ + fon + f3q, E+nt=1.
lautet die Umrilbedingung:  v1£€ + v2m = 7o, 52 + 772 =1,
mit o =f1 - (f2 xf3), M =(z—qo) (f2 xf3), 1=(2-q)-(f5xf).

Beispiel:
~ ? s b S

(e}

Abbildung 8.5: Zentralprojektion eines Zylinders

8.2 Kegel

Ein affines Bild des Einheitskegels K1 := {(z,y,2) | 2% + y* = 2} heifit (elliptischer) Kegel.
Beschreibt man den Einheitskegel K7 durch die Parameterdarstellung

K; ={(acosp,asinp,—a) | 0 < <2m,a € R}, sogilt:
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Zu jedem Kegel K gibt es einen Vektor sy und drei linear unabhingige Vektoren fi, fa, f3, so daf
K ={sg+fiacosp+ foasing —fsa |...} ist.

Umgekehrt ist fiir einen Vektor sg, und drei linear unabhéngige Vektoren f;, fs, f3 die Punktmenge
K ={...]...} ein elliptischer Kegel.

Die Koordinaten £, 7, ¢ eines Punktes von K beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt Sy : sg
und der Basis {f, f5, f3} geniigen also der Gleichung

&40 = (acosg)’ + (asing)’ =a® = ¢,

d.h. K ist beziiglich des Koordinatensystems (Sp; f1, f2, f3) der Einheitskegel.

Ey := {so — f3 + f1 cosp + fasin ] ...} heifit die Basisellipse von K.

Qo : qo := sg — f3 ist der Mittelpunkt von Ej.

Es ist zweckmiflig den Kegel K mit Hilfe seiner Basisellipse und der Kegelspitze zu beschreiben:

K ={qo+ fiacosp + fhasing — f3(1 — a)| ...}

Beziiglich des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) geniigen die £ — n — (—Koordinaten der Gleichung
& +n*=(C-1)>%

f3 heiit Achsenvektor von K. f1, f, f3 sind i.a. nicht orthogonal.

Ist die Basisellipse ein Kreis und f3 senkrecht zum Basiskreis, so heifit K senkrechter Kreiskegel.

Abbildung 8.6: senkrechter Kreiskegel bzw. schiefer elliptischer Kegel

Die Gleichung f(z,y,z) = 0 des Kegels K : x = a(f; cosp + fasin p — f3) in  — y — z—Koordinaten
erhélt man aus dem Gleichungssystem:

xr = flmaCOSQp+f2maSin(p_f3ma (mitXIZ (xayuz)u fl = (fiwafiyufiz))
y = fiyacosp+ fayasing — fa,a
z = fr.acosp+ fo,asing — f3.a

nach a cos ¢, asin ¢ und « auf, so erhélt man aus (acos¢)? + (asinp)? — a? = 0 die Gleichung
f(z,y,2) == (det(x,f2,£3))? + (det(f1,x, £3))? — (det(fy, f2,x))* = 0,

wobei det(vy, v, v3) die 3 x 3-Determinate mit den Spaltenvektoren vy, vy, vs € IR? ist.
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8.2.1 Ebene Schnitte des Einheitskegels

Die Schnittkurve einer Ebene mit einem Kegel kann, wie wir sehen werden, eine Ellipse, eine Hyper-
bel, eine Parabel, ein Geradenpaar, eine Gerade oder ein Punkt sein.
Gegeben: Ebene ¢ :ax+cz =d,
Kegel K :z?+1y% =22
Gesucht: Schnitt N K;.

FallI: c=0
In diesem Fall ist @ # 0 und 2 = d/a. Eliminiert man z aus der Kegelgleichung, so erhilt man
22 —y? =d?/a’.

Fall Ta: d =0
In diesem Fall besteht der Schnitt aus dem Geradenpaar

(0,0,0) + (0,1, £1), t € R.

Fall Ib: d #0
Die obige Gleichung beschreibt jetzt eine Hyperbel. Also ist auch die Schnittkurve eine Hyperbel
und
Py =(d/a,0,0) ist der Mittelpunkt,
P, =(d/a,0,+d/a) sind die Scheitel und
P, =(d/a,£d/a,0) sind die Nebenscheitel der Schnitthyperbel.
Fall IT: ¢ # 0
Eliminiert man z aus der Kegelgleichung mit Hilfe der Ebenengleichung, so erhélt man das Glei-

chungssystem
(1) (* —a®)a? + 2adx + y* = d?, (2) ax+cz=d.

Fall ITa: d =0

Gleichung (1) hat jetzt die Gestalt (¢? — a?)z? + c?y? = 0.

Fiir ¢? > a? ist der Schnitt der Punkt Py = (0,0,0).

Fiir ¢2 = a2 ist der Schnitt die Gerade (0,0,0) + t(c,0, —a), t € IR.
Fiir ¢ < a? ist der Schnitt das Geradenpaar

(0,0,0) +t(c/ = va?—c2,1,—a/ £ Va? —?), t € R
(Die letzten beiden Félle und der Fall Ia kénnen durch
(0,0,0) + t(c, =V a? —c2,—a), t€R

gemeinsam beschrieben werden.)

Fall ITb: d £ 0
Fiir ¢ = a? geht (1) in die Parabelgleichung

c? d

— .2 il
= " 2ad” * 2a
iiber.
Py =(d/2a,0,d/2c) ist der Scheitel der Schnittparabel.
P, = (d/2a,d/c,d/2c) ist ein Punkt der Scheiteltangente.
P, =(0,0,d/c) der Punkt auf der Achse, fiir den

Pys : po + p1 + p2 ein Parabelpunkt ist. (s. Abschn. 5.3)
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Fiir ¢ # a? formen wir (1) um in

(c? —a?)? ad o, A —a? ,
P22 (I+c2—a2) t—pg v =1
. 2 2 . . . . . _ad dC . . .
Fiir ¢ > a* ergibt sich als Schnittkurve eine Ellipse und Py = (—5——=,0, 57— ) ist ihr Mittel-
2 —a c2—a
punkt
d d d d
Pl = ( 707_ )7 Pll = (—707_—)7
a—c a—c a+c +c
ad d dc ad —d dc

P2 = (_ )7

/ e _
02—0,27\/02—@2702—0,2)7 Po= 2 —a?’ 2 g2 2 —a?

sind ihre Scheitel. Dabei sind Py, P, bzw. Py, Pj zueinander konjugiert.

Fiir ¢ < a? ergibt sich eine Hyperbel und die Punkte Py, P, und P] kénnen aus dem Ellipsenfall
iibernommen werden. Bei P, und Pj mufl man nur v¢? — a? durch va? — ¢? ersetzen. P, Pj sind
hier allerdings Nebenscheitel. Ferner sei noch bemerkt, da die Losung des letzten Falles auf den
Fall ¢ = 0 (Fall I) fortgesetzt werden kann.

Abbildung 8.7: ebene Schnitte eines Kegels
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R

QY

A

Abbildung 8.8: ebene Schnitte eines Kegels (Forts.)

In dem folgenden Unterprogramm werden fiir die einzelnen Félle die Punkte Py, P;, P, berechnet.
In den Féllen, in denen als Schnitt ein Punkt, eine Gerade bzw. ein Geradenpaar auftritt, ist Py =

(0,0,0) und
P =(c,\/2—a2,—a), Py=(c,—\/c2—a2a), falls ¢*>ad’

Der Index ind gibt an, um welchen Fall es sich handelt.

procedure is_unitcone_plane0O(a,c,d: real; var pO,pl,p2: vt3d;
var ind: integer);
{Berechnet den Schnitt des Kegels 2z*z = x*x + y*y mit der
Ebene axx + cxz =d .
ind=100: Punkt , ind=10: Gerade , ind=11: Geradenpaar
ind= O0: Parabel, ind= 1: Ellipse, ind=-1: Hyperbel }
var a2,c2,wu,ca2: real;
begin
a2:= axa ; c2:= c*c ; ca2:= c2-a2 ;
if abs(d)<eps5 then
if c2>a2 then ind:= 100
else
begin
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ind:= 11 ; wu:= sqrt(a2-c2);

if abs(wu)<epsb5 then ind:= 10;
put3d(0, 0, 0, p0);

put3d(c, wu,-a, pl);
put3d(c,-wu,-a, p2);

end

else
if abs(c2-a2)<eps5 then

begin

ind:= O;

put3d(d/(2*a), 0 , d/(2xc), pO);
put3d( p0.x, d/c, p0.z, pl);
put3d( 0, 0, pl.y, p2);
end
else

begin

ind:= 1 ; if ca2<0 then ind:= -1 ;
put3d(-a*d/ca2, 0 , d*c/ca2 , p0);
put3d( d/(a-c), 0 , -d/(a-c), p1);
put3d( p0.x, d/sqrt(abs(ca2)), p0.z, p2);
end;

end; { is_unitcone_plane0 }
Lokskokokskokok ok ok kk ok ok ok

Mit Hilfe von is_unitcone planeO werden wir jetzt die Schnitte des Einheitskegels mit einer be-
liebigen Ebene ax 4 by + ¢z = d bestimmen. Hierzu wird zunéchst eine Rotation um die z-Achse
durchgefiihrt, sodafl die Ebene die in is_unitcone_plane0 geforderte Form erhilt.

procedure is_unitcone_plane(a,b,c,d: real; var pO,pl,p2: vt3d; var ind: integer);
{Berechnet den Schnitt des Kegels 2z*z = x*x + y*y mit der Ebene a*x + bxy + c*z = d.}
var aa,cw,sw : real;
begin
aa:= sqrt(axa + b*b);
is_unitcone_planeO(aa,c,d, pO,pl,p2,ind);
if aa>eps4 then
begin cw:= a/aa; sw:= b/aa;
rotorz(cw,sw,p0, p0); rotorz(cw,sw,pl, pl); rotorz(cw,sw,p2, p2);
end;
end; { is_unitcone_plane }
Lokskokokskokok ok ok kk ok ok ok

8.2.2 Ebene Schnitte eines Kegels

Gegeben: a) Ebene € : n-x = d,
b) Kegel K : x = qo + fiacosp + frasing + f3(1 — a).
Gesucht: Schnitt e N K.

Mit der Kegelspitze Sy : so = qo + f3 148t sich der Kegel wie folgt beschreiben
b7) K:X250+f1§+f277+f3<, 52—|—772:<2,

Durch Einsetzen von b’) in die Gleichung der Ebene ergibt sich das Gleichungssystem:

7€ + 7y2m + 3¢ Y, mit y=n-f;, i=123 ~Y=d-n-sg
E+n? = ¢
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Lost man dieses System mit Hilfe von is_unitcone_plane, so erhélt man die Daten der Schnittkurve
(s.0.) zuniichst in £ — n — (—Koordinaten. Durch Einsetzen in x = sg + £1£ + fon + f3¢ ergeben sich
die zugehorigen x — y — z—Koordinaten.

procedure is_cone_plane(q0,ql,q2,peak,nv: vt3d; d: real; var pcO,pcl,pc2 : vt3d;
var ind : integer);
{Berechnet den Schnitt des Kegels mit q0,ql,q2: Mittelpunkt und konj. Punkte der
Basisellipse, peak: Spitze mit der Ebene nv*x=d.}

8.2.3 Parallelprojektion eines Kegels

Auch einen Kegel miissen wir zu seiner Darstellung begrenzen. Wir werden hier immer den Teil eines
Kegels darstellen, der von seiner Basisellipse und seiner Spitze begrenzt wird. D. h. wir gehen aus
von

K={qy+fiacosp+ Hhasinpg+f35(1—a)|0<p<27mr, 0<a<1}

Die Normale in einem Punkt q(p, ) ergibt sich aus

Au(p, ) X dalp,a) = (—fiasing + fhacosy) x (fi cosp + fosinp — f3)
= Oé(fl XfQ-fQngCOS(p—fgXflsin(p).
n(p,a) = f; xfh+1fH x f3cosp+ f3 x £ sinp.

Der Punkt Q : q(¢, @) ist genau dann Umriipunkt, wenn fiir die (negative) Projektionsrichtung ng
und die Normale n(p, o) in @ gilt :

ng - Il((p,O[) =ng - (fl X fg) +ng - (fQ X fg)COS(p-ﬁ-I‘lo . (f3 X fl)SiIl(p = 0.
£ := cos ¢ und 7 := sin ¢ miissen also Losungen des folgenden Gleichungssystems sein:

1€ +von = —73, &+’ =1,

wobei
Y1 = 1o - (fQ X fg), Y2 (= 1Ng - (f3 X fl), Y3 i=1Ng - (fl X fg)
ist.
Falls v1 # 0 oder 72 # 0 ist, 16st man das Gleichungssystem mit dem Unterprogramm is_unitcircle line.
Sind (&1,11), (€2,m2) Losungen dieses Gleichungssystems, so sind

Ci:ci=qo+fi&+fm und Cy: co =qo+ & + fang

Umriipunkte auf der Basisellipse von K.
Falls 1 = 72 = 0 ist, ist die Projektionsrichtung gleich der Achsenrichtung und die Mantellinien
tragen nichts zum Umrif} bei.

Analog zu den Prozeduren fiir Zylinder erhalten wir hier:

procedure cone_pp_contpts(q0,ql,q2,peak: vt3d; var qcl,qc2 : vt3d; var contlines: boolean);
{Berechnet den Umriss des durch g0, ql, g2, peak bestimmten Kegels.}
Lokokokokokokokokokokokok ok
procedure pp_cone(q0,ql,q2,peak: vt3d; style: integer);
{Projektion des durch q0, ql, g2, peak bestimmten Kegels.
q0: Mittelpunkt der Basis-Ellipse, ql,92,: konj. Punkte; peak: Spitze}
Lok kkkokokokok b
procedure pp_cone_orth(pO,pl,p2 : vt3d; clength : real; style : integer);
{Projiziert einen senkrechten elliptischen Kegel der Laenge clengeth.
pO: Mittelpunkt, pl,p2 konj. Punkte der Basis-Ellipse.}
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Aufgabe 8.2 Schreibe ein Programm, das die folgenden abgeschnittetenen Kegel darstellt.
a) Ellipsenschnitt b) Hyperbelschnitt ¢) Parabelschnitt)

Abbildung 8.9: zu Aufgabe 8.2
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8.2.4 Zentralprojektion eines Kegels

Fiir den Kegel q = qo + fiaé + foan +f3(1 —a), & +n2=1.
lautet die Umribedingung: 1€ + ~ven = —o, 2492 =1,
mit o =(z—qo—1f) (fi xf2), n=(2z—-q) (faxf), r=(z-q): (f3xf)
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o

Abbildung 8.10: Zentralprojektion eines Kegels
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Kapitel 9

HYPERBOLOID

9.1 Einschaliges Hyperboloid

LaBt man die Hyperbel 22 — 22 = 1 der # — z—Ebene um ihre Nebenachse rotieren, so entsteht
ein einschaliges Hyperboloid. Rotation der Hyperbel um ihre Hauptachse liefert ein zweischaliges
Hyperboloid. Einschalige Hyperboloide benutzt man z. B. beim Bau von Kiihltiirmen.Wir wollen
uns hier zunéchst mit dem einschaligen Hyperboloiden beschéftigen.

Ein affines Bild des Einheitshyperboloids
Hy = {(z,y,2) € R®*| 2% + 4> — 22 =1}

heiflit einschaliges Hyperboloid.
Beschreibt man H; (analog dem Ellipsoid) durch die folgende Parameterdarstellung:

Hy = {(cosh 3 cos a,cosh Ssina, sinh 8) |0 < a <27, B € R},
so gilt

Zu jedem Hyperboloid H gibt es einen Vektor qo und drei linear unabhéngige Vektoren fi, fs, f5, so
daB

H = {qp + fi cosh fcosa + f2 cosh Ssina + f3sinh 5] ...}
ist.
Umgekehrt ist fiir einen Vektor qp, und drei linear unabhéngige Vektoren fi, f, f3 die Punktmenge
H ={...]...} ein Hyperboloid.

Die Koordinaten &, 7, ¢ eines Punktes von H beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt
Qo : qo und der Basis {f1, f2, f3} geniigen also der Gleichung

€2 4+ n? — (* = (cosh Bcosa)? + (cosh Bsina)? — (sinh B)? = ... =1,
d. h. H ist beziiglich des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) das “Einheitshyperboloid”.

Qo : qo heifit Mittelpunkt des Hyperboloids H.
Ep:={qo+ficosa+fhsinal...} heiBlt die Basisellipse von H.

f1, f5, f3 heiflen konjugierte Halbmesser von H und

Q1:q0+f1, Q:qo+f, Qsz:qo+ f3 konjugierte Punkte von H.

115
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fi, f5, f3 sind i.a. nicht orthogonal. Aber es gilt:

Die Tangentialebene in )7 ist parallel zur Ebene, die von fs, f3 aufgespannt wird, die Tangential-
ebene in @5 ist parallel zu f, fs.
(@3 ist kein Punkt von H!)

Falls f;, f5, f3 paarweise senkrecht zueinander stehen, nennt man die Punkte qo£f;, qo+f> Scheitel
und qo =+ f3 Nebenscheitel von H.

ST
—

Abbildung 9.1: einschaliges Hyperboloid

Fiir die Gleichung f(z,y,2) = 0 des Hyperboloids x = fi& + fon + 3¢, & +n* -(¢* =1, in
x —y — z—Koordinaten ergibt sich (vgl. Ellipsoid):

f(z,y,2) := (det(x, fa, £3))? + (det(f;, x, f3))? — (det(fy, f2,x))* — (det(fy, f2, £3))* = 0,

wobei det(vy, va, vs) die 3 X 3—Determinate mit den Spaltenvektoren vy, v, vs € IR? ist.

9.1.1 Ebene Schnitte des Einheits-Hyperboloids

Wir bestimmen zunéichst die Schnitte des “Einheits”-Hyperboloids Hy := {(z,y, 2) € R|z* +y* —
2% = 1} mit der Ebene ¢ : ax + cz = d . Mit Uberlegungen, wie wir sie fiir einen Kegel durchgefiihrt
haben, erhilt man das folgende Ergebnis:

Fall I: 0 # ¢? — a? # —d?
Ia): Falls ¢ — a? > 0 ist, ist die Schnittkurve eine Ellipse,

Ib): Falls ¢? — a? < —d? ist, ist die Schnittkurve eine Hyperbel
und Py = (—ad/(c* — a?),0,cd/(c* — a?)) ist der Mittelpunkt,

PLo= (ad/(& —a), V]@ =@ T @)@ = )] cdf (¢ - a?)
Pl = (—ad/(& - ), /[P = @ P)(@ = ). cd/( ~ a?))
Py = ((cadt /I8~ T @)/ )0, (de —ay/|F — @@ T BD/( — a)
P = ((~ad—ey/|@= @+ E)/(@ — a?),0,(de — ay/|F = @+ E))/( — a?))

sind die Scheitel bzw. Nebenscheitel.
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Ic): Falls —d? < ¢? —a? < 0 ist, ist die Schnittkurve eine Hyperbel und P, (aus Ib)) ihr Mittel-
punkt, Py, Py ihre Scheitel und Py, Pj ihre Nebenscheitel.

Fall II: ¢ —a? = —d? # 0
Die Schnittkurve besteht aus zwei sich schneidenden Geraden:

Po+tp1,t € R, po+itp2,t€R,
po = (a/d,0,—c/d), p1 = (¢,d, —a), p2 = (¢,—d,—a)
Fall III: ¢2 — a2 =0
ITa) Falls d = 0 ist, ergibt sich das parallele Geradenpaar:
P1 +tpo,t € R, p2+tpo,t €R,
po = (—¢,0,a), p1=(0,1,0), p2 = (0,-1,0)
IIIb) Falls d # 0 ist, erhélt man eine Parabel mit

((d/a+a/d)/2,0,(d/c—c/d)/2) (Scheitel)
= (...,\/1+(d/a)?...) (sl((%p) 5.3)

|
—
=
=
U
~

S
~

A
\

Abbildung 9.2: Ebene Schnitte eines einschaligen Hyperboloids
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R
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Abbildung 9.3: Ebene Schnitte eines einschaligen Hyperboloids (Forts.)

Das Unterprogramm is_unithyperboloid planeO fiihrt die obigen Rechnungen durch und bestimmt
fiir den jeweiligen Fall die Punkte Py, P;, P> und liefert eine Zahl ind, mit der man die einzelnen
Fille von einander unterscheiden kann. Und zwar ist die Schnittkurve

eine Ellipse falls ind =1,
eine Hyperbel falls ind = —1, (Fall 1b) bzw. ind = -2 (Fall lc),
eine Parabel falls ind = 0,

ein  Geradenpaar falls ind =10, (parallel) bzw. ind =11 (schneidend).

procedure is_unithyperboloid_planeO(a,c,d : real; var pcO,pcl,pc2 : vt3d;
var ind : integer);
{ Berechnet den Schnitt der Ebene a*x+c*z=d mit dem Hyperboloid x*x+y*y-z*z=1
ind=1 : Ellipse, ind=0 : Parabel, ind=-1, -2 : Hyperbel,
ind=10 : paralleles Geradenpaar pl+t*p0O, p2+s*p0,
ind=11 : nicht paralleles Geradenpaar pO+t*pl, pO+s*p2. }
var a2,c2,d2,ca2,wu : real; i1,i2 : integer;
begin
a2 := sqr(a); c2 := sqr(c); d2 := sqr(d);
ca2:= c2 - a2; if abs(ca2)<eps8 then ca2:= 0;
if ca2 <> 0 then

begin

if abs(ca2+d2)<eps8 then {Fall ITI}
begin
ind := 11;

put3d(a/d, 0,-c/d, pc0);
put3d( c, 4, -a, pcl);
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put3d( c,-d, -a, pc2);

end
else

begin {Fall I }
put3d(-a*d/ca2, 0, cxd/ca2, pcO);

pcl.x:= pcO.x; {Fall Ia,Ib}

pcl.y:= sqrt(abs((ca2 + d2)/ca2));

pcl.z:= pc0.z;

wu := sqrt(abs(ca2+d2));

pc2.x:= (-a*xd+c*wu)/ca2;

pc2.y:= 0;

pc2.z:= ( d*c-a*wu)/ca2;
if (-d2 < ca2) and (ca2 < 0) then {Fall Ic }

begin
change3d(pcl,pc2);
ind:= -2;
end;
if ca2 > 0 then ind:= 1; {Fall Ia }
if ca2 <= -d2 then ind:=-1; {Fall Ib }
end
end
else {ca2=0 :} {Fall III }
begin
if d=0 then {Fall IIIa }
begin
ind:= 10;

put3d(-c, 0,a, pc0);
put3d( 0, 1,0, pcl);
put3d( 0,-1,0, pc2);
end
else {Fall IIIb }
begin
ind:= O;
put3d((d/a+a/d)/2, 0, (d/c-c/d)/2, pcO);
put3d( pcO0.x, sqrt(l+sqr(d/a)), pcO0.z, pcl);
put3d( 0, 0, d/a, pc2);
end;
end;
end; { is_hyperboloid_planeO }
{okskokokskokok sk kokkok b

In dem Unterprogramm is_unithyperboloid plane werden die Schnitte des Einheitshyperboloids
mit einer beliebigen Ebene ax + by + cz = d bestimmt. Hierzu wird zunéchst eine Rotation um
die z—Achsae durchgefiihrt, sodal die Ebene die in is_unithyperboloid plane0 geforderte Form
erhélt.

procedure is_unithyperboloid_plane(a,b,c,d: real; var pO,pl,p2: vt3d; var ind: integer);

9.1.2 Ebene Schnitte eines einschaligen Hyperboloids

Gegeben: a) Ebene e:n-x=d,
b) Hyperboloid H : x = qo + f1€ + o+ £5¢, €2 +n2 — (2 =1.
Gesucht: Schnitt e N H.
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Durch Einsetzen von b) in die Gleichung der Ebene erhélt man das Gleichungssystem:

ME+12m+93¢ = Y, mity=n-f;, 1=1,23, yo=d—n-qo,
52 + ,,72 _ <2 = 1
Lost man dieses System mit Hilfe von is_unithyperboloid plane, so erhilt man die Daten der

Schnittkurve (s.0.) zunéchst in &€ — n — (—Koordinaten. Durch Einsetzen in x = qg + £1£ + fon + f5¢
ergeben sich die zugehorigen z — y — z—Koordinaten.

procedure is_hyperboloid_plane(q0,ql,92,93,nv: vt3d; d: real; var pcO,pcl,pc2: vt3d;

var ind: integer);
{Berechnet den Schnitt des Hyperboloids mit Mittelpunkt qO und den konjugierten
Punkten q1,92,93 mit der Ebene nv*x=d .}

9.1.3 Parallelprojektion eines Hyperboloids
Wir bestimmen zunéchst Umrifipunkte des Hyperboloids

H = {qo+ficoshfBcosa+fycoshfsina+ f3sinh 3| ...}
= {qo+fé+fn+f0|82+n> - =1}

Analog zu den iiberlegungen fiir das Ellipsoid ergibt sich hier:
Eine Normale im Punkt @ : q(«, 8) ist

n(a, 8) = fa x fycosh fcosa + f5 x £ cosh Bsina — f; x fosinh 5.

Wenn wir von Selbstiiberdeckungen (ein Hyperboloid ist nicht konvex !) absehen, ist @ ein Umrif-
punkt, falls n(«, ) auf der (negativen) Projektionrichtung ng senkrecht steht. In §—n—¢—Koordinaten
liefert die Bedingung ng - n(«, 8) = 0 das Gleichungssystem:

NE+12n+73¢ = v, mity =ng-(fo xf3), 2=mn0-(f3 xf1), 13 =mnp-(fi x ),
§2+772 _<2 = 1

Die Prozedur is_unithyperboloid plane liefert die Daten fiir den Umrifl zunéchst in & — n —
(—Koordinaten. Der Umrif ist entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse oder ein paralleles Gera-
denpaar, das parallel zu ng ist. Mit Hilfe von x = q¢ + 1§ + fon + 3¢ erhélt man die den Umrifl
definierenden Punkte in x — y — z—Koordinaten.

procedure hyperboloid_pp_cont(q0,ql,92,93: vt3d; var qcO,qcl,qc2: vt3d;
var ind: integer);
{Berechnet den Umriss des durch q0, ql, 92, g3 bestimmten Hyperboloids.}

Das folgende Unterprogramm stellt ein Rotationshyperboloid mit der Gleichung (22 + y?)/a? —
2%/c? = 1 im Bereich z; < 2z < 25 dar.

procedure pp_hyperboloid_rev(a,c,z1,z2: real; style: integer);
{Projektion des ROTATIONSHYPERBOLOIDs (x*x+y*y)/axa - z*z/c*c = 1 , zl<z<z2,
fr den Fall : abs(tan(v))<c/a (Umriss ist Hyperbel).}

Aufgabe 9.1 a) Auf einem Hyperboloid gehen durch jeden Punkt genau zwei Geraden, die ganz
auf dem Hyperboloid liegen. Schreibe ein Programm, das die folgenden Bilder erzeugt. (Auf dem
Rotationshyperboloid (x> + y?)/a®> — 2?/c* = 1 gehen 2. B. durch den Punkt xo := (a,0,0) die
Geraden x = xo + t(0,a,+c).)

b) Erginze das Programm aus a) so, daf auch Kreise und Hyperbeln auf dem Hyperboloid dargestellt
werden konnen.
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Abbildung 9.4: zu Aufgabe 9.1

9.1.4 Zentralprojektion eines Hyperboloids

Fir q=qo +fif + fon + 3¢, & +7n° - =1
lautet die Umribedingung:  ~v1£ + v2n — v3¢ = 7o, 42— =1,
mit Y =fi-(faxf3), m=(z—q) (xf3), r=(z-q) Exfi), 73 =(2-q) (fi xf).

9.2 Zweischaliges Hyperboloid

L&t man die Hyperbel —22 + 22 = 1 der « — z—Ebene um ihre Hauptachse rotieren, so entsteht ein
zweischaliges Hyperboloid.
Wie beim einschaligen Hyperboloid definiert man

Ein affines Bild des Einheitshyperboloids H := {(z,y, 2) € R*| — 22 — 42+ 22 = 1} heifit 2-schaliges
Hyperboloid.

Eine Parameterdarstellung von H; ist:
H, = {(sinh B cos a, sinh Ssina, £ cosh 8) |0 < o < 27, 5 € R}.

Damit gilt
Zu jedem 2-schaligen Hyperboloid H gibt es einen Vektor qp und drei linear unabhéngige Vektoren
fl, f2, fg, so daf}

H ={qp + fisinh fcosa + fosinh Ssina + f5cosh 5] ...}

ist.

Die Koordinaten &,7,( eines Punktes von H beziiglich des Koordinatensystems mit Nullpunkt
Qo : qo und der Basis {fi, f2, f3} geniigen also der Gleichung —¢2 —n? + (% = 1, d.h. H ist beziiglich
des Koordinatensystems (Qo; f1, f2, f3) das “Einheitshyperboloid”.

Qo : qo heiffit Mittelpunkt des Hyperboloids H.

f1, f5, f3 heiflen konjugierte Halbmesser von H und

Q1:qo+11,Q2:q0+f2,Q3 : qo + f3, konjugierte Punkte von H. Nur Q3 liegt auf H.
fy, f5, f3 sind i.a. nicht orthogonal.
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Abbildung 9.5: zweischaliges Hyperboloid

9

Falls f1, f5, f3 paarweise senkrecht zueinander stehen, nennt man die Punkte qg +f1, qo + f> Neben-
scheitel von H und qg + f3 Scheitel von H.

Fiir die Gleichung f(x,y,2) = 0 des Hyperboloids x = fi& + fon + f3¢, -2 —n*+( =1, in
x — y — z—Koordinaten ergibt sich (vgl. Ellipsoid):

f(x,y,2) == —(det(x, fs, £3))* — (det(f1, x, f3))? + (det(f, f2,x))* — (det(fy, £z, £3))? = 0,

wobei det(vy, va,v3) die 3 x 3—Determinate mit den Spaltenvektoren vy, vy, vs € R? ist.

9.2.1 Ebene Schnitte des Einheits-Hyperboloids

Wir bestimmen zunéchst die Schnitte des “Einheits”-Hyperboloids
Hy:={(z,y,2) € R| —2® —y® +2° =1}

mit der Ebene € : az 4 ¢z = d.

Mit {iberlegungen, wie wir sie fiir einen Kegel durchgefiihrt haben, erhélt man das folgende Ergebnis:
Fall I: Fiir ¢ —a? > d? und c? —a? =d? =0 ist der Schnitt leer.

Fall IL: Fiir ¢® —a? = d? > 0 besteht der Schnitt aus dem Punkt P = (—a/d, 0,c¢/d).

Fall III: Fiir 0 # ¢?> — a? < d? ist die Schnittkurve eine Ellipse, falls 0 < ¢? —a? bzw.

eine Hyperbel, falls ¢? —a? <0 ist. Py = ( 0, 2%45) ist der Mittelpunkt,

—ad
c2—a27 Y ¢2—q2

P = (—ad—l—ciw,(),dc—aiW)
P = (—ad—ciw,(),dc+a7mj;i;d2|)
Py = (e ae)
B = (gt (e o)

sind die Scheitel bzw. Nebenscheitel.
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Abbildung 9.6: ebene Schnitte eines zweischaligen Hyperboloids

Fall IV: Fiir ¢® —a?=0 und d# 0 ist die Schnittkurve eine Parabel.

Py (L0 0, T+27) (Scheitel)
2_,2 2 2

Pl (d277 \/1+(§)27d2%) (SKCLp5)

P, = (,0,5+ g) (s.Kap.5).

Den Schnitt eines 2-schaligen Hyperboloids mit einer beliebigen Ebene berechnet man wie im Fall
des Kegels.

9.2.2 Ebene Schnitte eines 2-schaligen Hyperboloids
Gegeben:

a) Ebeneec:n-x=d,
b) Hyperboloid H : x = qg + £1£ + fan + 3¢, - -+ =1

Gesucht: Schnitt e N H.
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Durch Einsetzen von b) in die Gleichung der Ebene erhélt man das Gleichungssystem:

71§+7277+73< = 7o, mit Yi :n'fi7 1= 152735 Y0 :d_n'qu
et = 1

Dieses Gleichungssystem beschreibt den Schnitt des zweischaligen Einheitshyperboloids mit einer
Ebene (s.0.). Man erhilt auch hier zunéchst die Schnittdaten bzgl. des £ —np—({—Koordinatensystems.
Durch Einsetzen in x = qg + f1£ + fonp + f3¢ ergeben sich schlielich die zugehorigen = — y —
z—Koordinaten.

9.2.3 Parallelprojektion eines 2-schaligen Hyperboloids
Wir bestimmen zunéchst Umrifipunkte des Hyperboloids

H = {qo+ fisinhBcosa+ frsinh Ssina + f3cosh 5. ..}.
= {ao+f+fon+ 60| - —n*+ =1}

Analog zu den Uberlegungen fiir das Ellipsoid ergibt sich hier:
Eine Normale im Punkt

Q:q(a,8) ist n(a,B) =1 x fysinh Scosa + f5 x f; sinh Ssina — f; X £ cosh 3.

Wenn wir von Selbstiiberdeckungen (ein Hyperboloid ist nicht konvex!) absehen, ist @ ein Umrif-
punkt, falls n(«, ) auf der (negativen) Projektionrichtung ng senkrecht steht. In §—n—¢—Koordinaten
liefert die Bedingung ng - n(a, 8) = 0 das Gleichungssystem:

ME+ven—13¢ = 0 mit  y=mng-(f2 xf3), 2 =ng - (f3 x f1), 73 =ng - (f1 x f2),
-+ =1

Dieses Gleichungssystem 16st man analog zum Fall des einschaligen Hyperboloids.

Aufgabe 9.2 Schreibe ein Programm das ein zweischaliges Rotations-Hyperboloid mit Hohenkreisen
und Hyperbeln darstellt.
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Abbildung 9.7: zur Aufgabe 9.2
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Kapitel 10

HIDDENLINE-ALGORITHMUS
MIT SEHSTRAHLEN

Will man mehrere sich z.T. verdeckende Quadriken gleichzeitig darstellen, so kann man das dabei
auftretende Hiddenline-Problem 16sen, indem man fiir jeden Punkt einer darzustellenden Kurve den
zugehorigen Projektionsstrahl, kurz Sehstrahl, untersucht, ob er ein weiteres Objekt davor trifft.
Fiir Quadriken ist dieses Schnittproblem Sehstrahl-Quadrik relativ leicht zu 16sen, da man hierfiir
nur eine quadratische Gleichung 16sen mufl. Fiir Flichen hoherer Ordnung, wie z. B. den Torus, muf
man sich etwas anderes einfallen lassen (s. u.). Wir wollen hier zundchst den Sehstrahltest fiir die
Quadriken Ellipsoid, Zylinder und Kegel besprechen. Der Einfachheit halber setzen wir allerdings
voraus, daf Ellipsoid, Zylinder und Kegel in “Hauptachsenform” (s.u.) vorliegen.

10.1 Sehstrahltest fiir ein Ellipsoid

Gegeben: Ellipsoid F : x = qg + f1 cos B cos a + f5 cos 8 sin « + f3 sin 3,
(vgl. Kap. 7). {f1,f5,f3} sei eine Orthogonalbasis.
Gerade g : x =p+1tv
(fiir den Sehstrahltest ist v die negative Projektionsrichtung ng).

Der Parameter ¢ und die Koordinaten &, 7, ( eines Punktes des Schnittes E N g beziiglich der Basis
{f1, 2, f5} erfiillen das folgende Gleichungssystem:

(1) p+tv = qo+fi§+fon+ 13
(2) 1 = &4+ +¢

Durch skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit f; bzw. f; bzw. f3 erhélt man
& =¢e1+tdy, N = &g + ta, (=e3+1td3
mit
g = (p—qo) - fi/f? 8 i=v - /f2, i1=1,2,3.
Mit Gleichung (2) folgt die quadratische Gleichung
t2(67 + 63 + 03) + 2t(e161 + €262 +€363) + €7 +e5+e5-1=0
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Das Unterprogramm equation degree2 liefert die moglichen reellen Lésungen ¢,t2. Die Schnitt-
punkte sind dann p + t;v und p + tov.

Bei der Untersuchung, ob Punkte einer Kurve durch ein Ellipsoid verdeckt werden, werden immer
wieder die Vektoren f; /f?, die nur vom Ellipsoid abhiingen, benutzt. Fiir einen effektiven Hiddenline-
Algorithmus ist es zweckméfig diese Vektoren nur einmal in einer Hilfsprozedur zu berechnen.
Dies geschieht in aux_hidden by_ellipsoid. Die eigentliche Sichtbarkeitsuntersuchung findet in
pt-hidden by_ellipsoid. Bei Parallelprojektion kann man auch die Berechnung der Zahlen §; in
der Hilfsprozedur durchfiihren. Bei Zentralprojektion hiingt die Richtung ray_vt des Sehstrahls vom
Punkt p ab.

procedure aux_hidden_by_ellipsoid(q0,ql1,92,q3 : vt3d; var ff1,ff2,ff3: vt3d);
{Berechnet die Vektoren ffi:= fi/scalarp3d(fi,fi), i=1,2,3.}

var £1,f2,f3 : vt3d; £12,£22,f32 : real;
begin
diff3d(ql,q0, f1); diff3d(q2,90, £2); diff3d(q3,90, £3);

£12:= scalarp3d(f1,f1); £22:= scalarp3d(f2,f2); £32:= scalarp3d(£3,£3);
scale3d(1/f12,f1, £ff1); scale3d(1/f22,f2, f£f2); scale3d(1/£32,f3, ff3);
end; { aux_hidden_by_ellipsoid }
Lokskokok sk kok ok ok kkokok b
function pt_hidden_by_ellipsoid(p,ray_vt,q0,ff1,ff2,ff3: vt3d): boolean;
var a,b,c,epl,ep2,ep3,del,de2,de3,t1,t2 : real; pO : vt3d; mns : integer;
begin
pt_hidden_by_ellipsoid:= false; diff3d(p,q0, p0);
epl:= scalarp3d(p0,ff1); del:= scalarp3d(ray_vt,ffl);
ep2:= scalarp3d(p0,ff2); de2:= scalarp3d(ray_vt,ff2);

ep3:= scalarp3d(p0,f£f3); de3:= scalarp3d(ray_vt,ff3);
a:= sqr(del) + sqr(de2) + sqr(de3d);

b:= 2x(epl*del + ep2*de2 + ep3*de3l);

c:= sqr(epl) + sqr(ep2) + sqr(ep3) -1;

equation_degree2(a,b,c,t1,t2,ns);
if ns=2 then if t2>eps5 then pt_hidden_by_ellipsoid:= true;
end; { pt_hidden_by_ellipsoid }

Aufgabe 10.1 Stelle eine Kugel vor einem Kegel dar.

Abbildung 10.1: Kugel vor einem Kegel

10.2 Sehstrahltest fiir einen Zylinder

Gegeben: Zylinder Z : x = qo + f1 cos ¢ + fosin o + f3, (vgl. Kap. 8) .
{f1, 5,13} sei eine Orthogonalbasis.
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Gerade g : x =p + tv.

Der Parameter ¢t und die £ — n — (—Koordinaten eines Punktes des Schnittes Z N g beziiglich der
Basis {fi, fa, f5} erfiillen das folgende Gleichungssystem:

(1) p+tv = qo+Hi+fhn+fia,
(2) 1 = &49

Durch skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit f; bzw. f; erhélt man

£ =¢e1 + th, 7N = €9 + tdo, mit
g = (p—qO)fZ/ff, 51 :sz/ff, 121,2

Mit Gleichung (2) folgt die quadratische Gleichung
t2(87 4 03) + 2t(e101 + €202) + €1 +e5—1=0

Das Unterprogramm equation degree? liefert die moglichen reellen Losungen ¢4,t. Die Schnitt-
punkte sind dann p + t;v und p + tov.

Die Unterprogramme fiir den Sehstrahltest mit einem Zylinder endlicher Hohe h = ||[fs| , d.h. mit

0<a<l,sind

procedure aux_hidden_by_cylinder(q0,ql,q92 : vt3d; h: real; var ff1,ff2,ff3: vt3d);
{Berechnet die Hilfsvektoren ff1,ff2,ff3 fuer senkrechten elliptischen Zylinder (Hoehe h)}

{okskokokkkok sk kokkkok b
function pt_hidden_by_cylinder(p,ray_vt,q0,ff1,ff2,ff3: vt3d): boolean;

Aufgabe 10.2 Stelle einen Zylinder vor einem Kegel dar.

Abbildung 10.2: Zylinder vor einem Kegel

10.3 Sehstrahltest fiir einen Kegel

Gegeben: Kegel K : x = qo + fiacos g + frasinp + f5(1 — a), (vgl. Kap. 8 ).

f1, f5, f3 sei eine Orthogonalbasis.

Gerade g : x =p + tv.
Der Parameter ¢t und £ := acosp, n:= asing, (:=1— a eines Punktes des Schnittes K Ng
erfiillen das folgende Gleichungssystem:

(1) p+tv = qo+£i§+fon+ 3¢,
(2) e+ = (¢-1)7
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Durch skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit f; bzw. f; bzw. f3 erhélt man

& =¢e1 +toy, N = &g + ta, (—1=¢e3+td3 mit
E; = (p—qO)fl/fE,’L:l,2, 51 Z:V'fi/fg,i:1,2,3, und
e3:=(p—qo)-f3/f5 — 1,

Aus €2 +n? = (¢ — 1)? folgt die quadratische Gleichung
t2(67 + 62 — 62) 4 2t(£161 + €202 — €303) + €5 + 63— €2 =0

Das Unterprogramm equation degree? liefert die moglichen reellen Lésungen ¢4,t. Die Schnitt-
punkte sind dann p 4 ¢;v und p + tav.

Die Unterprogramme fiir den Sehstrahltest mit einem Kegel der Héhe h = ||fs]| , d.h. mit o < 1,
sind

procedure aux_hidden_by_cone(q0,ql,q2: vt3d; h: real; var ff1,ff2,ff3: vt3d);

{Berechnet die Hilfsvektoren ff1,ff2,ff3 fuer senkrechten elliptischen Kegel (Hoehe h)}
{oksrorookkokokokk

function pt_hidden_by_cone(p,ray_vt,q0,ff1,ff2,ff3: vt3d): boolean;

Aufgabe 10.3 Stelle einen Kegel vor einem Zylinder dar.

Abbildung 10.3: Kegel vor einem Zylinder

10.4 Sehstrahltest fiir implizite Flichen, Beispiel Torus

Bei allgemeineren Flichen bestimmt man die Schnittpunkte des Sehstrahls mit der/den Fliche(n)
nicht exakt, sonderen es geniigt die Existenz von Schnittpunkten mit Hilfe geeigneter Kriterien (Vor-
zeichenwechsel einer Funktion,...) nachzuweisen oder innerhalb von Fehlerschranken auszuschliefien.
Da wir es immer mit rdumlich begrenzten Objekten zu tun haben, kann man die Suche nach Schnitt-
punkten auf ein endliches Intervall des Sehstrahls beschrinken. Im Folgenden wird das Prinzip der
Sehstrahlmethode am Beispiel des Torus erldutert. Diese Methode ist auf Flichen anwendbar, de-
nen man mit Hilfe eines Kriteriums zwei “Seiten”, z. B. innen-auflen oder oben-unten, zuordnen kann.

Gegeben: Torus 7 : f(x,y,2) = (22 + 92 + 22 +12 —a?)? —4r? (2?2 + %) =0,
Punkt P: p
Gesucht: Entscheidung, ob P durch den Torus verdeckt wird oder nicht.

Durchfiihrung des Tests:
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(0) Auswahl einer den Torus umgebenden einfachen Fliche. Wir wihlen hier den Rand des Ku-
gelteils o
4y + 22 =(r+a+e)? |z| <a+emite>0.

(1) Bestimmung des Parameters ¢ty >0 des Schnittpunktes des Sehstrahls x = p—+tong, wobeing die
negative Projektionsrichtung ist, mit dem Kugelteil o. (Die Parameter moglicher Schnittpunkte
des Sehstrahls mit dem Torus miissen kleiner als ¢y sein.)

(2) Als Kriterium, ob ein Punkt innerhalb oder auflerhalb des Torus liegt, nehmen wir das Vor-
zeichen der Funktion f an der Stelle des Testpunktes.

(3) Parameter von Testpunkten auf dem Sehstrahlabschnitt mit 0 < ¢ < ¢o:
Beim 1-ten Durchgang nehmen wir to/2.
Beim n-ten Durchgang liegen die Parameter im Abstand ¢o/2".
Es werden nur neu hinzukommende Testpunkte getestet.

(4) Der Test bricht ab, sobald

a) ein Seitenwechsel festgestellt wird oder

b) der Parameterabstand eine Schranke unterschreitet.
Im Fall a) ist der Punkt P verdeckt,
im Fall b) wird der Punkt P als sichtbar erklért.

einfache Umgebungsti.

Abbildung 10.4: Sehstrahltest fiir einen Torus

Nach dem Sichtbarkeitstest der Punkte einer Kurve werden benachbarte sichtbare Punkte projiziert
und durch eine Strecke verbunden. (Zur Bestimmung des Umrisses eines Torus s. néchstes Kapitel)

procedure vis_pts_by_torus(p: vts3d; nl,n2: integer; var vis: b_array);

{Setzt vis[j]:= true, wenn der Punkt p[j] vom Torus nicht verdeckt wird.}
var stepmin,stepl,step2,t0,tt : real; j,sO,stt : integer; pj : vt3d;
{*%x}
function fvalue(p: vt3d) : real;
begin

fvalue:= sqr(sqr(p.x)+sqr(p.y)+sqr(p.z)+r2-a2) - 4*r2*(sqr(p.x)+sqr(p.y));
end;

{xxx}
function max_param(p: vt3d) : real;

{Berechnet den maximalen Parameter auf dem Sehstrahl eines Punktes.

Hier: Flaeche ist TORUS, Ersatzflaeche ist Kugelteil um den Torus.}

var rsrs2,cl1,c2,z0,t0 : real;
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begin
rs := r+a+l; {Radius der den Torus einhuellenden Kugel}
rs2:= sqr(rs);
cl := scalarp3d(p,nOvt); c2:= length3d(p);
t0 := -cl + sqrt(abs(cl*cl-c2+rs2)); {Parameter des Schnittp. mit der Kugel}
z0 := p.z + tO*nOvt.z;
if z0>a+1 then t0:= (at+l-p.z)/nlvt.z; {Schnittp. mit der Ebene z=a+1}
max_param:= t0;
end; { max_param }
{*%x}
function side_of_surface(p: vt3d; t: real) : integer;
var pt : vt3d; fxyz : real;
begin

lcomb2vt3d(1l,p, t,nlOvt, pt);
fxyz:= fvalue(pt);

if fxyz>0 then side_of_surface:= 1 else side_of_surface:= -1;
end; { side_of_surface }
{xxx}
begin {vis_pts_by_torus}
stepmin:= 3; {minimale Schrittweite}
for j:= nl to n2 do
begin
pj:= plil;
t0:= max_param(pj) ;
s0:= side_of_surface(pj,t0); {Testpunkt: pj + tO*nOvt}
stepl:= tO0; step2:= 0.5*stepl;
repeat
tt:= tO-step2;
repeat

stt:= side_of_surface(pj,tt);
tt := tt - stepl;
until (stt<>s0) or (tt<0) ;
stepl:= step2; step2:= 0.5*stepl;
until (stt<>s0) or (step2<stepmin);
if (stt=s0) then vis[j] := true else vis[j] := false;
end; {for}
end; {vis_pts_by_torus}
Looskokskofokokokokokokokskokok ok ko

Bemerkung: Zur Beschleunigung des Sichtbarkeitstests kann man schnellere Tests, wie z. B. den
Normalentest, der Sehstrahlmethode vorschalten.

Aufgabe: s. nichstes Kapitel.



Kapitel 11

ROTATIONSFLACHEN UND
SCHRAUBFLACHEN

11.1 Rotationsflachen

Wie wir gesehen haben, lassen sich Kegel, Ellipsoid, Hyperboloid ... relativ leicht darstellen, da
ihre Umrisse (bis auf Randkurven) immer ebene Schnitte d.h. Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln oder
Strecken sind. Dies gilt i. a. nicht mehr, wie das folgende Beispiel zeigt:

Abbildung 11.1: Umrilkurve einer Rotationsfliche
(Die rechte Zeichnung zeigt die Umrifilinie, die bei der Parallelprojektion links entsteht.)

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie man fiir die 4 wichtigsten Typen von Rotationsflichen
potentielle Umripunkte bestimmt.

Eine Rotationsfliche ® entsteht durch Rotation einer Kurve I' um eine Gerade a, der Rotationsachse.
Eine Rotationsfliche triigt zwei ausgezeichnete Kurvenscharen: die Breitenkreise (ebene Schnitte L
zur Achse a) und die Meridiane (ebene Schnitte durch a). Entsteht eine Rotationsfliche ® durch Ro-
tation eines Meridians fig, so heifit o der Hauptmeridian von ®. Im Folgenden werden wir von einem
Meridian in der r — z—Ebene beziiglich Zylinderkoordinaten ausgehen und 4 Typen unterscheiden:
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D ojoir=fG) 2 moiz=f0) 3) mo:f(r2)=0, 4) po:r=r(8)z==(8)

Die dabei auftretenden Funktionen seien stets differenzierbar.

f(r,z)=0 bzw.

r=r(B),z=z@ )

z=f(r)

z /‘1\ 4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 11.2: Typen von Hauptmeridianen

11.1.1 Meridian r = f(z)

In z — y — z—Koordinaten 148t sich die Rotationsfliche durch
F(z,y,2) =2 +y* = f(2)* =0

beschreiben. Eine Normale in einem Punkt der Rotationsfliche ® erhilt man aus VF(z,y,z) =
(2z,2y, —2f'(2)f(2)) = 2r(cost,sint, —f'(z)), wobei & = rcost,y = rsint (Zylinderkoordinaten!)
gesetzt wurde. Fiir Punkte, die nicht auf der Rotationsachse liegen, konnen wir also als Normale
n(z,t) = (cost,sint, — f'(z)) wéhlen.

Ein Punkt @ : q(z,t) = (f(z) cost, f(z)sint, z) ist ein potentieller Umrifipunkt bei Parallelpro-
jektion, wenn die (negative) Projektionsrichtung ng und n(z,t) senkrecht zu einander stehen:

no - n(z,t) = nog cost + ngy sint — ng, f'(z) = 0.
Diese Gleichung ist dquivalent zu dem System
n015+”0y77:n0zf/(2)7 €2+772 =1

Fiir festes z = 2 lassen sich mit Hilfe von is_unitcircle line mégliche Losungen (&1,m1), (§2,72)
bestimmen. Mit x; = (f(20)&:, f(20)m, 20),7 = 1,2 ergeben sich dann die zugehorigen Umriipunkte
des Breitenkreises mit z = zg.

Ist von po nur die Punktreihe (r(1),z(1)),...,(r(n),z(n)) bekannt, so kann man f’(z(¢)) durch
(ri+1)—r()/(z(i + 1) — 2(4)) anndhern.

Das folgende Unterprogramm pp_surface rev0O berechnet nach dieser Methode den Umrif} einer
Rotationsfliche und projiziert diesen. Man beachte, dal dieses Unterprogramm nur dann korrekt
arbeitet, wenn es auf jedem Hohenkreis Umripunkte gibt.
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procedure pp_surface_revO(rm,zm: r_array; n2,style : integer);
{Berechnet Umrisspunkte einer Rotationsflaeche mit den Meridiankurvenpunkten

pm[0],...,pm[n2]) , und projiziert den Umriss (Polygon). Unsichtbare Kurven
werden nicht (style=0) oder gestrichelt (style=10) gezeichnet.}
var pl,p2 : vts3d; pcO,pcl,pc2 : vt3d;

i,nis : integer; ci,cwl,swl,cw2,sw2,ri : real;
begin

if abs(cos_v) > eps6 then
begin
for i:= 0 to n2-1 do
begin

ci:= (rm[i+1]-rm[i])/(zm[i+1]-zm[i]);

ri:= rm[i];

is_unitcircle_line(nOvt.x,n0vt.y,nOvt.z*ci, cwl,swl,cw2,sw2,nis);
put3d(ri*cwl,ri*swl,zm[i], p1[i]);

put3d(ri*cw2,ri*sw2,zm[i], p2[i]);

end; { for i }

pln2]:= p1[n2-1]; plln2].z:= zm[n2];
p2[n2] := p2[n2-1]; p2[n2] .z:= zm[n2];
pp_curve(p1,0,n2,0); pp_curve(p2,0,n2,0);

{ Deckel- und Bodenkreise : }
put3d( 0, 0,zm[0], pcO);
put3d(rm[0],0,zm[0], pcl);
put3d(0,rm[0] ,zm[0], pc2);
if v_angle>0 then pp_ellipse_arc(pcO,pcl,pc2,p2[0],p1[0],style)
else pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,style);
put3d( 0, 0,zm[n2], pcO);
put3d(rm[n2],0,zm[n2], pcl);
put3d(0,rm[n2],zm[n2], pc2);
if v_angle<0 then pp_ellipse_arc(pcO,pcl,pc2,p2[n2],p1[n2],style)
else pp_ellipse(pcO,pcl,pc2,style);
end; { if }
end; { pp_surface_rev0O }
Lokeskoskesk ok sk ok ok sk ok ok ook ok ok T

Dieses Unterprogramm ist in proc_prt.pas enthalten.

Als Testfunktion bei der Sehstrahlmethode kann man
F(z,y,2) =2 +y* = f(2)°
verwenden. Falls pg nur als Polygonzug (s.0.) gegeben ist, kann man als Testfunktion fiir einen
Testpunkt T = (z,y, 2)
F(x,y) == 2% +y* —r?
wéhlen, wobei ¢ der Bedingung z; < z < z;41 gentigt.
Aufgabe 11.1 Vase 1 Meridian r(z) = acos(2n(z — b)/v;) + ¢ (s.0.)

Aufgabe 11.2 Faff. Der Hauptmeridian ist ein Kreisbogen.

Aufgabe 11.3 Vase 2. Der Meridian ist eine BEZIER-Kurve (s. Kap. 6).

Bei Zentralprojektion lautet fiir die Rotationsfliche mit Hauptmeridian r» = f(z) die Umrifibe-
dingung:  z.€ +2yn = f(2) + (22 — 2)f'(2), € +n*=1,
wobei 2z, 2y, 2, die Koordinaten des Projektionszentrums sind.
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Abbildung 11.3: Fa$§

Abbildung 11.4: Rotationsfliche mit Bézierkurve als Meridian

11.1.2 Meridian z = f(r)

In z — y — z—Koordinaten 148t sich die Rotationsfliche durch
F(w,y,z) = f(Va? +y?) =2 =0
beschreiben. Eine Normale in einem Punkt der Rotationsfliche erhélt man aus
VE(z,y,2) = (f(r)z/r, f'(r)y/r,—1), wobei r = /22 +y?

ist. Eine Normale im Punkt q(r,t) = (r cost,rsint, f(r)) ist also

n(r,t) = (f'(r) cost, f'(r)sint, —1). (Zylinderkoordinaten!)
Ein Punkt q(r,t) ist ein potentieller Umripunkt bei Parallelprojektion, wenn

no - n(r,t) = nog f'(r) cost + noy f'(r) sint — ng, =0

ist. Diese Gleichung ist dquivalent zu dem System

nOmf/(T)§ + nOyf/(T)n = N0z, 52 + 772 =1L
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Fiir festes r = ¢ lassen sich mit Hilfe von is_unitcircle line mogliche Losungen (&1,71), (€2, 792)
bestimmen. Mit x; = (ro&, o, f(r0)), i = 1,2 ergeben sich dann die zugehorigen UmriBpunkte
des Breitenkreises mit r = ro und z = f(ro).

Als Testfunktion fiir die Sehstrahlmethode (vgl. Kap. 10) kann man
Fla,y,2) = f(Va? +y?) — 2
verwenden.

Aufgabe 11.4 Fs sei 0 < a < R,0 < 2y und der Meridian:
2= f(r) =20 —20(r — R)?/a®>, R—a <1 <r+a, (Der Meridian ist eine Parabel.)

Abbildung 11.5: Rotationsflache mit Parabelbogen als Meridian

Bei Zentralprojektion lautet fiir die Rotationsfliche mit Hauptmeridian z = f(r) die Umrifibe-
dingung: 2o f'(r)€ + 2z f'(r)n = 2z +rf'(r),  €+n° =1
11.1.3 Meridian f(r,z) =0
In z — y — z—Koordinaten 148t sich die Rotationsfliche durch
F(z,y,2z) = f(\/22+y%,2) =0
beschreiben. Eine Normale in einem Punkt der Rotationsfliche erhélt man aus
VE(z,y,z)=(fr(r,2)x/r, fr(r,2)y/r, f2(r, 2)), wobei r = \/x2 + y?

ist. (Dabei ist f,. bzw. f. die partielle Ableitung von f nach r bzw. z.) Eine Normale im Punkt
q=(x,y,2) mit F(z,y,z) =0 ist also

n(:v,y,z) = (fr(rv z)w,fr(r,z)y,fz(r,z)r), wobei 1 = r? + y2

ist.
Ein Punkt q mit F'(z,y,z) = 0 ist also ein potentieller Umriipunkt bei Parallelprojektion, wenn

ng - n((E, y7 Z) = nOme(ru Z):I; + nOyf’r(ru Z)y + nOsz(ru Z)T = 0
ist. Mit der iiblichen Substitution x = r¢, y = rn ergibt sich das System

nOxfT(Ta Z)é. + nOyfr(Tv 2)77 = _nOzfz(Tv Z)v 52 + 772 =1L
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Berechnet man sich von dem Meridian mit fem Verfolgungsalgorithmus fiir implizite Kurven Punkte
(r1,21), ---(Tn, 2n), so LBt sich fiir r;, z; das Gleichungssystem mit is_unitcircle;ine losen. Mit Hilfe
der Transformation (r€,rn, z) erhélt man dann die Umrilpunkte, falls das obige System Lésungen
besitzt.

Als Testfunktion fiir die Sehstrahlmethode kann man

F(z,y,2) = f(Va? +y2,2)
verwenden.

Beispiel 11.1 Durch Rotation von Cassini-Kurven (vgl. Kap. 6) entstehen die folgenden Flichen:

Abbildung 11.6: Rotationsflache mit Cassini-Kurven als Meridian

Bei Zentralprojektion lautet fiir die Rotationsfliche mit Hauptmeridian f(r, z) = 0 die Umrifibe-
dingung:  zz fr(r,2)§ + 2y fr(r,2)n =1fr(r,2) + (2 — 22) f2(r, 2), E4n? =1

11.1.4 Meridian r = r(3),z = 2(3)

In diesem Fall erhalten wir nur eine Parameterdarstellung der Rotationsflache:

x(a, §) = (r(B) cos o, r(B) sin 3, 2(B)).

Eine Normale n(«, 8) im Punkt x(a, §) erhélt man aus

Xa(o, B) xxg(a, 8) = (—r(B)sina,r(B)cosca,0) x (r'(8) cosa,r'(8) sina, 2'(5))
= 7(B)(2(B)cosa, 2(B) sina, =1’ (B)).
n(a,B) = (2/(B)cosa, 2 (B)sina, —r'(8)).

Ein Punkt @ : q(«, 8) ist ein potentieller Umrilpunkt bei Parallelprojektion, wenn
(1) no - n(a, B) = neez’ (B) cosa + ngyz' (B) sina — np,7'(8) =0
ist. Setzt man wieder £ := cos , ) := sin «, erhalten wir das System
(2)  noez (B)E +m0y2 (B — noor’ (8) =0, & +n° =1.

Fiir festes 8 = Sy lassen sich mit Hilfe von is_unitcircle line mogliche Losungen (&1,m1), (§2,72)
bestimmen. Mit x; = (7(80)&,7(Bo)ni, 2(Bo)), ¢ = 1,2 ergeben sich dann die zugehorigen Umrif3-
punkte des Breitenkreises mit r = r(5p) und z = z(0o).



11.1. ROTATIONSFLACHEN 139

Eine Testfunktion fiir die Sehstrahlmethode 148t sich hier i.a. nicht so leicht angeben.

Beispiel: Torus
Essei 0 < a < Rund r(8) = R+ acos 3, z(8) = asin 8. Dann beschreibt

x(a, B) = (r(B) cosa,r(B) sin 3, 2(B)) = ((R + acos f) cosa, (R + a cos B) sin v, a sin 3)
den Torus mit der Gleichung
f(z,y,2) = (2% +y* + 22 + R? — a®)? —4R*(2* + %) = 0.

In diesem Fall ist 7'(8) = —asin3,2'(8) = acos 8 und die Gleichung (1) 148t sich auf die folgende
Form bringen:
(nog cos o + ngy sin a) cos 5 + ng, sin = 0.

Setzt man hier (im Gegensatz zu oben) & := cos 3,1 := sin 8 so erhéilt man das Gleichungssystem:

(3) M€+vn = 0 mit 1 1= ngg cos v+ noy sina, Y2 1= No,.
4t =1

Dieses System hat fiir festes o = g immer zwei Losungen (sofern (y1,72) # (0,0) ist), im Gegen-
satz zum obigen System (2). Die Losungen findet man mit is_unitcircle_line. Es ergeben sich fiir
jedes o genau zwei Umrifipunkte (innere bzw. dulere Kurve).

Der Umrif} eines beliebigen Torus mit der Parameterdarstellung x(a, 8) = qo+£1(R+a cos ) cos a+
f2(R + acos f) sin a + fzasin 8, wobei {f1, f, f3} eine Orthonormalbasis ist, erhilt man aus dem zu
(3) analogen System

1€ + Y2m 0 mit y1 :==mng - ficosa+ng - fhsina, v :=ng-fs.
g+’ =1

In dem folgenden Unterprogramm torus_pp_contpts werden Punkte der Umrifkurven eines Torus
fiir den Fall, dafl 75 # 0 ist, berechnet und error=false gesetzt. Im Fall 75 = 0 besteht der Umrif3
aus zwei senkrechten Kreisen und zwei horizontalen Kreisen, die in der Projektion als Strecken
erscheinen.

procedure torus_pp_contpts(qt0,f1,f2,f3: vt3d; r,a: real; var pl,p2 : vts3d;
var n2: integer; var error: boolean);
{Unrisspunkte eines Torus in allgemeiner Lage.}
var dal,cdal,sdal,sal,cal,ccal,fac,cc,cl1,c2,c3,xil,xi2,xi3,
cbel,sbel,cbe2,sbe2 : real;
i,nis : integer;
begin
{Umriss: }
cl:= scalarp3d(nOvt,f1); c2:= scalarp3d(nOvt,f2); c3:= scalarp3d(nOvt,f3);
n2:= 200;

dal := pi2/n2; cdal:= cos(dal); sdal:= sin(dal);
cal := 1 ; sal:= 0;
if abs(scalarp3d(nOvt,f3))>eps5 then
begin
for i:= 0 to n2 do
begin

cc:= clxcal + c2xsal;
is_unitcircle_line(cc,c3,0, cbel,sbel,cbe2,sbe2,nis);
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fac := r+a*cbel; xil:= fac*cal; xi2:= facx*sal; xi3:= a*sbel;
lcomb4vt3d(1,qt0, xil,f1, xi2,f2, xi3,f3, pi[il); { innen }
fac:= r+axcbe2; xil:= fac*cal; xi2:= fac*sal; xi3:= axsbe2;

lcomb4vt3d(1,qt0, xil,f1, xi2,f2, xi3,f3, p2[i]); { aussen }
ccal:= cal;
cal := calxcdal-sal*sdal; sal := sal*cdal+ccal*sdal;
end; { for }
error:= false;
end
else
error:= true;
end; { torus_pp_contpts }
Lokskokok sk ok ok ok sk k ok ok ok

Dieses Unterprogramm ist in proc_prt.pas enthalten.
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Abbildung 11.7: a) UmriB eines Torus, b) Torus mit Parameterkurven

Aufgabe 11.5 ZWEI TORI

©

Abbildung 11.8: Zwei Tori

Bei Zentralprojektion lautet fiir die Rotationsfliche mit Hauptmeridian r = r(8),z = 2(8) die
Unriibedingung: 2,2/ (8)€ + 22" (B)n = r(8)z' (B) + (2. —z(B)'(B), & +n° =1L
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Speziell fiir den Torus: q(a, 8) = ((R+ acos ) cos a, (R + a cos ) sin e, a sin 3) lautet die Umrifibe-
dingung: (zzcosa + zysina— R)cos B+ z;sinff = a

Abbildung 11.9: Zwei Tori

11.2 Schraublinien und Schraubflichen

11.2.1 Schraublinien

Essei Z:={qo+ficosp+fhsinp+af; |0 < ¢ <2m, « € IR} ein senkrechter Kreiszylinder, d.h.
{f1,fs,f3} bilden eine Orthogonalbasis mit |f;| = |f2]. Ferner sei |f3] = 1. Eine Kurve k auf Z mit
der Parameterdarstellung

x(p) =qo+ficosp+fosinp +f3cp, wobei 0#celR

eine Konstante ist, heifit Schraublinie.

Abbildung 11.10: Schraublinien, rechts- bzw. linksgéangig
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Die Konstante ¢ bezeichnet man als Schubparameter und die zu einer vollen Umdrehung gehorige
Schiebstrecke h = 2mc als Ganghdhe. Falls ¢ > 0 bzw. ¢ < 0ist, sagt man k ist rechts- bzw. linksgdingig.

Beispiele:

(1) x(p) = (rcosp,rsinp, cp), r, c Konstanten, ist eine Schraublinie auf dem Zylinder 22 +y? = r?

mit der Ganghdhe h = 27c .

(2) x(¢) = (zo cos p—yo sin @, Tg sin p~+yo cos @, zo+cp) entsteht durch Verschraubung des Punktes
(0, Yo, z0) um die z-Achse. (Drehung des Punktes (g, 0, 20) um den Winkel ¢ um die z-Achse
und anschlieBende Verschiebung um ¢y in z-Richtung.)

Bemerkung:
Die Projektion einer Schraublinie ist das affine Bild einer Zykloide x(t) = (¢t — Asin¢, 1 — Acost).

11.2.2 Schraubflichen

Es sei 1o : x(8) = (u(B),v(8),w(B)) f1 < < Ba, eine Kurve im R.
Verschraubt man den Punkt x(5) um die z-Achse so erhidlt man die Parameterdarstellung der

dadurch erzeugten Schraubfiiche ®:
x(a, B) = (u(B) cosa —v(B) sina, u(B) sina+v(B) cosa, w(f) + ca), a1 <a<as, P1<B< P

(Drehung des Punktes x(3) um die z-Achse um den Winkel o und anschlieBende Verschiebung in
z-Richtung um ca.)

Die Kurve g heiflit Erzeugende von ®.

Eine Ebene durch die z-Achse nennt man Meridian-Ebene. Der Schnitt einer Meridian-Ebene mit der
Schraubfliche ® heifit Meridian von ®. Den Schnitt von ® mit der x —z—Ebene hei3t Hauptmeridian.

Parallelprojektion einer Schraubfliche

Da jede Schraubfléche auch durch eine in der Hauptmeridianebene liegende Kurve p erzeugt werden
kann, wollen wir dies hier voraussetzen.

Es sei also pg : x(8) = (u(B),0,w(B)), B1 < B < P,

Dann hat ® die Parameterdarstellung

x(a, B) = (u(B) cos a, u(B) sin v, w(B) + cax).

Aus x,,xp und der (negativen) Projektionsrichtung ng = (noz,noy, noz) ergibt sich die folgende
Umrilbedingung;:

(%) no - (Xo X xg) = cu’(ngy cos @ — ngy sin ) + uw' (ng, cos a + ngy sina) — ng un’ =0

Beispiele:

Meridiankreis-Schraubfldche:
to : x(B) = (R+ acos B3,0,asin B) ist ein Kreis in der @ — z—Ebene mit Mittelpunkt (R, 0,0) und
Radius a. Die von pug erzeugte Schraubfliche ® heif3t Meridiankreis-Schraubflache.

Umrif3:
Mit «/(8) = —asin 8 und w'(8) = acos S erhilt (*) die Form

—casin f(noy cosa —ngz sina) + (R + acos f)acos f(noz cosa + nogy sin a)
+ noz(R+acosB)asinf =0
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Setzt man & := cos 8,1 := sin 3, so 1483t sich diese Gleichung durch das folgende nichtlineare System
ausdriicken:

NE + 72 +ysn+yaén = 0
62 + 772 -1 = 07
mit
Y1 = a®(nox cos a + ngy sin a), Y2 = aR(nog cosa + ngy sin o),
73 = a(c(nog sina — noy cos ) + np. R), v4 = a’ng,.

Losungen dieses Systems bei festgehaltenem «a lassen sich mit Hilfe einer Newton-Iteration bestim-
men :

FEm) =& +né+yn+yén,  g&n)=&+n,  F&n) :=(f(&n)9&n),

e oy fel&m) fy(&m) ) _ ( 27€ + 2 +an s+ yaé )
F(&m) ( 9¢(&m) 92(5777) 28 2n

Iteration: F/(Xk) -d = —F(Xk) —di = Xp+1 = X + dg.

Startwerte bei a@ = ay ergeben sich bei einem Durchlauf des Einheitskreises mit Vorzeichentest fiir
FE,m) = 1E% + 72€ + 30 + 74€n. Als Startwerte bei agy1 = ap + Aa verwendet man zweckméBi-
gerweise die Losungen (€xnx) und (&, ;) bel ak.

Testfunktion fiir die Sehstrahlmethode:

(0) Als umgebende einfache Fliche wiihlt man einen Zylinder mit Radius R+ a + €,e > 0. Es sei
T = (2, Y, 2¢) ein Testpunkt.

(1) Bestimme mit Hilfe von polar_angle den Polarwinkel ag zu (a4,y:). (o liegt zwischen 0 und
27 )

(2) Berechne k; € IN so, dafl (2k; — 1)er < 2 — ap < (2k; + 1)em und setze ap = g + k.

(3) Als Testfunktion kann man den Abstand von 7' zum Mittelpunkt M des um a; verschraubten
Erzeugerkreises nehmen. Besser, weil wurzelfrei, ist:

[y, z,a0) = (2> +y* + (2 — ca)® + R* — a®)® —4R*(2® + o).

Dies ist die Testfunktion des Torus, der denselben Erzeugerkreis enthélt.
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Abbildung 11.11: Meridiankreis-Schraubflache

‘Wendel-Fliche

o : x(r) = (r,0,0), —R < r < R. (Hier wurde r anstatt /3 geschrieben.)
o ist hier eine horizontale Strecke durch die z—Achse.

Umrif3:
Mit u(r) = r,u/(r) = 1 und w = 0 erhilt man aus (*) die Bedingung;:

ng - (Xa X X,) = ¢(ngy cosa — nog sina) — ng,r =0

Diese Gleichung 148t sich im Fall ng, # 0 nach r auflésen. Mit Hilfe dieser Funktion r(«a) lassen sich
dann miihelos Umrifipunkte berechnen.
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Sichtbarkeitstest:

(0) Als umgebende Fliche wihlt man einen Zylinder mit Radius R + &, > 0.

Es sei T' = (x4, yt, 2¢) ein Testpunkt.

(1) Aus z; = ca erhilt man a; = z;/c und damit die Lage der verschraubten Strecke in der Hihe
zZ = Zt.

(2) Als Testfunktion wihlt man hier den “Abstand” des Testpunktes T von der in gleicher Hihe
liegenden verschraubten Strecke

x(ag,r) = (rcosay,rsinag,zi), —R<r<R;
f(z,y) = zsina; —ycosay

@\

Abbildung 11.12: Wendelfldche
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Kapitel 12

SCHNITT KURVE-FLACHE,
SCHNITT FLACHE-FLACHE

12.1 Schnitt Kurve-Fliche

12.1.1 Schnitt Parametrisierte Kurve - implizite Fliche

Cegeben: Kurve I' : x = ¢(t), t € [a,b], Fliche ®: f(x) =0, xec D cCIR%.
t — c(t) und x — f(x) seien differenzierbar.
Gesucht: Schnittpunkte I' N ®.

Der Algorithmus:

(1) Bestimmung von Startwerten:
Berechne ungeféhr #dquidistante Kurvenpunkte (vgl. Abschnitt 6.1). Setze diese Punkte in
f(x) ein und bestimme diejenigen Punktepaare zwischen denen f das Vorzeichen wechselt. Die
Parameter solcher Punktepaare kann man als Startwerte fiir die folgende Newton-Iteration
verwenden.

(2) Ist to ein Startwert (aus (1)) in der Nihe eines Schnittpunktes, so fithrt man damit eine
Newton-Iteration zur Losung der Gleichung F(t) := f(c(t)) = 0 durch (s. Kap. 4.5). Ist t* eine
Losung so ist x* := ¢(t*) ein Schnittpunkt aus T' N .

(3) Fiihre (2) fiir alle in (1) bestimmten Startwerte durch.

12.1.2 Schnitt Implizite Kurve - implizite Flache

In diesem Fall ist die Kurve als Schnittkurve zweier impliziter Flédchen definiert.

Gegeben: Kurve I' : f1(x) =0, fo(x) =0, x € D1 C R®,  Fliiche ®: f(x) =0, x € D C R®.
f1, fo und f seien differenzierbar.
Gesucht: Schnittpunkte I' N ®.

Der Algorithmus:

(1) Bestimmung von Startpunkten:
Berechne ungefiihr dquidistante Punkte (vgl. Abschnitt 12.2.2) der Durchdringungskurve der

147
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beiden Flichen f1(x) = 0, fa(x) = 0. Die Punkte dieses Polygonzuges setzt man in f(x)
ein und bestimmt die Punktepaare, zwischen denen ein Vorzeichenwechsel auftritt. Ein Punkt
eines jeden Punktepaares dient als Startpunkt der folgenden Newton-Iteration.

(2) Ist x¢ ein Startpunkt (aus (1)) , so bestimmt man mit Hilfe einer Newton-Iteration (s.Kap.
6) eine Losung x* des Systems F(x) := (f1(x), f2(x), f(x)) = 0. F’ ist hier die Matrix F' =
(Vf1,Vf2,Vf). P :x*ist ein Schnittpunkt aus I' N ®.

(3) Fiihre (2) fiir alle in (1) bestimmten Startpunkte durch.

12.1.3 Schnitt Implizite Kurve - parametrisierte Fliche

Auch in diesem Fall ist die Kurve als Schnittkurve zweier impliziter Flichen definiert.

Gegeben: Kurve T': fi(x) = 0, fao(x) =0, x € D1 € R, Fliiche ® : x = S(u,v), (u,v) € D C
IR*.

f1, fo und S seien differenzierbar.
Gesucht: Schnittpunkte I' N ®.

Der Algorithmus:

(1) Schnitt der beiden Flichen fi(x) = 0 und x = S(u,v). Die Schnittkurve ist im Parameterraum
die implizite Kurve Fj(u,v) := f1(S(u,v)) = 0.

(2) Schnitt der beiden Flichen f2(x) = 0 und x = S(u,v). Die Schnittkurve ist im Parameterraum
die implizite Kurve Fy(u,v) := f2(S(u,v)) = 0.

(3) Die Schnittpunkte der beiden impliziten Kurven Fj(u,v) = 0 und Fs(u,v) = 0 (s. Abschnitt
6.5.2. ) liefern die Parameter fiir Schnittpunkte aus I' N ®.

Schnitt parametrisierte Kurve - parametrisierte Fliche

Gegeben: Kurve I' : x =¢(t), ¢ € [a,b], Fliche ® : x = S(u,v), (u,v) € D C IR?
c und S seien differenzierbar.
Gesucht: Schnittpunkte I' N ®.

Der Algorithmus:
(1) Bestimmung von Startpunkten:

(1.1) Berechne einen Polygonzug mit ungefihr dquidistanten Kurvenpunkten (vgl. Abschnitt
6.1).

(1.2) Trianguliere die Fldche (s. Abschn. 14.

(1.3) Bestimme mit Hilfe des Algoritmus in Abschn. 13.4.2 Paare 0;, A; die aus einer Strecke o;
des Polygonzuges auf der Kurve und einem Dreieck A; des zur Fliche gehorigen Polyeders
bestehen und sich schneiden.

(2) Ist 04, A; ein in (1) bestimmtes Paar, so wihlt man den Parameter eines Endpunktes der
Strecke o; als Startwert ¢y, die Parameter eines Punktes des Dreiecks A als Startwerte ug, vg.
Mit Hilfe dieser Startwerte fithrt man eine Newton-Iteration fiir die Funktion F(¢,u,v) =
c(t) — S(u,v) und die Gleichung F(¢t,u,v) = 0 durch (s.Kap. 6.5). Eine Losung (t*,u*,v*)
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liefert die Parameter eines Schnittpunktes der Kurve I' mit der Flédche ®.
Die bei der Iteration benstigte Matrix F’ ist hier F/ = (¢, S,, Sy).

(3) Fiihre (2) fiir alle in (1) bestimmten Paare durch.

12.2 Schnitt Flache-Flache

12.2.1 Schnitt zweier Quadriken

Der Schnitt zweier Quadriken, von denen eine Geraden enthilt (z.B. Zylinder, Kegel oder einscha-
liges Hyperboloid), 148t sich relativ leicht ermitteln. Denn in diesem Fall mufl man nur Geraden mit
einer Quadrik schneiden (vgl. Absch. 10.3). In konkreten Féllen kann sich das Schneiden der auftre-
tenden Geraden mit der zweiten Quadrik besonders einfach gestalten, so daffl man, um Rechenzeit
zu sparen, besser eine spezielle Prozedur erstellt. Die folgenden Beispiele sind von dieser Art.

Beispiel 12.1 Schnitt KEGEL- ZYLINDER

D, : Kegel (z — h)? (h/ri)* (2% + y?), 0<z<h.
Oy : Zylinder (y—ya)?> + (2 —24)% = 12, —l.<z

IN
~
N
I3
S}
\%
<
I}

Wir unterscheiden 3 Schnittsituationen:

A

Fall | Fall 1l Fall 11l

Abbildung 12.1: Schnitt Kegel-Zylinder

(1) Mit Hilfe von is_circle_line fiir die Mantellinien z = 4-(h/7;)y +h und den Kreis (y —y4)% +
(2 — 24)? = r? in der y — 2—Ebene, bestimmt man, welcher Fall vorliegt.

(2) Durchdringungskurve:
Ist m die Mantellinie des Zylinders durch den Punkt (0, y, + 7. cos g, z, + 7, sin ¢), so erhilt
man die gemeinsamen Punkte
(£ ((h = zi)re/h)2 — y2,yi, i) mit y; = yo + 1. CO8¢, 2; = 24 + 1 8inQ,
falls /- - - existiert.
(s. auch Absch. 10.3)
Im Fall T erhélt man Schnittpunkte fiir beliebige Winkel ¢ aus dem Intervall [0, 27]. Im Fall
IT lduft ¢ iiber ein Teilintervall und im Fall III {iber zwei Teilintervalle von [0, 27].
Um alle Félle gemeinsam behandeln zu konnen, schreibt man ein spezielles Unterprogramm
is_cone_cylinder_spec(wl, w2, dw, p,np), das np Punkte (p : vts3d) im Intervall [wl, w2] im
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Winkelabstand dw mit < 0 berechnet. wl und w2 ergeben sich in den Féllen II, IIT aus den
in (1) berechneten Schnittpunkten. Die restlichen Kurventeile erhélt man durch Spiegelung
der schon berechneten an der y — z—Ebene.

(3) Die Umrisse des Kegels und des Zylinders projiziert man mit pp_cone und pp-cylinder oder
verwendet die Sehstrahlmethode als Hiddenline-Algorithmus (s. Kap. 10) .

Fall Il Fall 11

Abbildung 12.2: Durchdringung Kegel-Zylinder: Fall I, Fall IT, Fall III
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Aufgabe 12.1 Schreibe ein Programm das den Schnitt der Fldchen

®, : Kugel 2 4+ y? + 22 r2,
Dy Zylinder (Y — ya)? + 22

I
<
V)
|
&
IN
8
N
&

darstellt.

Abbildung 12.3: Durchdringung Kugel-Zylinder

Aufgabe 12.2 Schnitt KEGEL-KUGFEL:

®y @ Kegel (z — h)?
Oy 0 Kugel (7 —2m)2+9%+ (2 — 2m)°

Abbildung 12.4: Durchdringung Kegel-Kugel

Aufgabe 12.3 Bestimme die Schnittkurve eines Kegels mit einem geneigten Zylinder wie in den
folgenden Abbildungen und wickle den Kegel und den Zylinder mit jeweils der Durchdringungskurve
ab. (vgl. Kap. 16)

Aufgabe 12.4 Schnitt ZYLINDER - ZYLINDER
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Abbildung 12.5: zu Aufgabe 12.3

Abbildung 12.6: zu Aufgabe 12.4
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In speziellen Situationen lassen sich auch Flachen héheren Grades mit Zylindern schneiden. Z.B.
enthélt der folgende Rohrabzweig die Durchdringungskurve zwischen einem Torus und einem Zy-
linder in spezieller Lage. Den Schnitt einer Zylindergeraden kann man hier auf den Schnitt einer
Gerade mit zwei auf dem Torus liegenden Kreise zuriickfithren.

Aufgabe 12.5 ROHRABZWEIG (Schnitt Torus-Zylinder)

—

/ A
/ \
< —

Abbildung 12.7: Rohrabzweig (Aufgabe 12.5)

12.2.2 Schnitt zweier impliziter Flichen

In BA,HO,LY,HO’88 wird ein Algorithmus fiir die sukzessive Bestimmung von Punkten der Schnitt-
kurve zweier implizit gegebener Flichen beschrieben. Im Folgenden wird zunéchst eine etwas ver-
einfachte Version dieses Verfolgungsalgorithmus beschrieben.

Es seien zwei Fldchen durch Gleichungen fi(z,y,2) =0, fa(z,y,2) = 0 gegeben. Fiir die Funktionen
f1, f2 setzen wir voraus:

(1) f1, f2 sind differenzierbar.
(2) Die Gradienten V f1,V fa sind auf und in der Nihe der Schnittkurve linear unabhéngig.

Idee: Hat man einen Punkt P, der Kurve innerhalb vorgegebener Toleranzgrenzen gefunden, so
findet man eine N&herung Qo fiir den nichsten Punkt P;y;, in dem man ein Stiick entlang der
Tangente in P; lduft. Den Punkt Q¢ verbessert man mit Hilfe mehrerer Newton-Iterationen.
Durchfiihrung:

A) Einen Startpunkt Py : po findet man, in dem man zunéchst einen Punkt Qg : qo in der “Nihe”
der beiden Flichen bestimmt. Mit Hilfe der unten beschriebenen Iteration erhilt man dann

Po-

B) Piy1:pit1 aus B @ pi:
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(1) O-te N&herung qq fiir p;y1:
qo = pi + dt, wobei ¢ eine Schrittweite und t = (V f1(pi) x Vfa(pi))/| --- ||
der Tangenteneinheitsvektor ist.

(2) Qr+1 aus qg:
Es sei

9;(s,t) == filar + sV filar) + 1V falar)), j=1,2.
Fiir die Gleichung G(s,t) := (g1(s,t), g2(s,t)) = (0,0) und den Startpunkt (0,0) fithren

wir einen Newtonschritt aus, d.h. wir 16sen das lineare Gleichungssystem

sV fi(qr)? + tVfi(ar) - Vie(ar) = —fi(ax)
sVfi(ar) - Viaar) + tVfa(qe)? = —fa(ar)

fiir s,¢ und setzen qr4+1 = qr + sV fi(ar) + tV fa(qg).

(3) Ist der Abstand zwischen qg+1 und qi klein “genug” (oder eine andere Abbruchbedin-
gung), setzen wir pi4+1 = Qp41-

Aufgabe 12.6 Bestimme die Schnittkurve der beiden impliziten Flichen (Abb. 12.8)

hzy,z) =o' +y* + 21 =1 = 0 ( “Hyperkugel”)
folw,y,2) =y*+ (2 —20)*—25 = 0 (Zylinder)

Abbildung 12.8: zu Aufgabe 12.6 , zo = 0.47 bzw. zy = 0.6

Bemerkung: Mit dem obigen Algorithmus lassen sich oft auch Félle behandeln, bei denen die
Schnittkurve Singularitiiten besitzt (s. Abb. 12.9. Der Grund dafiir ist, dafl man praktisch eine
Singularitdt so gut wie nie trifft. Da aber in einer Singularitéit eine Richtungsumkehr eintreten kann,
mufl man dafiir sorgen, dafl der Algorithmus nicht um die Singularitdt pendelt und damit hidngen
bleibt.

Bemerkung zur Bestimmung von qg:
Die Bestimmung der 0—ten Néherung qo von p;41 148t sich durch die folgende Abénderung des
Schrittes B1) krimmungsabhingig gestalten.
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Abbildung 12.9: Schnittkurve mit einer Singularitit , zg = 0.5

Setzt man eine Parameterdarstellung c(s) der Schnittkurve in die Funktionen f; und fs ein und
entwickelt die so entstandenen Funktionen fi(c(s)) und f2(c(s)) nach s, so erhélt man

S2
0= file(s) = fi(e(0) + 5V ;- €(0) + 5 (Vi€ (0) +€(0) - i/ (0)T) - i=1,2,

wobei V f; der Gradient und H; die Hesse-Matrix an der Stelle ¢(0) sind.

Die Koeffizienten bei s° und s! liefern keine neuen Erkenntnisse. Der Koeffizient bei s? gibt uns
die Moglichkeit ¢”(0) zu berechnen. Hierzu machen wir die Annahme, dafl der Parameter s die
Bogenlinge ist. Denn dann gilt

(1) €(0) = (Vi x VE)/IVFi x Vol (€(s) hat die Linge 1)
(2) ¢"(0)-c¢/(0)=0, i=1,2 (c¢” liegt in der von V f1 und V fo aufgespannten Ebene)
(3) Vfi-c"(0) = —c'(0)- H; - ¢'(0)T, i=1,2,

V f1, V fo und Hy, Hy berechnet an der Stelle ¢(0). Wegen der linearen Unabhéngigkeit von V f; und
V f2 und der Beziehung (2) lassen sich aus den zwei Gleichungen (3) Zahlen 5 und v bestimmen mit

c’(0) = BV f1 +V fo.
Die Schrittweite s wihlt man jetzt kriimmungsabhéingig, z. B.
|s| ~ 1/5][c"(0)]].

Damit ergibt sich die O-te Néherung qo von p;y1 : qo = p;i + s¢’(0) + 5¢”(0).

12.2.3 Unmrif3 impliziter Flichen

Der in 12.2 angegebene Verfolgungsalgorithmus 148t sich auch zur Berechnung des Umrisses einer
implizit gegebenen Flidche verwenden. Sei f(x,y,z) = 0 die Gleichung einer Fliche ® und ist f dif-
ferenzierbar, so geniigt ein potentieller Umrisspunkt (g, 4o, 20) bei Parallelprojektion den beiden
Bedingungen

f(wo,0,20) =0, g(zo0,v0,20) = Vf(x0,y0, 20) - 0o = 0,
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wobei ng die (negative) Projektionsrichtung ist. D.h. der Umrif} li8t sich als Schnitt zweier implizit
gegebener Flichen f = 0 und g = 0 auffassen. Da die Funktion g aber mittelbar von f abhingt,
konnen wir die wéhrend des Algorithmus notwendige Berechnung von Vg etwas formalisieren:

Es sei f 2-mal differenzierbar und g := V f - ng. Dann ist Vg = H¢ng, mit der HESSE-Matrix

fro fzy faz
Hf = fym fuu fyz
Jex fzy faz

Ist f von der speziellen Form f(z,y, 2) = h(z,y) — 2, so haben V f und H; die Gestalt V f(z,y,z) =
(Vh(z,y),—1) und

hew hay O
Hi=| hyz hyy O
0 0 0

Beispiel 12.2 Bei der Darstellung der Funktion fi(z,y,z) = 0 in Aufgabe 12.6 wurde der Umrif8
auf die hier beschriebene Art bestimmd.

Aufgabe 12.7 a) f(z,y,2) =1 —-2)1+2)1-y) 1+ y)1—-2)(1+2) —c=0, c>0.

Die Fliche f(x,y,z) = 0 beschreibt (fiir festes ¢) eine “glatte und konveze Approximation” des
Wiirfels mit den Ecken (£1,+1,+1). (vgl. HA,FE"...) Stelle diese Approzimation dar.

b) Gib analoge Approzimationen eines Oktaeders an und stelle sie dar.

Abbildung 12.10: Approximation eines Wiirfels Approximation eines Oktaeders (Aufgabe 12.7)

Aufgabe 12.8 Die Gleichung

a) f(z,y,2) = (1—22—y?>—2%)2—c =0, ¢ > 0, beschreibt eine glatte Approximation einer Halbkugel
bzw.

b) f(z,y,2) = (1 —2? —=22)(1 —y?> —2%) —c =0, ¢ > 0, beschreibt eine glatte Approzimation des
Durchschnitts zweier Zylinder. (vgl. HA,FE’...)

Stelle die Fldchen fir geeignete ¢ dar.
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Abbildung 12.11: zu Aufgabe 12.8

Abbildung 12.12: Cassini-Fliache

Aufgabe 12.9 Die Gleichung z = —(2? + y*)? + 2(2® — y?) — 1 beschreibt eine Fliche, deren
Héhenlinien Cassini-Kurven (s. 6.2) sind.
Stelle die Fliche (incl. Umrif}) dar.

Bei Zentralprojektion 148t sich der Umrifl einer impliziten Flidche f(x) = 0,x = (z,y, 2), als
Schnitt mit der impliziten Fliche g(x) := V f(x) - (z — x) = 0 auffassen. Zum Schnitt dieser Flichen
bendtigt man Vg. Hier ergibt sich

Vy(x) = Hy(x) - (z = x) = Vf(x),
wobei H; die HESSE-Matrix von f ist (vgl. 12.2.3).

Beispiel 12.3 CASSINI-Fliche

12.2.4 Schnitt einer impliziten mit einer parametrisierten Flache

Essei f(x,y, z) = 0 die Gleichung einer (impliziten) Fliche und S(s, t) die Parameterdarstellung einer
zweiten Flidche. Schnittpunkte beider Flidchen geniigen dann der Gleichung F(s,t) := f(S(s,t)) = 0.
Mit dem Algorithmus fiir ebene implizite Kurven aus Kap. 6 lassen sich Parameter von Schnittpunk-
ten und aus der gegebenen Parameterdarstellung S(s,¢) Schnittpunkte selbst bestimmen.
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=W
==

Abbildung 12.13: Zentralprojektion einer impliziten Fliche mit Umrif§

Bemerkung;:
Um eine gleichmdfSige Verteilung der Punkte im Objektraum mit dem ungefihren Abstand ¢ zu
erhalten, 16st man das (quadratische) Gleichnungssystem

52
0

S2As? +2S,S;AsAt + STAt?
(Vf-Ss)As+ (Vf-S;)At

und nimmt (s; + As, t; + At) als neuen Startpunkt fiir die Methode des steilsten Weges (vgl. 6.2).

12.2.5 Umrif} einer parametrisierten Fliche

Ist S(s,t) eine differenzierbare Parameterdarstellung einer Fliche, so ist n(s,t) := Ss(s,t) x St(s,1)
eine Fldchennormale im Punkt S(s, t), falls S,(s, t) und S;(s, t) linear unabhéingig sind. Beschreibt ng
die (negative) Projektionsrichtung, so ergeben sich potentielle Umripunkte bei Parallelprojektion
aus der Gleichung f(s,t) := n(s,t) - ng = 0. D.h. auch hier 148t sich der Verfolgungs-Algorithmus
aus 6.2 verwenden, um zunéchst im Parameterbereich den Umrify zu bestimmen.

Beispiel 12.4 Fiir S(s,t) = (s,t,1—s*—t*) ist Ss(s,t) = (1,0, —453),S;(s,t) = (0,1, —4t%),n(s, t) =
(453,43, 1) und damit f(s,t) = 48°no, + 4t3n0y + no2-

Bei Zentralprojektion ist ein Punkt x(s,t) ein Umripunkt, wenn

f(s,t) :==n(s,t) - (z—x(s,t)) =0

ist. Losungen dieser Gleichung findet man mit dem Algorithmus fiir implizite Kurven in 6.2.

12.2.6 Schnitt zweier parametrisierter Flichen

Die Bestimmung der Schnittkurve von Flichen, die durch Parameterformen gegeben sind, ist schwie-
riger als im impliziten Fall, da nicht nur die Koordinaten von Punkten, sondern auch jeweils Para-
meter von Flachenpunkten bestimmt werden miissen. Der hier angegebene Verfolgungsalgorithmus
fiir parametrisierte Flachen stammt im Wesentlichen aus BA,KE’90.

Ein wesentlicher Teil des Algorithmus ist die Bestimmung des Lotfuflpunktes des Lotes von einem
Punkt P auf eine Fliche ®.
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Abbildung 12.14: Umri  a) Fliche mit Umrif b) im Parameterbereich (f(s,¢) = 0)

12.2.6.1 Lotfulpunkt und Flicheninversion.

Gegeben: @ : x = S(s,t) sei eine differenzierbare Flidche mit stets linear unabhiingigen Tangenten
vektoren S, S;.P : p sei ein Punkt und Lo, sg, tg eine 0-te Ndherung des Lotfufpunktes L
und seiner Parameter.

Gesucht: Lotfulpunkt L : 1 des Lotes von P auf ®.

Die Differenz p — 1 mufl senkrecht auf der Tangentialebene in L stehen, d.h. die Parameter von L
miissen Losung des folgenden Gleichungssytems sein:

f(s,t) == (S(Svt) -Pp)- SS(Svt) =0, g(S,t) = (S(Svt) - p) : St(svt) =0

Dieses Gleichungssystem in den zwei Variablen s, ¢ 1483t sich mit Hilfe der Startwerte sq, to
entweder durch eine Newton-Iteration mit F := (f, g) und

o S S8\, (Su(S—p) S (S—p)
Ss S S} Sts-(S—p) Su-(S—-p)

oder durch sukzessives Lotefillen auf Tangentialebenen l6sen.
Sukzessives Lotefillen auf Tangentialebenen:

Es sei Ly, sg, ty die k-te Ndherung fiir L.
Wir ndhern die Flidche S(s,t) in der Umgebung von L durch die Tangentialebene

ek : X(As, At) = S(sk, tr) + AsSs(sk, tg) + AtS¢(sk, tr)

in Ly an und bestimmen As und At so, dafl p — x(As, At) auf ¢ senkrecht steht: Setzen wir
es := Ss(sk,tk), et := S¢(sk, ti) so ergeben sich As und At aus dem linearen Gleichungssystem

(p — S(sk,tx)) -es = Ase?+ Ate, - e
(p—S(sk,tx)) - er = Ase,- e, + Ate?

Wir setzen sgy1 = s + As, tky1 = tg + At, Lit1 = S(Sg+1,tk+1). Ist der Abstand von Ly zu
Ly, klein “genug”, so setzt man L = Ly 1.
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Abbildung 12.15: Lot auf eine Tangentialebene

Bemerkung;:

Die Methode zur Bestimmung eines Lotfulpunktes 148t sich auch zur Flacheninversion verwenden.
Bei der Flicheninversion sucht man zu einem Punkt Py : po der Fliche S(s,t) Parameter sg, tp mit
Po = S(s0,%0). (S0, to miissen nicht eindeutig bestimmt sein.)

12.2.6.2 Der Verfolgungs-Algorithmus

Voraussetzungen:

Es seien Si(s,t), So(u,v) Parameterdarstellungen zweier Flichen mit folgenden Eigenschaften:

(i) S; und S, sind differenzierbar und

(ii) die Flichentangenten Sis,S1¢ bzw. Sa,, S2, bzw. die Flichennormalen n; := S;4 X S14,np :=
Sou X Sgy sind auf und in der “Néhe” der Schnittkurve linear unabhéngig.

Durchfiihrung:

(1) Bestimmung eines Startpunktes Py und seiner Parameter sg, to, ug, vo:
Die Parameterbereiche der Flichen werden mit geeigneten Unterteilungsnetzen (dquidistant
oder “angepafit”) iiberzogen. Jedem Rechteck dieser Netze werden Quader im IR® zugeordnet,
die die zugehorigen Flichenpunkte enthalten. Schnitte der Quader der einen Fliche mit den
Quadern der anderen Fliche liefern Nédherungspunkte und Ndherungsparameter fiir mogliche
Schnittpunkte. Durch mehrmalige Iteration (s.u.) erhilt man gegebenfalls einen Startpunkt
Qo und seine Parameter.

(2) Pig1, Sit1, tig1, Uit1, Vig1 aus P, si, by, us, v5:

(2.1) 0-te Niherung Qo fiir Pitq:
Berechnung von Si14(8n, tn), S16(Sn, tn), S2u(Un, Un ), Soy (Un, vy ), der Normalen ny (s, t,,), o (ty, vy,)
und der Kurveneinheitstangente t :=ny X na/|| ... ||. Qo = P; + 0t,d Schrittweite.
(2.2) LotfuBpunkte Ay bzw. By der Lote von @ auf die Fléchen (s.o.).
(Als 0-te Niherung der Lotfupunkte wihlt man P, und seine Parameter.)
(2.3) Qr+15Ak+1, Bry1 aus Qx, Ak, B
Sind €1, £5 die Tangentialebenen in den Punkten Ay, By und 3 die Ebene durch den Mit-
telpunkt der Strecke Ay By mit der Normalen n3 := nj X ng so ist Q1 der Schnittpunkt
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Abbildung 12.16: Zum Verfolgungs-Algorithmus

der Ebenen €1, ¢9,€3:

(Ill . Ak)(n2 X Ilg) + (IIQ . Bk)(ng X Ill) + (Ilg . %)(nl X 112)

np - (IIQ X Ilg)

Qr1 =

Ag41, Br+1 sind die Lotfuipunkte zu Qg1 (s.0.).

(2.4) TIst der Abstand der LotfuBpunkte Agi1, Br+1 klein genug, so setzt man Piy; = Qpt1-
Als Parameter von P;;1 auf den Flichen nimmt man die Parameter der Lotfuflpunkte
Ap41 (L.Flidche) und Bg41 (2. Fliiche).

Beispiel 12.5 S (s,t) = (s,t,s% + t?), Sa(u,v) = (u,v,2 —u* —v?).

Abbildung 12.17: zu Beispiel 12.5

12.2.7 Die Normalform einer Fliche

Analog zur Normalform einer Kurve (s. Abschnitt 6.9) wollen wir hier die Normalform einer Fléche
erklidren. Sie ist eine Verallgemeinerung der HESSE Normalform fiir Ebenen.

Es sei ® eine Fliche mit den folgenden Eigenschaften:

(NF1) & ist glatt und
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(NF2) es gibt ein Gebiet D C IR® in der Umgebung von ® so, daf es fiir jeden Punkt x € D moglich
ist, einen (eindeutigen) Lotfufpunkt (Punkt auf ® mit minimaler Distanz zu x) zu bestimmen.

Ist h die zugehérige orientierte Distanzfunktion, so ist die Gleichung h(x) = 0 eine implizite Dar-
stellung der Flache ® und heift die Normalform von ®.

Ist ® eine parametrisierte Fliche, so verwendet man fiir die Berechnung von h(x) und Vh(x) den
LotfuBlpunkt-Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt.

Der Lotfulpunkt-Algorithmus fiir implizite Flichen verwendet (analog zum Kurvenfall in Ab-
schnitt 6.8) die Prozedur surfacepoint:

(SP1) Es sei Qo = qp ein Punkt in der Nihe der impliziten Fliche ® : f(x) = 0.

(SP2) Iteration entlang des steilsten Weges:

f(ai) R o . |
_ WVf(qi) (Newtoschritt fiir g(t) := f(q; +tVf(q:)))

bis ||qi+1 — qi|| klein genug ist.
(oder andere Abbruchbedingung.)

wiederhole q;+1 = q;

Bestimmung des Lotfufipunktes xq (zu x):
(0) sp = surfacepoint(x)

(1) wiederhole t;;; = x — %V f(si) (LotfuBpunkt auf der Tangentialebene),
Si+1 = surfacepoint(t;+1) (Flichenpunkt)
bis |[|si+1 — si|| klein ”genug” ist.

X0 = Si41-

Bemerkung;:
Wie im Kurvenfall kann es bei den Lotfuflpunkt-Algorithmen, die wiederholt Lote auf Tangentialebe-
nen fillen, zu Konvergenzproblemen kommen, falls der Punkt x, zu dem der Lotfufpunkt bestimmt
werden soll, zu "weit” von der Fliche entfernt liegt und die Fliche in diesem Bereich ”wesentlich”
gekriimmt ist.

Eine erste Vereinfachung bietet die Normalform beim Schneiden von Flédchen. Da bei Verwendung
der Normalform jede Fliche als implizite Fliche aufgefalit werden kann, geniigt zum Schneiden von
Fldchen ein einziger Algorithmus, ndmlich der fiir implizite Fliachen.

Weitere Anwendungen sind in den Kapiteln 14 und 15 enthalten.



Kapitel 13

HIDDENLINE-ALGORITHMUS
FUR NICHTKONVEXE
POLYEDER, DARSTELLUNG
PARAMETRISIERTER
FLACHEN

13.1 Der Hiddenline-Algorithmus

Der Hiddenline-Algorithmus pp_convex_polyh (vgl. Kap. 3) bzw. cp_convex_polyh (vgl. Kap. 4)
ist nur auf konvexe Polyeder anwendbar. Um auch allgemeinere Konfigurationen von Kanten und
ebenen Polygonen unter Beriicksichtigung der Sichtbarkeit darstellen zu konnen, iiberlegen wir uns
jetzt einen allgemeineren Algorithmus.

Voraussetzungen und Vorgaben:

Gegeben: a) Strecken (Kanten) {e1,ez,es,...}

b) ebene, konvexe N—Ecke (Facetten) {f1, f2, f3,...}
Falls gewisse N —Ecke nicht konvex sind, zerlegt man sie in mehrere konvexe Teile. Die hierzu ben6tig-
ten zusétzlichen Kanten ignoriert man dann beim Zeichnen. Die Kanten, die auf Sichtbarkeit unter-
sucht werden sollen, miissen nicht unbedingt einem der N—FEcke angehoren. (s. Haus mit Fenster
und Tiir am Ende dieses Paragraphen.)

Idee:

(1) Falls die Facetten orientiert sind, sondert man mit Hilfe des schnellen “Normalen-Tests” die
unsichtbaren Facetten und deren unsichtbaren Kanten aus.

(2) Der einfache “Fenster-Test” unterdriickt den aufwendigeren Sichtbarkeitstest (3)-(5) bei “of-
fensichtlichen” Féllen.

(3) In der Bildtafel wird untersucht, ob das Bild einer Kante teilweise innerhalb des Bildes einer
Facette (konvexes Polygon) liegt.

163
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(4) Falls dies der Fall ist, wird mit Hilfe eines Testpunktes (im Raum) festgestellt, ob die Kante
auf derselben Seite der Ebene der Facette wie das Projektionszentrum liegt oder nicht.

(5) Wird die Kante teilweise von der Facette verdeckt, werden die sichtbaren Teile bestimmt und
abgespeichert.

(6) Nachdem die Kante gegen alle Facetten auf diese Weise untersucht worden ist, werden die
sichtbaren Teile gezeichnet.

Zur Verwirklichung dieser Idee benotigen wir die folgenden drei Unterprogramme:
a) is_line _convex_polygon: berechnet den Schnitt einer Strecke mit einem konvexen Polygon.
b) intmint: bestimmt die Differenz [a, b]\[c, d] zweier Intervalle von IR.

¢) cp_vts3d_vts2d_spez: ist eine gerinfiigige Erweiterung von cp_vts3d_vts2d. In einem zusétzli-
chen Parameter (pdist: r_array) werden die Absténde der Punkte von der Bildtafel (z—Koordinaten
der Punkte im System (H;e1,eq,ng)) mitgeliefert.

procedure is_line_convex_polygon(pl,p2 : vt2d; p_pol : vts2d_pol; np : integer;
var t1,t2 : real; var ind : integer);
{Berechnet die Parameter t1,t2 der Schnittpunkte der Strecke pl,p2 mit dem konvexen
Polygon p_poll[0],...p_pol[np]l. ind=0 bzw. 2 : Strecke innerhalb bzw. ausserhalb,
ind=1: sonst. vts2d_pol: array[0..npfmax] of vt2d. }
{kskokokkkokkkokk b
procedure intmint(a,b,c,d: real; var el,fl,e2,f2: real; var ind: integer);
{Berechnet die Intervall-Differenz [a,b] \ [c,d].
ind=0: leer, ind=1: 1 Interv., ind=2: 2 Interv.}
{oksrskookkokokokk
procedure cp_vts3d_vts2d_spez(var p: vts3d; nl,n2 : integer; var pp : vts2d;
var pdist : r_array);
{Zentralprojektion (Koordinaten) einer Punktreihe.
pdist[i] : Distanz des Punktes p[i] von der Bildtafel.}
{rskokokkkokkkokk

Zur Datenstruktur:
Fiir jede Facette (Polygon) werden in dem record face dat die folgenden Daten gespeichert:

1) npf, nef: Anzahl der Punkte bzw. Kanten.

2) fpl1], ... fplnpfl: Erster, zweiter, ... Punkt der Facette,
fe[1], ...fe[nef]: Erste, zweite, ... Kante der Facette.
(Falls die Facetten orientiert sind, miissen sie (von auflen gesehen) gegen den Uhrzeiger ange-
ordnet sein.)

3) box: enthilt minimale und maximale z—Werte bzw. y—Werte der Bildpunkte der Facette.
box.zmax: maximaler Abstand der Punkte von der Bildtafel.

4) Den Normalenvektor nv und die Zahl d der Gleichung n, - x = d der Ebene, die die Facette
enthélt.

5) discentre: Abstand des Zentrums von der Ebene, die die Facette enthilt.
6) vis: vis=true bzw. vis=false, falls die orientierte Facette sichtbar bzw. unsichtbar ist.

Fiir jede Kante legen wir das record edge_dat an:
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1) epl,ep2: Erster bzw. zweiter Punkt der Kante.

2) vis: vis=true bzw. vis=false, falls die Kante einer sichtbaren bzw. unsichtbaren Facette
angehort.

Alle records face_dat bzw. edge_dat sind zu dem array face bzw. edge zusammengefafit.

Der Hiddenline-Algorithmus ist in dem folgenden Unterprogramm cp_lines before_convex faces
enthalten.

Zum Unterprogramm cp_lines before_convex faces (oriented faces,is_permitted):
oriented_faces=true: Die Facetten sind orientiert. Es wird der schnelle Normalentest durchgefiihrt.
is_permitted=true: Die Kanten diirfen die Facetten schneiden. (langsam!)

(0) Im Hauptprogramm miissen zur Verfiigung stehen:

a) np, nf, ne: Anzahl der Punkte, Facetten, Kanten,

=3

die Koordinaten der Punkte P; : p;, ¢=1,...,np,

c) fiir jede Kante die Daten: Anfangs- und Endpunkt epl,ep2,

)
)
)
)

ol

fiir jede Facette die Daten:

npf ,nef : Anzahl der Punkte bzw. Kanten der Facette,

fpl[1],...fp[npf] : die Punkte der Facette, fe[1], ...fe[npf] : die Kanten der Facette,
die Gleichung n,x = d der zugehorigen Ebene.

(1) Es werden

a) die Bildpunkte und deren Abstand zum Projektions-Zentrum berechnet,
b) fiir jede Facette

der “Abstand” (discentre) des Zentrums von dieser Ebene,

die Fensterdaten des Bildpolygons in box (xmin, xmax, ymin, y max),

der maximale Abstand (box.zmax) der Facettenpunkte von der Bildebene berechnet.
b’) der Normalentest fiir orientierte Facetten durchgefiihrt.

Ist die Facette sichtbar so wird sie und ihre Kanten als sichtbar erklért.

Abbildung 13.1: Fenster
eines Polygons

(2) Untersuchung der i-ten Kante e;, gegeniiber der j-ten Facette f;, falls beide sichtbar (vis=true)
sind:
a) Berechnung des Fensters (xemin, xemax, yemin, yemax) und des minimalen Abstandes
(zemin) von der Bildtafel der Kante.
b) Ist die Kante eine Kante der j-ten Facette ? (ja: — niichste Facette.)

c¢) Falls box.zmax > zemin und sich Kantenfenster und Facettenfenster iiberlappen: Schnitt
der Bildkante mit dem (konvexen) Bildpolygon der j-ten Facette.
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-

Abbildung 13.2: Fenstertest

d) Falls ein Teil der Bildstrecke in dem Polygon liegt:

d1) falls Schnitt Kante-Facette NICHT zugelassen ist (is_permitted=false):
Test mit Testpunkt p;, ob die Kante (im Raum) vor oder hinter der Ebene der j-ten
Facette liegt.

Abbildung 13.3: Fall d1) bzw. d2)

d2) falls Schnitt Kante-Facette zugelassen ist (is_permitted=true):
Mit Hilfe zweier Testpunkte p:1, psr2 wird die Lage der Kante relativ zur Facette
festgestellt und der Teil der Kante, der vor der Facette liegt, bestimmt.

e) Falls die Kante teilweise hinter der Facette liegt:
Die Parameterintervalle [par1(l), par2(l)] der noch sichtbaren Teilstrecken werden berech-
net und abgespeichert.

(3) Ist die Kante e; gegen alle Facetten getestet, werden die sichtbaren Teilstrecken gezeichnet.

procedure cp_lines_before_convex_faces(oriented_faces,is_permitted : boolean);
{Projiziert und zeichnet Kantenteile VOR (orientierten) ebenen n-Ecken.
oriented_faces=true: die Flaechen sind orientiert,

is_permitted=true: Kanten duerfen die Flaechen schneiden.

Aus dem Hauptprogramm muessen bereitstehen:

np, ne, nf: Anzahl der Punkte, Kanten, Flaechen,

pl1]l,...,p[np] : Punkte,

face[i] .fpl[k] (facel[i].fel[k]): k-ter Punkt (k-te Kante) in i-ter Flaeche,
face[i] .npf (face[i] .nef): Anzahl der Punkte (Kanten) in der i-ten Flaeche,
edge[i] .epl (edgeli].ep2): Anfangs-(End-)Punkt der i-ten Kante,

face[i] .nv,face[i].d: Koeffizienten der Ebenengleichung.}

label 5,10;
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tl,t2,tt,dispt,xemin,xemax,yemin,yemax,zemin,cc,
ttl,tt2,ts,displ,disp2,disptl,dispt2,testl,test2 : real;
i,j,k,1,m,ip,i1,i2,nseg,nseg0,ind : integer;

pl,p2,pd,pt, ptl,pt2,ps : vt3d;

ppl,pp2,ppd,qql,qq2,pps : vt2d;

PP : Vvts2d; error : boolean;

parl,par2,pal,pa2,pa3,pa4 : r_array_seg; {r_array_seg : s. HP
p_pol : vts2d_pol; {vts2d_pol : s. HP
nt : i_array_seg; {i_array_seg : s. HP

Lrskkokkk}

begin
if oriented_faces then

begin

for i:= 1 to nf do facel[i].vis:= false;
for i:= 1 to ne do edgeli] .vis:= false;
end;

{ Koordinaten der Bildpunkte: }
cp_vts3d_vts2d_spez(p,1,np, pp,pdist);

{ Fenster und Normalentest fuer die Flaechen: }
for i:= 1 to nf do

begin
with face[i] do
begin
discentre:= scalarp3d(nv,centre) - d;
if ((discentre>=0) or (not oriented_faces)) then
begin
if oriented_faces then
begin { Normalentest: Flaeche ist sichtbar }
vis:= true;
for k:= 1 to nef do edgelfelk]].vis:= true;
end;
with box do
begin
with pp[fp[1]] do { Anfangswerte }

begin xmin:= X; xmax:= X; ymin:= y; ymax:= y;

zmax:= pdist[fp[1]];
for k:= 2 to npf do
begin
with pplfpl[k]l] do { Flaechenfenster }
begin
xmin:= min(xmin,x); ymin:= min(ymin,y);
xmax:= max(xmax,x); ymax:= max(ymax,y);
end; { with }
zmax:= max(zmax,pdist[fp[k]]);
end; { for k }
end; { with box }
end; { if }
end; { with face }
end; { for i }

{ Test und Zeichnen der Kanten(-teile):}
for i:= 1 to ne do { Beginn der KANTENschleife }

begin
if not edgeli].vis then goto 10;
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[}

end;

pari[1]:= 0; par2[1]:= 1; mnseg:= 1; { : 1 sichtb. Anfangsintervall}
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{ Punkte und Fenster der Kante : }

il:= edgel[i].epl; i2:= edgeli].ep2;

pl:= plill; p2:= p[i2]; ppl:= pplill; pp2:= ppli2];

xemax:= max(ppl.x,pp2.%); yemax:= max(ppl.y,pp2.y);

xemin:= min(ppl.x,pp2.%); yemin:= min(ppl.y,pp2.y);

zemin:= min(pdist[il] ,pdist[i2]);

for j:= 1 to nf do { Beginn der FLAECHENschleife }
with face[j] do
begin
if not vis and oriented_faces then goto 5;

{ Fenstertest mit j-ter Flaeche: }
if (xemax<=box.xmin) or (xemin>=box.xmax)

or (yemax<=box.ymin) or (yemin>=box.ymax) or (box.zmax<=zemin)
then goto 5; { Kante wird nicht von j-ter Flaeche verdeckt }

{ Kante i Kante von j-ter Flaeche 7:}
for k:= 1 to nef do if i=fe[k] then goto 5; { naechste Flaeche}

{ Schnitt der Kante mit dem (konvexen) Flaechenpolygon in der Bildtafel: }
for k:= 1 to npf do p_pollk]:= pplfplkl]l; p_poll[0]:= p_poll[npf];
is_line_convex_polygon(ppl,pp2,p_pol,npf,t1,t2,ind);
if ind=2 then goto 5 ; {Kante nicht verdeckt=> naechste Flaeche }
if not is_permitted then {Kante darf die Flaeche NICHT durchdr.}

{ Testpunkt und Test, ob Kante vor oder hinter der Flaeche : }

begin

tt:= ( max(0,t1) + min(1,t2) )/2; diff3d(p2,pl, pd);
lcomb2vt3d(1,pl, tt,pd, pt);

dispt:= scalarp3d(av,pt) - d; {Distanz Testpunkt-Ebene}

if (dispt*discentre>0) then goto 5;
{ Kante vor der Ebene => naechste Flaeche }
end; { if not is_permitted }
if is_permitted then { Kante darf die Flaeche durchdringen }
{ Bestimmung des Teils der Kante, der hinter der Flaeche liegt: }

begin

ttl:= max(0,t1); tt2:= min(1,t2); diff3d(p2,pl, pd);
lcomb2vt3d(1,pl,ttl,pd, ptl); lcomb2vt3d(1,pl,tt2,pd, pt2);
disptl:= scalarp3d(nv,ptl) - d; {Distanz 1.Testpunkt-Ebene}
dispt2:= scalarp3d(nv,pt2) - d; {Distanz 2.Testpunkt-Ebene}
testl:= disptlx*discentre; test2:= dispt2*discentre;

if ((test1>=0) and (test2>=0)) then goto 5;
{ Kante vor der Ebene => naechste Flaeche }
if disptl*dispt2<0 then
begin
displ:= scalarp3d(anv,pl) - d; disp2:= scalarp3d(nv,p2) - d;
ts:= displ/(dispil-disp2);
lcomb2vt3d(1,pl,ts,pd, ps); cp_vt3d_vt2d(ps,pps);
diff2d(pp2,ppl, ppd); {Zentralproj. ist keine lin. Abb. !!!}
ts:= (scalarp2d(pps,ppd)-scalarp2d(ppl,ppd))/scalarp2d(ppd,ppd) ;
if test1<0 then t2:= ts else tl:= ts;
end;
end; { if is_permitted}
for 1:= 1 to nseg do {weiterhin sichtbare Intervalle:}
intmint (pari[1],par2[1],t1,t2,
pallll,pa2[1],pa3[1],pa4[1],nt[1]);
nseg0:= nseg; m:= 0;
for 1:= 1 to nseg0 do { neue Intervallteilung }
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begin
if nt[1]=0 then nseg:= nseg-1 { 1 Segment weniger }
else
begin
m:= m+1l;
pari[m]:= pal[l]; par2[m]:= pa2[l];
if nt[1]=2 then { 1 Segment mehr }
begin
m:= m+l; nseg:= nsegtl;
pari[m] := pa3[1]; par2[m]:= pad[l];
end;
end; { if }
end; { for 1 }
if nseg<l then goto 10;
5: end; { with }
for k:=1 to nseg do  { Zeichnen der sichtb. Segmente der i-ten Kante}
begin
diff2d(pp2,ppl, ppd);
lcomb2vt2d(1,ppl, parilk],ppd, qql);
lcomb2vt2d(1,ppl, par2[k],ppd, qq2);
line2d(qql,qq2,0);

end;
10: end; { for i (Kantenschleife) }
end; { cp_lines_before_convex_faces }
{okskokokkokok sk kokkkok b

Beispiel 13.1 Polyeder auf einem TORUS (orientierte Facetten)

Abbildung 13.4: Torus (orient. Facetten) bzw. Torusteil (nicht orient. Facetten)

Beispiel 13.2 Polyeder auf einem TORUS (nicht orientierte Facetten)

13.2 Hilfsprogramme zum Hiddenline-Algorithmus

Um die Vorarbeit des Anwenders des Hiddeline-Algorithmus zu reduzieren, werden hier 4 Hilfspro-
gramme angegeben. Das erste Unterprogramm ist besonders fiir Polyeder, die drei restlichen zur
Darstellung von parametrisierten Fldchen geeignet.

13.2.1 Das Unterprogramm aux_polyhedron

Im Hauptprogramm miissen folgende Daten bereitstehen:
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(1) np,nf (Anzahl der Punkte bzw. Facetten),
(2) die Punkte P; : p;, i =1,...,np der Facetten und Kanten,

(3) fiir jede Facette: npf, nef (Anzahl der Punkte bzw. Kanten dieser Facette),
fpl1],...,fplnpf] (Nummern der Punkte, die das Facettenpolygon bilden).

Das Unterprogramm aux_polyhedron numeriert die Kanten und berechnet
(1) ne (Anzahl der Kanten),
(2) fiir jede Kante: ep1l, ep2 (Nummern von Anfangs- und Endpunkt),
(3) fiir jede Facette: fe[1],...,fe[npf] (Nummern der Kanten des Facettenpolygons).

procedure aux_polyhedron;
{ne, nf : Anzahl der Punkte,Kanten,Flaechen

face[i] .npf : Anzahl der Punkte (Kanten) der i-ten Flaeche
edge.epl, ep2 : Anfangs- bzw. Endpunkt der k-ten Kante

face[i] .fp[k] : k-ter Punkt der i-ten Flaeche (positiv orientiert!!!)
face[i] .fe[k] : k-te Kante der i-ten Flaeche

! Dieses UP berechnet aus nf,face[i].fp und face[i] .npf:

ne, facel[i].fe[k], edgel[i].epl und edge[i].ep2 !.}

Beispiel 13.3 HAUSER
(Man beachte,

a) daf die Dachflichen nicht orientiert sind und

b) dafi Kanten, die keine Randkanten einer Facette (Fenster,Tir) sind, nicht in dieser Facette
liegen dirfen, sondern “etwas” davor. Die Menge der Kanten setzt sich hier aus der Menge der
Kanten der Facetten und der zusditzlichen Menge der Kanten der Fenster und Tire zusammen.)

Abbildung 13.5: Héuser

Beispiel 13.4 Darmstidter BAHNHOF

(Man beachte, daf8 hier nicht konvexe Polygone auftreten. Durch Einfihren von zusditzlichen Kanten
lassen sich diese in konvexe Polygone zerlegen. Die zusitzlichen Kanten werden beim Zeichnen (z.B.)
mit Hilfe einer geeigneten boolschen Variablen ignoriert.)
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L

Abbildung 13.6: Bahnhof

Beispiel 13.5 a) 3 Balken b) Kiosk

Abbildung 13.7: 3 Balken, Kiosk

13.2.2 Die Unterprogramme aux_quadrangle, aux_cylinder, aux_torus und
Darstellung parametrisierter Flichen

Zur Darstellung einer parametrisierten Fliche ® : x = S(u,v),u € [a,b],v € [c,d], wihlt man
meistens in der Parameterebene (u — v—Ebene) ein Rechteckgitter und dessen Bild im IR®.

Sind die Bilder der Gitterrechtecke (im IR?) fast eben, so kann man den obigen Hiddenline-Algorithmus
zur Projektion dieser Vierecke verwenden. (Im Falle des TORUS sind die Vierecke sogar exakt eben.).
Der Algorithmus aux_polyhedron aus Kap. 13.2 kann zwar hier auch benutzt werden, ist aber fiir
die besondere Struktur (nur viereckige Facetten) hier zu schwerfillig und langsam. Deshalb werden
hier fiir die hiufig auftretenden Fille, dafl dieFliachenstiicke viereckig oder zylindrisch oder torusartig
sind, Hilfsprogramme angegeben, die aus den Vorgaben n1, ne (Anzahl der Teile des Rechteckgitters
in u- bzw. v-Richtung), die Facetten und Kanten numeriert und die folgenden Daten berechnen:
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Parameterebene Fliche im IR

Abbildung 13.8: Netz in der Parameterebene und sein Bild

(1) fiir jede Facette: £p[1], ..., fplnpf]l (Nummern der Punkte des Polygons),
fel[1l,..., felnef] (Nummern der Kanten des Polygons),

(2) fiir jede Kante: ep1l, ep2 (Nummern von Anfangs- und Endpunkt),
(3) np, ne, nf : Anzahl der Punkte, Kanten bzw. Facetten,
(4) die Gleichungen n;x — d; = 0 der Ebenen, die die Facetten (faces) enthalten.

Die ny - ny Punkte Py, P, ... miissen geméfl der folgenden Abbildung dem jeweiligen u — v—Netz
zugeordnet werden (Fiir die ersten n; Punkte ist v = a = const.).

Im Fall “quadrangle” ist Au=(b—a)/(n1 —1) und Av=(c—d)/(nz—1).

Im Fall “cylinder” ist Au=(b—a)/n; und Av=(c—d)/(nz—1).

Im Fall “torus” ist Au=(b—a)/n; und  Av = (¢ —d)/ns.
In jedem Fall ist zu beachten, dafl der Punkt mit den Parametern v = a+(i—1)-Au, v = ¢+ (k—1)-Av
die Nummer (k—1)-ny+4 hat.
Um mehrere Flidchen in einem Programm behandeln zu koénnen, sind in den folgenden Unterpro-
grammen die Anzahlen der schon aufgenommenen Punkte np0, Kanten ne0 und Facetten nf0 nétig.
Fiir die erste darzustellende Fliche ist npO=ne0=nf0=0.

procedure aux_quadrangle(nl,n2,npO,ne0,nf0: integer);
{xkxx}

procedure aux_cylinder(ni,n2,np0O,ne0,nf0: integer);
{xkxkx}

procedure aux_torus(nl,n2,np0O,ne0,nf0: integer);

Im Hauptprogramm miissen fiir den Hiddenline-Algorithmus bereitstehen:

a) nl,n2,
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b) Die Punkte P; : p;, zeilenweise numeriert von unten nach oben (s. Zeichnung),
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¢) npf,nef, die Anzahl der Punkte bzw. Kanten in einer Facette. Normalerweise ist npf=4,
nef=4. Bei Durchdringungen kénnen beide allerdings auch grofier sein.

Beispiel 13.6 Zwei Tori (vgl. Aufg. 11.5)

{********************************************************************}

{**x Projektion zweier Tori mit UP cp_lines_before_convex_faces **x}
Lokttt okt kst ok sk stk ksl ok stk ok sksk ookl sk ksl ok sk sk ok sk ok sk skl ksl ok skl skokkokskok

program tori_h;
uses geograph;

const {Achtung: es muss array_size>=nfmax sein 1y

nfmax= 20000; nemax=40000; nsegmax=10; npfmax=4;

type vts2d_pol = array[0..npfmax] of vt2d;
vts3d_pol = array[0..npfmax] of vt3d;
r_array_seg = arrayl[0..nsegmax] of real;
i_array_seg = array[0..nsegmax] of integer;
box3d_dat = record

Xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax : real;

end;
face_dat = record
npf,nef : integer;

fp,fe : array[l..npfmax] of integer;

vis : boolean;
box : box3d_dat;
discentre,d : real;
nv : vt3d;
end;
edge_dat = record
vis : boolean;
epl,ep2 : integer;
end;
var face : array[l..nfmax] of face_dat;
edge : array[l..nemax] of edge_dat;
p : vts3d; pO : vt3d; pdist : r_array;

error :

nl,n2,np,nf,ne,i,j,k,ik,inz,ianf,i2tor : integer;

rl,r2,xf,yf,x1,y1,x2,y2,dw,cdw,sdw : real;
{$i include/proc_zpo.pas}
Lokskokokskkok ok skok ok k ok ok ok b
begin {Hauptprogramm}
graph_on(0) ;
repeat
writeln(®’ **k*x 2 Tori **xx ’); writeln;

boolean;

writeln(’ n2 (>2 Unterteilungen des grossen Kreises) 7 ’); readln(n2);
writeln(’ nl (>2 Unterteilungen des kleinen Kreises) 7 ’); readln(nil);

writeln(’ 2 Tori 7 (ja=1) oder 1 Torus 7 ’);
rl:= 50; 1r2:= 15;

{ Koordinaten der Punkte 1...n1 (kleiner Kreis): }
dw:= pi2/ni; cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw);
put3d(ri1+r2,0,0, p[1]);  put3d(r1,0,0, pO);

for i:= 2 to nl do rotpOy(cdw,-sdw,p0, pl[i-1], pl[il);

{ Koordinaten der restlichen Punkte des 1. Torus: }
dw:= pi2/n2; cdw:= cos(dw); sdw:= sin(dw);

readln(i2tor);
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for k:= 2 to n2 do
for i:= 1 to nl do
begin
ik:= i + (k-1)*ni;
rotorz(cdw,sdw,p[ik-n1], plik]);
end;
np:= nl*n2;
aux_torus(nl,n2,0,0,0);
{ 2. Torus:}
if i2tor=1 then
begin
for i:= 1 to np do put3d(plil.x-r1, -plil.z, plil.y, plnp+il);
aux_torus(nl,n2,np,ne,nf);
end;
writeln(’ np:’,np); writeln(’ nf:’,nf); writeln(’ ne:’,ne);
repeat
init_central_projection;
{ Zeichnen : }
draw_area(200,200,80,90,0.5);

cp_lines_before_convex_faces(true,false); {Hiddenline-Algorithmus}
draw_end ; writeln ;
writeln(’ Noch eine Projektion ? ( Ja =1 )’); readln(inz) ;

until inz=0;
writeln(’Noch einmal mit ANDEREN nl, n2 ? (ja: 1)’); readln(ianf);
until ianf=0;
graph_off;
end.

Aufgabe 13.1 ROHRKNOTEN

Die Mittenkurve eines Rohrknotens liegt auf einem Torus und hat hier die Parameterdarstellung
x = c(u) := (hcos(u), hsin(u), re sin(cu)),

mit h =ry + 1o cos(cu),c = 1.5 und 0 < u < 4x.

(r1 ist der “grofie” Radius, ro der “kleine” Radius des Torus.) Jeder Punkt der Mittenkurve ist
Mittelpunkt eines Kreises, der senkrecht zur Mittenkurve steht. Fir die Ebene, die im Punkt c(u)
senkrecht zur Mittenkurve steht, wdhlen wir die folgenden Vektoren als Basiseinheitsvektoren:

ei(u) = ¢(u) xe./|[...[|, ea(u):=erxew)/|e(u)],

wobei e, := (0,0,1) ist.
Also ist

x = S(u,v) := c(u) + e1(u)rz cosv + ez (u)rg sinv, 0 < r3 < rq,

eine Parameterdarstellung eines Rohrknotens. rs ist die “Dicke” des Rohres.

Beispiel 13.7 Mébiusband (nicht vom Typ “quadrangle”)
(Die Berandungskurven der Binder liegen auf einem Torus!)
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13.3 Schnitt zweier Polygone im Raum, Schnitt zweier Po-
lyeder

13.3.1 Schnitt zweier ebener von Polygonen begrenzte Flichen im Raum

Als Vorbereitung fiir die Bestimmung der Schnittkanten zweier sich durchdringender Polyeder iiber-

legen wir uns zunichst ein Unterprogramm, das die Schnittstrecke zweier durch ebene konvexe

Polygone berandete Fliachenstiicke im Raum berechnet.

Gegeben: Zwei ebene konvexe Polygone Pi1, Pio, ..., Py, Pa1, Paa, ..., Pay, im IR3. Die Polygone
liegen nicht in einer gemeinsamen Ebene.

Gesucht: Der Schnitt (Strecke), der durch die Polygone berandeten ebenen Flichenstiicke.

Idee:
(1) Man bestimmt zunéichst die Schnittgerade der die Polygone enthaltenden Ebenen.
(2) Nun schneidet man diese Schnittgerade mit den Polygonen und enthiilt zwei Schnittstrecken.
(3) Der Durchschnitt der beiden Schnittstrecken ist die gesuchte Strecke.

Der Algorithmus (Prozedur is nlgon n2gon3d):

(0) Fiir jedes Polygon wird mit box3d_of _pts der kleinste achsenparallele Quader bestimmt, der
das eine bzw. das andere Polygon enthélt. Nur wenn sich beide Quader schneiden,beginnt der
folgende Schnittalgorithmus.

(1) Es werden die Gleichungen nix — d; = 0,nox — do = 0 mit Hilfe von plane_equ berechnet.
is_plane_plane liefert einen Punkt und einen Richtungsvektor der Schnittgerade gs beider
Ebenen.

(2) Um die Gerade gs mit dem ersten Polygon zu schneiden, fithren wir in der Polygonebene
das folgende Koordinatensystem ein: P;; ist der Nullpunkt und die Punkte P2, Pi,, sind die
Achseneinheitspunkte.

Da die Polygonpunkte i.a. nicht exakt in einer Ebene liegen, berechnen wir mit Hilfe des
Unterprogramms ptco_plane3d die Koordinaten der zugehérigen Lotfulpunkte @Q1; beziiglich
des obigen Koordinatensystems. Speziell gilt dann Q11 = (0,0), Q12 = (1,0) und Q1,,, = (0,1).
Nachdem man noch zwei Punkte der Gerade g5 so in die Ebene projiziert hat, lassen sich mit
is_line_convex._polygon die Parameter der Schnittkante ¢1,t2 bestimmen. Analog verfihrt
man mit dem zweiten Polygon und erhélt Parameter sq, so.

(3) is_interv_interv berechnet schliefllich den Schnitt [s,t] := [t1,t2] N [s1, s2] der Intervalle.
Damit ist die Schnittstrecke der beiden Polygone bestimmt.

procedure is_interv_interv(var a,b,c,d,aa,bb : real; var inters: boolean);
{Berechnet den Schnitt der Intervalle [a,b]l, [c,d] .}
var al,a2,bl,b2 : real;

begin
al:= min(a,b); bl:= max(a,b);
a2:= min(c,d); b2:= max(c,d);
aa:= max(al,a2); bb:= min(bl,b2);

if bb<=aa then inters:= false else inters:= true;
end; {is_interv_interv}
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{rskkokk}

procedure box3d_of_pts(var p : vts3d_pol; np: integer; var box : box3d_dat);
var a,b : real; i: integer;
{Bestimmt den zugehrigen (kleinsten) achsenparallelen Quader.}
begin
with box do
begin
with p[1] do
begin
xmin:= x; xmax:= x; ymin:= y; ymax:= y; zmin:= z; zmax:= z;
end;
for i:= 2 to np do with p[i] do
begin
xmin:= min(xmin,x); =xmax:= max(xmax,x);
ymin:= min(ymin,y); ymax:= max(ymax,y);
zmin:= min(zmin,z); 2zmax:= max(zmax,z);
end; { for }
end; { with }
end; { box3d_of_pts }
{okokorotokokokokokokok -

function is_two_boxes3d(var boxl,box2 : box3d_dat) : boolean;
{Schnitt zweier achsenparalleler Quader.}
begin
is_two_boxes3d:= false;
if (box1l.xmax>box2.xmin) then if (boxl.xmin<box2.xmax) then
if (boxl.ymax>box2.ymin) then if (boxl.ymin<box2.ymax) then
if (box1l.zmax>box2.zmin) then if (box1l.zmin<box2.zmax) then
is_two_boxes3d:= true;
end; {is_two_boxes3d }
Lorokokokok skok ok skok ok sk ok
procedure is_line_conv_pol_in_plane3d(var pl,rl: vt3d; var pp : vts3d_pol;
npp : integer;
var t1,t2 : real; var inters : boolean);
{Schnitt eines konv. Polygons mit einer in der Polygonebene liegenden Gerade.}

var ppl,vl,v2,pl2 : vt3d; qqll,qql2 : vt2d;
qq : vts2d_pol; error : boolean; i,ind : integer;
begin

ppl:= ppl1]l; diff3d(pplnppl,ppl, v2); diff3d(ppl2],ppl, v1);
for i:= 3 to npp-1 do
ptco_plane3d(ppl,vl,v2,ppli]l, qqlil.x,qql[i].y,error);
put2d (0,0, qql11); put2d(1,0, qql21);
put2d(0,1, qqlnppl); qql0]l:= qqlnppl;
ptco_plane3d(ppl,vl,v2,pl,qqll.x,qqll.y,error);
sum3d (pl,rl, pl2);
ptco_plane3d(ppl,vl,v2,pl2, qql2.x,qql2.y,error);
is_line_convex_polygon(qqll,qql2,qq,npp, t1,t2,ind);
if t1<>t2 then inters:= true else inters:= false;
end; { is_line_conv_pol_in_plane3d }
{roksrorookokokokokk
procedure is_nlgon_n2gon3d(var ppl,pp2: vts3d_pol; npl,np2: integer;
var psl,ps2 : vt3d; var intersection : boolean);
{Berechnet die Schnittstrecke zweier ebener konvexer Polygone im Raum, die
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NICHT in einer Ebene liegen.}
var box1,box2 : box3d_dat; t1,t2,s1,s2,s,t : real;
nvl,nv2,ps,rs : vt3d; di1,d2 : real;
intersl,inters2,error,inters : boolean;
begin
intersection:= false;
box3d_of_pts(ppl,npl, boxl); box3d_of_pts(pp2,np2, box2);
if is_two_boxes3d(boxl,box2) then
begin
plane_equ(ppi[1],pp1[2],pp1[3], nvl,dl,error);
plane_equ(pp2[1],pp2[2],pp2[3], nv2,d2,error);
is_plane_plane(nvl,dl,nv2,d2, ps,rs, error);
if not error then
begin
is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,ppl,npl, tl,t2,intersl);
is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,pp2,np2, sl,s2,inters2);
if intersl and inters2 then
begin
is_interv_interv(t1,t2,s1,s2, s,t,inters);
if inters then
begin
lcomb2vt3d(1,ps,s,rs, psl);
lcomb2vt3d(1l,ps,t,rs, ps2);
intersection:= true;
end; { if inters }
end; { if intersl,inters2 }
end; { if not error }
end; { if is_boxes }
end; { is_nlgon_n2gon }
Lorokskoskok skok ok skok ok k ok ok

13.3.2 Schnitt zweier Polyeder

Gegeben: Zwei sich durchdringende Polyeder I1;, II5.
Gesucht: Die Schnittkanten.

Idee:

Da man die Polyeder in der Regel auch darstellen mochte, ist es zweckméfig die Datenstruktur des
Hiddenlinealgorithmus is_lines_before_convex_faces zu verwenden. Dadurch ergeben sich einige
Vereinfachungen.

Der Algorithmus:

(1) Man berechnet zunéchst mit boxes_of faces die fiir einen schnellen Vortest notwendigen
achsenparallelen Quader.

(2) Da die Gleichungen der Flichen schon vorliegen (Sie sind auch fiir den Hiddenlinealgorithmus
notig.), verwendet man hier das fiir diesen Fall angepafite Unterprogramm is_face_face um
die Schnittkanten zu bestimmen.

(3) Die Schnittkante der i-ten Facette mit der k-ten Facette wird als zusétzliche Kante in das Array
edge aufgenommen und in face[i] und face[k] vermerkt, dafi diese Kante in der i-ten bzw.
k-ten Facette liegt. (Letzteres ist notwendig, damit die Kante nicht mit der Facette,in der sie
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liegt, verglichen wird. Durch Rechenungenauigkeiten konnte die Kante hinter der zugehorigen
Ebene liegen und damit unsichtbar sein.)

Im Folgenden sind die Unterprogramme boxes_of _faces, is_face_face sowie die im Hauptpro-
gramm notwendige Ergédnzung fiir den Fall zweier sich durchdringender Tori angegeben.

procedure boxes_of_faces;
var i,j : integer; pp : vts3d_pol;
begin
for i:= 1 to nf do
with face[i] do
begin
for j:= 1 to npf do ppljl:= plfpl[jll;
box3d_of_pts(pp,npf, box);

end;
end; { boxes_of_faces }
Lokskokokskokok sk kokkok b

procedure is_face_face(i,k: integer; var psl,ps2 : vt3d;
var intersection: boolean);
{Berechnet die Schnittstrecke zweier nicht in einer Ebene liegenden
(konvexen) Flaechen eines Polyeders.}
var t1,t2,s1,s2,s,t : real; ps,rs : vt3d; ppf: vts3d_pol;
error,intersl,inters2,inters : boolean;
begin
intersection:= false;
if is_two_boxes3d(face[i] .box,facelk] .box) then
begin
is_plane_plane(face[i] .nv,face[i] .d,face[k] .nv,face[k].d, ps,rs, error);
if not error then
begin
with face[i] do for j:= 1 to npf do ppfl[jl:= plfpljll;
is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,ppf,face[i] .npf, t1,t2,intersl);
with facel[k] do for j:= 1 to npf do ppfljl:= plfpljll;
is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,ppf,facelk] .npf, sl,s2,inters2);
if intersl and inters2 then
begin
is_interv_interv(t1,t2,s1,s2, s,t,inters);
if inters then
begin
lcomb2vt3d(1,ps,s,rs, psl);
lcomb2vt3d(1l,ps,t,rs, ps2);
intersection:= true;
end; { if inters }
end; { if intersl,inters2 }
end; { if not error }
end; { if is_boxes }
end; { is_face_face }
Lorokskeosk ok skook ok skok ok k ok ok
{ Schnittkanten der Tori: }
boxes_of_faces;
for i:= 1 to nfl do { 1.Flaechenschleife }
begin
for k:= nfil+l to nf do { 2.Flaechenschleife }
begin
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is_face_face(i,k, psl,ps2,inters);
if inters then
begin

plnp+1]:= psl; plop+2]:= ps2;

with edge[ne+1] do begin epl:= np+l; ep2:=
np:= np+2; mne:= ne+l;

with face[i] do begin fe[nef+1]:= ne; nef:
with facel[k] do begin fe[nef+1]:= ne; nef:

{if }
end; { for k }
{ for i }

np+2; end;
nef+l; end;
nef+l; end;

179
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Bei der Bestimmung von Selbstdurchdringungen mufl man eine Fliche mit sich selbst schneiden.
Dies fiihrt bei benachbarten Facetten zu Problemen. Deshalb sollte man mit einem Unterprogramm
Nachbarschaften aufspiiren und nur nicht benachbarte Facetten auf eventuellen Schnitt untersuchen.

13.4 Schnitt einer Strecke mit einem polygonalen Flichenstiick,
Schnittpunkte eines Polygons mit einem Polyeder

13.4.1 Schnitt einer Strecke mit einem polygonalen Flichenstiick

Gegeben: Eine Strecke P; P, und ein ebenes Polygon Q1, Qs, . .., Qn im R>.
Die Polygonebene enthélt nicht die Strecke.
Gesucht: Der Schnittpunkt der Strecke mit dem vom Polygon berandeten ebenen Flichenstiick.

Der Algorithmus:

(1) Bestimmung der minimalen achsenparallelen Quader, die die Strecke bzw. das Polygon enthal-
ten. Test, ob sich beide Quader schneiden.

(2) Falls sich beide Quader schneiden, wird mit plane_equ die Gleichung nx — d = 0 der Polygo-
nebene € bestimmt. Anhand der Vorzeichen der Zahlen n - p; —d,n - p, — d, wobei P; : p; ist,
kann man feststellen, ob die Strecke die Ebene ¢ durchdringt.

(3) Falls die Strecke die Ebene durchdringt, berechnet man den Schnittpunkt Ps und priift mit Hilfe
von is_line _conv_pol_in plane3d, wie die Gerade durch Ps und @); das Polygon schneidet.
(Es gibt wenigstens den Schnittpunkt @ !). Falls es zwei Schnittpunkte gibt und Ps diese
trennt, liegt P, in dem Polygon und die Strecke schneidet die polygonale Fliache im Punkt P;.

Das Unterprogramm is_line ngon3d:

procedure is_line_ngon3d(pl,p2: vt3d; var pp: vts3d_pol; npp: integer;
var ps: vt3d; var intersection: boolean);
{Berechnet den Schnitt einer Strecke mit einem ebenen konv. n-Eck im Raum.
Die Strecke darf NICHT in der Ebene des n-Ecks liegen.}

label 5;
var d,tl,t2,xemin,xemax,yemin,yemax,zemin,zemax,dpl,dp2,ts : real;
j : integer; box : box3d_dat; nv,rv,rs : vt3d; inters : boolean;
begin
intersection:= false;
xemax:= max(pl.x,p2.x); yemax:= max(pl.y,p2.y); =zemax:= max(pl.z,p2.z);
xemin:= min(pl.x,p2.x); yemin:= min(pl.y,p2.y); zemin:= min(pl.z,p2.2);

box3d_of_pts(pp,npp, box);
if (xemax<=box.xmin) or (xemin>=box.xmax) or
(yemax<=box.ymin) or (yemin>=box.ymax) or
(zemax<=box.zmin) or (zemin>=box.zmax)
then goto 5; {Kante wird nicht von j-ter Flaeche verdeckt}
plane_equ(pp[1],ppl[2],pp[3] , nv,d,error);
dpl:= scalarp3d(pl,nv) - d;
dp2:= scalarp3d(p2,nv) - d;
if dpl*dp2<=0 then

begin
ts:= dpl/(dpl-dp2); diff3d(p2,pl, rv);
lcomb2vt3d(1,pl,ts,rv, ps); diff3d(ps,ppl1], rs);

is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,pp,npp, tl,t2,inters);
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if inters and (t1*t2<=0) then intersection:= true;
end; {if}
5: end; { is_line_ngon3d }

13.4.2  Schnittpunkte eines Polygons mit einem Polyeder

Gegeben: Polygon mit Kanten ey, es, ..., e,, Polyeder mit konvexen Facetten f1, fa,..., fm.
Gesucht: Schnittpunkte des Polygons mit dem Polyeder.
Losung : Wende das Unterprogramm is_line ngon3d auf jedes Paar e;, f;,1 <i <n,1 <j <m an.

Beispiel 13.8 Schnitt eines Polygons auf einem Kreis mit einem Polyeder auf einem Torus

Verwendet man die Datenstruktur des Hiddenline-Algorithmus cp_lines before_convex faces, so
ist es besser die folgende Version is_edge face zu verwenden. Die achsenparallelen Quader der
Facetten und die Ebenengleichungen werden dann im Hauptprogramm mit boxes_of _faces bzw.
plane_equ bereitgstellt.

procedure is_edge_face(i,k: integer; var ps: vt3d; var intersection: boolean);
{Berechnet den Schnittpunkt der i-ten Kante mit der (konvexen) k-ten Flaeche
eines Polyeders. Die Kante darf NICHT in der Ebene der k-ten Flaeche liegen.}
label 5;
var tl1,t2,xemin,xemax,yemin,yemax,zemin,zemax,dpl,dp2,ts : real;
j : integer; rs,pl,p2,rv : vt3d; pp: vts3d_pol; inters : boolean;
begin
intersection:= false;
with edgel[i] do begin pl:= plepl]l; p2:= plep2]; end;
xemax:= max(pl.x,p2.x); yemax:= max(pl.y,p2.y); =zemax:= max(pl.z,p2.z);
xemin:= min(pl.x,p2.x); yemin:= min(pl.y,p2.y); zemin:= min(pl.z,p2.2);
with facelk] do
begin
if (xemax<=box.xmin) or (xemin>=box.xmax) or
(yemax<=box.ymin) or (yemin>=box.ymax) or
(zemax<=box.zmin) or (zemin>=box.zmax)
then goto 5; { Kante wird nicht von j-ter Flaeche verdeckt }
dpl:= scalarp3d(pl,nv) - d;
dp2:= scalarp3d(p2,nv) - d;
if dpl*dp2<=0 then
begin
ts:= dp1/(dp1-dp2); diff3d(p2,pl, rv);
lcomb2vt3d(1,pl,ts,rv, ps);
for j:= 1 to npf do ppljl:= plfpljll;
diff3d(ps,pplll, rs);
is_line_conv_pol_in_plane3d(ps,rs,pp,npf, tl,t2,inters);
if inters and (t1*t2<=0) then intersection:= true;
end; { if }
5: end; { with }
end; { is_edge_face }

Bemerkungen:
Das Unterprogramm is_line ngon3d kann man dazu verwenden, um n&herungsweise die Schnitt-
punkte einer Kurve mit einer parametrisierten Fliche zu berechnen. (vgl. Kap. 12)
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“quadrangle” “cylinder” “torus”

Abbildung 13.9: Netztypen
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Abbildung 13.10: Zwei Tori
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quadrangle”), Rotationsfliche (”cylinder”)

(”

Abbildung 13.11: Verschraubung einer Strecke
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_ P,=(1,0
P, =(0,0) 12=(1,0)

Abbildung 13.14: Zu (2) des Algorithmus



185

13.4. SCHNITT STRECKE-POLYG. FLACHE, POLYGON-POLYEDER

Abbildung 13.15: Durchdringungen

b) selbstdurchdringende

a) sich durchdringende Tori

Strahlschraubflache
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Abbildung 13.16: zu (3) des Algorithmus is_line ngon3d

Abbildung 13.17: Schnitt Polygon-Polyeder



Kapitel 14

TRIANGULIERUNG
IMPLIZITER FLACHEN

Die Triangulierung von Flichen ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Anwendung von Finite Element
Methoden und zur Darstellung von Flidchen durch Raytracing oder andere Hiddenlinealgorithmen
(s. Kapitel 13). Die Triangulierung einer parametrisierten Fliche kann man durch eine Triangulie-
rung ihres Definitionsbereichs erhalten. Aber die Bilder dieser Dreiecke konnen im Objektraum sehr
verschieden in Gestalt und Grofle ausfallen, was ihre Verwendung einschrinken kann. Die Triangu-
lierung einer impliziten Fléche ist wesentlich schwieriger. Die meisten Algorithmen unterteilen den
zu betrachtenden Bereich in Quader und approximieren den Schnitt der Fldche mit diesen Quadern
durch Polygone, die dann noch trianguliert werden (vgl. BL’88, SC’93). Da der Aufwand dieser
Algorithmen zur Verwaltung der Daten erheblich ist, wird hier ein leichter zu programmierender
Verfolgungsalgorithmus besprochen. Wir werden sehen, dafl dieser Algorithmus mit Hilfe der
Idee der Normalform (vgl. Abschn. 12.2.7) auch auf allgemeiner definierte Fldchen anwendbar ist,
insbesondere auch auf parametrisierte Flichen. Der Algorithmus liefert im wesentlichen Dreiecke,
von dhnlicher Gestalt und Grofle. Die Begrenzung der dargestellten Flache mufl nicht durch einen
Quader bestimmt werden. Es ist moglich Begrenzungskurven vorzugeben (s. Beipiele).

14.1 Der Triangulierungs—Algorithmus

Der Algorithmus verwendet wesentlich die folgende Prozedur surfacepoint

14.1.1 Die Prozedur surfacepoint

Die Prozedur surfacepoint bestimmt zu einem Punkt q in der N#he einer impliziten Fléche
®: f(x) =0 einen Flidchenpunkt p, der in der Nihe des zugehorigen Lotfupunktes von q liegt. p
ist im Falle einer Ebene exakt der Lotfuflpunkt. Die Prozedur berechnet auflerdem eine Fliachenein-
heitsnormale und zwei orthonormale Tangentenvektoren in p.

Es seien nun die implizite Fliche ® : f(x) = 0, fiir die stets der Gradient V f existiert und nicht
der Nullvektor ist, und ein Punkt q in der Ndhe der Fliache gegeben.

1. (a) up=q

187
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(b) repeat upy1 = ug — %Vﬂuk} (Newtonschritt fiir die Funktion g(t) := f(uy +
uy,
tVf(ux)) )
until |jug+1 — ugl| ist ”geniigend” klein.
Flichenpunkt p = upy1.

2. Die Flichennormale im Punkt p ist n:= Vf(p)/|...||-

3. Als Tangentenvektoren wihlen wir
t1 := (ny, —ng,0)/]...| falls n, > 0.5 or ny > 0.5
oder ty := (—n;,0,n)/]...]|
und te :=n x t; wobei (ny,ny,n;) = n ist.

14.1.2 1Idee des Algorithmus

SO Es sei §; die ungefihre Seitenléinge der Dreiecke der Triangulierung. Wihle eine Punkt s in
der Ndhe der Fliche. Bestimme mit der Prozedur surfacepoint einen Flachenpunkt p;.
Umgebe p; in der Tangentialebene mit einem reguléren Sechseck qs,...,q7. Bestimme mit
surfacepoint zu qg, ..., q7 die Flidchenpunkte po, ..., p7. Die so entstandenen Dreiecke auf der
Fldche sind die ersten 6 Dreiecke der Triangulierung (s. 14.3,14.6).

Wir nennen das Polygon qa, ..., q7 das (erste) aktuelle Frontpolygon I1j. Falls die Triangulierung
begrenzt werden soll (nicht notig bei geschlossenen Fléchen) durch Flichenkurven I'y, T'a, ... (s.
Beispiele), bestimmen wir weitere Frontpolygone 11, I, ... auf diesen Kurven.

Fiir spezielle Flichen (Zylinder Torus,...) kann es besser sein, mit einem vordefinierten ersten
Frontpolygon zu beginnen. (s. Beispiele)

Startsechseck
\ Begrenzungspolygone

Frontwinke(

My

/ minimaler Frontwinkel

aktuelles Frontpolygon 0

Abbildung 14.1: Bezeichnungen fiir den Algorithmus

S1 Fiir jeden Punkt des aktuellen Frontpolygons bestimmen wir den Auflenwinkel. Wir nennen
diese Winkel Frontwinkel.

S2 Priife, ob ein aktueller Frontpunkt p; nahe einem
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— Punkt von Il ist, der von p; und seinen Nachbarn verschieden oder
— Punkt von einem anderen Frontpolygon Iy, k > 0 ist.
Im ersten Fall: Teile das aktuelle Frontpolygon Il in ein kleineres und ein weiteres Frontpoly-
gon. (s. Abb. 14.2, 14.9a,b)
Im zweiten Fall: Ist p; nahe einem Punkt des Frontpolygons II,,, so vereinige die Polygone
o, I1,, zu einem neuen (groBeren) Frontpolygon. Losche IT,, (s. Abb. 14.2, 14.9d,c).
i
Nahpunkt
Mo
Mo
Abbildung 14.2: Teilen (links) und Vereinigen (rechts) des aktuellen Frontpolygons
S3 Bestimme einen Frontpunkt p,, des aktuellen Frontpolygons IIy mit minimalem Frontwinkel.
Umgebe p; mit = regulére Dreiecke mit Seitenlénge ~ d;. Losche p,, aus dem Polygon 11y und
fiige die neuen Punkte in das aktuelle Frontpolygon Il ein.
S4 Wiederhole die Schritte S1,52,S3 bis das aktuelle Frontpolygon IIy nur noch aus 3 Punkten

besteht, die ein neues Dreieck liefern. Falls ein weiteres Frontpolygon existiert, so erklére dies
zum aktuellen Frontpolygon Il und wiederhole die Schritte S1,52,S3. Wenn kein Frontpolygon
mehr existiert, so ist die Triangulierung beendet.

Falls die Fldche nicht beschriankt ist, sollte man sie durch Randpolygone oder durch eine
"bounding box” begrenzen. (s. 14.8¢,d).

14.1.3 Die Datenstruktur

0t ist die ungefdhre Kantenlinge der Dreiecke.
Die Punkte der Triangulierung werden fortlaufend durchnumeriert. Fiir jeden Punkt speichern wir
die folgenden Informationen:

e die Koordinaten,

e die Flichennormale n und Tangentenvektoren t;,ts so, dafl n,t;, ts orthonormal sind,
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e der aktuelle Frontwinkel, falls p; ein aktueller Frontpunkt ist,

e die boolsche Variable angle changed mit ...= true, falls sich der aktuelle Winkel durch
Einfiigen von Punkten gedndert hat und deshalb neu berechnet werden muf,
die boolsche Variable boarder_point. ..= true bedeutet, dafl p; auf dem Rand der Triangu-
lierung liegt und bei weiteren Betrachtungen (Frontwinkel, Distanzcheck) ignoriert wird.

Die Dreiecke werden fortlaufend numeriert. Fiir jedes Dreieck werden die Nummern der Eckpunkte
gespeichert.

Die Frontpolygone werden durch die Integer-Arrays ihrer Punkte reprisentiert.

14.1.4 Der Schritt SO

Es sei s ein Startpunkt in der Néhe der Fliche.
Die Prozedur surfacepoint bestimmt den ersten Punkt p; der Triangulierung und das Orthonor-
malsystem nj, ti1,t12. Die sechs Punkte po, ..., p7 sind die zu

Qi+2 := P1 + ¢ cos(im/3)t11 + ¢ sin(im/3)t12, i :=0,...5

gehorigen Fliachenpunkte, (p; = surfacepoint(q;). Die Punkte qa,...,q7 liegen in der Tangential-
ebene von p; und bilden ein regulires Sechseck.

Wir erhalten die ersten 6 Dreiecke:

(P1, P2, P3), (P1,P3: P4), (P1, P4, P5), (P1, P5: P6), (P1, P6; P7), (P1, P7, P2)-

14.1.5 Der Schritt S1

Falls ein Punkt pg; des aktuellen Frontpolygons Iy = (po1, Po2, ---» Pon,) gerade eingefiigt worden
ist oder falls ein Nachbar von pg; ein neuer Punkt ist, ist es notwendig, den aktuellen Frontwinkel
w des Punktes pg; neu zu berechnen. Es sei

V1 1= Po,i—1 if i > 1 oder vy := PonN, if i = 1,

Va2 1= Po,i+1 if i < Ny oder vy := Po1 if i = Ng und

(&é1,m1,¢1) die Koordinaten von vq, (€2,m2,(2) die Koordinaten von va bezgl. des orthonormalen
Systems n, t1,ts am Punkt pg;,

w1 := Polarwinkel von (£1,71), ws := Polarwinkel von (£2,72), dann ist der Winkel am Punkt po;
w=ws —wy , falls wy > wy andernfalls w = ws — wy + 27.

14.1.6 Der Schritt S2

Um zu verhindern, dafl neue Dreiecke alte Dreiecke iiberdecken, priifen wir

o die Abstidnde von Punktepaaren des aktuellen Frontpolygons Ily. Falls es Punkte po;, po;, ¢ < 7,
(Nahpunkte) gibt, die nicht benachbart oder Nachbarn von Nachbarn sind und ||po; —po;|| < d:
ist, wird das aktuelle Frontpolygon in das neue aktuelle Frontpolygon (po1, ..., Poi; P0js -, PN )
mit Ny — (j — ¢ — 1) Punkte und ein weiteres Frontpolygon (po;, ..., Poj) mit j — i + 1 Punkte
zerlegt. (s. 14.2,14.9a.b) poi, po; diirfen bei spiteren Abstandspriifungen nicht mehr verwendet
werden.

e den Abstand der Punkte des aktuellen Frontpolygons IIy zu Punkten aller restlichen Frontpo-
lygone I, k > 0. Falls es Punkte po; € Il und py,; € I, mit [|poi — Pmjl| < 0; (Nahpunkte)
gibt, werden die Polygone
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Abbildung 14.3: Die ersten Schrltte des Algorithmus

HO = (p017 ey pONo) und H’m = (pml; EE3) pmNm)
vereinigt zu einem neuen aktuellen Frontpolygon

IIy = (P01, -y P0i; Pmjs --PmN,, s Pm1; .-+, Pmj, Poi, ---7p0No)

mit No + N,,, + 2 Punkte. Die Punkte pg; und p,,; erscheinen zweimal ! Deshalb sollte man
als néchtes die Frontwinkel dieser Punkte bei ihrem ersten Erscheinen im Polygon Iy bestim-
men und zuerst den Punkt vervollstdndigen (mit Dreiecken umgeben, s. Schritt S3), der den
kleinsten Winkel besitzt, und dann den zweiten (s. 14.9¢). Danach wird das erste Erscheinen
dieser beiden Punkte aus dem aktuellen Frontpolygon gestrichen. po;, pm; diirfen bei spéteren
Abstandspriifungen nicht mehr verwendet werden.

Bemerkung:

a) Fiir ”einfache” Flichen kann die Abstandspriifung weggelassen werden. (s. Beispiele: Kugel,
6-peak-Fliche.)
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b) Vor der Abstandspriifung sollte man Punkte mit Frontwinkeln kleiner (ungefihr) 60° ver-
vollstédndigen.

¢) In einigen Fillen war eine Verzogerung der Abstandspriifung nach einer Teilung des aktuellen
Frontpolygons oder gar ein Weglassen, falls |IIy| < 10, sinnvoll.

1. ”Schlechte” Nahpunkte, die durch ein schon trianguliertes Gebiet verbunden sind (Abb. 14.4),
konnen dadurch entdeckt werden, indem man den Winkel w am Punkt pg; geméafl Schritt 2
berechnet, wobei man anstelle von v, den Punkt p,,; verwendet. Das Punktepaar po;, pm; ist
ein "schlechtes”, wenn der so berechnete Winkel w grofler ist als der Frontwinkel am Punkt

Poi-

Mm

chte Nahpunkte

Frontwinkel

(=3

trianguliertes Gebiet
Abbildung 14.4: Schlechte Nahpunkte und ihre Entdeckung

2. Eine wesentliche Beschleunigung des Anstandstests erzielt man, durch Verwendung von ”boun-
ding boxes” fiir die Frontpolygone.

14.1.7 Der Schritt S3

Es sei porm, ein Punkt des aktuellen Frontpolygons ITy mit minimalem Frontwinkel w. Vervollstindige
die Triangulierung am Punkt pg,, auf die folgende Weise:

1. Bestimme die Nachbarn vy, ve von po,, (vgl. Schritt S1).

2. Bestimmung der Anzahl n; von Dreiecke, die erzeugt werden sollen:
Es sei n; := trunc(3w/7) + 1, Aw :=w/n,
Korrektur von Aw in extremen Fillen:
Falls Aw < 0.8 und n; > 1 dann n; — ny — 1 und Aw = w/n.
Falls n; = 1 und Aw > 0.8 und ||vi — ve|| > 1.25§; dann n; = 2 und Aw — Aw/2.
Falls (|[vi — pom||* < 0.2 67 oder |[va — pom|* < 0.2 67 ), dann sei n; = 1 (s. Abb. 14.5).

3. Erzeugung von Dreiecken:
Falls n; = 1, dann erhalten wir 1 neues Dreieck: (v1, vz, Pom)
andernfalls seien qo,q,, die senkrechten Projektionen von vi, vy in die Tangentialebene am
Punkt pg,, und q; sei der Punkt, der durch Drehung von po., + 0:(do — Pom)/||90 — Pom || um
den Winkel ¢{Aw mit der Normale im Flichenpunkt pg,, als Drehachse entsteht. (Falls eine glo-
bale bounding box aktiv ist, wird die Kante po,,q; gekiirzt und die Variable boarder_point
des entsprechenden neuen Flidchenpunktes auf true gesetzt. Randpunkte werden bei weite-
ren Betrachtungen ignoriert.) Anwendung von surfacepoint auf q; liefert die neuen Punkte
PN+i, ¢t =1,..,ny — 1, und die n; neuen Dreiecke:
(V1,PN+1,Pom); (PN+1, PN+25 Pom)s -+ (PN+n:—1, V2, Pom)-
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Abbildung 14.5: Korrekturen fiir extreme Félle

4. Erneuere das aktuelle Frontpolygon:
Streiche den Punkt po,, und, falls n, > 1, fiige an seine Stelle die neuen Punkte py 41, ..., PN+n,—1
ein. Alle boolschen Variablen angle_changed der Punkte vi,va,ry,...,ry,—1 werden auf true

gesetzt.

14.2 Beispiele

Beispiel 14.1 Kugel

Triangulierung der Kugel 2% + y? + 2% — 4 = 0 mit Startpunkt (1,1,1) und Kantenlinge 6; = 0.3.
Die folgenden Abbildungen zeigen die ersten vier aktuelle Frontpolygone und die Situation nach der
Erzeugung von 101 und 1531 Dreiecke. Die volle Triangulierung der Kugel umfaf$t 1544 Dreiecke.

a | % | @
starting hexagon

d

minimal front angle

Abbildung 14.6: Triangulierung einer Kugel

Beispiel 14.2 Zylinder
Triangulierung des Zylinders x* +y* —1 =0,



194 KAPITEL 14. TRIANGULIERUNG IMPLIZITER FLACHEN

===

=

T

5

>
NS

><>

7

Z~7

e

25

=Z7

o2

=2

still a hole final triangulation

Abbildung 14.7: Triangulierung einer Kugel (Forts.)

1. mit Starpukt (1,0,0) und 6; = 0.2. Abb. 14.8a,b zeigt die Triangulation vor und nach der ersten
Teilung des aktuellen Frontpolygons. Der Zylinder ist durch eine bounding box beschrinkt.

2. mit Punkte auf dem Deckelkreis als erstes Frontpolygon und Punkte auf dem Bodenkreis als
weiteres (begrenzendes) Frontpolygon (Abb. 14.8).
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Abbildung 14.8: Triangulierung eines Zylinders

Beispiel 14.3 Torus
Triangulierung des Torus

(@ + 2+ 22+ —a®)? — 4 (@® +4%) =0, r=1,a=0.35
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mit 6 = 0.1,

1. Startpunkt (1,0,0.5). Abb. 14.9d,e zeigt die Triangulierung vor und nach der Vereinigung des
aktuellen Fromtpolygons mit dem weiteren Frontpolygon, das bei einer fritheren Teilung des
aktuellen Frontpolygons erzeugt wurde. Abb. 14.10f zeigt die vollstindige Triangulation.

Punkte auf einem Kreis als erstes aktuelles Frontpolygon und
(a) dasselbe Polygon (mit umgekehrter Orientierung) als weiteres (begrenzendes) Frontpolygon
(Abb. 14.10h).

(b) einem zweiten Polygon als weiteres (begrenzendes) Polygon (Abb. 14.10g). (Torusteil)
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Abbildung 14.9: Triangulierung eines Torus

Beispiel 14.4 Fliche vom Geschlecht 3

Triangulierung einer impliziten Fliche vom Geschlecht 3 mit der Gleichung

ez = (L= (x/r2)? = (y/ry)*) (@ — 21)* + v = 17)(@® +y° = r]) (& + 21)? +y* —r]) = 0,
ry = 6,7y = 35,7, = 4,1 = 12,21 = 3.9 und Startpunkt (0,3,0), Kantenlinge é; = 0.3. Die
Trianagulierung besteht aus 7354 Dreiecke.

Beispiel 14.5 6-peak-Fliche

Die Triangulierung der ziemlich komplizierten impliziten Fldche

(327 — )% — (22 + )" — 2* = 0.0012 = 0
ist maoglich ohne Teilung und Vereinigung.
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Abbildung 14.10: Triangulierung eines Torus
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Abbildung 14.11: Fldche vom Geschlecht 3 bzw. Fliche mit 6 Peaks
Zum Schlufl noch ein Beispiel, dessen implizite Darstellung Normalformen umfafit (vgl. 12.2.7). Die
Normalformen sind {iberhaupt der Schliissel zur Triangulierung fast beliebiger Flachen. Mit Hilfe
von Normalformen konnen sogar parametrisierte Flichen mit dem hier vorgestellten Algorithmus

trianguliert werden.

Die in Aufgabe 12.7 beschriebene glatte Approximation von impliziten Fldchen 148t sich mit Hilfe
der Normalform auf fast beliebige Flichen anwenden. Da die Approximation wieder eine implizite
Fléche ist, kann sie mit dem Triangulierungsalgorithmus fiir implizite Flachen dargestellt werden.
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Beispiel 14.6 Gegeben seien

1. die implizite Fliche ®1 : (x — 2)* + y* —

2. das parametrisierte Flachenstiick

197

ri=0, r =2,

Py x= (100 —5,10u—5,6(u —u?+v—2%)), 0<u<1,0<v <08,

3. das parametrisierte Flichenstiick

P3: x=(6(u—u?+v—2v%)—510u—5100-5), 0<u<1,05<v < 1.

hi(x) = 0,h2(x) = 0,h3(x) = 0 seien ihre Normalformen. Die implizite Fliche ® : f(x) :=
hi(x)h2(x)hs(x) = ¢, ¢ > 0 ist eine glatte Approzimation des Flichenkomplexes @1, Po, P3. Die
Approzimation ist unabhdngig von ihren Darstellungen.

Abb. 14.12 zeigt eine Triangulierung von f(x) = ¢ fiir ¢ =0.2.
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Abbildung 14.12: zu Beispiel 14.6
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Kapitel 15

UBERGANGSFLACHEN

Problemstellung:
Bei der Produktion von Werkstiicken verwendet man oft Formen, die aus Standard-Werkstiicken
wie Wiirfel, Zylinder, Kugel, Torus, ... zusammengesetzt werden. Dabei kénnen Kanten in Form

von Durchdringungskurven entstehen. Diese Kanten sollen vor der Verwendung der Formen durch
geeignete Ubergangsflichen “ausgerundet” werden.

Abbildung 15.1: Ubergangsfliche: mit rollender Kugel

Frither erzeugte man solche Ubergangsflichen, indem man eine Kugel so durch den Raum bewegte,
daB sie die beiden sich durchdringenden Flichen gleichzeitig beriihrte. Als Ubergangsfliiche benutzte
man dann einen Teil der von der Kugel beim Rollen erzeugte Kanalfliche (s. Abb. 15.1). Flidche und
Ubergangsfliche hatten entlang der Ubergangskurve (Beriihrkurve der Kugel) dieselben Tangential-
ebenen (G;—Stetigkeit).

Diese klassische Methode dient bei einigen computerunterstiitzten Verfahren als Vorbild. Doch bietet
der Computer mehr Méglichkeiten. Relativ einfache Konstruktionen von Ubergangsflichen lassen
sich fiir implizite Flichen angeben. Sie basieren auf der geschickten Verallgemeinerung von sehr
einfachen Situationen im IR?.

199



200 KAPITEL 15. UBERGANGSFLACHEN

15.1 Funktionale Splines

15.1.1 Parabolische funktionale Splines (pFS)

Die beiden Geraden § : y = 0 und 7 : = 0 schneiden sich im Punkt 8 N7 : (0,0). Die Parabel
oy —x2 = 0 beriihrt die Gerade 8 im Schnittpunkt 307 : (0,0). Ersetzt man die Geraden 3 : y = 0
und 7 : = 0 durch geeignete sich schneidende Kurven 5 : f(z,y) = 0 und 7 : g(z,y) = 0, so ist
o:F:=f—g?=0 eine Kurve, die die Kurve 3 : f = 0 in den Schnittpunkten SN7:f=0,g=0
beriihrt. Diese Beriihreigenschaft (G!—Stetigkeit) bleibt auch dann noch erhalten, wenn man von
einer Parabel der Schar (1 — pu)y — pz? =0, 0 < u < 1, ausgeht. Erhoht man den Exponenten von
2 auf mindestens 3 , so erhilt man sogar krimmungsstetige Uberginge (G2 —Stetigkeit).

(L-Wf-pd' =0

Abbildung 15.2: parabolische funktionale Splinekurven

Es seien 3 : f(x,y) = 0 und 7 : g(x,y) = 0 zwei sich schneidende Kurven im R?, f und ¢ seien
(n — 1)—mal differenzierbar, n € IN.
Jede Kurve o der Schar

o(p,n): Fi=01—-p)f—pg"=0, 0<pu<l, 2<neN

heifit parabolische funktionale Spline (pFS)Kurve, § ihre Basis, T ihre Transversale, n ihr Exponent
und p ihr Paramater.

Als Definitionsbereich von F wihlt man den Bereich von IR?, in dem die Funktionen f und ¢ positiv
sind. (Um die gewiinschten Ubergangskurven zu erhalten, mufl man u.U. f oder g mit —1 multipli-
zieren.)

Man rechnet leicht nach, dafl in den Schnittpunkten SN 7 : f = 0,g = 0 die partiellen Ableitungen
bis (n — 1)—ter Ordnung von F mit denen von (1 — u)f identisch sind. Hieraus folgt:

o(p,n) schlieBt in - BN7T G" ' — stetig an die Basis 3 an.
(vgl. LLHO,HA’90)

Beispiel 15.1 a) 8: f(z,y)=1—22—4*>=0 (Kreis), T:g9(x,y) =y=0 (Gerade).
Jede Kurve der Schar o : F:= (1 —p)f —pug" =0, 0<pu<l1l, n>2, berihrtden Kreis
in den Punkten (—1,0),(1,0).
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b) B:f=li-1o=0, 7:9=1=0, wobei Ii(x,y):=a;x+by—c; =0 Geraden sind.

Abbildung 15.4: zu Beispiel 15.1 b)

Abbildung 15.5: Anwendungen von Kurven aus Beispiel 15.1 b)

Diese Methode 148t sich auf Flichen ausdehnen.

Beispiel 15.2 3: f(x,y,2) =1—2% —y? — 22 =0  die Einheitskugel,
T:9(x,y,2) =2=0 die Aquatorebene.

201
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Abbildung 15.6: zu Beispiel 15.2

Jede Fliche o der Schar F':= (I—p)f—pg"=0, 0<pu<l, n>2 berihrt die Kugel entlang
dem Aquatorkreis.

Die Wirkung der beiden Designparameter p und n la8t sich hier so beschreiben: p legt fest, wie
“nah” die neue Fliche der Kugel (; klein) oder der Aquatorebene (p ~ 1) ist.

Mit wachsendem n schmiegt sich die Flédche o : F' = 0 entlang der Schnittkurve der Ausgangsflachen
BNT:f=0, g=0immer mehr der Basisfliche 8 : f = 0 an.

Geht man nun von zwei sich schneidenden Fléachen 3 : f{ =0, B2 : fo = 0, den Basisflichen, aus,
deren Schnittkurve 81 N P2 man ausrunden mochte, so mufl man eine geeignete Transversalfiiche
7 : g = 0 wihlen, mit deren Hilfe man die KurvenI'; : f{i =0, g =0und I's : fo =0, g = 0 festlegt,
entlang denen sich die Ausrundungsflache an die Basisflichen 1, 82 anschmiegen soll. Die Vorzeichen
der Funktionen f1, fo, ¢ sind so zu wihlen, daB die gewiinschte Ubergangsfliche im Positivbereich
dieser Funktionen verlduft. Sind die Flachen 51 : fi =0, B2 : fo = 0 und 7 : g = 0 hinreichend glatt,
so ist auch die Ubergangsfliche

o F=0—-pfifo—pug" =0, 0<pu<l, n>2

im Positivbereich der Funktionen fi, f> und g eine hinreichend glatte Fléche.(s. LILHO,HA90, WA90).
Die Fliiche o : F = 0 heifit (analog zu den Kurven) eine zu den Basisflichen 81 : f1 =0, B2: fo =0
und der Transversal-Fliache 7 : g = 0 gehorige parabolische funktionale Spline-Fldche, pF'S.

Fiir parabolische funktionale Spline Flichen gilt wie fiir pFS-Kurven:
o schlieBt in der Kurve I'=8N7 G" !-stetig an die Bais 3 an.

Insbesondere gilt (LI,HO,HA’90):
Fiir n > 2 gehen die Tangentialebenen an den Flicheniibergingen stetig ineinander iiber (G!-stetig).
Fiir n > 3 sind auBerdem die Normalkriimmungen an den Flicheniibergingen stetig (G2-stetig).

Beispiel 15.3

file,y,2) = rP—a?—y*—22 = 0 (Kugel)
fQ('rvya Z) = T = 0 (Ebene)
g('rvya Z) = < - O (Ebene)
Beispiel 15.4
filz,y,z) = r?*—2>—22> = 0 (Zylinder)
fa(z,y,2) = 2 =92 —22 = 0 (Zylinder)

o

9(x,y,2) = =z = (Ebene)
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Abbildung 15.7: zu Beispiel 15.3 und Beispiel 15.4

Die obige Konstruktion 148t sich auf m Basisflichen f1 =0, fo =0,..., fi, =0 ausdehnen.
Beispiel 15.5 f;, =0, i =1,...,4, g =0 FEbenen

Abbildung 15.8: zu Beispiel 15.5

Beispiel 15.6 Die Gleichung
1= +y* - 1)@*+2° =D+ 22 = 1) —p(9 —2® —y* = 2%)> =0

beschreibt eine G2-stetige Ubergangsfliche zwischen den drei Zylindern z?>+vy>—1=0, 22 +22—1 =
0, ¥2+22—1=0. In Abb. 15.9 ist u = 0.0003.

15.1.2 Symmetrisierte parabolische funktionale Splines (spFS)

Parabolische funktionale Splines lassen sich noch auf die folgende Weise symmetrisieren:

Es seien zwei Flichen f; : f1 = 0, B2 : fo = 0 gegeben und jeweils eine Schnittkurve I'; : f; =
0, g; = 0, ¢+ = 1,2, mit zwei verschiedenen transversalen Flichen 7 : g1 = 0 bzw. 7o : go = 0.
Sind die Funktionen f1, f2, g1, g2 positiv, die Kurven I'y,I's disjunkt und die gegebenen Flichen
hinreichend glatt, so ist die implizite Fliache

o: F=(1—p)figy —pfog? =0 fir fiwr0<pu<l1l, n>2

eine Ubergangsfliiche zwischen den Basisflichen 8; : fi = 0 und f2 : fo = 0 durch die Kurven
I'i:pB1N7und Ty : Bo N 7e.
Die Flidche o : F' = 0 heifit eine symmetrisierte parabolische funktionale Spline-Fliche, spFS.
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Abbildung 15.9: G2-Ubergangsfliiche dreier Zylinder

Beispiel 15.7

filz,y, 2) 4 — 2% —qy? (Zylinder), gi(z,y,2) = z+1 (Ebene)
folz,y,2) = 22—9y?> -1 (Zylinder), g2(x,y,2) = 1—2 (Ebene)

Abbildung 15.10: zu Beispiel 15.7

Die Methode der spF'S 148t sich auch auf 3 und mehr Basisflichen ausdehnen (s. WA’90).

Bemerkung:
Fiir n > 2 gehen die Tangentialebenen an den Flicheniibergingen stetig ineinander iiber (G!-stetig).

Fiir n > 3 sind auBerdem die Normalkriimmungen an den Flicheniibergingen stetig (G2-stetig).
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15.1.3 Elliptische funktionale Splines (eF'S)

Der Kreis 1 — (1 — )% — (1 — y)? = 0 beriihrt die Gerade £; : y = 0 im Punkt (1,0) und die Gerade
B2 : x = 0 im Punkt (0,1). Ersetzt man auch hier die Koordinatenachsen durch die Gleichungen
von zwel geeigneten sich schneidenden Flichen §; : fi(x,y,2) = 0 und B2 : fa(z,y,2) = 0, so erhiilt
man die Gleichung F :=1— (1 — f1)? — (1 — f2)? = 0 einer Fliche, die die Fliiche 8; : fi = 0 in der
Schnittkurve I'; : f; = 0, fo = 1 und die Fliache 52 : fo = 0 in der Schnittkurve I's : f1 =1, fo =0
beriihrt.

Abbildung 15.11: Korrelationskurven fiir elliptische funktionale Splines

Abbildung 15.12: Parabolische funktionale Splines als Korrelationskurven

Diese Methode 1483t sich folgendermaflen verallgemeinern:

Es seien co,dg € RT, 31 1 fi = 0,02 : fo = 0 zwei sich schneidende Flichen, deren Funktionen
f1, f2 die Wertebereiche [0, ¢o] und [0, dg] besitzen. Ferner sei h(z,y) = 0 eine glatte Kurve, die die
Koordinatenachsen in den Punkten (cg,0), (0, dg) beriihrt. Sind die Funktionen f1, fa, h hinreichend
differenzierbar, so ist die Fliche o : F := h(f1, fo) = 0 eine Ubergangsfliiche, die die Fliche £ : f; =
0 in der Kurve I'y : f1 = 0, fo = dp und die Fliache 85 : fo = 0 in der Kurve I's : f1 = ¢g, fo =0
beriihrt (G!—stetig). Wir nennen o : F = 0 eine zu den Basisfldchen 31 : fi = 0, B2 : fo = 0 gehorige
elliptische Funktionale Spline-Fliche, eFS. Die Parameter co, dy legen fest, wo die Ubergangsfliche
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ansetzt.
Beispiele fiir geeignete Korrelationskurven h = 0 sind:

e die ”Superellipsen”
hz,y) =1—(1—2x/co)" — (1 —y/dp)" =0 fiirn > 2
und

e die parabolischen funktionale Spline Kurven

h(x,y):(1—u)cz——u(1————)”:0, 0O<pu<l, n>2,

Fiir n > 3 sind auch die Normalkriimmungen stetig (G?—Stetigkeit).
n heiflt der Ezponent der eFS—Fléche.

Beispiel 15.8

filz,y,2) = 22+9y>—-15%2 = 0 (Zylinder)
folz,y,2) = 3> +22-23%2 = 0 (Zylinder)
hey)=1—pai —nl—2—F£)"=0, c=24,do=6, n=02, n=3,

Abbildung 15.14: Ubergangsfliche zwischen Torus und Kugel

Die elliptische Methode wird in der Literatur auch als Potentialmethode (HO,HO’85) bezeichnet.
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15.2 Ubergangsflichen fiir beliebige Flichen

Jede Fldche, deren Normalform (vgl. 12.2.7) numerisch zur Verfiigung steht, kann als Basisfldche

einer der obigen Methoden verwendet werden.
Abb. 15.2 zeigt eine Ubergangsfliche zwischen zwei Bézier—Fléchen, zwischen einer Bézierfliche und

einer impliziten Fliche (Zylinder) sowie eine Ubergangsfliiche zwischen den beiden Ubergangsflichen.

Abbildung 15.15: Ubergangsflichen zwischen beliebigen Flichen
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Kapitel 16

ABWICKELBARE FLACHEN

Eine Fliche heift abwickelbar , wenn sie lingen- und winkeltreu in den IR? abgebildet werden kann.
In die Ebene abwickelbar sind genau die (allgemeinen) Zylinder, Kegel und die Tangentenflichen
(Fléchen die durch die Tangenten einer Raumkurve erzeugt werden). Abwickelbare Fldchen heifien
auch Torsen. Sie sind Regelflichen (oder Strahlflichen), d.h. sie werden von einer Geradenschar
iitberdeckt. Doch ist nicht jede Regelfliche abwickelbar, z. B. das einschalige Hyperboloid. Eine Re-
gelfldche ist abwickelbar, wenn sie lings jeder Erzeugenden (Gerade) immer dieselbe Tangentialebene
besitzt.

Wir werden hier nur die in der Technik wichtigen senkrechten Kreis-Zylinder und Kegel, sowie die
abwickelbaren Verbindungsflichen von Kurven behandeln.

16.1 Abwicklung eines senkrechten Kreiszylinders

Fiir die Abwicklung eines senkrechten Kreis-Zylinders denke man sich den Zylinder entlang einer
Mantellinie aufgeschnitten und in die Ebene ausgebreitet. Bei der Abwicklung eines Punktes ist zu
beachten, dal es darauf ankommt, an welcher Mantellinie aufgeschnitten wird . Wir wollen hier
immer entlang der Mantellinie schneiden, die den Punkt P, : p; des Basiskreises enthélt.

Es sei jetzt
Z={qo+ficosp+fhsinpg+f30|0<¢<2maclR}

ein senkrechter Kreiszylinder , d. h. es ist
fi-fo =1 - f35=1f5-f3 =0 und f12 = f22 = r?; r, ist der Radius von Z.

Wir wickeln Z so ab, daf§ die Mantellinie {qo + f1 + fsa | @ € IR} auf die y-Achse und der Punkt
Py : p1 := qo+ 11 auf den Nullpunkt abgebildet werden. Der Basiskreis {qo+f1 cosp+fasing | ---}
wird dann auf eine Strecke der positiven Z-Achse der Lange 27r, abgewickelt.

Ein Punkt Q : q 148t sich durch

q = qo + f1 cos p, + f2sinp, + f3004, wobei (wegen f; - £; = 0, fiir ¢ # j)

_ . f _ - f _ - f
(q Zo) 17 sin gy = (4 —po) 27 ag = (q ?20) 3
z 3

CoS g =
q 72

209
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ist, beschreiben . Mit Hilfe des Unterprogramms polar_angle berechnet man aus cos ¢, und sin ¢,
den Winkel ¢4. Die Abwicklung von @ ist dann

@ tq= (SDqTZaO‘q|f3|)

Abbildung 16.1: Abwicklung eines senkrechten Kreiszylinders

Das Unterprogramm develop_cylpts berechnet die Abwicklungen von Punkten des durch qg, q1, q2
gegebenen senkrechten Kreiszylinders (Es ist f; = q; — qo, i = 1,2.).

procedure develop_cylpts(q0,ql,q92: vt3d; rz: real; p: vts3d; nl,n2: integer;
var pd: vts2d);
{Berechnet die Abwicklung einer Punktreihe auf einem senkrechten Kreiszylinder}

var f1,f2,av,vv : vt3d; i : integer;
rz2,a2,ab,cw,sw,al,wp : real;
begin
diff3d(ql,q0, £f1); diff3d(q2,q0, £2); vectorp(f1,f2,av);
a2:= scalarp3d(av,av); ab:= sqrt(a2); rz2:= YZ*rz;
for i:= nl to n2 do
begin
diff3d(p[il,q0, vv);
cw:= scalarp3d(vv,f1) / rz2; sw:= scalarp3d(vv,f2) / rz2;
al:= scalarp3d(vv,av) / a2; wp:= polar_angle(cw,sw) ;
put2d(rz*wp,al*ab, pd[il);
end;
end; {develop_cylpts}
Lorokoskook ok skok ok skok ok sk ok

Aufgabe 16.1 Abwicklung eines ZYLINDERSTUMPFES:
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Abbildung 16.2: Abwicklung eines Zylinderstumpfes

16.2 Aufwicklung auf einen senkrechten Kreiszylinder

Unter der Aufwicklung eines Punktes auf einen senkrechten Kreiszylinder (_Radius r,) wollen wir die
Umkehrung der in 16.1 beschriebenen Abwicklung verstehen. Ein Punkt @ : § = (Z,7) wird dabei
auf den Punkt

Q:q=qo+ficospg +fasing, +fsag mit o, =T/r., oy =7/|f]
des Zylinders Z = {qo + f1 cosp + fasinp + f3a | ...} abgebildet (aufgewickelt).

Das Unterprogramm pts2d_on_cylinder berechnet die Aufwicklung der Punktreihe p2d[i], nl <
i < n2, auf den durch qop,q1, g2 bestimmten senkrechten Kreiszylinder mit Radius r,. (Es ist f; =

q; — 9o, 1= 11 2)
procedure pts2d_on_cylinder(q0,ql,q92 : vt3d; rz : real; p2d : vts2d;

nl,n2 : integer; var p: vts3d);
{Berechnet die Aufwicklung einer Punktreihe auf einen senkrechten Kreis=

zylinder.}
var f1,f2,av : vt3d; ab,wp,xi,eta,al : real; i : integer;
begin
diff3d(ql,q0, £1); dif£3d(q2,q0, £2);
vectorp(f1,f2,av); ab:= length3d(av);
for i:= nl to n2 do
begin
wp:= p2d[i].x/rz; al := p2d[i].y/ab;
xi:= cos(wp); eta:= sin(wp);
lcomb4vt3d(1,q0, xi,fl, eta,f2, al,av, pl[il);
end;

end; {pts2d_on_cylinder}
Lokskokok sk kok ok ok kk koK
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Aufgabe 16.2 AUFWICKLUNG von KREISEN:
(Als Hiddenline-Algorithmus kann man curve_before_plane fir die Umrifiebene verwenden. Die
Umrifsebene erhdlt man mit Hilfe von cylinder_contpts.)

Abbildung 16.3: Aufwicklung von Kreisen bzw. Buchstaben auf einen Zylinder

16.3 Abwicklung eines senkrechten Kreiskegels

Es sei
K :={qo+fiacosp+fhasing +f3(1 —a) | 0 < ¢ <27, a € R}

ein senkrechter Kreiskegel, d. h. {fy, f2,f5} ist eine Orthogonalbasis. 1, := |fi| = |f2] ist der Radius
des Basiskreises, S : sg = qg + f3 die Spitze des Kegels. Wir wickeln K so ab, dafl die Mantellinie
durch den Punkt P; : q1 = qo + 1 auf die z-Achse und die Spitze S auf den Nullpunkt abgebildet
werden. Der Basiskreis {qg + f1 cosp + fasing | ...} wird dann auf einen Keisbogen abgewickelt.
Fiir einen Punkt Q : q # so (Spitze) des Kegels gilt

q = qo + fiag cos oy + facyg sin g + f5(1 — ay)

mit
_ £ _ £ B "
cosp= AP0 g, (TR, g aTpo)h
Qg7 gy f2

Mit Hilfe des Unterprogramms polar_angle berechnet man aus cosy, und sin ¢, den Winkel ¢,.
Der ¢, entsprechende Winkel in der Abwicklung ist

P = PqTk/ T/% +£5.
Also wird der Punkt @ auf den Punkt

@ : q = (pq COS@qu pq Sin@q) mlt pq = aq \/ ’f']% + f??

abgewickelt.
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Abbildung 16.4: Abwicklung eines senkrechten Kreiskegels

Aufgabe 16.3 Abwicklung eines KEGELSTUMPEFs:

2
N

Abbildung 16.5: Abwicklung eines Kegelstumpfes
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Das Unterprogramm develop_conepts berechnet die Abwicklung von Punkten p[i],n1 <1 < ng, des
durch die Punkte qp,q1,q2 und der Spitze peak bestimmten senkrechten Kreiskegels mit Radius
rk. Der ganze Kegelmantel wird auf einen Kreissektor mit Radius m1 und Winkel psi abgewickelt.

procedure develop_conepts(q0,ql,q2: vt3d; rk: real; peak: vt3d; p: vts3d; nl,n2: integer;
var pd: vts2d; var ml,psi: real);
{Berechnet die Abwicklung einer Punktreihe auf einem senkrechten Kreiskegell}

var f1,f2,av,vv : vt3d; i : integer;
rk2,a2,cw,sw,alq,w,wa,ra,q01,q02,q0a : real;
begin
diff3d(ql,q0, f1); diff3d(q2,90, £2);
vectorp(f1l,f2,av); diff3d(peak,q0, av);
rk2:= rk*rk; a2:= scalarp3d(av,av);
ml:= sqrt(rk2 + a2); psi:= pi2+*rk/ml;
for i := nl to n2 do
begin

diff3d(p[il,q0,vv);

q01:= scalarp3d(fi,vv); q02:= scalarp3d(f2,vv);
q0a:= scalarp3d(av,vv);

alq:= 1 - g0a/a2;

cw := q01/(alg*rk2); sw:= q02/(alq*rk2);
w:= polar_angle(cw,sw);
wa := w¥rk/ml; ra:= alqg*ml;
pdl[i] .x:= raxcos(wa); pdl[i] .y:= raxsin(wa);
end;

end; { develop_conepts}

{oksksrotokokokokokokok -

16.4 Aufwicklung auf einen senkrechten Kreiskegel

Unter der Aufwicklung eines senkrechten Kreiskegels wollen wir die Umkehrung der in 16.3 beschrie-
benen Abwicklung verstehen. Dabei wird ein Punkt Q : § = (%,%), der in der Abwicklung des
Kegelmantels liegt, auf den Punkt

Q:q=qo + fiagcospg + fragsinpg + £3(1 — aq)

g = /T2 + 7 lm, mit Ly =/r? +£3,

©q = Pylm/Tk, wobei P, mit polar_angle aus (7,7)

aufgewickelt. Es ist

und

berechnet wird.

procedure pts2d_on_cone(q0,ql,q92: vt3d; rk: real; peak: vt3d; p2d: vts2d;
nl,n2: integer; var p: vts3d);
{Berechnet die Aufwicklung einer Punktreihe auf einen senkrechten Kreiskegel.}

var f1,f2,av : vt3d; i : integer;
rk2,a2,ml,al,waq,wq,axi,aeta : real;
begin
diff3d(ql,q0, f1); diff3d(q2,90, £2); diff3d(peak,q0, av);
rk2:= rk*rk; a2:=scalarp3d(av,av) ; ml:= sqrt(rk2 + a2);

for i:=nl1l to n2 do
begin
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waq:= polar_angle(p2d[i].x,p2d[i].y); wq := ml*waq/rk;
al := length2d(p2d[i]) / ml;

axi:= alx*cos(wq); aeta:= alx*sin(wq);

lcomb4vt3d(1,q0, axi,fl, aeta,f2, 1-al,av, pl[il);

end;

end; {pts2d_on_cone }
{okeskokook sk ook ok ok sk kok ok ok ok ok b

Aufgabe 16.4 AUFWICKLUNG AUF EINEN KEGEL:

Abbildung 16.6: Aufwicklung von Zykloiden auf einen Kegel

16.5 Abwickelbare Verbindungsflichen von Kurven

Es seien T'; : p(s) und T2 : q(t) zwei nicht in einer Ebene liegende differenzierbare Kurven, fiir
die stets p’(s) # 0,q'(t) # 0 ist. Um eine abwickelbare Verbindungsfliche der beiden Kurven zu
erhalten, miissen wir jedem Punkt P; : p(s;) von I'; einen Punkt @; : q(¢;) von I's so zuordnen,
daf entlang der Verbindungsgerade P;Q); die Tangentialebene der zu erzeugenden Fliche dieselbe
ist. Dies ist der Fall, wenn der Tangentenvektor p’(s;) in P;, der Tangentenvektor q'(¢;) in @; und
der Richtungsvektor q(s;) — q(t;) in einer Ebene liegen, d.h. wenn die Determinante

det(p’(si), q'(t:), p(si) —q(ti)) =0

ist.

Gibt man s; vor, so kann man entweder

a) mit einem geeigneten Startwert fiir ¢; und dem Newtonverfahren oder

b) mit der Regula falsi

ein t; bestimmen.

Bei der Auswahl eines Startwertes fiir ¢; ist darauf zu achten, daf er “realistisch” ist. Denn sind z.B.
I'; und I'y zwei parallele Kreise mit gleichem Radius, so kann man als abwickelbare Ubergangsfléiche
sowohl einen Zylinder als auch einen Kegel erhalten. Ein Kegel ist ungeeignet, da man normalerweise
in der Technik eine “rohréhnliche” Fliche haben mochte.

Zur Abwicklung teilt man jedes von zwei Erzeugenden gebildete (rdumliche!) Viereck in zwei Drei-
ecke und wickelt dieses Band von Dreiecken in die Ebene ab.
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Abbildung 16.8: Abwicklung eines Dreiecks

Zur Abwicklung eines Dreiecks P, Q, R nétige Berechnungen, wobei die Abwicklung P, Q der Punkte
P, @ als bekannt vorausgesetzt wird:

(1) Langen der Dreicksseiten PQ(= PQ), PR, QR.

(2) Einheitsvektor e; in PQ—Richtung, e L e.

(3) a = Projektion von RP auf ey, b = Projektion von RP auf e,

(4) R = P + ae; + bey (Abwicklung von R).

Das Unterprogramm development wickelt die zugeordneten Punkte P;, Q;, ¢ = nq,...,neo, die eine
Erzeugende bestimmen, ab und zeichnet die Abwicklung.

procedure development(p,q : vts3d; nl,n2 : integer; var pd,qd : vts2d);

var i : integer; qp : vt3d;

{x}

procedure develop_triangle(p,q,r : vt3d; pd,qd : vt2d; var rd : vt2d);

var gpd,el,e2 : vt2d; 1gp2,1qgp,1lrp2,1lrq2,a,b : real;

begin
diff2d(qd,pd, qpd); 1qp2:= scalarp2d(qpd,qpd); 1lqp:= sqrt(lgp2);
scale2d(1/1qp,qpd, el); rotor2d(0,1,el, e2); { el,e2: Orthonormalbasis }

1lrp2:= distance3d_square(r,p);
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1lrq2:= distance3d_square(r,q);
a:= (1gp2+1lrp2-1rq2)/(lgp+lgp); { Proj. von lrp in el-Richtg. (Kosinussatz) }
b:= sqrt(lrp2-a*a); { oo e2- }
lcomb3vt2d(1,pd, a,el, b,e2, rd);

end; { develop_triangle }

{*x}

begin
pd[ni]:= null2d; diff3d(q[n1],plnil, qp);
put2d(0,length3d(qp), qd[ni1]l); line2d(pd[n1],qd[n1],0);
for i:= ni1+l1 to n2 do

begin
develop_triangle(p[i-1]1,qli-1], pl[il, pd[i-1],qd[i-1], pd[il);
develop_triangle(pl[il,qli-11, qlil, pd[il,qd[i-1], qd[il);
line2d(pd[il,qd[i],0);
end;

curve2d(pd,n1,n2,0); curve2d(qd,nl,n2,0);

Lokeskoskesk ok sk ok ok sk ok ook ok ok T
Abbildung 16.9: Abwicklung der Verbindungsfliche zweoer Ellipsen

Mehr iiber die Abwicklung von Verbindungsflichen findet man in WE,FU’88.
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Kapitel 17

DACHAUSMITTELUNG,
BOSCHUNGSFLACHEN

17.1 Dachausmittelung

17.1.1 Problemstellung

Fiir ein Hausdach werden in der Regel die Traufkanten (ein Polygon) und die Neigungen (Winkel
gegeniiber der Horizontalen) der an den Traufkanten anliegenden Dachflichen vorgegeben. Durch das
Schneiden von Dachfléchen entstehen die sog. Grat- bzw. Kehllinien (s. Abb.). Horizontale Gratlinien
nennt man auch Firstlinien. Die Aufgabe der Dachausmittelung besteht nun darin, Grat-, Kehl- und
Firstlinien zu bestimmen. Diese Aufgabe ist in der Praxis normalerweise eindeutig lésbar. Doch gibt
es auch Fille, in denen mehere Losungen existieren. In der klassischen Darstellenden Geometrie
benutzt man bei der Dachausmittelung Hoéhenlinien als Hilfslinien (vgl. z.B. FUKINI'87, S. 133-
139).

Traufkante

First

Abbildung 17.1: First-, Grat-, Kehllinien und Traufkanten eines Daches

219
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17.1.2 Der Algorithmus zur Dachausmittelung

Vorgaben: 1) Traufkantenpolygon Py, ... P, mit nicht notwendig horizontalen Traufkanten,
2) Neigungswinkel der an den einzelnen Traufkanten anliegenden Dachfléichen.

Durchfiihrung:

(0) Schreibe die Punkte Py, ... P, in eine Liste A, und die Ebenen €7 ...¢, in eine Liste A.. (Die
Ebene ¢; enthilt die Kante P;P;11.)
Berechne die Gleichungen n; -x=4d;, i=1,...,n, der Ebenen.

(1) Schneide je drei benachbarte Ebenen €;_1,¢;,€;41. Der Schnittpunkt sei S;. Die minimale
Ho6he der Punkte S1,... sei Amin.

Si
€i1 €i+1
&
i Pi1
Abbildung 17.2: zu (1)
Ap: P1|P2|P3|P4|P5| ...... | ......
A €1 | €2 | €3 | €q4 | €5 | 0en
Amh : Sl $2 Sg $4 $5 ......

Abbildung 17.3: Die Listen A, Ac und A,

(2) Bestimme unter den Schnittpunkten Si, ... diejenigen mit minimaler Hohe Ay, und schrei-
be sie in eine Liste A,,,. Falls zwei aufeinanderfolgende Punkte S;_1,.5; auf der Hohe A0
liegen, wird derjenige, der weiter von P; entfernt liegt, wieder aus der Liste A,,; gestrichen.
(P;, Si—1, Si liegen auf einer Gerade !)

R
Abbildung 17.4: zu (2)
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(3) Fiir jeden Schnittpunkt S; € A, verfahre folgendermafen:

(i) zeichne die Strecken S;P;, S;Pj11.
(ii) streiche die Ebene ¢; (mittlere der am Schnitt beteiligten Ebenen) aus der Ebenen-Liste
Ae.
(iii) streiche die zu e; gehdrigen Punkte P;, P11 aus der Punkte-Liste A, und fiige in diese
Liicke den Punkt .S; ein.

Py [P Pr | P ] . I
€i—1 ﬁ{Z Eixl | e _— H—l | SZ | H_z |
S,

| €i—1 | Eit1 |

Abbildung 17.5: zu (3)

(4) Sind (nach dem Streichen in (3)) zwei benachbarte Ebenen gleich, so streiche die rechte Ebene
aus der Liste A, sowie den (zu den benachbarten Ebenen gehorigen) mittleren Punkt aus der
Liste A,.

Pt

Abbildung 17.6: zu (4)

(5) Wiederhole (1)-(4) bis A, nur noch zwei Ebenen enthilt. Falls A, noch zwei Punkte enthilt,
dann verbinde sie durch eine Kante.

Hinweis:
Dieser Algorithmus wurde im Rahmen des Seminars “Computerunterstiitzte Darstellende Geome-
trie” von Jan Hadenfeld und Thomas Jiger entwickelt.

Die folgenden Beispiele wurden mit diesem Algorithmus behandelt. Falls das Traufkantenpolygon
nicht einfach zusammenhéngend ist, fiige man an einem Schnitt zwei Dachflichen mit einer 90 -
Neigung ein (s. Beispiel ).
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Abbildung 17.7: Beispiele mit Angabe der Dachneigungen in Grad

17.2 Boschungsflichen

17.2.1 Problemstellung

Beim Bau einer Strafle, die entweder hoher oder tiefer als das umliegende Gelinde verlauft, wer-
den entlang den Straflenrdndern Erdaufschiittungen bzw. -abgrabungen vorgenommen.Im Fall von
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Aufschiittungen kann man sich die Flichen, die dabei entstehen, als die Einhiillenden der Schiitt-
kegeln vorstellen. Die Hohenlinien dieser Fldchen werden in Bauplidnen als die Einhiillenden der
entsprechenden Hohenkreise der Schiittkegeln konstruiert (vgl. GR,BA ’78). Um solche Flichen mit
Hilfe des Computers darstellen zu kénnen, mufl man sich eine Parameterdarstellung verschaffen.
Dies kann z. B. geschehen, indem man die Boschungsfliche als Losung einer partiellen Differential-
gleichung betrachtet (GO’92) oder die klassische Methode mit Zirkel und Lineal benutzt um eine
Parameterdarstellung der Hohenlinien zu finden. Die letztere Methode sei hier kurz erldutert.

\\‘w\

Abbildung 17.8: Kurve, Schiittkegel und ein Teil der Boschungsflache

17.2.2 Die Parameterdarstellung einer Boschungsflache

Gegeben: Differenzierbare Kurve (Strafenrand) I' : ¢(s) = (z(s),y(s),2(s)), s € [a,b].
m = Tangens des halben Offnungswinkels der Schiittkegel.
Gesucht: Parameterdarstellung der zugehorigen Boschungsfliache.

Zur Bestimmung einer Parameterdarstellung der Boschungsfliche ® verwenden wir die Idee, die man
beim Zeichnen mit Zirkel und Lineal benutzt: Den Grundrifl einer Hohenlinie der Hohe ¢ erhélt man
als Einhiillende der Hohenkreise der Schiittkegel entlang der Kurve I'.

Einhillende der Hohenkreise

Abbildung 17.9: Hohenlinien als Einhiillende von Hohenkreisen der Schiittkegel

Der Hohenkreis k(s, ¢) der Hohe ¢ des Schiittkegels an der Stelle c(s) hat den Radius m - (z(s) — ().
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Der Grundrifl von k(s, () erfiillt also die Gleichung
F(&n,s) = (€ = 2(5)* + (n = y(5))* = m*(2(s) — ¢)* = 0.
Eine Einhiillende ) dieser Kreisschar geniigt den beiden Gleichungen
F(,n,8)=0 und Fs(&n,s)=0

(vgl. [BR,SE’83], S. 647).
Lost man das System

() F&n,s) = (&~ () + (n—y(s))* =m*(2(s) = ¢)* =0

() Fu(&m,8) = 2(6 — a(s))i(s) +2(n — y())g(s) — 2m*(2(s) = ¢)2(s) =0

nach ¢ und 7 auf, so erhilt man die Parameterdarstellung e(s) = (£(s),n(s),¢) von Y . Fafit man
die Hohe ( als weiteren Parameter auf, so ergeben sich die Parameterdarstellungen

b(S, <) = (,T, Y, <) + m('z - Q)I‘Q(S)

mit
mis £ /32 + 92 — (m2)2 myi F i\/32 + 52 — (m2)2
I'O(S) = ) ) 5 35} ) ) O
4 +y 4 +y
der Boschungsfldchen. Dabei sind z, &, . . . die Funktionen z(s), Z(s) .. .. Die Vorzeichen vor den Wur-

zeln zeigen, dafl es zwei Boschungsflichen zur Kurve I' gibt.

Die Tangente an eine Hohenlinie ist (5, 7,0). Sie ist senkrecht zu (£ — z,n7 — y,0), wie man durch
implizites Differenzieren der Gleichung F(£,7,s) = 0 nach s und unter Verwendung von Fy, = 0
(s.0.) erkennt. Damit ist die Tangente auch senkrecht zu ry(s) und ihre Richtung unabhéngig von
der Hohe (.

Ersetzt man den Parameter ¢ durch den Parameter ¢ := m(z—(),s0 erkennt man, daf§ die Boschungs-
flichen Regelflachen sind. Die Parameterdarstellungen sind dann

b(s,t) = c(s) + tr(s),

wobei
(s) = (RE2EY @2 +y? — (m2)? myi F i\/3? + 9% — (m2)? m
r(s) =
I2 + y2 ’ 2 + yQ "m
Dabei sind (wie oben) z, &, ... die Funktionen z(s), &(s)-.

Eine Regelfliche, die entlang einer Erzeugenden immer dieselbe Tangentialebene hat, was hier der
Fall ist, nennt man torsal. (Eine torsale Fliche ist abwickelbar). Man priift ferner leicht nach, daf
die Tangentialebenen der hier konstruierten Flichen alle die gleiche Neigung (Winkel mit der
z—Achse) haben.

Beispiel 17.1 Fir die Gerade

I':c(s) :=(s,0,y8)istx =s,y=0,z=7s,&=1,9y=0,2 =~ undr(s) = (my, F/1— (my)?,—-1/m)

konstant.
D.h. die Boschungsfiichen sind Ebenen.
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T
AR [
1777777 \
A 17777/ 2N
e
— MRS

Abbildung 17.10: Béschungsflachen einer Schraublinie

Beispiel 17.2 Falls T die Schraublinie c(s) := (acos s, asin s,~ys) ist, ist ¢(s) = (—asins,acoss, )
und

r(s) = (—maysins =+ acossy/a?— (my)?, maycoss =+ asinsy/a? — (my)? _—“2)

= may(—sins,coss,0) + ay/a? — (my)%(cos s,sins, 0) — (0,0, “—Wj)

Hinweis:
Die Abbildungen in diesem Abschnitt {iber Boschungsflichen stammen aus der Diplomarbeit von
Andreas Gorg.
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Kapitel 18

EIGENSCHAFTEN VON
BEZIERKURVEN

18.1 Eigenschaften der Bernsteinpolynome

Die Definition der Bernsteinpolynome

B t) == <7Z> t'1—t)"" 0<i<mn,

ergénzen wir aus technischen Griinden durch B}*(¢) = 0 fiir andere i. Auch fiir die Binomialkoeffizi-
enten setzen wir () =0, falls i ¢ {0,1,...,n}.

Es gilt

(1) Beziehung zwischen der Bernstein— und der Monom-Basis:

=3 Bmo. mo-S e (1))

j=i \i j=i J

(2) Rekursion:  BP(t) = (1 —t)B ' (t) + tBI ' (1),
(3) Skalierung: ~ Bl'(ct) = Y7o B () B (1),

(4) Ableitung: %Bf(t) =n (B '(t) - B (1),
(Man beachte, dal B~ (t) = 0, B»~1(t) = 0 ist.)
D0 e

(m+n) i+j (t)
i+J

(5) Produkt:  B}'(t)B}(t) =

227
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18.2 Der Casteljau-Algorithmus

Fiir das Polygon by, by, ..., b, im IR? (oder IR*) und einem ¢ € IR definieren wir rekursiv fiir jedes
r =1,...,n das Polygon

bi(t) = (1—t)b] " (t) + tb{ | (t), i=0,..n—r.
wobei  b?(t) = b; sei.
Das Polygon der Stufe r = 0 ist identisch mit dem Ausgangspolygon, das Polygon der Stufe r = n

ist ein Punkt.

Aus der Rekursionseigenschaft der Bernsteinpolynome (s. 18.1) folgt
bl (t) = Zbiﬂ-B;-(t), r=0,..n,1=0,...n—7
j=0

(Beweis mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber r.)
Also ist

by(t) = b B (1)
j=0

die Bézierkurve mit dem Kontrollpolygon by, b1, ..., b,. Diese Methode, einen Punkt der Bézierkurve
iiber lineare Interpolationen zu bestimmen, heifit der Casteljau—Algorithmus.

Wie fiir ein ¢ € R aus dem Kontrollpolygon die Zwischenpolygone und schliellich der Punkt der
Bézierkurve entsteht, zeigt die Abb. 18.1 fiir n = 3.

Abbildung 18.1: Casteljau—Algorithmus fiir n=3

Oder schematisch
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X,
NN
RN

Abbildung 18.2: Schematische Darstellung des Casteljau—Algorithmus

18.3 Ableitungen einer Bézierkurve

Mit Hilfe der Ableitungen der Bernsteinpolynome (s.18.1) ergibt sich fiir die 1. Ableitung der
Bézierkurve b(t) = Y"1 b; BI'(t):

Z i~ BB

=0

L&aBt man die Tangentenvektoren alle im Nullpunkt des Koordinatensystems beginnen, so beschreiben
sie eine weitere Bézierkurve mit den Kontrollpunkten Ab; := b;;1 — b;.
Speziell gilt:

d d

ab(()) =n(by —bp) und ab(l) =n(b, —b,_1).
Um hohere Ableitungen iibersichtlich schreiben zu kénnen, fithren wir folgenden Differenzenoperator
ein:

A"b; = A""'b, — AT by,

Es ist
A%; = b;
A'b; = by —b;
A*b; = b2 —2bi1+b;
Agbi = bi+3 — 3b1‘+2 + 3bi+1 — b;

s = ()b

i=o M

Die r-te Ableitung der Bézierkurve b(t) = Y7, b; BI'(t) 148t sichjetzt wie folgt schreiben:

dr TL' — r n—r
—b(t) = T ; A"b; B (t)
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Speziell fiir t =0 und ¢t = 1 erhélt man

d’ d"

%b(()) = (n — ) Arbo und %b(l) = (n—?‘) ——A"b

18.4 Graderhdhung einer Bézierkurve

Eine wichtige Manipulation der Darstellung einer vorgegebenen Bézierkurve ist die sog. Graderhchung.
Sie ist vergleichbar mit dem Anfiigen von Termen 0t"*1 0¢"*2 ... an ein Polynom ag+ait+- - - a,t™.
Dabei dndert sich das Polynom nicht und der (scheinbare) Grad wird erhoht. Analog stellt man ei-

ne fest vorgegebene Bézierkurve b(t) = .7 b;B'(t) in der Form b(t) = >/ b B () mit
geeigneten neuen Kontrollpunkten b(l) e bsll_zl dar. Um die neuen Kontrollpunkte zu bestimmen,
multiplizieren wir die urspriingliche Darstellung mit dem Faktor ¢ + (1 — ¢):

b(t) = Zb BIMt)(t+ (1 — 1))
= Zb ( )tz 1=t +(1—1)
= Tgb“ <Z f 1)#’(1 — )"ty gbi (ZL) th(1—¢)nitt

S RN ING) RIE

n+1 n+1 n+1
= sz(l)< . )tl( _ n+1 i Zb l)Bn+1 . wobei
1
=0
b('l): = i bifl"'(l_ ! )bi 1=0,...,n+1
! n+ 1 n + 1 ’ ) 9
= b;( _Z’_l) (s. Casteljau-Algor.)
n

Die neuen Kontrollpunkte sind also:  bo, bi(7%7), b5(21), ..., by (537), ba.
Wesentliche Eigenschaften der Graderhohung sind:

e Wiederholte Graderhohung fiihrt zu einer Approximation der Bézierkurve durch das Kontroll-
polygon.

e Die grofiere Anzahl von Kontrollpunkten bietet mehr Freiheitsgrade, die Kurve zu verdndern.

e Mehrere Bézierkurven lassen sich auf einen einheitlichen Grad bringen. Dies ist wichtig bei
Tensorprodukt—Bézierflichen (s. 7777).
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Abbildung 18.3: Kontrollpolygone bei ein-, zwei- und 10-maliger Graderhéhung

18.5 Bézier-Splinekurven

18.5.1 Zerlegung einer Bézierkurve

Eine Bézierkurve Iy : b(t) ist normalerweise definiert fiir 0 < ¢ < 1. Sei nun ¢ € (0,1). Dann ist
Iy : b(¢) mit 0 < ¢ < ¢ ein Teil der gegebenen Bézierkurve. Wir wollen nun die Teilkurve I'y als
Bézierkurve c(t) = 31" ¢;B"(s) mit s € [0, 1] vom (selben) Grad n mit geeigneten Kontrollpunkten

(3
co,C1, ..., Cy, darstellen. Setzen wir s := %, so muf} gelten:

n . " n . }
;CTBT (E) = ;biBi (t), fir ¢e][0,c

Es gilt
¢, = b{(c) (s. Casteljau-Alg.).

(vgl. Abb. 18.1 und Abb. 18.2)

Denn
ZCTB;L(E) = ZZMBZ(@BS(E)
r=0 r=0 i=0

n n t
= ZZbiB{(c)Bf(—) wegen Bi(---)=0 fiur i>r
c
r=0i=0

= Y Y BB
1=0 r=0

= sz‘B? (t) wegen Eigenschaft (3) der Bernsteinpolynome (s. Abschnitt 18.1)
=0

18.5.2 Glattheitsbedingungen
18.5.2.1 C'— und C?-Uberginge

Um zwei Bézierkurven zu einer einzigen wenigstens C'-stetigen Kurve zusammensetzen zu koénnen,
muf erst erklirt werden, was eine Bézierkurve iiber einem beliebigen Parameterintervall sein soll.
Die Bézierkurve

I'y: b(f) = isz?(t), t e [0, 1]
=0
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148t sich durch die Parametertransformation ¢t = == auf dem Intervall [ug, u1] darstellen:

U1 —ug
S — Up
=b € .
e(s) i= b(Z—"0). s € [ug.

Fiir die Ableitung an der Stelle u; gilt:

b1) _ bn—bua

Uyp — up Uy — Ug

¢(ur) =

Die weitere Bézierkurve
n

Ty :b/(t) =Y bnBp(t), t € [0,1]
=0

vom selben Grad wie I'; soll nun C'-stetig an I'; angeschlossen werden. Hierzu fithren wir die
Parametertransformation t = ﬁ durch:

c(s) :=b/( S

” _u1), s € [ug,ug).

Da b, der letzte Kontrollpunkt von T'; und der erste von I'y ist, beschreibt T' : c(s), s € [ug, uz] ei-
ne mindestens stetige Kurve. Damit I" an der Stelle u; sogar C!-stetig ist, muf offensichtlich gelten:

b, —b,_ b,11 — b,
(C1) L ol .

Ul — Ug Uy — U7

D.h. der Punkt b, teilt die Strecke zwischen b,,_1 und b,,4+1 im Verhiltnis (u1 — ug) : (u2 — u1) (s.
Abb. 18.4).

n-1 n n+1
/ u,-Ug D Uy-U g

Abbildung 18.4: Zur C'-Stetigkeit

Um eine zusitzliche Bedingung zu erhalten, die den C2?-Ubergang an der Stelle s = u; garantiert,
differenziert man c(s) zweimal:

b(1l) _  b(o)
(w1 —uo)*  (uz —u1)?
Die 2. Ableitung einer Bézierkurve ist eine Bézierkurve, deren Kontrollpunkte aus Differenzen von

Differenzen der gegebenen Kontrollpunkte bestehen (vgl. Abschnitt 18.3). Hieraus ergibt sich die
zusiitzliche Ubergangsbedingung fiir C2—Stetigkeit:

&(ur) =

b, —2b,_1 + b, _ b,t2 —2b, b,

(u1 —up)? (ug —u1)?

Um die geometrische Bedeutung dieser Beziehung zu erkennen, fithren wir den Punkt d auf der
Gerade durch b,,_> und b,,_; so ein, dafl b,,_; die Strecke zwischen b,,_s und d im Verhéltnis
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(u1 — uo) : (u2 —uy) teilt. Mit den Abkiirzungen Ag := u1 — ug, A1 := us — uy gilt also:

Ai(by—1—byr_2) = Ag(d—b,_1)
= _Al (bn—2 - 2bn—1 + bn) + A1 (bn - bn—l) = AO(d - bn—l)
=4 —Al(bn,Q —2b,_1 + bn) = Ao(d —b,_1 — anrl + bn) wegen (Cl)

Sei nun d’ der Punkt auf der Gerade durch b,y und b, ES gewihlt, dal b, die Strecke
zwischen d’ und by, 2 im Verhéltnis (u; — ug) : (ug — u1) teilt. Uberlegungen wie oben fiir d liefern
die Gleichung:

_AO(bn+2 - 2bn-|-1 + bn) = AO(d/ - bn—l - bn+1 + bn)
Also gilt C2) genau dann, wenn d = d’ ist (s. Abb. 18.5).
d=d

bn-2

Abbildung 18.5: Zur C%-Stetigkeit

18.5.2.2 G'- und G?*-Uberginge

Sollen die beiden Bézierkurven

I'y: b(t) = iblBln(t), te [O, 1]
1=0

Ty ct) = iciB{”(t), telo0,1]

im Punkt b,, tangentenstetig, d.h. Gl—stetig, aneinander anschliefen, so mufl auer b,, = ¢y offen-
sichtlich nur die Bedingung
(Gl) b, —Db,_1 parallelzu ¢ —cg

erfiillt sein.

Soll zusitzlich die Kriimmung im Punkt b,, stetig sein, d.h. G2-Stetigkeit, so mufl

Ib(1) x bVl _ [1€(0) x &(0)]
Ib(1))® 1e(0)[®
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gelten. Mit .
b(l) = n(b, —bp_1) und ¢(0) =m(ci — cop),

b(1) =n(n—1)((by, —bp_1) — (by_1 —by_3)) und &0) =m(m —1)((ca —¢1) — (c1 — ¢o))
erhilt man die Bedingung

(n = Dl|(bn —bn_1) X (by—1 = bn_s)l| _ (m —1)[l(e1 — o) x (c2 — )|l

(G2 nf|(bn, —bp1)[]? B m||(e1 — co)?

(Im ebenen Fall ersetzt man das Vektorprodukt durch die Determinante.) Eine wesentliche Konse-
quenz aus der letzten Darstellung der Kriimmung ist: Man darf den Kontrollpunkt b, _s bzw. c;
parallel zur Tangente im Punkt b,, bzw. ¢y verschieben ohne, daf} sich die Kriimmung von I'; bzw. 'y
in diesem Punkt verdndert. Hat man also eine kriimmungsstetige Losung gefunden, darf man noch
die Kontrollpunkte b,,_» und c2 unabhéngig von einander parallel zur Tangente im gemeinsamen
Punkt b,, verschieben.

bn C
Aoy //
=0
A PR . -G,

Abbildung 18.6: Zur G%-Stetigkeit

Die Bedingung G2 kann durch als eine Beziehung zwischen den Fliacheninhalten der Dreiecke b,,—2,b,,—1, b,
und cg, c1, o interpretiert werden.
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RATIONALE BEZIERKURVEN

19.1 Rationale Kurven und projektive Kurven

Bézierkurven sind parametrisierte Kurven, deren Parameterdarstellungen nur Polynome verwenden.
Leider lassen sich so wichtige und geometrisch einfache Kurven wie Kreise nicht durch polynomiale
Parameterdarstellungen beschreiben. Dieser Nachteil ist u.a. das Motiv fiir die Erweiterung der als
Parameterfunktionen zuléssigen Funktionen auf rationale Funktionen. Denn jeder Kegelschnitt hat
eine rationale Darstellung (s.u.). Da eine Kurve I' mit einer rationalen Darstellung

wobei die Funktionen p; und ¢g; Polynome sind, in homogenen Koordinaten die polynomiale Darstel-
lung
< (p1(W)g2(t), p2(t)q1 (1), 1 (t)ga(t)) >,

besitzt, lassen sich ebene Kurven mit rationalen Koeffizientenfunktionen als Zentralprojektion einer
Bézierkurve im IR® auf die Einbettungsebene z3 = 1 (s. Anhang?2) auffassen.

Die analoge Aussage gilt fiir Kurven im IR®. Sie lassen sich als Zentralprojektion einer Bézierkurve im
IR* auf den Einbettungsraum x4 = 1 auffassen. Damit lassen sich die Vorteile des BézierDarstellung
einer polynomialen Kurve auch fiir rationale Kurven nutzen.

19.2 Rationale Bézierkurven

Es sei nun n > 0 festgewédhlt und die Vektoren bg, by, -+ ,b,, b; # 0, beschreiben ein Polygon
im IR®. Dann ist x(t) := boBg(t) + b1 B}(t) + --- + b, B(t), 0 <t <1, eine Bézier-Kurve vom
(maximalen) Grad n. Die Punkte bg,--- ,b, heilen Kontrollpunkte der Bézierkurve. (vgl. 6.4)
Fafit man die 1-dimensionalen Unterrdume

<boB{(t) + b1 BT () + -+ b, By (t) >,0,

als Punkte der reellen projektiven Ebene mit der Ferngerade x3 = 0 auf, so bezeichnet man den
affinen Anteil dieser projektiven Bézierkurve als rationale Bézierkurve.

Die Kontrollpunkte der Bézierkurve im IR (von der wir ausgegangen sind), lassen sich folgenderma-
Ben beschreiben:

b; = w;(z;,v:,1), w; >0 falls b; nicht auf der Ferngerade 3 = 0 und

235
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Abbildung 19.1: Zentralprojektion einer Bézierkurve in die Ebene z3 = 1

b; = w;(x;,9:,0), w; >0 falls b; auf der Ferngerade

liegt. Beim Ubergang zu inhomogenen Koordinaten wird ein Kontrollpunkt entweder auf den affinen
Punkt a; := (z;, y;) oder auf den Fernpunkt in Richtung a; := (x;, y;) abgebildet. Der Punkt a; heift
eigentlicher bzw. uneigentlicher Kontrollpunkt der rationalen Bézierkurve und die Zahl w; heifit das
Gewicht des Kontrollpunktes a;.

Eine rationale Bézierkurve hat also folgende affine Beschreibung:

Do wiai B(t)
Z?:o Siw; B (1)

wobei d; = 1 fiir eigentliche und §; = 0 fiir uneigentliche Kontrollpunkte zu setzen ist.
Die rationalen Bézierkurven haben (u.a.) die folgenden Eigenschaften:

Sind a;, w;,i = 0, ..., n, eigentliche Kontrollpunkte bzw. die Gewichte einer rationalen Bézierkurve
', so gilt

1. Die Kurve T enthiilt die Kontrollpunkte ag, a,, (erster bzw. letzter Punkt des Kontrollpolyg-
ons).

2. Die Tangente im Punkt ag bzw. a,, hat die Richtung a; — ag bzw. a,, —a,_1.

3. Eine Erhohung des Gewichts w; bewirkt eine Verdnderung der Kurve auf den Kontrollpunkt a;
zu. (s. Abbildung) Die Abhéngigkeit der Kurve von den Gewichten ist redundant, d. h. dieselbe
Kurve kann durch dieselben Kontrollpunkte, aber mit verschiedenen Gewichten dargestellt
werden.
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19.3 Kegelschnitte als rationale Bézierkurven

Eine Bézierkurve vom Grad zwei mit nicht kollinearen Kontrollpunkten bg, by, by im R® ist im-
mer eine Parabel. Denn jede Komponente ist ein Polynom vom Grad 2, so da diese Kurve eine

Parameterdarstellung der Form
x(t) = po + thy + t*f

hat (vgl. Kapitel 5). Erzeugt man mit einer Parabel im IR?, deren Ebene den Nullpunkt nicht enthélt,
eine projektive (ebene) Kurve (s.0.) und betrachtet ihre Realisierung in der Ebene 3 = 1, so ergibt
sich eine Ellipse oder eine Hyperbel oder eine Parabel. Z.B. sind

< (t*(1,0,0) 4+ 2t(1 — )(0,0,1/2) + (1 — t)*(0,1,0) >, t € R,

Punkte des projektiven Kegelschnitts mit der Gleichung z129 = 2% (vgl. Anhang2). Dieser Kegel-
schnitt ist in der affinen Einbettungsebene x3 = 1 eine Hyperbel (s. Abbildung). Der Ubergang zu
inhomogenen Koordinaten liefert die rationale Parameterdarstellung x(t) :=¢/(1—1t),y(t) = (1—t)/t
der Hyperbel y = 1/x.

Y

\
\
\
\
\
\
\
te

3

b —
| o y
~ X
T — s
X2
X1

Abbildung 19.2: a) Hyperbel als rationale Bézierkurve mit zwei uneigentlichen Kontrollpunkten, b)
Halbkreis als rationale Bézierkurve mit einem uneigentlichem Kontrollpunkt

In dem folgenden Beispiel ist der Kontrollpunkt b; uneigentlich:
< (#*(1,0,1) 4+ 2¢(1 — £)(0,1,0) + (1 — t)*(=1,0,1) >, 0 < t < 1,

ist die homogene Darstellung eines Halbkreises. Die projektiven Punkte liegen auf dem projektiven
Kegelschnitt mit der Gleichung z% + 23 = 2% (s. Abbildung).
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Kapitel 20

BEZIER-FLACHEN

Es gibt zwei naheliegende Moglichkeiten, die Béziertechnik fiir Kurven auf Flichen zu iibertra-
gen: Tensorprodukt-Bézierflichen und Dreiecks-Bézierflichen. Die letzteren stehen der Idee der
Bézierkurven wohl am néchsten.

20.1 Tensorprodukt-Bézierfliche

Es sei b™ (u) = 3", b; B (u) eine Bézierkurve im R®. Nun nehmen wir an, da$§ die Kontrollpunkte
von einem weiteren Parameter v abhéingen, und zwar sollen sie selbst auf Bézierkurven liegen: b;(v) =
> i bij B} (v). Damit beschreibt

b (u,v) = > > by B (u) B (v),u,v € [0,1]

i=0 j=0

eine Fldche, die zu den Kontrollpunkten oder Kontrollnetz b;; gehorige (m,n)—Tensorprodukt—
Bézierflache.

Die Flache enthélt die Punkte bgg, by, bon, bmn und die Randkurven sind Bézierkurven.

Man beachte, dafl eine (1, 1)-Tensorprodukt—Bézierfliche zwar Geraden enthilt, aber i.a. nicht eben
ist. Z.B. erhélt man fiir boo = (0,0,0),blo = (1,0,0),b01 = (O, 1,0),b11 = (1, 1, 1) einen Teil der
Quadrik z = zy.

20.2 Der Casteljau-Algorithmus

Die Grundidee des Casteljau—Algorithmus fiir Kurven ist die lineare Interpolation von Punktepaaren.
Ubertréigt man diese Idee auf Tensorprodukt-Bézierflichen, so mufl man eine bilineare Interpola-
tion fiir vier Punkte definieren. Sie ist, wie bei Kurven, am einfachsten Fall ablesbar: Eine (1,1)-
Tensorprodukt—Bézierfliche auf den vier Punkten bgg, b1g, bg1, b11 hat die folgende Darstellung:

bbb (u,v) = (1 — u)(1 — v)bgg 4+ u(1 — v)byg + (1 — u)vbg; + uvby;

11 1 bos  boi 1-vw
b (u,v) = (1 u,u)<b10 byy .

Wir gehen zunichst von einem (n x n)-Kontrollnetz aus und bestimmen (wie bei Kurven) fiir
r=1,2,..,n und (einem Parameterpaar (u,v) Zwischenvektoren, die durch bilineare Interpolation

Oder in Matrixform:

239
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entstehen: ) )
b}~ b}~ 1—w
b, = a-wa (g et ) (1),
b b:+1 J bii 1, NES v
wobei bgj := b; ; ist. Dann sei b{ ; der Punkt, der dem Parameterpaar (u,v) zugeordnet wird.

Falls m > n ist, ist ab r = n der zweite Index konstant 5 = 0 und es wird nur noch linear interpoliert
(wie bei Bézierkurven). Der Punkt b, ist dann der Flichenpunkt.
Analog verfihrt man, falls m < n ist.

20.3 GraderhShung

Es ist oft von Vorteil, wenn fiir eine (m,n)-Tensorprodukt—Bézierfliche m = n ist. Falls dies nicht
der Fall ist, 148t sich dies mit Hilfe geeigneter Graderh6hungen erreichen.
Die Graderhshung von (m,n) auf (m + 1,n) der Tensorprodukt-Bézierfliche

b (u, v) Z ZbuBm

j=0 Li=0

)| Bi'(v)

fithrt auf die n + 1 Graderhchungen fiir die Bézierkurven in der eckigen Klammer:

m—+1
ZbUBm Zb“ OBmtiy), j=0,.n

bgjl 0 (1— m—l—l)bi’j—i_m—-i-lbi_l’j’ 1=0,...m+ 1.

20.4 Ableitungen einer Bézier-Fliche

Die partielle Ableitung der Tensorprodukt—Bézierfliche

7=0 =0
nach u ist
8bm"(u v)*i gib B™(u)| B}*(v)
ou T Ou &=~ " e
7=0 1=0
Mit dem Resultat fiir die Ableitung einer Bézierkurve (18.3) ergibt sich:
) n [m-—1
m,n _ 1,0, . pm-—1 n
b () = mgo ; AYb; B™ Y (u) | B (v),

wobei A'Yb; ; :=b;11; — b; ;. Analog erhélt man die partielle Ableitung nach v und alle hoheren
Ableitungen.

Da die Vektoren A1’0b070, Ao’lboﬁ Tangentenvektoren der im Punkt bg o beginnenden Randkurven
sind, ist Al’oboﬁ X Ao’lboﬁ ein Normalenvektor der Fliache in diesem Punkt, falls beide linear
unabhéngig sind. D.h. die Tangentialebene in den Eckpunkten einer Tensorprodukt—Bézierfliche
wird i.a. jeweils von dem Eckpunkt und seinen Nachbarpunkten im Kontrollnetz aufgespannt.
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20.5 Dreiecks—Bézierflachen

Eine formale Verallgemeinerung der Bernstein—Polynome auf Funktionen mit zwei Variablen, wiirde
von der Beziehung 1 = (u + v+ (1 — u — v))™ = --- ausgehen. Damit die auftretenden Terme alle
positiv sind, muf (u,v) in dem Dreieck (0,0), (1,0), (0, 1) liegen. Zwei der drei Dreiecksseiten spielen
als Intervalle auf den Koordinatenachsen eine besondere Rolle. Um diese Bevorzugung zu vermeiden,
fiihrt man "homogene” Koordinaten u, v, w mit der Bedingung u+v+w = 1,u,v,w > 0 ein. u, v, w
nennt man Baryzentrische Koordinaten. Die verallgemeinerten Bernsteinpolynome ergeben sich aus
der Entwicklung von (u 4 v + w)™ zu:

n!
1151k!

vl wh

ijk(u,v,w) =

miti+j+k=mn,45k>0undu+v+w=1, u,v,w>0.
Mit den Abkiirzungen I := (¢, 4, k), u:= (u,v,w) und |I| ;=i +j+k, |u| :=u+ v+ w ist

Br'(u) := i!j!k!u vwF, Ju/=1 und Z B =1.
I|=n

Ist nun boon, b1o,n—1, ---broo, Po1,n-1, P11,n—2; ---; Pr—1,10, ..., Pono ein dreieckiges Netz von Punkten
des IR?, den Kontrollpunkten, so ist

b™(u) := > biB{(u)

I|=n
die zugehorige Dreiecks—Bézierflache.

Die Abb. 20.1 zeigt die Anordnung der Punkte fiir den Fall n = 4.

b

040
bosi  bigg
bozz by Doy
bois bz By Pagg
Doos  Dyps By Daor  Pago

Abbildung 20.1: Kontrollpunkte einer Dreiecks—Bézierflache fiir den Fall n = 4

Um den Casteljau—Algorithmus fiir Dreiecks—Bézierfliichen iibersichtlich formulieren zu kénnen,
fithren wir noch die folgenden Abkiirzungen ein: e; := (1,0,0),e2 := (0,1,0),e3 := (0,0,1) und
o:=(0,0,0).

Es sei nun {bg|[I| = n} ein dreieckiges Netz von Punkten im IR® und u ein Parametervektor in
baryzentrischen Koordinaten. Wir setzen fir r =1,....,.nund I=n—1r

by := ub;;; (u) + vb;;éz (u) + wb;;;?’ (u)
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mit by(u) := by. Dann ist b”(u) ein Punkt der Dreiecks-Bézierfliche. Der Nachweis, daf der
Casteljau—Algorithmus wirklich einen Punkt der Dreiecks—Bézierfliche liefert, verwendet (analog
zum Kurvenfall) die Rekursionsformeln fiir Bernsteinpolynome:

By (w) = uB{=J (w) + vBy ), (w) + wBy (w), |1 =n.

I—eg I—e3



Kapitel 21

B-SPLINEKURVEN

Bézierkurven haben zwei entscheidende Nachteile:
e Soll die Kurve durch viele Kontrollpunkte beschrieben werden, ist der Grad der Kurve hoch.
e Andert man einen Kontrollpunkt, so éndert sich die ganze Kurve.

Diese Nachteile lassen sich durch Verwendung von Basisfunktionen mit lokaler Wirkung beseitigen.

21.1 Die B—Spline—Basisfunktionen

Die B-Spline-Basisfunktionen sind stiickweise polynomial mit lokalem Tréger, d.h. sie sind nur auf
vorgegebenen Intervallen ungleich Null. Sie werden rekursiv definiert:

Ein Vektor (tg,t1,...,tm) € R™ mit der Eigenschaft tg < t1 - -+ < t,,, heift Knotenvektor.
Es sei nun n,k € IN,n,k > 1 und der Knotenvektor T := (tg,t1, ..., tnt+k) fest vorgegeben. Mit den

Funktionen . C et
Ny = { 0 . somst "
fir i =1,2,...,n + k definieren wir rekursiv fiir £ > 1:
t—1;

Nijy ' = —— N1 (t) +
tivk—1— 1t

tisn —t
— Nit15-1(t).
tivk — tit1

Die Funktionen N;; heiflen B—Spline—Basisfunktionen der Ordnung k. Sie sind stickweise aus
Polynomen (k-1)-ten Grades zusammengesetzt und haben die folgenden Eigenschaften

(Bl) Ni(t)>0 fir ¢, <t<tiyr, dasIntervall [t;,t;1x] heiit Trdager von Ny,
(B2)  Nug(t)=0 fir to<t<t; tigr <t<tlnjr,
(B3) YL Nu(t)=1 fiir € [tp1,tni1]s

(B4)  fiir t; < t; < t;1y sind die Funktionen N;; an den Knotenwerten t; C*~2—stetig.

Wihlt man fiir den Triigervektor speziell (0,1,2,...,n + k) so heiflen die Basisfunktionen uniform.
Die folgenden Abbildungen zeigen Graphen von einigen B—Spline-Basisfunktionen der Ordnung 1,2
und 3. Es ergeben sich dann stiickweise Polynome vom Grad 0,1 bzw. 2.
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A
I Nos Ny, Ny, Ny, Ny N5y .
\
i
\
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Abbildung 21.1: B-Spline-Basisfunktionen mit ausschliefllich einfachen Knoten

Eine wichtige Erweiterung der Definition der Basisfunktionen ist die Moglichkeit Knoten zusammen-
fallen zu lassen.Ist z. B. t; = tg, so ist Ng; = 0 und man 148t bei der Berechnung von Nyo den Term
t’;:ttoo Noi1(t) weg. Speziell fiir tg = t; = 0,t2 = 1 ergibt sich also Nga = 1 — t, das Bernsteinpolynom

Bi(t). Dies ist kein Zufall. Es gilt allgemein:

T =(0,0,..,0,1,1,..1) = Nu(t) = BF ().
N— e N——

k—mal k—mal

Fallen im Knotenvektor [ Knoten zusammen, so ist N;; nur noch Ck_l_lfstetig.

Abb. 21.2 zeigt Basisfunktionen fiir £ = 3 mit zusammenfallenden Knoten. Man beachte die Unste-
tigkeit von Na3 und N33 im mittleren Bild am 3-fachen Knoten t3 = t4 = t5.

Analog zur Bézierkurve definiert man jetzt mit Hilfe der B—Spline-Basisfunktionen die B—Spline—
Kurve:
Esselen n,k € IN, T = (to, t1, .., tntr) ein Knotenvektor und d; € IR?,i = 0,1, ...,n, dann beschreibt

x(t) := ZdiNik(t), the1 <t <tpt1
i=0

eine Kurve, die B-Spline—Kurve mit den Kontrollpunkten oder de-Boor—Punkten d, ..., d,.
Soll die Kurve durch die Punkte dg,d,, gehen, so miissen die ersten k& Knoten und die letzten k
Knoten zusammen fallen.
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Abbildung 21.2: B-Spline-Basisfunktionen mit Mehrfachknoten

21.2 Der de-Boor-Algorithmus
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Anhang A

DIE REELLE PROJEKTIVE
EBENE

A.1 Die reelle affine Ebene

P: Punkte der reellen Anschauungsebene.
G: Geraden der reellen Anschauungsebene als Teilmengen von P.
(P, G, €) heit reelle affine Ebene.

Algebraische Beschreibung der reellen affinen Ebene:

P = R
G = {{(z,y) € R®| az +by+c=0} (0,0) # (a,b) € R*}
= {{(x,y) e R¥y=maz+d}mdecRyU{{(z,y) € R® |z =c}|c€ R}
A(R) = (P,G,e)

Eine Permutation von P, die eine Permutation von G induziert, heifit Kollineation (von A(IR)).

Resultat:
Ist x eine Kollineation von A(IR) , so gibt es a, b, ¢, d, s,t € IR so, daf§

k:(z,y) = (az +by+ s,ce+dy+1t), ad—bc#0,
ist. x heiflt auch Affinitdt.

Beispiele:
a) (xz,y) — (z+s,y+1), s,t € R Translation.
b) (z,y) — (x,dy), 0# d e R Streckung an der z-Achse in y-Richtung.
c) (x,y) — (az,y), 0# a € R Streckung an der y-Achse in z-Richtung.
d) (z,y) — (ax,ay), 0# a € R Streckung am Punkt(0,0).
e) (zy) — (z+0by,y), b€ IR Scherung an der x-Achse.
f) (x,y) — (x,y+cx), c € R Scherung an der y-Achse.

Sind A, B, P drei verschiedene kollineare Punkte und ist AP = tP}?, so heiflt ¢t das Teilverhdltnis
[AP : PB]
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Resultat:
Eine Affinitat 148t Teilverhiltnisse invariant.

A.2 Die reelle projektive Ebene

P: Punkte der reellen Anschauungsebene U Parallelklassen der (affinen) Geraden

G :{gU|(9)lg affine Gerade} U goo,
wobei ||(g) die Menge der zu g parallelen Geraden, g, die Menge der Parallelklassen ist.
(P, G, €) heifit reelle projektive Ebene.

Algebraische Beschreibung:

R?URU {cc}, oo &R

{(z,y) € R} y = mz +d} U{(m)}| m,d € R}
U{{(z,y) e R* z=c}U{(x)}| c € R}
U{{(m)| m € R} U{(c0)}}

oo

ol

(00)

> (m)

©)

Abbildung A.1: inhomogenes Modell der reellen projektiven Ebene
P1(R) := (P1, Gy, €) heiBt inhomogenes Modell der reellen projektiven Ebene.
Eine andere Moglichkeit, die reelle projektive Ebene zu beschreiben, ist die folgende:

Essei O:=(0,0,0) und < z > sei der von dem Vektor x # o aufgespannte Unterraum.

P, = {Ceraden im IR® durch Punkt O}
o = {< ('rlaIanfi) > |(05070)3A(I15I25I3) EIR3}
G, = {Ebenen im IR® durch Punkt O}

= {{< (z1,72,23) > € Pylaw; + bxy + cxs = 0}[(0,0,0) # (a,b,c) € IR3}

P,(R) = (P, Gy, €) heiBt homogenes Modell der reellen projektiven Ebene.
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Isomorphismus zwischen beiden Modellen:

Idee:
Einbettung des inhomogenen Modells in den IR* als Ebene z3 = 1.
Identifizierung eines Punktes P mit der Gerade PV O, O :=(0,0,0).

(Iay) — < ('rvya 1) > = < ($I37y$3,173) >, zs3 # 0.
(m) — <(1,m,0)> = <(x1,mx1,0) >, . # 0.
() — <(0,1,0) > = < (0,22,0) >, o # 0.
=0
° (@)
(m)
<(1,m,0)>

Abbildung A.2: Isomorphismus zwischen dem homogenen und dem inhomogenen Modell

Umkehrung:
< (z1,72,73) > — (ﬂ, Q) , falls x3#0
T3 T3
< (x1,22,0) > — (%> , falls x1 #0
T
< (0,22,0) > — (00) , falls x4 #0.
Speziell:
(0,0) +— < (0,0,1) >, 0) <«— <(1,0,0) >
(0) +— <(0,1,0) >, (1,1) «— <(1,1,1)>

Zuordnung “Gerade in P(R)” «+— “Gerade in P(RR)”:

y=mr+d <+— szﬁ—i—d <—— mx1 — 22 +dr3 =0
T3 T3
T

Tr=c —> ¢ —> x1 —cr3 =0
x3

Joo +— Gerade durch < (1,0,0) >, < (0,1,0) > —> x3 =0

Bemerkung:
Natiirlich sind auch andere Einbettungen moglich.
7.B.: (z,y) — < (1,z,y) >, d.h. g ist die Gerade z; = 0 (Ebene im IR?).
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A.3 Kollineationen der reellen projektiven Ebene

Eine Permutation der Punkte, die eine Permutation der Geraden induziert, heif3t Kollineation.

Fortsetzung der Affinitédten

in P1(R) in P2(R)
a) (z,y) — (r+s,y+t) < (x1,22,23) > = < (x1 + sx3,x2 + txs, x3) >
(m) — (m) (im R*R : Scherung an z;, x5 — Ebene)
1 0 s
(c0) — (o0) 0 1 ¢
0 0 1
b) (x,y) — (x,dy) < ($1,.’II2,£C3) >—< (x17d$27$3) >
(m) — (md) (im R® : Streckung an z;, 23 — Ebene in x5 — Richtung,)
1 0 0
(c0) = (o0) 0 d 0
0 0 1
¢c) (z,y) — (ax,ay) < (21, 2,23) >—< (ax1, axa, x3) >
(m) — (m) (im IR® : Streckung an z3 — Achse)
a 0 O
(c0) — (o0) 0 a O
0 0 1
d) (z,y) — (z,y+cx) < (z1,Z2,73) >—=< (21,2 + CcT1,T3) >
(m) — (m+4d) (im IR® : Scherung an 2, z3 — Ebene)
1 00
(c0) — (o0) ¢c 1 0
0 0 1
e) allgemein:
(z,y) — (ax+by+s,cx+dy+1)
ctdm
(m) — (&5m)
(Man “rechne” mit oo in “iiblicher” Weise:
chdm = falls a4+bm #0 4 falls b #0
a+bm?’ b
m—{ oo, falls a+bm =0 OO_){OO, falls b =0.)

< (x1,22,23) > — < (amy+ bxs + sxs,cxy + dxe + ts, x3) >

D.h. die Fortsezung einer affinen Abbildung 148t sich im homogenen Modell durch eine lineare Ab-
bildung mit einer Matrix der Form

b
d
0

oo 9
— o

beschreiben.
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A.4 Projektive Aquivalenz der Kegelschnitte

In diesem Abschnitt werden wir sehen, daf alle nichtausgeartete Kegelschnitte (Ellipse, Hyperbel,
Parabel) projektiv dquivalent sind, d.h. sie lagsen sich durch eine projektive Kollineation in einander
iiberfithren.

A.4.1 Die Hyperbel

Beschreibt man die Hyperbel y = 2 iiber die Ersetzungen & = @1 /22,y = z2/3 (s.0.) in homogenen
Koordinaten, so geniigen die Punkte der Hyperbel der Gleichung

T179 = 25 (KS1)

Die Menge aller (projektiven) Punkte, die dieser Gleichung geniigen nennt man nichtausgearteter
Kegelschnitt. Man beachte, dafl auch die (projektiven) Punkte < (1,0,0) >, < (0,1,0) > der Fern-
geraden go, dieser Gleichung geniigen.

A.4.2 Die Parabel

Fiir die Parabel y = 2 erhilt man beim iibergang zu homogenen Koordinaten die Gleichung
Tor3 = 27 (KS2).

Man beachte, dafl auch der (projektive) Punkt < (0,1,0) > der Ferngerade g, dieser Gleichung
geniigt.

Die Kegelschnitte mit den Gleichungen (KS1) bzw. (KS2) lassen sich offensichtlich durch eine einfache
Koordinatentransformation, d.h. durch eine projektive Kollineation in einander {iberfiihren.

A.4.3 Der Kreis

Geht man von dem Einheitskreis 22 + y2 = 1 aus, so erhilt man in homogenen Koordinaten die
Gleichung
o3+l = a3 (KS3).

Dieser Gleichung geniigt kein Punkt der Ferngerade goo.

Die Gleichung (KS3) beschreibt im IR? einen Kegel mit Spitze (0,0,0) und der z3-Achse als Achse.
Um zu erkennen, daB diese Gleichung mit Hilfe einer linearen Abbildung des IR®, d.h. mit einer
projektiven Abbildung der projektiven Ebene, in die Gleichung (KS2) bzw. (KS1) transformiert
werden kann, schreiben wir (KS3) um in

x% = (x3 — x2)(x3 — x2).
Mit Hilfe der Koordinatentransformation

/ / /
Ty =T1, Ty=1T3— T2, T3=T3+ T3

erkennt man die projektive Aquivalenz dieses Kegelschnitts zu den anderen.
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Zusammenfassung:

Im homogenen Modell der reellen projektiven Ebene ist

ein Punkt ein 1-dimensionaler Unterraum

eine Gerade ein 2-dimensionaler Unterraum und

ein Kegelschnitt die Menge der 1-dimensionale Unterrdume auf einem (elliptischen) Kegel mit Spitze
im Nullpunkt.

Die folgenden Bilder zeigen die Kegelschnitte Hyperbel, Parabel und Kreis mit ihren Einbettungen
im homogenen Modell der reellen projektiven Ebene.

Abbildung A.3: Die projektiven Kegelschnitte und ihre Kegel mit den Gleichungen (KS1), (KS2)
bzw. (KS3)



