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Kapitel 1EinleitungDie Aufgabe der Darstellenden Geometrie besteht darin, r�aumli
he Objekte in einer Zei
henebene darzustellen.Dabei spielen zwei konkurrierende Gesi
htspunkte eine wesentli
hen Rolle. Will man Ma�genauigkeit errei
hen,so ist dies meistens nur unter Verlust von Ans
hauli
hkeit m�ogli
h. Z.B. lassen die beiden folgenden Bildereines Hauses lei
ht auf L�ange, Breite und H�ohe s
hlie�en; sie sind aber ni
ht sehr ans
hauli
h.

Abbildung 1.1: Haus in Seitenansi
htDagegen bringen die n�a
hsten beiden Bilder den r�aumli
hen Eindru
k mehr zur Geltung. Genaue Abmessungenlassen si
h aber (insbesondere aus dem re
hten Bild) nur s
hwer ablesen.
a) b)Abbildung 1.2: Haus in a) senkre
hter Parallel- und b) Zentralprojektion1.1 AbbildungsverfahrenIn der Darstellenden Geometrie bedient man si
h im wesentli
hen zweier Abbildungsverfahren. Dabei werdenPunkte und Kurven eines Objektes mit Hilfe von Strahlen (Geraden) auf eine Bildtafel (Ebene) projiziert:5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG
1.1.1 a) ParallelprojektionDie Abbildungsstrahlen sind parallel, wie z.B. beim Sonnenli
ht. Dabei unters
heidet man no
h die beidenF�alle:a1) Die Strahlen stehen senkre
ht zur Bildtafel (senkre
hte Parallelprojektion).a2) Die Strahlen stehen ni
ht senkre
ht zur Bildtafel (s
hiefe Parallelprojektion).

a) b)Abbildung 1.3: Quader in a) senkre
hter und b) s
hiefer ParallelprojektionBemerkung:Parallelprojektionen werden gerne von Ingenieuren verwendet wegen ihrer Verh�altnistreue. Der Spezialfall Vo-gelperspektive ist eine s
hiefe Parallelprojektion (siehe Abs
h. 2.2.1), die insbesondere zur Verans
hauli
hungvon Stadtpl�anen verwendet wird. Sie l�asst si
h relativ einfa
h von Hand herstellen.Wir werden hier im Wesentli
hen sog. axonometris
he Bilder (s
hiefe/senkre
hte Parallelprojektionen) mitHilfe des Eins
hneideverfahrens herstellen.



1.1. ABBILDUNGSVERFAHREN 71.1.2 b) ZentralprojektionAlle Abbildungsstrahlen gehen dur
h einen Punkt, Projektionszentrum oder Augpunkt genannt.

Abbildung 1.4: Quader in Zentralprojektion

a)

b)Abbildung 1.5: H�auser in a) Parallelprojektion b) ZentralprojektionMerke:Bei Parallelprojektion sind die Bilder paralleler Geraden i.a. wieder parallel.Bei Zentralprojektion s
hneiden si
h die Bilder paralleler Geraden i.a. in einem Punkt, dem Flu
htpunkt desParallelb�us
hels.



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.6: Festsaal in Zentralprojektion1.2 Lernziele der VorlesungZiel der Vorlesung ist ni
ht das Erstellen komplexer Zei
hnungen, hierzu verwendet man Computer. Stattdessen sollen die folgenden F�ahigkeiten erlangt werden:� von einem 3D{Objekt s
hnell eine Skizze anfertigen,� vorgefertigte Zei
hnungen lesen,� in vorgefertigte Zei
hnungen oder Photos Erg�anzungen einf�ugen,� aus vorgefertigten Zei
hnungen oder Photos wahre L�angen und Winkel oder ganze Grund{ und Aufrissebestimmen.1.3 LiteraturDas Skript zur Vorlesung ist ni
ht als Lehrbu
h zum Selbststudium geda
ht, sondern als Arbeitsbl�atter. We-sentli
he Konstruktionen werden in der Vorlesung erarbeitet und in das Skript eingezei
hnet. Da das Skript inder Klausur als einziges Hilfsmittel zugelassen ist, ist es ratsam, regelm�a�ig an der Vorlesung teilzunehmen unddas Skript dort zu vervollst�andigen.Wi
htige Konstruktionen werden sti
hwortartig bes
hrieben und dur
h Einrahmungen optis
h hervorgehoben.Als weiterf�uhrende Literatur f�ur Vorlesung und Praxis werden empfohlen:a) Leopold: Geometris
he Grundlagen der Ar
hitekturdarstellung, Kohlhammer-Verlag, K�olnb) Fu
ke, Kir
h, Ni
kel: Darstellende Geometrie, Fa
hbu
hverlag Leipzig,
) Graf, Barner: Darstellende Geometrie, (nur no
h in Bibliotheken zu �nden).Im Folgenden werden Hinweise auf entspre
hende Textstellen gegeben (z.B.: s. LEO, S. xx, s. FKN, S. yy).



1.4. GRUNDBEGRIFFE 91.4 Grundbegri�eWir verwenden hier die folgenden Bezei
hnungen und Symbole.1.4.1 Bezei
hnungenPunkte: Gro�e lateinis
he Bu
hstaben P; A;B; C; :::,Geraden, Kurven: kleine lateinis
he Bu
hstaben a; b; 
; :::,Ebenen: kleine grie
his
he Bu
hstaben "; �; :::,Winkel: kleine grie
his
he Bu
hstaben �; �; Æ; '; :::.1.4.2 SymbolePQ: Gerade dur
h die Punkte P;Q, PQ: Stre
ke mit den Endpunkten P;Q,jPQj: L�ange der Stre
ke PQ.g k h: Gerade g parallel zu Gerade h, ,: ni
ht parallel,^(a; b): Winkel mit den S
henkeln a und b,g ? h: Gerade g ist senkre
ht (orthogonal) zu Gerade h.Wir fassen Geraden, Kurven, Ebenen, Fl�a
hen, ... als Punktmengen auf und benutzen die f�ur Mengen �ubli
henSymbole:P 2 ": Punkt P liegt in der Ebene ", P =2 ": Punkt P liegt ni
ht in der Ebene ",g � ": Gerade g ist in der Ebene " enthalten,g \ ": S
hnitt der Geraden g mit der Ebene ", "1 \ "2: S
hnitt zweier Ebenen,Zwei si
h ni
ht s
hneidende Geraden, die ni
ht in einer Ebnene liegen, hei�en winds
hief.PSfrag repla
ements gg hh^(g; h)P QR" Abbildung 1.7: Gerade sowie s
hneidende, parallele, winds
hiefe GeradenPSfrag repla
ements g
gh P PQR ""

"
Abbildung 1.8: Gerade enthalten in, parallel und senkre
ht zu einer Ebene



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGVereinbarung:Verde
kte (unsi
htbare) Kanten oder Kurven werden gestri
helt, abgesetzt oder weggelassen.1.5 Eigens
haften von ProjektionenProjektionen sind i.a.:� punkttreu, d.h. jeder Punkt P wird auf genau einen Punkt P 0 abgebildet.� geradentreu, d.h. eine Gerade g wird auf eine Gerade g0 abgebildet. F�allt g mit einem Projektionsstrahlzusammen, so wird g0 zu einem Punkt; in diesem Fall hei�t g projizierend.� inzidenzerhaltend, d.h. aus P 2 g folgt P 0 2 g0.Im Folgenden sind einige Besonderheiten von Parallel{ bzw. Zentralprojektionen zusammengestellt.1.5.1 Parallelprojektion(P1) Die Bilder paralleler Geraden sind i.a. wieder parallel. (Ausnahmen: projizierende Geraden.)(P2) Parallele Geradenst�u
ke werden im glei
hen Verh�altnis verzerrt.(P3) Ebene Figuren ers
heinen im Bild unverzerrt, wenn sie parallel zur Bildtafel liegen.

a)PSfrag repla
ements �
g
g0 b)PSfrag repla
ements�gg0Abbildung 1.9: a) Teilverh�altnistreue der Parallelprojektion b) In Vogelperspektive bleiben De
kel und Bodendes Quaders unverzerrt, w�ahrend die vier vertikalen Kanten im glei
hen Ma� verzerrt sind (s. au
h Abb. 1.3).1.5.2 ZentralprojektionDie Eigens
haften (P1) { (P3) gelten bei Zentralprojektion ni
ht. (Verglei
he die Beispiele in Figur 1.2.) Aberes gilt:(Z) Die Bilder paralleler Geraden s
hneiden si
h i.a. in einem Punkt, dem Flu
htpunkt des zugeh�origenParallelb�us
hels (Menge der zu einer festen Gerade parallelen Geraden). Ausnahme: Die Bilder von par-allelen Geraden, die in einer Ebene parallel zur Bildtafel liegen, bleiben parallel.Weiterhin: Alle Geraden einer Ebene dur
h das Zentrum Z (projizierende Ebene) werden in eine Gerade abge-bildet.



1.5. EIGENSCHAFTEN VON PROJEKTIONEN 11
PSfrag repla
ements

a
a

b
b

Z
F �

Abbildung 1.10: Flu
htpunkt bei Zentralprojektion

Abbildung 1.11: Flu
htpunkte bei Zentralprojektion eines Hauses
PSfrag repla
ements aa = b b

Z
�Abbildung 1.12: Projizierende Ebene bei Zentralprojektion



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.6 Grundriss, Aufriss, Risskante, OrdnerIm n�a
hsten Kapitel ben�otigen wir die Begri�e \Grundriss" und \Aufriss"; wir werden sie im Kapitel 3, Zwei-tafelprojektion no
h n�aher studieren.Es seien �1; �2 zwei auf einander senkre
ht stehende Ebenen und P ein Punkt. �1 sei horizontal und hei�tGrundrissebene (oder {tafel), �2 Aufrissebene (oder {tafel). Die S
hnittgerade k12 := �1 \ �2 nennt manRisskante. Projiziert man P senkre
ht auf die Ebene �1 bzw. �2, so erh�alt man den Grundriss P 0 bzw. denAufriss P 00 von P . Um Operationen oder Konstruktionen, bei denen P eine Rolle spielt, in einer Zei
henebenedarstellen zu k�onnen, klappt man die Aufrisstafel �2 um die Risskante k12 in die Grundrisstafel �1. Na
h dieserUmklappung liegen P 0 und P 00 auf einer Senkre
hten zur Risskante. Ein Ordner verbindet P 0 und P 00, er stehtsenkre
ht zu k12.
Grundriss

Aufriss

PSfrag repla
ements
P 0 P 0
P P 00P 00 k12k12�1:

�2: OrdnerAufrisstafel
GrundrisstafelRisskante

Abbildung 1.13: Grundriss und Aufriss eines PunktesMerke:Grundriss P 0 und Aufriss P 00 eines Punktes liegen auf demselben Ordner!Ein Punkt P ist dur
h seinen Grund{ und Aufriss eindeutig bestimmt.Zur eindeutigen Bes
hreibung eines Objektes sind also mindestens zwei senkre
hte Parallelprojektionen not-wendig.Im Folgenden sind Grund{ und Aufrisse einiger Objekte gegeben, die den glei
hen Grundriss besitzen.
PSfrag repla
ements k12QuaderZylinderW�urfelRe
hte
k

Abbildung 1.14: Vers
hiedene Objekte mit dem glei
hen Grundriss



Kapitel 2Axonometrie
2.1 Konstruktion eines Bildpunktes (s. LEO S.67)Die Axonometrie dient dem Erstellen ans
hauli
her Bilder. Sie basiert auf der folgenden Idee:Man f�uhrt im Raum ein geeignetes Koordinatensystem ein und bes
hreibt wesentli
he Punkte des Objektes, dasabgebildet werden soll, dur
h Koordinaten bez�ugli
h des Koordinatensystems. �Ubli
herweise benutzt man einre
htwinkliges Koordinatensystem (O; x; y ; z), bei dem die x{, y{ und z{A
hsen ein Re
htssystem bilden, d.h.bli
kt man in negativer z-Ri
htung auf die x-y{Ebene, so haben die x{ und y{A
hsen die \�ubli
he" Orientierung.

1

1

1

x

y

zPSfrag repla
ements P
O OO

��

ex exey eyez ez PP
x x yy

zz
x � v xy � vy

z � vz
P = (x; y ; z)Abbildung 2.1: Axonometrie: Bilder der Koordinatena
hsen und Konstruktion eines BildpunktesMan projiziert jetzt die Koordinatena
hsen zusammen mit ihren Basisvektoren (1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1). DieBilder der Basisvektoren seien ex ; ey ; ez . Dur
h die Projektion werden i.a. alle drei Ma�st�abe der A
hsen ver-zerrt wiedergegeben. Die Verzerrungsverh�altnisse jex j : 1; jey j : 1; jez j : 1 werden mit vx ; vy ; vz bezei
hnet.13



14 KAPITEL 2. AXONOMETRIEKonstruktion eines Bild-Punktes: Gegeben (x; y ; z)Gehe (in der Bildtafel von O aus) 1. um x � vx in ex{Ri
htung und dann2. um y � vy in ey{Ri
htung und dann3. um z � vz in ez{Ri
htung.(Die Reihenfolge kann beliebig vertaus
ht werden.)Beim Zei
hnen der Projektionen mehrerer Punkte sollte man vorhandene Parallelit�aten (wie z.B.bei einem Quader) ausnutzen. (Parallele Geraden gehen in parallele Geraden �uber !)Ist die Projektionsri
htung senkre
ht zur Bildtafel, so spri
ht man von senkre
hter Axonometrie. Im anderenFall von s
hiefer Axonometrie.In der Praxis projiziert man ni
ht m�uhsam das Koordinatensystem, sondern w�ahlt irgendeinen Punkt O als Bilddes Koordinatenursprungs O und drei von O in vers
hiedene Ri
htungen verlaufende Vektoren ex ; ey ; ez . DieGrundlage hierf�ur ist der Satz von Pohlke:Drei in vers
hiedenen Ri
htungen von einem Punkt O ausgehende Stre
ken k�onnen, bis auf �Ahnli
keit, als dieParallelprojektion eines Koordinatendreibeins eines senkre
hten, re
htsorientierten Koordinatensystems aufge-fasst werden.Um ein ans
hauli
hes Bild eines Gegenstandes zu erhalten, muss man allerdings die Vektoren ex ; ey ; ez \geeig-net" w�ahlen. Dies wollen wir uns an dem Beispiel des Einheitsw�urfels klar ma
hen (Abb. 2.2):PSfrag repla
ements
150Æ150Æ 135Æ
135Æ135Æ
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120Æ120Æ

vx = 1 vy = 1vz = 1
x y

z 1 11
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1
111

1 1
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g�unstigg�unstig

mittelm�a�igmittelm�a�ig
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Abbildung 2.2: Vers
hiedene Axonometrien eines W�urfelsMan unters
heidetisometris
he Axonometrie: alle Verzerrungen sind glei
h,dimetris
he Axonometrie: zwei Verzerrungen sind glei
h,trimetris
he Axonometrie: alle Verzerrungen sind vers
hiedenDie Si
htbarkeit folgt aus der Anordnung der A
hsen im Bild und der Tatsa
he, dass dasKoordinatensystem ein Re
htssystem ist.



2.1. KONSTRUKTION EINES BILDPUNKTES 15
PSfrag repla
ements xx yy

zz
Abbildung 2.3: Si
htbarkeit und A
hsenorientierungBeispiel 2.1 Stelle axonometris
he Bilder eines Hauses her (Abb. 2.4).

a)

b)
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h
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vx = 1; vy = 2=3; vz = 3=4

Abbildung 2.4: Axonometrien eines Hauses



16 KAPITEL 2. AXONOMETRIE2.2 Spezielle Axonometrien2.2.1 Vogel{ und Kavalierperspektive (s. LEO S.70,71)Die Herstellung eines axonmetris
hen Bildes eines Gegenstandes ist besonders einfa
h, wenn Verzerrungs-verh�altnisse 1 sind. Deshalb tre�en wir die folgende Vereinbarung:Eine Koordinatenebene sei parallel zur Bildtafel �.In diesem Fall k�onnen ni
ht nur zwei Koordinaten unverzerrt �ubernommen werden, sondern jede Objekt�gurparallel zu der ausgew�ahlten Koordinatenebene hat ein kongruentes Bild.Man unters
heidet:(1) Kavalierperspektive: Die Bildtafel ist parallel zur x-z{ oder y-z{Ebene.(2) Vogelperspektive: Die Bildtafel ist parallel zur x-y{Ebene.

Abbildung 2.5: Vogelperspektiven eines HausesAufgabe 2.1 Zei
hne von dem dur
h Grund{ und Aufriss gegebenen Haus (Abb. 2.6) ein \g�unstiges" Bilda) in Kavalierperspektive b) in Vogelperspektive.

Abbildung 2.6: Kavalier{ und Vogelperspektive eines Hauses



2.2. SPEZIELLE AXONOMETRIEN 172.2.2 Ingenieur{AxonometrieBei der Ingenieur{Axonometrie tri�t man folgende Vereinbarung:1. Die Verzerrungen sind vx = 0:5; vy = vz = 1(dimetris
he Axonometrie) .2. In der Projektion ist derWinkel zwis
hen der z{A
hse und der x{A
hse 132Æ,Winkel zwis
hen der z{A
hse und der y{A
hse 97Æ.(siehe Geodreie
k !)
PSfrag repla
ements

x y
z

132Æ 97Æ
vx = 0:5 vy = 1
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Die Vorteile der Ingenieur{Axonometrie sind:� Das axonometris
he Bild ist nahezu eine um den Faktor 1:06 skalierte senkre
hte Parallelprojektion.� Die hierzu notwendigen Winkel von 7Æ und 42Æ sind auf vielen Geodreie
ken markiert.� Der Umriss einer Kugel ist ein Kreis.Aufgabe 2.2 Zei
hne von dem dur
h Grund{ und Aufriss gegebenen Turm (Abb. 2.7) ein axonometris
hesBild in Ingenieur{Axonometrie.

Abbildung 2.7: Aufgabe: Ingenieur{Axonometrie eines TurmesBemerkung:Falls es geeignet ers
heint, kann man au
h die Winkel und Verzerrungen vertaus
hen:a) vx = 1; vy = 0:5,b) Winkel zwis
hen z{A
hse und x{A
hse: 97Æ und Winkel zwis
hen z{A
hse und y{A
hse: 132Æ.



18 KAPITEL 2. AXONOMETRIE2.3 Eins
hneideverfahren (s. LEO S.75)Das Antragen der einzelnen Punkte ist bei komplexen Objekten m�uhsam. Hier hilft das Eins
hneideverfahren:Vorgabe: Objekt in zwei orthogonalen, zugeordneten Projektionen (Rissen).Eins
hneideverfahren:1. Man legt die beiden Risse \beliebig" in die Zei
henebene � und2. w�ahlt zwei vers
hiedene Eins
hneideri
htungen e1; e2.3. Dur
h die Risse P 0; P 00 eines Punktes P werden je ein Strahl p1; p2 in e1{, e2{Ri
htung gezogen.4. p1 \ p2 = P ist das axonometris
he Bild von P .

PSfrag repla
ements x y

z

x 0 y 0

y 00
z 00 P 00

P 0

e1

e2 p1
p2P

Grundriss

Aufrissaxonometr. Bild

Abbildung 2.8: Eins
hneideverfahren



2.3. EINSCHNEIDEVERFAHREN 19Aufgabe 2.3 Stelle ein axonometris
hes Bild eines Hauses mit Hilfe des Eins
hneideverfahrens her (Abb. 2.9).

PSfrag repla
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y 00
z 00e1
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Abbildung 2.9: Eins
hneideverfahren: HausPSfrag repla
ementsxyz
��

ÆAufriss
x 0 y 0

y 00
z 00e1e2

Grundriss

Aufriss

Abbildung 2.10: \Gute" Bilder bei: � = 50o :::90o ; � = 5o :::�; Æ � �



20 KAPITEL 2. AXONOMETRIE2.4 Bemerkungen zur senkre
hten AxonometrieSenkre
ht axonometris
he Bilder haben eine deutli
h bessere Bildwirkung als \beliebige" s
hiefe axonometri-s
he Bilder. Allerdings muss daf�ur etwas mehr Vorarbeit geleistet werden. Es k�onnen zwar immer no
h dieBilder der A
hsen frei vorgegeben werden, abera) die Verk�urzungen f�ur die axonometris
he Konstruktion undb) die Lagen der Grund{ und Aufrisse f�ur das Eins
hneideverfahrenk�onnen ni
ht mehr beliebig gew�ahlt werden (s. Abs
hnitt 3.6).Weitere Vorteile der senkre
hten Axonometrie sind:1) Umrisse von Kugeln sind Kreise,2) Bilder von Kreisen, die zu Koordinatenebenen parallel sind, lassen si
h relativ lei
ht konstruieren (s. Aufgabe4.5).2.5 S
hatten in der AxonometrieUm den r�aumli
hen Eindru
k eines axonometris
hen Bildes no
h zu verst�arken, wollen wir f�ur einfa
he F�alleS
hatten konstruieren.Wir setzen im axonometris
hen Bild den S
hattenwurf einer senkre
hten Kante bei parallelem/zentralenLi
ht voraus, womit die Li
htri
htung eindeutig festgelegt ist. Um ni
ht s
hon Dur
hsto�punkte konstruierenzu m�ussen, betra
hten wir hier nur F�alle mit S
hatten auf senkre
hten und/oder waagre
hten Ebenen.Idee: Um den S
hatten ~P eines Punktes P auf der Grundriss-Ebene zu �nden, s
hneidet man den Li
htstrahll dur
h P mit dem Grundriss l0 des Li
htstrahls dur
h den Grundriss P 0 von P. Bei parallelem Li
ht sind alleLi
htstrahlen parallel, bei zentralem Li
ht gehen alle Li
htshralen dur
h einen Punkt !2.5.1 S
hatten bei parallelem Li
ht (s. LEO S.172)Aufgabe 2.4 Gegeben ist ein axonometris
hes Bild eines Hauses und Li
htri
htung l dur
h den S
hattenwurfeiner senkre
hten Kante. Zei
hne den S
hatten in das axonometris
he Bild (Abb. 2.11).
PSfrag repla
ements P

P 0 ~Pl l0Abbildung 2.11: S
hatten eines Hauses bei parallelem Li
ht



2.5. SCHATTEN IN DER AXONOMETRIE 21Aufgabe 2.5 Gegeben ist ein axonometris
hes Bild (Kavalierperspektive) zweier Quader und Li
htri
htung ldur
h den S
hattenwurf einer Kante (Abb. 2.12). Zei
hne den S
hatten.

PSfrag repla
ements
l

l0Abbildung 2.12: S
hatten zweier Quader bei parallelem Li
ht2.5.2 S
hatten bei zentralem Li
ht (s. LEO S.181)Nun setzen wir Li
ht voraus, das von einem Punkt (Lampe) ausgeht. Die Li
htquelle ist dur
h die Position derLampe L und deren Fu�punkt L0 (Grundriss der Lampe in der Standebene des Objektes) eindeutig bestimmt.Die Konstruktion verl�auft analog zu der bei parallelem Li
ht (s. Fig. 2.13).

PSfrag repla
ements
L

L0
P
P 0 ~PAbbildung 2.13: S
hatten eines Quaders bei zentralem Li
ht



22 KAPITEL 2. AXONOMETRIEAufgabe 2.6 Gegeben ist ein axonometris
hes Bild eines Hauses und die Li
htquelle L mit ihrem Grundriss.Zei
hne den S
hatten in das axonometris
he Bild (Abb. 2.14).

PSfrag repla
ements

L

L0 Abbildung 2.14: S
hatten eines Hauses bei zentralem Li
htBemerkung:Bei komplizierteren F�allen konstruiert man den S
hatten zuerst in Grund{ und Aufriss.



Kapitel 3Zwei{ und Mehrtafelprojektion,Da
hausmittelung
3.1 Zweitafelprojektion von Punkten (s. LEO S.82)Wir erinnern zun�a
hst an die in Abs
hnitt 1.6 erkl�arten Begri�e Grundriss, Aufriss, Risskante, Ordner. Dien�a
hste Zei
hnung zeigt einige Sonderlagen von Punkten:PSfrag repla
ements

A
B C

DA0 A0
B0

B0 = BB0 = B
C 0

C 0

D0
D0

A00A00
B00B00 C 00 C 00

D00D00�1
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k12

Abbildung 3.1: Zweitafelprojektion von PunktenBea
hte: Der Aufriss eines Punktes liegt ni
ht immer oberhalb der Risskante (s. Abb. 3.1). Analog muss derGrundriss eines Punktes ni
ht immer unterhalb der Risskante liegen !

23



24 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG3.2 Zweitafelprojektion von Geraden (s. LEO S.83,89)Die Projektion einer Gerade ist i.a. wieder eine Gerade:
PSfrag repla
ements gg0 g0

g00g00
�1

�2
k12

Abbildung 3.2: Zweitafelprojektion einer GeradeEs gibt einige Sonderlagen f�ur Geraden:(a) Eine zu �1 parallele Gerade hei�t H�ohenlinie, eine zu �2 parallele Frontlinie. Eine Hauptgerade ist eineH�ohenlinie oder eine Frontlinie. Eine f�ur Ma�aufgaben wi
htige Eigens
haft von Hauptgeraden ist:Der Grundriss einer H�ohenlinie ist unverzerrt. Der Aufriss einer Frontlinie ist unverzerrt.(b) Eine zu �1 bzw. �2 senkre
hte Gerade hei�t Erst{bzw. Zweitprojizierende.(
) Eine Gerade, deren Grund{ und Aufriss ein Ordner ist, hei�t eine gelehnte Gerade.
PSfrag repla
ements ggggggg0

g0g0 g0g0g0g0
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k12

g k �1g k �2 g k �1; �2 g ? �1 g ? �2 g k �3

Abbildung 3.3: Sonderlagen von Geraden



3.2. ZWEITAFELPROJEKTION VON GERADEN 25Die Dur
hsto�punkte einer Geraden g mit den Risstafeln nennt man Spurpunkte von g.PSfrag repla
ements
g g0g0 g00g00

S1
S2

S02S001
S1 = S01

S2 = S002
�1

�2
k12

Abbildung 3.4: Spurpunkte einer GeradeDie Risse paralleler Geraden sind parallel:
PSfrag repla
ements g1 g2 g01

g001
g02

g002
�1

�2
k12

Abbildung 3.5: Parallele GeradenZwei Geraden g1; g2 haben einen S
hnittpunkt, wenn g01 \ g02; g001 \ g002 auf demselben Ordner liegen.Zwei ni
ht parallele Geraden, die keinen S
hnittpunkt haben, hei�en winds
hief.S
hneiden si
h zwei Geraden g1; g2 in einem Punkt S, so m�ussen S0 (in �1) und S00 (in �2) auf einem Ordnerliegen. Nur dann ist S0; S00 das Bildpunktpaar eines beiden Geraden gemeinsamen Punktes (s. Abb. 3.6).Sind zwei Geraden g1; g2 zueinander winds
hief, dann liegt der S
hnittpunkt S0 von g01 und g02 im Grundriss mitdem S
hnittpunkt T 00 (von g001 und g002) im Aufriss ni
ht auf einem Ordner (s. Abb. 3.7).



26 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGPSfrag repla
ements
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Abbildung 3.6: Si
h s
hneidende Geraden
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Abbildung 3.7: Winds
hiefe Geraden (entstanden aus Abb. 3.6)Aufgabe 3.1 Liegen die vier in Grund{ und Aufriss gegebenen Punkte (Abb. 3.8) in einer Ebene?
PSfrag repla
ements

A0
A00

B0
B00 C 0

C 00
D0
D00

k12
Abbildung 3.8: Ist das Viere
k eben?



3.2. ZWEITAFELPROJEKTION VON GERADEN 27Aufgabe 3.2 Dur
h die Grund{ und Aufrisse der Geraden a; b; 
; d ist ein Prisma gegeben (Abb. 3.9). Be-stimme die S
hnitt�gur des Prismas mit der Grundrisstafel �1.

PSfrag repla
ements
a0

a00

b0

b00


 0


 00
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Abbildung 3.9: Grundriss{Spur eines Balkens



28 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGBei si
h s
hneidenden Geraden interessiert oft die wahre Gr�o�e des S
hnittwinkels. Da ebene Figuren unverzerrtabgebildet werden, wenn sie parallel zur Bildtafel sind, gilt:Der S
hnittwinkel zweier Geraden ers
heint in der Risstafel �i unverzerrt, wenn beide Geradenparallel zu �i sind.PSfrag repla
ements

g01 g01

g001 g001
g02 g02

g002 g002� = �00
� = �0 � 6= �0

� 6= �00
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Abbildung 3.10: Winkel s
hneidender GeradenF�ur den re
hten Winkel kann die Voraussetzung abges
hw�a
ht werden:Ein re
hter Winkel wird in der Risstafel �i als re
hter Winkel abgebildet, wenn (wenigstens)ein S
henkel parallel zu �i ist.Aufgabe 3.3 Wo ers
heinen in den folgenden Rissen eines Hauses (Abb. 3.11) Winkel in wahrer Gr�o�e?

PSfrag repla
ements
k12k12

Abbildung 3.11: Wahre Winkel?



3.3. ZWEITAFELPROJEKTION EINER EBENE 293.3 Zweitafelprojektion einer Ebene (s. LEO S.91)Eine Ebene kann im Raum festgelegt werden dur
h(a) drei Punkte, die ni
ht auf einer Geraden liegen,(b) eine Gerade und einen Punkt, der ni
ht auf der Gerade liegt,(
) zwei parallele oder si
h s
hneidende Geraden.Aufgabe 3.4 Dur
h die Punkte A;B; C ist eine Ebene " gegeben (Abb. 3.12). Von einem Punkt P 2 " ist P 00bekannt. Bestimme P 0.
PSfrag repla
ements A0

A00
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B00

C 0C 00P 00
k12

Abbildung 3.12: Punkt in einem Dreie
kDie S
hnittgeraden einer Ebene " mit den Risstafeln, falls sie existieren, hei�en die Spuren von " :Aufgabe 3.5 Die Ebene " ist dur
h die Hauptgeraden h1; h2 dur
h den Punkt P gegeben (Abb. 3.13).Bestimme die Spuren von ".PSfrag repla
ements
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PSfrag repla
ementsP 0
P
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h1 h2

s1
s2h01h001h02h002k12Abbildung 3.13: Spuren einer Ebene



30 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGAufgabe 3.6 Die Ebene " ist dur
h ihre Spuren s1; s2 gegeben (Abb. 3.14). Von dem Punkt P ist der AufrissP 00 bekannt. Bestimme P 0 und die Hauptgeraden dur
h P .

PSfrag repla
ements
P 00 s2 = s 002

s1 = s 01
k12 = s 001 = s 02

Abbildung 3.14: Punkt und Hauptgeraden in einer EbeneAufgabe 3.7 Gegeben: Sattelda
h eines Hauses und der Grundriss zweier Reklamebu
hstaben auf einer Da
h-
�a
he (Abb. 3.15). Gesu
ht: Aufriss der Bu
hstaben.

PSfrag repla
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k12

Abbildung 3.15: Reklame auf einem Da
h



3.3. ZWEITAFELPROJEKTION EINER EBENE 31Einige Sonderlagen f�ur Ebenen (Abb. 3.16):
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Abbildung 3.16: Sonderlagen von Ebenen



32 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG3.4 Weitere Risse (Umprojektionen) (s. LEO S.96)Man kommt oft ni
ht mit Grund- und Aufriss aus, wenn z.B.(a) gelehnte Lagen auftreten, da dann ohne Zusatzangaben Projektionen ni
ht eindeutig sind, oder wenn(b) Grund- und Aufriss ni
ht "ans
hauli
h\ sind.Mit Hilfe weiterer Risstafeln lassen si
h in Sonderlagen Konstruktionen (z.B. Antragen eines Winkels oder einerL�ange) lei
hter ausf�uhren.Im Folgenden hei�en zwei Risse (senkre
hte Parallelprojektionen) einander zugeordnet, wenn die zugeh�origenRisstafeln senkre
ht zueinander stehen.Prinzip: Man f�uhrt eine neue Risstafel �3 so ein, dass sie entweder �1 oder �2 zugeordnet ist. In jedem Fallwird �3 um die neue Risskante k13 oder k23 in die Zei
henebene geklappt.
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Abbildung 3.17: Umprojektion eines PunktesDur
hf�uhrung, falls �3 der Tafel �1 zugeordnet ist.In diesem Fall kann man �3 als eine neue Aufrisstafel au�assen.(1) Zei
hne die neue Risskante k13:(2) Der (neue) Riss P 000 des Punktes P liegt auf der Senkre
hten zu k13 dur
h P 0 (neuerOrdner) und hat denselben Abstand von der neuen Risskante k13 wie P 00 (der alte Aufriss)von (der alten Risskante) k12:Der neue Riss in �3 ist �uber die Risskante k13 dem Riss in �1 zugeordnet.



3.4. WEITERE RISSE (UMPROJEKTIONEN) 33Aufgabe 3.8 Stelle dur
h Umprojektion ein ans
hauli
hes Bild eines Hauses her (Abb. 3.18).

PSfrag repla
ements

k12

k13Abbildung 3.18: Umprojektion eines HausesDie Dur
hf�uhrung f�ur den Fall, dass �3 der Aufrisstafel zugeordnet ist, verl�auft analog (Abb. 3.19).
PSfrag repla
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Abbildung 3.19: Umprojektion eines Punktes (Grundriss wird ersetzt)



34 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGAufgabe 3.9 Stelle dur
h Umprojektion ein ans
hauli
hes Bild einer Pyramide her (Abb. 3.20).

PSfrag repla
ementsP 0P 00P 000
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Abbildung 3.20: Umprojektion einer Pyramide (Grundriss wird ersetzt)Umprojektionen k�onnen mehrfa
h hintereinander dur
hgef�uhrt werden. Dabei muss man auf folgendes a
hten:(a) Man muss von zwei zugeordneten Rissen ausgehen.(b) Aus dem wegfallenden Riss muss der in (2) notwendige Abstand zur Risskante entnommen werden.
PSfrag repla
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Abbildung 3.21: Mehrfa
humprojektion eines Punktes



3.5. GRUNDAUFGABEN 353.5 Grundaufgaben3.5.1 S
hnittpunkt (Dur
hsto�punkt) Gerade{Ebene (s. LEO S.92)Gegeben: Gerade g dur
h Grundriss g0 und Aufriss g00,Ebene " dur
h drei Punkte A;B; C in Grund- und Aufriss (Aufgabe 3.10).Gesu
ht: S
hnittpunkt D = g \ ".L�osungsidee: Es sei � die zu �1 (oder �2) senkre
hte Ebene, die g enth�alt. Sie s
hneidet " in der S
hnittgeradens = � \ ". Dann gilt f�ur den gesu
hten Dur
hsto�punkt D = s \ g.PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.22: S
hnitt Gerade{EbeneDur
hf�uhrung, falls � ? �1 gew�ahlt ist:(1) W�ahle zwei Geraden e1; e2 der Ebene ", die ni
ht zu g0 parallel sind. e 01; e 001 ; e 02; e 002seien ihre Risse.(2) Der S
hnitt von g0 mit e 01 bzw. e 02 liefert E 01 bzw. E 02:(3) Bestimme (mit Ordnern) E 001 ; E 002 auf e 001 ; e 002 :(4) Die Gerade dur
h E 001 und E 002 ist der Aufriss s 00 der Hilfsgeraden s.(5) D00 = s 00 \ g00 ist der Aufriss des Dur
hsto�punktes D.(6) D0 ist der S
hnittpunkt des Ordners dur
h D00 mit g0.Die Dur
hf�uhrung f�ur den Fall, dass �?�2 gew�ahlt wurde, verl�auft analog; man muss nur die Rollen von Grund-und Aufriss vertaus
hen.Aufgabe 3.10 Bestimme den S
hnittpunkt einer Gerade mit der dur
h ein Dreie
k gegebenen Ebene (Abb.3.23).



36 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG
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Abbildung 3.23: S
hnitt Gerade{EbeneAufgabe 3.11 In Grund- und Aufriss ist ein dreikantiger Balken und ein ebenes Viere
k gegeben (Abb. 3.24).Bestimme Grund- und Aufriss der S
hnitt�gur.
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Abbildung 3.24: S
hnitt Balken{Ebene



3.5. GRUNDAUFGABEN 37Die Idee, den S
hnittpunkt einer Gerade mit einer Ebene mit Hilfe einer senkre
hten Hilfsebene zu bestimmen,l�asst si
h direkt bei der Kontruktion eines S
hattenpunktes auf eine geneigte Ebene verwenden.Aufgabe 3.12 Gegeben ist ein axonometris
hes Bild (Kavalierperspektive) eines Ho
hhauses (Quader), zweierFabrikhallen mit s
hr�agen D�a
hern, sowie paralleles Li
ht dur
h die Li
htri
htung l und den S
hattenwurf einerKante (Abb. 3.25). Zei
hne den S
hatten.

PSfragrepla

ements

l
l0

Abbildung 3.25: S
hatten auf geneigte Ebenen bei parallelem Li
ht



38 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG3.5.2 Wahre L�ange einer Stre
ke (s. LEO S.100)Gegeben: Stre
ke AB in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: Die wahre L�ange dieser Stre
ke.L�osungsidee: Eine Stre
ke ers
heint im Aufriss (bzw. Grundriss) in wahrer L�ange, wenn die Stre
ke zur Auf-risstafel (bzw. Grundrisstafel) parallel ist.Wir geben hier zwei M�ogli
hkeiten an, die Stre
ke "tafelparallel\ zu ma
hen:1. M�ogli
hkeit:Man dreht die Stre
ke um eine zur Grundrisstafel (bzw. Aufrisstafel) senkre
hte A
hse bis sie parallel zurAufrisstafel (bzw. Grundrisstafel) ist.Dur
hf�uhrung der Drehung um eine zu �1 senkre
hte A
hse dur
h B:(1) Drehe A0 um B0, bis die gedrehte Stre
ke parallel zu k12 ist. Der gedrehte Punkt sei ~A0 (Grundrissvon ~A, dem um B gedrehten Punkt A).(2) ~A00 liegt auf dem Ordner dur
h ~A0 und auf der Parallelen dur
h A00 zur Risskante (bei der Drehungbleibt ~A auf der glei
hen H�ohe wie A !).(3) j ~A00 B00j ist die wahre L�ange der Stre
ke AB.
PSfrag repla
ements

A0 A0
B0 B0

A00 A00
B00 B00 k12k12

1. M�ogli
hkeit 2. M�ogli
hkeitAbbildung 3.26: Wahre L�ange einer Stre
ke2. M�ogli
hkeit:Man legt dur
h die Stre
ke AB eine zu �1 (bzw. �2) senkre
hte Ebene � und dreht � um eine H�ohenlinie(Frontlinie) in eine horizontale (senkre
hte) Lage.Dur
hf�uhrung der Drehung um eine H�ohenlinie dur
h B:(1) Zei
hne den Aufriss C 00 des Punktes C, der senkre
ht unter A liegt und dieselbe H�ohe wie Bhat. Es ist C 0 = A0.(2) Man drehe das re
htwinklige Dreie
k A;B; C um die Kathete BC um 90Æ parallel zu �1, in-dem man in A0(= C 0) senkre
ht die Stre
ke C 00A00 antr�agt. Die Hypothenuse des entstandenenDreie
ks ist die wahre L�ange der Stre
ke A;B:(Entspri
ht der Einf�uhrung einer neuen Risstafel parallel zur Stre
ke AB.)



3.5. GRUNDAUFGABEN 39Aufgabe 3.13 Von einem Punkt P undeiner Geraden g sind Grund- und Auf-riss gegeben (Abb. 3.27). Trage auf geine in P beginnende Stre
ke der L�ange3 
m ab. PSfrag repla
ements
P 0

P 00

g0
g00

k12
Abbildung 3.27: Antragen einer wahren L�ange einer Stre
keAufgabe 3.14 Gegeben: Sattelda
h, Kaminkopf (K) und die Ri
htung der Sonnenstrahlen (S) (Abb. 3.28).Gesu
ht: a) S
hnitt des Kamins mit der Da
h
�a
he. b) S
hatten des Kamins auf der Da
h
�a
he. 
) WahreL�ange der Stre
ke AB und die Da
hneigung �.

PSfrag repla
ements A0
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Abbildung 3.28: S
hatten eines Kamins



40 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG3.5.3 Wahre Gestalt einer ebenen Figur (s. LEO S.103)Gegeben: Das Dreie
k A;B; C in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: Die Wahre Gestalt des Dreie
ks.L�osungsidee: Einf�uhrung einer Risstafel �3 senkre
ht zum Dreie
k. Der Riss des Dreie
ks ers
heint in �3 alsStre
ke. Jetzt l�asst si
h eine Risstafel �4 parallel zu dem Dreie
k einf�uhren und das Dreie
k ers
heint in �4 inwahrer Gestalt.Dur
hf�uhrung, falls �3 der Grundrisstafel zugeordnet wird:(1) Bestimme eine H�ohenlinie h des Dreie
ks.(2) Neue Risskante k13 ? h0. Umprojektion des Dreie
ks.A000; B000; C 000 liegen auf einer Geraden d 000.(3) Neue Risskante k34jjd 000. Der neue Riss zeigt das Dreie
k in wahrer Gestalt.Aufgabe 3.15 Bestimme die wahre Gestalt eines in Grund{ und Aufriss gegebenen Dreie
ks (Abb. 3.29).

PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.29: Wahre Gestalt eines Dreie
ks



3.5. GRUNDAUFGABEN 413.5.4 Lot auf eine Ebene (s. LEO S.105)Gegeben: Ebene " dur
h drei Punkte A;B; C und Punkt P .Gesu
ht: Lot l auf " dur
h P .L�osungsidee: Ein re
hter Winkel ers
heint in einer senkre
hten Parallelprojektion wieder als re
hter Winkel,wenn ein S
henkel parallel zur Bildtafel ist. H�ohenlinien (bzw. Frontlinien) sind parallel zu �1 (bzw. �2).Dur
hf�uhrung:(1) Zei
hne die H�ohenlinie h und die Frontlinie f von " dur
h (z.B.) C in Grund- und Aufriss.(2) Das Lot von P 0 auf h0 ist der Grundriss l 0 und das Lot von P 00 auf f 00 ist der Aufriss l 00 des Lotesl von P auf ".Aufgabe 3.16 Bestimme den Fu�punkt des Lotes vom Punkt P auf die dur
h ein Dreie
k bestimmte Ebene(Abb. 3.30, links).
PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.30: Lot auf Ebene bzw. LotebeneAufgabe 3.17 :Gegeben: Gerade g, Punkt P; P 62 g (Abb. 3.30 re
hts).Gesu
ht: Die Hauptgeraden der Lotebene � zu g dur
h P .



42 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG3.6 Eins
hneideverfahren bei senkre
hter Axonometrie (s. LEO S.199,204,208)Bei der senkre
hten Axonometrie stehen die Projektionsstrahlen senkre
ht zur Bildtafel. Da senkre
hte Pro-jektionen auf die Koordinatenebenen meistens nur unans
hauli
he Bilder liefern (z.B. bei einem Haus: Grund{Auf{ und Seitenriss) ma
hen wir hier die folgende Annahme:Keine Koordinatenebene ist parallel zur Bildtafel !!Wesentli
h f�ur die Orientierung der Risse, um ein senkre
ht axonometris
hes Bild beim Eins
hneiden zu erhal-ten, ist das Spurdreie
k Sx ; Sy ; Sz . Es besteht aus den S
hnittpunkten der Bildtafel mit den Koordinatena
hsen(s. Fig. 3.31).
PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.31: Senkre
hte Axonometrie: Spurdreie
kPSfrag repla
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Grundriss drehenAbbildung 3.32: Senkre
hte Axonometrie: Grundriss in die Bildtafel drehen



3.6. EINSCHNEIDEVERFAHREN BEI SENKRECHTER AXONOMETRIE 43F�ur das Eins
hneideverfahren muss der Grundriss und die Bildtafel in derselben Zei
henebene liegen. Also drehenwir den Grundriss um die Grundrissspur in die Bildebene (Fig. 3.32).Aus dem re
hten Bild von Fig. 3.32 erkennen wir� wie wir den Grundriss in die Zei
henebene legen m�ussen und in wel
he Ri
htung wir eins
hneiden m�ussen(senkre
ht zur Grundrissspur).� na
h analogen �Uberlegungen f�ur die Aufrisse:Das Bild O des Kooridnatenursprungs ist der S
hnittpunkt der H�ohen des Spurdreie
ks und die H�ohensind die Bilder der Koordinatena
hsen.Es gibt nun drei M�ogli
hkeiten die Orientierung f�ur das Eins
hneideverfahren (bei senkre
hter Axonometrie)vorzugeben:a) Man legt das Spurdreie
k Sx ; Sy ; Sz (im Eins
hneidebild) fest. Dann sind die H�ohen des Spurdreie
ksdie Bilder der Koordinatena
hsen und der H�ohens
hnittpunkt ist O.Der Nullpunkt des Grundrisses �ndet man �uber den Thaleskreis (s. Fig. 3.32). Dur
h Herausziehen desumgeklappten Grundrisses in Ri
htung p0 liegt die Position und die Eins
hneideri
htung f�ur den Grundrissfest. Analog verf�ahrt man mit einem der Aufrisse.b) Man legt das Bild des Koordinatendreibeins fest, w�ahlt irgendeinen Punkt der x-A
hse als SpurpunktSx und erg�anzt Sy ; Sz so, dass die Koordinatenbilder die H�ohen des Spurdreie
ks sind. Der Rest verl�auftwie in a).
) Man legt in Grund{ und Aufriss die Projektionsri
htung fest und w�ahlt (z.B.) den Spurpunkt Sx . DieGrundrissspur muss senkre
ht zum Grundriss der Projektionsri
htung sein (s. Fig.3.33). Damit �ndetman Sy im Grundriss und Aufriss. Die Aurissspur muss senkre
ht zum Aufriss der Projektionsri
htungsein. Damit �ndet man Sz . Also sind von dem Spurdreie
k die Seiten SxSy ; SySz und die H�ohe auf derSeite SxSy bekannt (s. Fig. 3.33). Mit der L�ange von SySz l�asst si
h Sz im Eins
hneidebild zei
hnen. DerRest verl�auft wie bei a). Statt der H�ohe auf SxSy kann man au
h die wahre L�ange von SxSz verwenden(sie muss zuerst bestimmt werden !).PSfrag repla
ements
Sx
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S00x Sy SySySy

Sz Sz
S0z p0 p0p0

p00p00
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y 0 y 0y 0z 0O0
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O00 Abbildung 3.33: Konstruktion des Spurdreie
ks aus der Projektionsri
htung



44 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG

PSfrag repla
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Abbildung 3.34: Senkre
hte Axonometrie: Eins
hneideverfahrenM�ogli
he Vorgaben:� Das Spurdreie
k ist gegeben oder� die Bilder der Koordinatena
hsen sind gegeben oder� die Projektionsri
htung ist in Grund{ und Aufriss gegeben.



3.6. EINSCHNEIDEVERFAHREN BEI SENKRECHTER AXONOMETRIE 45Aufgabe 3.18 Gegeben: Grund{ und Afriss eines \halben" W�urfels und die Bilder der Koordinatena
hsen.Gesu
ht: Ein ans
hauli
hes Bild in senkre
hter Axonometrie mit Hilfe des Eins
hneideverfahrens. Gib die Pro-jektionsri
htung in Grund{ und Aufriss an.

PSfragrepla

ements
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z00 O00Abbildung 3.35: Senkre
hte Axonometrie: Beispiel \halber" W�urfel



46 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGAufgabe 3.19 Gegeben: Grund{ und Afriss eines Hauses und die Projektionsri
htung f�ur eine senkre
hte Axo-nometrie.Gesu
ht: Das zugeh�orige senkre
hte axonometris
he Bild mit Hilfe des Eins
hneideverfahrens.

PSfragrepla

ements S x S y S z y z O S0 x S0 y S00 y S00 z x0
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Abbildung 3.36: Senkre
hte Axonometrie: Haus mit vorg. Projektionsri
htung



3.7. DACHAUSMITTELUNG 473.7 Da
hausmittelung (s. LEO S.195,197)Ein Da
h besteht i.a. aus ebenen geradlinig begrenzten Fl�a
henst�u
ken. Wir nehmen an, dass die unterenBegrenzungsstre
ken, die Traufkanten, horizontal sind und auf glei
her H�ohe liegen. Wir nennen zwei si
hauf der Traufkante s
hneidende Da
h
�a
hen bena
hbart. Eine S
hnittgerade bena
hbarter Da
hebenen hei�tGrat- oder Kehllinie, je na
hdem sie von einer \ausspringenden" oder \einspringenden" E
ke der Traufeausgeht. Die S
hnittgerade zweier ni
ht bena
hbarter Da
hebenen hei�t First.

PSfrag repla
ements KehleFirstGrat Traufkante

Abbildung 3.37: First, Grat- und Kehllinien eines Da
hes (Da
hausmittelung)Die Aufgabe der Da
hausmittelung besteht darin, First, Grat- und Kehllinien sowie die wahre Gestalt dereinzelnen Da
h
�a
hen zu bestimmen.L�osungsprinzip:Eine horizontale Hilfsebene " wird in geeigneter H�ohe dur
h das Da
h gelegt. " s
hneidet das Da
h in H�ohen-linien. Die H�ohenlinien s
hneiden si
h in Grat- und Kehllinien. Und Grat- und Kehllinien s
hneiden si
h inFirstlinien.Dur
hf�uhrung:(1) W�ahle die H�ohe der Ebene " so, dass die H�ohenlinien im Grundriss einen Abstand von wenigstens1-2 
m von der Traufkante haben.Bei glei
her Da
hneigung haben H�ohenlinien �uberall den glei
hen Abstand von der Traufkante !(2) Zei
hne die H�ohenlinien f�ur jede Da
hebene in den Grundriss.(3) S
hneide die H�ohenlinien bena
hbarter Da
h
�a
hen und verbinde die S
hnittpunkte mit den ent-spre
henden E
ken des Traufpolygons. Dadur
h erh�alt man die Grat- und Kehllinien.Bei glei
her Da
hneigung sind Grat{ und Kehllinien Winkelhalbierenden der zugeh�origen Traufkan-ten !(4) S
hnitt von "entspre
henden\ Grat- oder Kehllinien ergeben Punkte von Firstlinien.(5) Fehlende Firstlinien ergeben si
h, indem man die entspre
henden (ni
ht bena
hbarten) Da
hebenen(mit Hilfe der H�ohenlinien) s
hneidet.(6) Die wahre Gestalt einer bestimmten Da
h
�a
he erh�alt man dur
h Drehen der Ebene um die Trauf-kante in die Zei
henebene. Der wahre Abstand eines Punktes von der Traufkante ergibt si
h alsHypothenuse des zugeh�origen St�utzdreie
ks.



48 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNG

Höhenlinie

Höhenlinie

Höhenschnitt−Ebene

Abbildung 3.38: H�ohens
hnitt und H�ohenlinien



3.7. DACHAUSMITTELUNG 49Aufgabe 3.20 :Gegeben: Grundriss der Traufkanten eines Da
hes mit Da
hneigungen �; � (Abb. 3.39).Gesu
ht: a) Grat-, First- und Kehllinien,b) die wahre Gestalt der Da
h
�a
he, die an der Traufkante AB anliegt.

h
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ements

F1 F2

A

B

�
�

�

� �
�

��d�

d�d�
d�

d�

d� d�
d�

H�ohenlinie der H�ohe h

Abbildung 3.39: Grat{ und Kehllinien zu Aufgabe 3.20Bea
hte die Konstruktion der Stre
ke F1F2 als Grat zweier ni
ht bena
hbarter Da
h
�a
hen !
(parallele Traufkanten)
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Abbildung 3.40: Konstruktionsprinzip einer Grat/Kehl{linie



50 KAPITEL 3. ZWEI{ UND MEHRTAFELPROJEKTION, DACHAUSMITTELUNGAufgabe 3.21 :Gegeben: Grundriss der Traufkanten eines Da
hes mit Da
hneigungen in Grad (Abb. 3.41).Gesu
ht: Grat{, First{ und Kehllinien.
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Abbildung 3.41: Aufgabe 2 zur Da
hausmittelung



Kapitel 4Projektion von Kurven und Fl�a
hen
4.1 Kreis und Ellipse (s. LEO S.55)In einem re
htwinkligen Koordinatensystem l�asst si
h ein Kreis mit Mittelpunkt (0; 0) und Radius r dur
h dieGlei
hung: x2 + y2 = r2 oder dur
h dieParameterdarstellung: x = r 
os' ; y = r sin' ; 0 � ' � 2� bes
hreiben.
Abbildung 4.1: Parameterdarstel-lung eines Kreises PSfrag repla
ements x

yrr 
os' r sin''
Es gibt viele M�ogli
hkeiten, eine Ellipse zu de�nieren. Wir wollen hier die folgende De�nition w�ahlen:Eine ebene Kurve k , die si
h in einem geeigneten re
htwinkligen Koordinatensystem dur
h eine Glei
hungx2a2 + y2b2 = 1 a; b > 0bes
hreiben l�asst, ist eine Ellipse mitMittelpunkt (0; 0) und den Halba
hsen a; b. F�ur a = b erh�alt man einenKreis.Die Stre
ke zweier Ellipsenpunkte hei�t Sehne der Ellipse.Eine Sehne dur
h den Mittelpunkt hei�t Dur
hmesser der Ellipse.Die Punkte (a; 0); (�a; 0); (0; b); (0;�b) sind die S
heitel der Ellipse.Im Fall a 6= b sind die x-A
hse und die y -A
hse die einzigen Symmetriegeraden der Ellipse, d.h., nur dieSpiegelungen an x- und y -A
hse bilden die Ellipse auf si
h ab. Die Dur
hmesser auf den Symmetriea
hsenhei�en die Haupta
hsen der Ellipse.Die Parameterdarstellung der Ellipse k ist: x = a 
os' ; y = b sin' mit 0 � ' � 2� :Ellipsenkonstruktionena) S
heitelkreiskonstruktion. 51



52 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN
PSfrag repla
ements xx

yy
aba 
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' Abbildung 4.2: Parameterdarstellung einer EllipseAus der Parameterdarstellung der Ellipse erkennt man, dass der Ellipsenpunkt (a 
os'; b sin') dieselbe x-Koordinate wie der Punkt (a 
os'; a sin') des Kreises x2 + y2 = a2 und dieselbe y -Koordinate wie der Punkt(b 
os'; b sin') des Kreises x2+y2 = b2 zum Parameter ' hat. Die beiden Kreise x2+y2 = a2 und x2+y2 = b2hei�en die S
heitelkreise der obigen Ellipse.Daher kann man Ellipsenpunkte konstruieren, indem man die y -Koordinate eines Punktes des gro�en S
hei-telkreises mit dem Faktor b=a stau
ht (bzw. die x-Koordinate des kleinen S
heitelkreises mit dem Faktor a=bstre
kt):Voraussetzung: Mittelpunkt und S
heitel sind bekannt.(1) Zei
hne die beiden S
heitelkreise der Ellipse (s. Abb. 4.3, links).(2) W�ahle einen Strahl dur
h den Mittelpunkt der Ellipse.(3) Der Strahl s
hneidet den kleinen (bzw. gro�en) Kreis in einem Punkt P (bzw. Q).(4) F�alle das Lot von P (Q) auf die kleine (gro�e) A
hse. Der S
hnittpunkt dieser Lote ist einPunkt der Ellipse.Eine Abbildung, die nur eine Koordinate stre
kt oder stau
ht, nennt man AÆnit�at.PSfrag repla
ements P Q
aab bEa 
os'b sin' 'Papierstreifen

Abbildung 4.3: Konstruktion von Punkten einer Ellipseb) Papierstreifenmethode. (Abb. 4.3, re
hts) (s. LEO S.60)



4.1. KREIS UND ELLIPSE 53Voraussetzung: Mittelpunkt und S
heitel sind bekannt.(1) S
hneide einen Papierstreifen der L�ange a+b aus und markiere die Stelle, an denen die Stre
kender L�ange a und b zusammengesetzt sind, dur
h E.(2) Gleitet der Papierstreifen wie in der Skizze (Abb. 4.3, re
hts) auf den A
hsen der Ellipse, sobes
hreibt der Punkt E in jeder Lage einen Ellipsenpunkt.
) G�artner- oder Fadenkonstruktion. (Abb. 4.4, links)Voraussetzung: Die "Brennpunkte\ F1 ; F2 und die gro�e Halba
hse a der Ellipse sind bekannt.(1) S
hneide einen Faden der L�ange 2a zure
ht.(2) Befestige die Enden des Fadens in den Punkten F1; F2.(3) Ziehe den Faden wie in der Skizze stra�. Der Punkt, an dem si
h die Bleistiftspitze be�ndet,ist ein Ellipsenpunkt.(4) F�ur die Brennweite e = 12 jF1F2j gilt: e2 = a2 � b2.
PSfrag repla
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Abbildung 4.4: \G�artnerkonstruktion" und S
heitel-Kr�ummungskreise einer Ellipsed) S
heitelkr�ummungskreismethode. (Abb. 4.4, re
hts) (s. LEO S.64)Die Methoden a), b), 
) bestimmen Ellipsenpunkte exakt. Wir geben nun no
h eine sehr praktis
he N�aherungs-methode an:Idee: Man bestimmt Mittelpunkte und Radien der Kr�ummungskreise f�ur die S
heiteln der Ellipse, zei
hnet dieS
heitelkr�ummungskreise und n�ahert die Ellipse dur
h tangentiale Kurvenb�ogen an.Voraussetzung: Mittelpunkt M und S
heitel sind bekannt.(1) W�ahle zwei ni
ht auf einem Dur
hmesser liegende S
heitel S1; S2:(2) Erg�anze das re
htwinklige Dreie
k M; S1; S2 dur
h den Punkt H zu einem Re
hte
k.(3) F�alle das Lot von H auf die Gerade dur
h S1; S2:(4) Die S
hnittpunkte M1; M2 des Lotes mit den A
hsengeraden sind die Mittelpunkte der S
hei-telkr�ummungskreise f�ur die S
heitel S1; S2:(5) Zei
hne die S
heitelkr�ummungskreise in allen S
heiteln.(6) Zei
hne eine Kurve dur
h die S
heitel, die die Kr�ummungskreise von innen bzw. von au�enber�uhrt.



54 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.2 Normalriss eines KreisesDer Normalriss eines Kreises ist i.a. eine Ellipse, deren Mittelpunkt das Bild des Kreismittelpunktesist. Die gro�e Halba
hse der Ellipse ist glei
h dem Kreisradius.(Falls der Kreis in einer projizierenden Ebene liegt, ist das Bild eine Stre
ke.)Um dies einzusehen, betra
hten wir die folgende Zweitafelprojektion eines Kreises (Abb. 4.5):Gegeben: Kreis k?�2 dur
h seinen Aufriss k 00.Gesu
ht: Grundriss k 0 des Kreises.Zur L�osung f�uhren wir x � y�Koordinaten in der Kreisebene und ����Koordinaten im Grundriss ein (s. Abb.4.5, re
hts). Die Kreisglei
hung ist dann x2 + y2 = r2: In der Skizze erkennt man, dass ein Punkt (x; y) derKreisebene den Grundriss (�; �) mit � = x und � = y 
os� hat. Wegen x2 + y2 = r2 gilt�2 + (�= 
os�)2 = r2 oder �2=r2 + �2=(r 
os�)2 = 1 :Dies ist die Glei
hung einer Ellipse, deren gro�e Halba
hse glei
h r ist.

PSfrag repla
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Abbildung 4.5: Projektion eines KreisesAufgabe 4.1 Zei
hne den Grundriss des obigen Kreises (Abb. 4.5, links) mit Hilfe der S
hreitelkr�ummungs-kreismethode.



4.3. PARALLELPROJEKTION EINER ELLIPSE 554.3 Parallelprojektion einer EllipseDie Parallelprojektion einer Ellipse ist eine Ellipse oder eine Stre
ke. Der Mittelpunkt geht in den Mittelpunkt derBildellipse �uber. Da re
hte Winkel i.a. ni
ht auf re
hte Winkel abgebildet werden, sind die Bilder der S
heiteli.a. ni
ht die S
heitel der Bildellipse. Deshalb f�uhrt man eine Verallgemeinerung des Begri�s "senkre
hteDur
hmesser\ einer Ellipse ein:Zwei Dur
hmesser einer Ellipse hei�en konjugiert, wenn die Tangenten in den Endpunkten des einenDur
hmessers parallel zum anderen Dur
hmesser sind (s. Abb. 4.6).Die Haupta
hsen einer Ellipse sind spezielle konjugierte Dur
hmesser.Je zwei senkre
hte Dur
hmesser eines Kreises sind konjugiert.
PSfrag repla
ements MM

Abbildung 4.6: Konjugierte Dur
hmesser einer EllipseF�ur die Konstruktion des Bildes einer Ellipse bei Parallelprojektion sind die folgenden Aussagen wi
htig:Bei Parallelprojektion einer Ellipse werdena) der Mittelpunkt auf den Mittelpunkt undb) konjugierte Dur
hmesser auf konjugierte Dur
hmesserder Bildellipse abgebildet.Die oben bes
hriebenen Verfahren, eine Ellipse zu zei
hnen, verlangen alle die Kenntnis des Mittelpunktes undder S
heitel der Ellipse. Deshalb ben�otigen wir no
h eine Methode, um aus dem Mittelpunkt und zwei konju-gierten Dur
hmessern die S
heitel zu bestimmen.Rytzs
he Konstruktion: (s. LEO S.62,63)Gegeben: Mittelpunkt M und zwei konjugierte Halbmesser MP;MQ einer Ellipse (Abb. 4.7).Gesu
ht: S
heitel der Ellipse.(1) Drehung von MQ um 90Æ in MQ0 so, dass der Winkel zwis
hen MP und MQ0 < 90Æ ist.(2) Mittelpunkt R der Stre
ke PQ0 bestimmen.(3) Kreis um R dur
h M.(4) S
hnitt dieses Kreises mit der Geraden dur
h P;Q0 liefert die Punkte A;B.(5) Die Geraden MA dur
h M;A und MB dur
h M;B geben die Ri
htung der Haupta
hsen an.(6) Die L�angen der Haupta
hsen sind b = jAP j und a = jBP j.(7) Die S
heitel ergeben si
h aus (6) und dem \Papierstreifen" AB (vgl. mit Fig 4.3) .



56 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN

Mittelpunkt90−Grad−Drehungkonj. Halbmesser
(gegeben)

Kreis 

0 2 31

1

2

3

4

5
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Abbildung 4.7: Rytz{KonstruktionAufgabe 4.2 Bestimme in Abb. 4.8 jeweils zu vorgegebenem Mittelpunkt M und konjugierten HalbmessernMP;MQ die S
heitel der zugeh�origen Ellipse.
PSfrag repla
ements QQ PP MMab

Abbildung 4.8: Aufgaben zur Rytz{Konstruktion



4.3. PARALLELPROJEKTION EINER ELLIPSE 57Aufgabe 4.3 Es sind Grund- und Aufriss eines Kreises und eine weitere Risskante k23 gegeben (Abb. 4.9).Bestimme das Bild des Kreises in �3.

PSfrag repla
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Abbildung 4.9: Umprojektion eines Kreises



58 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.4 Kreis und Ellipse in der AxonometrieDas axonometris
he Bild eines Kreises oder einer Ellipse ist eine Ellipse oder eine Stre
ke.Im allgemeinen Fall geht man so vor:(1) Bestimme das Bild des Mittelpunktes.(2) W�ahle zwei konjugierte Halbmesser im Urbild und bilde diese ab.(Bei einem Kreis w�ahlt man zwei senkre
hte Halbmesser, die si
h "lei
ht\ abbilden lassen. Beieiner Ellipse w�ahlt man zwei senkre
hte Haupthalba
hsen.)(3) Bestimme die Haupta
hsen der Bildellipse mit Hilfe der Rytz-Konstruktion.(4) Zei
hne die Ellipse z.B. mit Hilfe der S
heitelkr�ummungskreismethode.Es gibt einige Sonderf�alle:a) Falls die Ellipse parallel zur Bildtafel liegt, wird sie unverzerrt abgebildet.b) Der zur Bildtafel parallele Dur
hmesser eines Kreises wird unverzerrt abgebildet und ist im Falleeiner senkre
hten Projektion glei
h der gro�en Halba
hse der Bildellipse.Aufgabe 4.4 :Gegeben: Grund{ und Aufriss eines Zylinderstumpfes (Abb. 4.10).Gesu
ht: Isometris
he Vogelperspektive des Zylinderstumpfes.

PSfrag repla
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Abbildung 4.10: Vogelperspektive eines Zylinderstumpfes



4.4. KREIS UND ELLIPSE IN DER AXONOMETRIE 59Aufgabe 4.5 :Stelle den in Grund{ und Aufriss gegebenen Zylinder mit aufgesetzter Kugel mit Hilfe des Eins
hneideverfah-rens in senkre
hter Axonometrie dar (s. Abs
hnitt 3.6).(F�ur die Bildellipsen der Zylinder-Kreise ist kein Rytz n�otig ! Die gro�en Haupta
hsen sind parallel zur Grund-rissspur und glei
h dem Dur
hmesser der Kreise. Zur Bestimmung der L�ange der kleinen Halba
hse bilde maneinen geeigneten Kreispunkt ab und bea
hte Abb. 4.3, links )

PSfrag repla
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k12 Abbildung 4.11: Zylinder mit Kugel in senkre
hter Axonometrie



60 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.5 Zylinder und Kegel (s. LEO S.137,140)Dur
h Parallelvers
hieben einer Geraden g (Erzeugende) l�angs einer ebenen Kurve 
 (Leitkurve) entstehteine allgemeine Zylinder
�a
he (Abb. 4.12 a)).
a) b)

PSfrag repla
ements
g

Abbildung 4.12: Erzeugung eines a) allgemeinen Zylinders b) senkre
hten KreiszylindersIst 
 speziell ein Kreis und stehen die Erzeugenden senkre
ht zur Kreisebene, entsteht ein senkre
hter Kreis-zylinder (Abb. 4.12 b)). Die Leitkurve hei�t Basiskreis, die Erzeugenden hei�en Mantellinien. Die Symmetrie-gerade a hei�t A
hse. Da der senkre
hte Kreiszylinder au
h dur
h Drehung einer Erzeugenden um die A
hsea erzeugt werden kann, nennt man diese Fl�a
he au
h Dreh- oder Rotationszylinder.Eine Ebene s
hneidet einen senkre
hten Kreiszylinder in einem Kreis, in einer Ellipse, oder in ein oderzwei Mantellinien (Abb. 4.13).

Abbildung 4.13: Ebene S
hnitte eines KreiszylindersGleitet eine Gerade g auf einer ebenen Kurve 
 und geht g stets dur
h einen festen Punkt S (Kegels
heiteloder -spitze), so entsteht eine allgemeine Kegel
�a
he (Abb. 4.14 a)).Ist 
 speziell ein Kreis und liegt S auf einer Senkre
hten zur Kreisebene dur
h den Kreismittelpunkt M,so entsteht ein senkre
hter Kreiskegel (Abb. 4.14 b)). Die Gerade a dur
h M;S steht senkre
ht auf derKreisebene und hei�t Kegela
hse. Da der senkre
hte Kreiskegel au
h dur
h Rotation einer Geraden dur
h Sum a erzeugt werden kann, nennt man ihn au
h Dreh- oder Rotationskegel.



4.5. ZYLINDER UND KEGEL 61
a) b)

PSfrag repla
ements
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Abbildung 4.14: Erzeugung eines a) allgemeinen Kegels b) senkre
hten KreiskegelsDen S
hnitt einer Ebene " mit einem Drehkegel nennt man Kegels
hnitt:Falls die Kegelspitze S ni
ht in der Ebene " liegt, so sind, je na
h Steilheit von ", folgende Kegels
hnittem�ogli
h:(a) Kreis (" ? a) (b) Ellipse (" 
a
her als Mantellinie)(
) Parabel (" k Mantellinie) (d) Hyperbel (" steiler als Mantellinie)Ebenen dur
h S s
hneiden den Kegel in zwei, einer oder keiner Geraden.

Abbildung 4.15: Ebene S
hnitte eines Kreiskegels: Ellipse, Parabel, Hyperbel, Geradenpaar



62 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.6 Abwi
kelbare Fl�a
hen (s. LEO S.162,164)Eine Fl�a
he nennt man abwi
kelbar, wenn sie si
h l�angentreu in die Ebene abbilden l�asst, d.h. man kann sieunter Erhaltung der L�angen s�amtli
her auf ihr liegender Kurven in die Ebene ausbreiten.Beispiele: a) Zylinder b) Kegel
) die von den Tangenten einer Raumkurve erzeugte Fl�a
he (Tangential
�a
he).4.6.1 Abwi
klung eines DrehzylindersGegeben: Ein Drehzylinder und ein Punkt darauf in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: Die Abwi
klung des Drehzylinders und des Punktes P .L�osungsidee: Man n�ahert den Zylinder dur
h ein Prisma (Quers
hnitt ist ein regelm�a�iges n-E
k) an, "s
hnei-det\ das Prisma l�angs einer Kante auf und wi
kelt es in die Ebene ab.Dur
hf�uhrung: (Abb. 4.16)(1) Teile den Basiskreis in n (� 12) Teile und zei
hne das n-E
k.(2) Nimm die L�ange d einer Seite des n-E
ks in den Zirkel und zei
hne ein Re
hte
k der H�ohe h(Zylinderh�ohe) und Breite n � d .(3) Der Punkt P liegt auf oder zwis
hen zwei Kanten des Prismas. Zei
hne diese zwei Kanten inder Abwi
klung, nimm den kleineren Abstand von P zu einer dieser Kanten und zei
hne dieentspre
hende "Zwis
henkante\ k in die Abwi
klung.(4) �Ubertrage P in die Abwi
klung auf die Zwis
henkante. Die H�ohe des Punktes P ergibt si
h ausdem Aufriss.

PSfrag repla
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Abbildung 4.16: Abwi
klung eines Zylinders



4.6. ABWICKELBARE FL�ACHEN 634.6.2 Abwi
klung eines DrehkegelsGegeben: Ein Drehkegel und ein Punkt darauf in Grund{ und Aufriss (Abb. 4.17).Gesu
ht: Die Abwi
klung des Kegels und des Punktes P .L�osungsidee: Ann�aherung des Kegels dur
h eine n-kantige Pyramide. Die Abwi
klung des Kegels ist einKreissektor, dessen �O�nungswinkel � = 2�r=l dur
h den entspre
henden Winkel der abgewi
kelten Pyra-mide angen�ahert wird. Die Abwi
klung des Punktes P erh�alt man dur
h eine zur Zylinderabwi
klung analogenN�aherungskonstruktion. Die notwendige wahre L�ange der Stre
ke SP erh�alt man dur
h Paralleldrehen zu �2.

PSfrag repla
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Abbildung 4.17: Abwi
klung eines Kegels
Aufgabe 4.6 Wi
kle Kegel- und Zylinder-teil aus Abb. 4.34 (Dur
hdringung Kegel{Zylinder) ab, s
hneide die Abwi
klungen ausund bastele ein Modell.



64 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHENInteressant sind au
h Aufwi
klungen:Aufgabe 4.7 Wi
kle das Plakat in Abb. 4.18 auf die Reklames�aule (Zylinder) auf.
HORF

F E S T

SE

2 0 0 5

1 242

PSfrag repla
ements
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A0 = B0Abbildung 4.18: Aufwi
klung auf einen Zylinder



4.7. SCHRAUBLINIEN UND SCHRAUBFL�ACHEN 654.7 S
hraublinien und S
hraub
�a
henWird ein Punkt P um eine A
hse a, der S
hrauba
hse, gedreht (Winkel ') und dabei proportional (Faktor
) zum Drehwinkel in Ri
htung a vers
hoben (S
hiebstre
ke s = 
')., so bes
hreibt P eine S
hraublinie.Die S
hiebstre
ke na
h einer vollen Umdrehung (' = 2�) nennt man Gangh�ohe h. Der Quotient h=2� hei�treduzierte Gangh�ohe.PSfrag repla
ements a
h ss

P1
P2

a0

a00
P 01P 001 P 02

P 002
' 'Re
htss
hraube Linkss
hraubeAbbildung 4.19: S
hraublinienBewegt si
h der Grundriss von P in der x-y{Ebene (eines Re
htssystems) in mathematis
h positivem Sinn(Gegen die Uhr) und wird P entlang der positiven z{A
hse vers
hoben, so entsteht eine Re
htss
hraube(h > 0). Wird P in negativer z{Ri
htung vers
hoben, entsteht eine Linkss
hraube (s. Abb. 4.19).Aufgabe 4.8 Gegeben: Punkt P , S
hrauba
hse a, Gangh�ohe h in Grund und Aufriss (Abb. 4.21).Gesu
ht: Vers
hraubung von P um A
hse a mit Gangh�ohe h als Re
htss
hraube.Man kann au
h eine Gerade oder eine Kurve vers
hrauben. Es entsteht dann eine S
hraub
�a
he.

Abbildung 4.20: Vers
hraubung von Stre
ken



66 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHENAufgabe 4.9 Gegeben: Stre
ke l , S
hrauba
hse a, Gangh�ohe h in Grund{ und Aufriss. (Abb. 4.21, re
hts).Gesu
ht: Vers
hraubung von l um a mit Gangh�ohe h als Re
htss
hraube.
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Abbildung 4.21: Vers
hraubung eines Punktes bzw. einer Stre
ke



4.7. SCHRAUBLINIEN UND SCHRAUBFL�ACHEN 67Aufgabe 4.10 Gegeben: Zwei Stufen einer Wendeltreppe in Grund{ und Aufriss (Abb. 4.22).Gesu
ht: Grund{ und Aufriss der 10{stu�gen Treppe.

PSfrag repla
ementsa0a00
Abbildung 4.22: Vers
hraubung einer Treppenstufe



68 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.8 Rotations
�a
henEine Fl�a
he, die bei der Drehung um eine A
hse, der Rotationsa
hse, in si
h �ubergeht hei�t Rotations
�a
he.Eine Rotations
�a
he kann dur
h Drehung einer Kurve k um eine Rotationsa
hse a erzeugt werden. Jeder Punktvon k bes
hreibt bei der Drehung einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf a liegt und der senkre
ht zu a steht.Eine Ebene, die die Rotationsa
hse a enth�alt, s
hneidet aus der Rotations
�a
he � eine (ebene) Kurve m,den Meridian aus. Alle Meridians
hnitte sind kongruent. Ist die A
hse einer Rotations
�a
he parallel zu einerRisstafel, so ist der Umriss in dieser Risstafel ein Meridian (Hauptmeridian).Beispiel 4.1 Abb. 4.23 zeigt Beispiele von Rotations
�a
hen.

a a

a

m

m

m

m: Parabel
(Paraboloid)

m: Hyperbel
(einsch. Hyperboloid) m: SinuskurveAbbildung 4.23: Rotations
�a
henUmriss{Konstruktion mit Hilfe von Ber�uhrkugeln:Gegeben: A
hse und Meridian einer Rotations
�a
he � im Aufriss.Gesu
ht: Umriss der Rotations
�a
he im Grundriss.L�osungsidee: Zu jedem Quers
hnittkreis k der Rotations
�a
he � gibt es eine Kugel � , die die Fl�a
he in demKreis ber�uhrt. Der Mittelpunkt der Kugel liegt auf der A
hse a von �. �Ubertr�agt man gen�ugend viele Ber�uhr-kugeln in den Grundriss, so ergibt si
h der Umriss als Einh�ullende der Kugelumrisse.



4.8. ROTATIONSFL�ACHEN 69Dur
hf�uhrung f�ur das Beispiel in Figur 4.24 (Der Meridian besteht aus zwei Kreisb�ogen !):(1) W�ahle im Aufriss einen Quers
hnittkreis k . k 00 ist eine Stre
ke senkre
ht zu a00.(2) Bestimme den Mittelpunkt Mk der Ber�uhrkugel dur
h k .Mk liegt auf der Fl�a
hennormalen einesbeliebigen Punktes P 2 k und der A
hse a. Wir w�ahlen P auf dem Meridian. M 00k ist hier alsoder S
hnittpunkt der Gerade P 00M 00u mit a00.(3) Zei
hne M 0k auf a0 und den Umrisskreis der Ber�uhrkugel im Grundriss.(4) F�uhre (1){(3) \gen�ugend" oft f�ur vers
hiedene Quers
hnittkreise dur
h.(5) Zei
hne die Einh�ullende der so bestimmten Kreise.(6) Aufriss des Umrisses: F�ur jede Ber�uhrkugel s
hneide man den Ber�uhrkreis mit dem Umriss derKugel (�Aquatorkreis). Dies liefert jeweils zwei hintereinander liegende Punkte des gesu
htenUmrisses.

Berührkugel

Berührkugel

Berührkreis
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Abbildung 4.24: Umriss einer Rotations
�a
he



70 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.9 Regel
�a
henAls Regel
�a
he wird eine Fl�a
he bezei
hnet, die dur
h Bewegung einer Geraden erzeugt wird. Um ein an-s
hauli
hes Bild einer Regel
�a
he zu erhalten, gen�ugt es meistens, die erzeugende Gerade in \gen�ugend"vielen Lagen zu zei
hnen.Beispiel 4.2 Einfa
he Beispiele sind Zylinder und Kegel.a) Abb. 4.25a) zeigt ein eins
haliges Hyperboloid, das dur
h Rotation einer ni
ht zur z{A
hse parallelenGerade um die z{A
hse ensteht. b) Abb. 4.25b) zeigt ein hyperbolis
hes Paraboloid, das dur
h Bewegungeiner Stre
ke mit Endpunkten auf zwei gegebenen Stre
ken entsteht.
a)

b)
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Abbildung 4.25: a) eins
haliges Hyperboloid b) hyperbolis
hes Paraboloid



4.10. ROHRFL�ACHEN 71Aufgabe 4.11 a) Gegeben ist in Grund{ und Aufriss eine erzeugende Stre
ke und die Rotationsa
hse eineseins
haligen Hyperboloids. Zei
hnen Sie den Umriss in Grund{ und Aufriss.b) Gegeben ist in Grund{ und Aufriss das Randviere
k eines hyperbolis
hen Paraboloids. Zei
hnen Sie denUmriss.

PSfrag repla
ements a0

a00

Abbildung 4.26: Regel
�a
hen: a) eins
hal. Hyperboloid b) hyperbol. Praboloid4.10 Rohr
�a
henEine Rohr
�a
he entsteht dur
h Bewegung einer Kugel (mit festem Radius) dur
h den Raum so, dass derMittelpunkt jeweils auf einer fest vorgegebenen Kurve liegt.Beispiel 4.3 Abb. 4.27 zeigt eine Rohr
�a
he, deren Leitkurve ein Teil einer S
hraublinie ist.Den Umriss einer Rohr
�a
he in Grund{ und Aufriss erh�alt man als Einh�ullende der Kugelumrisse (Kreise).



72 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN

Abbildung 4.27: Rohr
�a
heAufgabe 4.12 Gegeben: In Grund{ und Aufriss die Leitkurve eines Torus (Kreis, Abb. 4.28). Zei
hne denUmriss des Torus, der dur
h Bewegung einer Kugel mit Radius 1
m erzeugt wird.

Abbildung 4.28: Rohr
�a
he: Torus



4.11. DURCHDRINGUNGEN 734.11 Dur
hdringungenGegeben: Kurve k und Fl�a
he �.Gesu
ht: Dur
hsto�punkt S = k \�.L�osungsidee: Die Kurve wird in eine Hilfs
�a
he 	 (meistens: Ebene oder Kugel) so eingebettet, dass dieS
hnittkurve h := 	 \� (Gerade oder Kreis) einfa
h zu konstruieren ist. Der/die Dur
hsto�punkt(e) ergebensi
h dann aus k \ h.4.11.1 Beispiel 1: Gerade g { Kugel �Gegeben: Gerade g, Kugel mit Mittelpunkt M in Grund{ und Aufriss.Dur
hf�uhrung:1. F�uhre eine neue Risstafel �3 so ein, dass die Gerade g zu �3 parallel ist.2. Wir nehmen an, dass �3 der Grundrisstafel �1 zugeordnet ist. Als Hilfs
�a
he w�ahlen wir dieEbene ", die g enth�alt und parallel zu �3 ist. " s
hneidet aus der Kugel einen Kreis 
 aus, dessenMittelpunkt M
 in �3 mit M 000 (der Kugel) zusammenf�allt.3. 
 000 \ g000 liefert die Dur
hsto�punkte D0001 ; D0002 zun�a
hst in �3.4. Konstruiere D01; D02 und dann D001; D002.

PSfrag repla
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Abbildung 4.29: S
hnitt:Kugel{Gerade



74 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHEN4.11.2 Beispiel 2: Gerade g { Kegel �Gegeben: Gerade g, Kegel mit Spitze S, A
hse a, Basiskreis 
 in Grund{ und Aufriss.Dur
hf�uhrung:1. Als Hilfs
�a
he w�ahlen wir die Ebene " dur
h die Kegelspitze S und g. " s
hneidet aus demKegel zwei Mantellinien l1; l2 aus. l1; l2 bestimmt man �uber die Spur s 0" der Ebene ". Hierzus
hneidet man zwei Geraden von " (eine Gerade kann g sein) mit �1.2. s 0" \ 
 0 liefert Punkte L1; L2. Die Gerade dur
h S und L1 bzw. L2 ist die Gerade l1 bzw. l2.3. D1 = l1 \ g und D2 = l2 \ g sind die gesu
hten Dur
hsto�punkte.
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Abbildung 4.30: S
hnitt: Kegel{Gerade
4.12 Dur
hdringungskurve zweier Fl�a
henDie Dur
hdringungs{ oder Vers
hneidungskurven zweier Fl�a
hen �1;�2 wird i.a. punktweise konstruiert.Prinzip: Man w�ahlt eine Hilfs
�a
he 	, die die gegebenen Fl�a
hen �1;�2 in einfa
hen Kurven (Geraden,Kreise) k1 und k2 s
hneidet. Der S
hnitt k1 \ k2 liefert einen oder mehrere Punkte von �1 und �2. DiesesVerfahren wird so lange wiederholt, bis man eine \gen�ugende" Anzahl von gemeinsamen Punkten gefundenhat.



4.12. DURCHDRINGUNGSKURVE ZWEIER FL�ACHEN 754.12.1 Beispiel 1: Hilfsebenen (s. LEO S.152)Gegeben: Kegel �1 (A
hse a1), Zylinder �2 (A
hse a2) (Abb. 4.31).Gesu
ht: Dur
hdringungskurve k = �1 \�2.L�osungsidee: Hilfsebene " ? a1 s
hneidet den Kegel in einem Kreis und den Zylinder in einem Geradenpaar.Dur
hf�uhrung:1. W�ahle eine geeignete Ebene " und zei
hne "00.2. Zei
hne den Grundriss 
 0 des S
hnittkreises " \ �1 (Radius r) .3. Ziehe im Grundriss die Parallelen g0; h0 zu a02 im Abstand d .4. Die (max. vier) S
hnittpunkte P 0; Q0 des Kreises 
 0 mit g0, h0 sind die Grundrisse von Punktender Dur
hdringungskurve.5. Auf "00 erh�alt man dann P 00; Q00.6. Wiederhole 1.{5. n{mal.7. Verbinde die Punkte in der \ri
htigen" Reihenfolge mit einer Kurve.
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k12 Abbildung 4.31: S
hnitt: Kegel{ZylinderAufgabe 4.13 :Gegeben: Kegel und Zylinder in Grund{ und Aufriss (Abb. 4.32).Gesu
ht: Dur
hdringungskurve in Grund{ und Aufriss.
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rPSfrag repla
ements a01

a001
a02

a002

�01

�001

�0001

�02
�002

�0002k12 Abbildung 4.32: S
hnitt: Kegel{Zylinder (Hilfsebenenverfahren)4.12.2 Beispiel 2: Hilfskugeln (s. LEO S.155)Gegeben: Kegel �1 (A
hse a1), Zylinder �2 (A
hse a2). Die A
hsen s
hneiden si
h! (Abb. 4.31).Gesu
ht: Dur
hdringungskurve k = �1 \�2.L�osungsidee: In diesem Beispiel liefern horizontale S
hnitte mit dem Zylinder Ellipsen, d.h. ni
ht einfa
h zu



4.12. DURCHDRINGUNGSKURVE ZWEIER FL�ACHEN 77zei
hnende Kurven. Deshalb benutzen wir eine andere Idee: Wir w�ahlen als Hilfs
�a
hen Kugeln mit demS
hnittpunkt M = a1 \ a2 der A
hsen als Mittelpunkt. Sol
he Kugeln mit geeigneten Radien s
hneiden sowohlden Kegel als au
h den Zylinder in Kreisen als Hilfskurven. Diese Kreise sind alle senkre
ht zur Aufrisstafel.Dur
hf�uhrung:1. W�ahle eine Kugel 	 mit Mittelpunkt M, die beide Fl�a
hen s
hneidet.2. Bestimme im Aufriss die S
hnittkreise k1; l1 der Kugel mit dem Kegel �1 und k2; l2 der Kugelmit dem Zylinder �2. Wir verwenden hier nur k2.k 001 ; l 001 ; k 002 ; l 002 sind Stre
ken, da alle Kreise zu �2 senkre
ht sind.3. k 001 \k 002 und l 001 \k 002 liefern den Aufriss von max. vier Punkten P;Q;R; S der Dur
hdringungskurve.Es ist P 00 = Q00; R00 = S00.4. Zei
hne k 01; l 01 und �ubertrage P;Q;R; S in den Grundriss. P 0; Q0; R0; S0 liegen auf k 01; l 01.5. Wiederhole 1.{4. n{mal.6. Verbinde die Punkte in der \ri
htigen" Reihenfolge mit einer Kurve.
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ements

a01

a001

a02

a002

P 0

P 00

R0

R00

Q0
Q00

S0
S00

k 01

k 001 k 002

l 01

l 001
�01

�001

�0001
�02

�002

�0002

	00

k12Abbildung 4.33: S
hnitt: Kegel{Zylinder (Hilfskugelverfahren)



78 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHENAufgabe 4.14 :Gegeben: Kegel und Zylinder in Grund{ und Aufriss (Abb. 4.34).Gesu
ht: Dur
hdringungskurve in Grund{ und Aufriss.

PSfrag repla
ements a01
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k12 Abbildung 4.34: S
hnitt: Kegel{Zylinder (Hilfskugelverf.)



4.12. DURCHDRINGUNGSKURVE ZWEIER FL�ACHEN 79Bemerkung 1:a) Das Hilfskugelverfahren ist auf alle Rotations
�a
hen mit si
h s
hneidenden A
hsen anwendbar. Hilfskur-ven sind dann immer Kreise.b) Die Voraussetzung f�ur das Hilfsebenenverfahren ist: Es m�ussen si
h einfa
h zu zei
hnende Hilfskurvenbei S
hnitten mit geeigneten Ebenen ergeben. Meistens werden die Hilfsebenen senkre
ht zu einer Risstafelgew�ahlt.

Abbildung 4.35: S
hnitt: Kegel{Zylinder (weitere Beispiele)



80 KAPITEL 4. PROJEKTION VON KURVEN UND FL�ACHENBemerkung 2:a) Haben Fl�a
hen in einem Punkt P eine gemeinsame Ber�uhrebene, so hat ihre Dur
hdringungskurve in Peine Spitze (Abb. 4.35, Mitte).b) Haben zwei si
h s
hneidende Drehzylinder und/oder Drehkegel eine gemeinsame Ber�uhrkugel, so zerf�alltdie Dur
hdringungskurve in zwei Ellipsen (Beispiele sind das Kreuzgew�olbe, Abb. 4.36, und der in der Mittedargestellte S
hnitt von Abb. 4.35).

Abbildung 4.36: Kreuzgew�olbe (S
hnitt zweier Zylinder mit glei
hen Radien und si
h s
hneidenden A
hsen)Aufgabe 4.15 :Gegeben: Li
htkegel K, Zylinder Z, Ebene (Wand) E und Rotations
�a
he (Vase) R in Grund{ und Aufriss(Abb. 4.38).Gesu
ht: Dur
hdringungskurven in Grund{ und Aufriss (sind dies genau die S
hattengrenzen?).

Abbildung 4.37: Dur
hdringungskurven: L�osung zu Abb. 4.38
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PSfrag repla
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Abbildung 4.38: Dur
hdringungskurven
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Kapitel 5Zentralprojektion und Rekonstruktion
5.1 Zentralprojektion (s. LEO S.213)in Abs
hnitt 1.1.2 der Einleitung wurden wesentli
he Eigens
haften einer Zentralprojektion erw�ahnt und auf diewi
htigsten Unters
hiede zur Parallelprojektion hingewiesen. Zur Erinnerung: R�aumli
he Gegenst�ande (Punkte,Stre
ken, Kurven,...) werden von einem Punkt (Zentrum oder Augpunkt) aus auf eine Ebene projiziert (s. Abb.5.1).

Abbildung 5.1: Quader in ZentralprojektionBetra
htet man ein so entstandenes Bild mit einem Auge und zwar mit dem Auge im Zentrum, so l�asst si
hkein Unters
hied zum Betra
hten des Gegenstandes selbst feststellen. Diese Tatsa
he ist ein Grund f�ur diegro�e Bedeutung der Zentralprojektion. Au
h eine Photographie ist eine Zentralprojektion. Eine gute Kennt-nis des Prinzips und der Eigens
haften einer Zentralprojektion ist au
h f�ur die in der Praxis wi
htige Aufgabeder Rekonstruktion (s. Abs
hnitt 5.6) n�otig. Dabei versu
ht man anhand einer Photographie auf die wahrenAbmessungen eines Gegenstandes zu s
hlie�en.
5.1.1 De�nitionen zur ZentralprojektionBezei
hnungen: 83



84 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONO : Augpunkt� : BildtafelH : Hauptpunkt (Fu�punkt des Lotes vom Augpunkt auf die Bildtafel.Bei Original{Photographien ist H der Mittelpunkt des Bildes.d : Distanz (Abstand Augpunkt { Hauptpunkt)�1 : Standebene (Grundrissebene)s : Standlinie S
hnittgerade der Standebene mit der Bildtafel)h : Horizont (S
hnittgerade der horizontalen Ebene dur
h O mit der Bildtafel.: Bei senkre
hter Bildtafel geht h immer dur
h H.)�v : Vers
hwindungsebene (Ebene dur
h O, die parallel zur Bildtafel ist.)
PSfrag repla
ements �: Bildtafel � v: Vers
hwindun

gsebene
H: Hauptpunkt

�1: Standebenes: Standlinie d: Distanz
h: Horizont O: AugpunktPP

Abbildung 5.2: De�nitionen zur ZentralprojektionDas Bild, das dur
h Zentralprojektion entsteht, nennt man au
h perspektives Bild.Punkte in der Vers
hwindungsebene haben kein perspektives Bild, da die zugeh�origen Projektionsstrahlen dieBildtafel ni
ht tre�en.Es ist �ubli
h, nur sol
he Teile von Gegenst�anden abzubilden, die vor der Vers
hwindungsebene liegen.Das Auge sieht nur sol
he Dinge gut, die innerhalb des Sehkegels (Kegel mit Spitze in O und A
hse O-H,dessen halber �O�nungswinkel � 30Æ ist) liegen.PSfrag repla
ements d � 1:73r� 30od Or HH
Abbildung 5.3: Sehkreis



5.1. ZENTRALPROJEKTION 85
H

Abbildung 5.4: Zentralprojektion mit Sehkreis: Haus am See
H

Abbildung 5.5: Zentralprojektion mit Sehkreis: Br�u
ke



86 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.1.2 Spurpunkt, Flu
htpunkt, Spurgerade, Flu
htgeradeDer Dur
hsto�punkt Sg einer Gerade g mit der Bildtafel � hei�t Spurpunkt von g.Die Bilder einer S
har paralleler Geraden sind i.a. ni
ht parallel. Sie s
hneiden si
h im Flu
htpunkt F derGeradens
har. Man erh�alt F als Spurpunkt derjenigen Gerade g0 der S
har, die dur
h den Augpunkt O geht.
Bild

ta
fe

lPSfrag repla
ements
aba bh OFHSa Sb

Abbildung 5.6: Flu
ht{ und Spurpunkt paralleler GeradenIst g eine Gerade und F der Flu
htpunkt der dur
h g bestimmten parallelen Geradens
har, so sagt man \F istder Flu
htpunkt der Gerade g". Es gilt:1. Geraden, die senkre
ht zur Bildtafel sind, hei�en Tiefenlinien.2. Flu
hpunkte horizontaler Geraden liegen auf dem Horizont h.3. Eine Gerade ist dur
h ihren Spurpunkt und ihren Flu
htpunkt bestimmt, falls diese voneinandervers
hieden sind.4. Die Bildgeraden zweier paralleler Geraden, die zur Bildtafel parallel sind, sind parallel.Beispiel 5.1 Abb. 5.7 zeigt Flu
htpunkte paralleler Geraden.
PSfrag repla
ements h

hF1 F2
H

H

Abbildung 5.7: Flu
htpunkte eines Hauses



5.1. ZENTRALPROJEKTION 87Die S
hnittgerade einer Ebene " mit der Bildtafel � hei�t Spurgerade von ".Die Bilder einer S
har paralleler Ebenen s
hneiden si
h i.a. in der Flu
htgerade ({linie) f der S
har. Manerh�alt f als Spurgerade derjenigen Ebene der S
har, die dur
h O geht (s. Abb. 5.8).PSfrag repla
ements
abh O

Fa
FbH

"
f" s"Sa

SbBildtafel

�1Abbildung 5.8: Flu
ht{ und Spurgeraden einer EbeneAufgabe 5.1 Bestimme die Flu
htgeraden von Ebenen eines Hauses (Abb. 5.9)

PSfrag repla
ementsh H
Abbildung 5.9: Flu
htgeraden eines Hauses5.1.3 Konstruktion perspektiver Bilder bei senkre
hter BildtafelSteht die Bildtafel senkre
ht, so gilt:H liegt auf dem Horizont h.Vorgabe : a) Punkte und Geraden in Grund{ und Aufriss.b) Bildtafel � und der Augpunkt O in Grund{ und Aufriss.Gesu
ht : Die perspektiven Bilder der Punkte und Geraden.



88 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONVerfahren: (s. LEO S.217)(0) Bestimmung des Hauptpunktes H (Lot von O0 auf �0) und des Horizonts h (H�ohenlinie dur
hO in �) in Grund{ und Aufriss. \Festma
hen" des Bildes auf der Zei
hen
�a
he dur
h Wahl desHauptpunktes H. Zei
hnen des Horizonts h dur
h H.(1) Abbildung einer Geraden g:Flu
htpunkt Fg und Spurpunkt Sg oder zwei andere Punkte der Bildgeraden g in Grund{ undAufriss bestimmen.�Ubertragen dieser Punkte in die Zei
hen
�a
he f�ur das perspektive Bild. (Der horizontale Abstandeines Bildpunktes von H wird aus dem Grundriss, der Abstand vom Horizont h aus dem Aufrissentnommen.)(Fg ist der Spurpunkt der zu g parallelen Gerade dur
h O.)(2) Abbildung eines Punktes P :I) 1. Methode (Dur
hsto�punktmethode):a) zei
hnen des Projektionsstrahls p in Grund{ und Aufriss.b) Bestimmung des S
hnittpunktes P = p \ � (Bildpunkt) in Grund{ und Aufriss.
) zei
hnen des Bildpunktes P (horizontaler Abstand von H aus Grundriss, Abstand vomHorizont h aus Aufriss).II) 2. Methode:Man bestimmt das Bild P als S
hnitt zweier \lei
ht" zu zei
hnenden Hilfsgeraden. AlsHilfsgeraden kann man z.B.a) Tiefenlinien (ihre Bilder gehen dur
h H),b) Geraden, deren Flu
htpunkte s
hon bekannt sind, verwenden.
hssPSfrag repla
ementsh

O0

O00
P 0
P 00

P 0
P 00

P hH

H0
H00

�0 = h0
k12

Abbildung 5.10: Zentralprojektion eines Quaders mit der Dur
hsto�punktmethode



5.1. ZENTRALPROJEKTION 89Um das �Ubertragen der in Grund{ und Aufriss konstruierten Punkte in das perspektive Bild zu erlei
htern, wirdoft die Ar
hitektenanordnung gew�ahlt: (s. LEO S.221)Der Grundriss wird so unterhalb (oder oberhalb) von dem perspektiven Bild angeordnet, dassder Horizont h parallel zu �0 und H auf der Gerade O0H0 liegt.Das perspektive Bild eines Punktes liegt dann auf dem Lot zu �0 (\Ordner") im Grundriss des Bildpunktes.Der Aufriss wird so neben das perspektive Bild gelegt, dassh00 mit h �ubereinstimmt.Die H�ohe eines Spurpunktes �uber dem Horizont h kann dann direkt aus dem Aufriss in das perspektive Bild�ubertragen werden.Aufgabe 5.2 Zei
hne ein perspektives Bild eines Quaders in Ar
hitektenanordnung (Abb. 5.11).

PSfrag repla
ements
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h00H
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Aufriss

Abbildung 5.11: Zentralprojektion eines Quaders in Ar
hitektenanordnungAufgabe 5.3 Zei
hne ein perspektives Bild eines Hauses mit Fahnenstange a in Ar
hitektenanordnung (Abb.5.12). (Verwende Tiefenlinien zur Konstruktion der Fahnenstange.)



90 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION

PSfragrepla
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Abbildung 5.12: Zentralprojektion eines Hauses in Ar
hitektenanordnung



5.1. ZENTRALPROJEKTION 91Die Abbn. 5.13, 5.14 zeigen, wie si
h das Bild eines Hauses ver�andert, wenn man die Lage der Bildtafel oderdes Augpunktes ver�andert.

PSfrag repla
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Abbildung 5.13: Wirkung der Wahl von Hauptpunkt und Distanz bei Zentralprojektion



92 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION
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Abbildung 5.14: Wirkung der Wahl von Hauptpunkt und Distanz bei Zentralprojektion



5.2. HILFSKONSTRUKTIONEN 935.2 Hilfskonstruktionen5.2.1 Wahrer Mittelpunkt einer Stre
keEine Zentralprojektion erh�alt i.a. ni
ht das Teilverh�altnis einer Stre
ke.Daher ist das Bild eines Mittelpunktes einer Stre
ke i.a. ni
ht der Mittelpunkt der Bildstre
ke.Ausnahmen: Stre
ken, die parallel zur Bildtafel sind.Konstruktion des Mittelpunktes im Bild:Gegeben: perspektives Bild AB einer Stre
ke. Gesu
ht: Bild des Mittelpunktes.Idee: Man w�ahlt eine Ebene ", die die Stre
ke enth�alt und die die Bildtafel in der Spur s" s
hneidet. Dannprojiziert man die Stre
ke parallel aus einer \beliebigen" Ri
htung (innerhalb der Ebene) auf die Spur s"; dasBild sei A0B0. Da bei Parallelprojektion Mittelpunkt in Mittelpunkt �ubergeht, bestimmt man den Mittelpunktvn A0B0 und projiziert ihn zur�u
k auf die Stre
k AB.PSfrag repla
ements
s" A BA0 B0MM 0 "

�

Abbildung 5.15: Konstruktion des Mittelpunktes einer Stre
keDur
hf�uhrung:1. Wahl der Ebene ", in der die Stre
ke liegt. Bestimmung der Spurgerade s" und der Flu
htgerade f".(Im Beispiel (s.u.) ist " die Standebene, d.h. s" ist die Standlinie und f" istr der Horizont.2. Wahl eines geeigneten Flu
htpunktes F auf f".3. Projektion der Stre
ke von F aus auf die Spur s" liefert A0; B0.4. Bestimmung des Mittelpunktes M 0 von A0; B0.5. R�u
kprojektion von M 0 auf die Bildstre
ke ergibt den wahren Mittelpunkt M.PSfrag repla
ementss" A B h(= f")
s(= s")Abbildung 5.16: Konstruktion des Mittelpunktes einer Stre
ke im persp. Bild



94 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.2.2 Distanzpunkte (s. FKN S.236)Will man einen Fu�boden mit quadratis
hen Platten (s. Abb.) mit Hilfe der Sehstrahlen in ein perspektivis
hesBild eintragen, so ist dies eine langwierige und z.T. ungenaue Prozedur (s
hleifende S
hnitte ! ).
s

H

521 3 4 6 7

21 3 4 5 6 7

PSfrag repla
ementss

h

�0

O0Abbildung 5.17: Konstruktion eines Netzes in der StandebeneEine wesentli
he Erlei
hterung bietet die Verwendung der Flu
htpunkte D1 und D2 der Quadratdiagonalen.D1 und D2 haben vom Hauptpunkt den Abstand d (Distanz) und hei�en deswegen Distanzpunkte.
������������������������������������������������������������������������
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PSfrag repla
ements
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Abbildung 5.18: Konstruktion eines Netzes in der Standebene mit Distanzpunkten



5.2. HILFSKONSTRUKTIONEN 95Dur
hf�uhrung im Beispiel (Die Standlinie ist eine Plattenfuge.):1. Bestimmung der Distanzpunkte D1; D2.2. Zei
hnen der Tiefenlinien.3. Zei
hnen der Diagonalen, die die Standlinie in den Punkten 1; : : : ; 7 tre�en.4. Die Diagonalen werden mit den Tiefenlinien ges
hnitten.Die S
hnittpunkte ergeben weitere Punkte des Plattennetzes.5. Parallelen zur Standlinie dur
h die neuen Punkte liefern weitere Punkte.6. Falls n�otig, werden weitere Diagonalen und Parallelen zur Standlinie gezei
hnet, bis alle Punkte desPlattennetzes bestimmt sind.Aufgabe 5.4 Zei
he ein (quadratis
hes) Netz mit den auf der Standlinie s vorgegebenen Punkten 1; :::; 7.
������������������������������������

H
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PSfrag repla
ements s
h
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Abbildung 5.19: Konstruktion eines Netzes in der Standebene mit Distanzpunkten: BeispielANWENDUNG:Will man ein perspektivis
hes Bild einer "Szene\ ohne besondere Konstruktion erstellen, so zei
hnet man mitHilfe von Distanzpunkten das perspektive Bild eines geeigneten quadratis
hen Fu�boden- und Wandrasters,�uber dem dann das perspektive Bild der Szene entsteht. Ein Punkt wird dann genau (falls seine "Tiefe\ und"H�ohe\ auf dem Raster liegen) oder ungef�ahr in das perspektive Bild eingezei
hnet.(Die Distanzpunkte f�ur den Wandraster liegen �uber bzw. unter H !)Aufgabe 5.5 Fertige eine perspektivis
he Skizze der folgenden Szene an:



96 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION
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PSfrag repla
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Abbildung 5.20: Skizze einer Szene mit Hilfe eines horizontalen und vertikalen Netzes



5.2. HILFSKONSTRUKTIONEN 975.2.3 Flu
htpunkte ni
ht horizontaler Geraden (s. FKN S. 231)Beim Zei
hnen des perspektivis
hen Bildes einer Hausfassade mit glei
hm�a�iger Unterteilung dur
h re
hte
kigeFenster kann man die in 1.4.2 bes
hriebene Methode fast unver�andert �ubernehmen. Falls die Diagonalri
htungeinen Neigungswinkel von 45o besitzt, kann man wieder mit Distanzpunkten arbeiten. (Die Distanzpunkte liegenhier allerdings ni
ht auf dem Horizont.) Im anderen Fall �ndet man einen Diagonalen
u
htpunkt folgenderma-�en:Dur
hf�uhrung:1. Bestimme den horizontalen Flu
htpunkt Fh der Hauswand.2. Der gesu
hte Flu
htpunkt Fd ist der Spurpunkt der Geraden d0. (d0 geht dur
h O und hat die Ri
htungder Fensterdiagonalen.) Man dreht d0 um die senkre
hte Gerade f dur
h Fh, bis sie in der Bildtafelliegt. O wird mitgedreht. Jetzt ers
heint der Winkel (in der Bildtafel) in wahrer Gr�o�e. Antragen von� im gedrehten Augpunkt liefert die zu d0 gedrehte Gerade und der S
hnitt dieser Gerade mit f istder gesu
hte Flu
htpunkt Fd .

PSfrag repla
ements h
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Abbildung 5.21: Flu
htpunkt einer ni
ht horizontalen Ri
htung: Diagonalen einer Fensterfront



98 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.2.4 Ni
ht errei
hbare Flu
htpunkte (s. FKN S. 226)Falls der Flu
htpunkt F einer Parallelens
har au�erhalb der Zei
hen
�a
he liegt und man eine Gerade dur
heinen Punkt P und F zei
hnen muss, kann man si
h folgenderma�en behelfen:Gegeben: Zwei Geraden a; b mit unerrei
hbarem S
hnittpunkt F und ein Punkt P .Gesu
ht: Die Gerade dur
h P und F .IDEE: Man stelle si
h ein Dreie
k A;B; F vor mit A auf a; B auf b, dessen H�ohen si
h in P s
hneiden. Dannist die H�ohe dur
h F (Lot auf AB dur
h P ) die gesu
hte Gerade.
PSfrag repla
ements

a
b

A

B
P

FAbbildung 5.22: Gerade dur
h unerrei
hbaren Flu
htpunkt
PSfrag repla
ements a

bP
Abbildung 5.23: Gerade dur
h unerrei
hbaren Flu
htpunkt (S
hnittpunkt von a und b)



5.2. HILFSKONSTRUKTIONEN 99Ist F der Flu
htpunkt einer horizontalen Parallelens
har, so ist die folgende Methode meist vorteilhafter:Gegeben: Perspektives Bild P des Punktes P ,Grundriss vom Augpunkt, Bildtafel und einer horizontalen Gerade g,deren Flu
htpunkt F im perspektiven Bild ni
ht errei
hbar ist.Gesu
ht: Parallele a zu g dur
h P , d.h. Gerade a dur
h P und F (im perspektiven Bild).IDEE: Man konstruiert (falls m�ogli
h) den Mittelpunkt F1=2 der Stre
ke F;H und den Mittelpunkt P 1=2 derStre
ke H; P und wendet den Strahlensatz an.
PSfrag repla
ements
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Abbildung 5.24: Gerade dur
h einen unerrei
hbaren Flu
htpunktDur
hf�uhrung:1. Im Grundriss:Bestimme den Mittelpunkt O01=2 der Stre
ke O0; H0.Zei
hne die Parallele g01=2 zu g0 dur
h O01=2.Der S
hnittpunkt von g01=2 mit �0 ist F 01=2.2. �Ubertragen von F 01=2 in das perspektive Bild liefert F1=2.3. Bestimme den Mittelpunkt P 1=2 der Stre
ke H; P .4. Die Parallele zur Geraden dur
h F1=2; P 1=2 dur
h den Punkt P ist die gesu
hte Gerade.(Strahlensatz!)



100 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.6 Zei
hne das perspektive Bild des in Ar
hitektenanordnung gegebenen Hauses.

PSfrag repla
ements
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Abbildung 5.25: Haus mit unerrei
hbarem Flu
htpunkt



5.3. SPIEGELUNG AN EINER EBENE 1015.3 Spiegelung an einer EbeneEin von einem Objektpunkt B ausgehender Li
htstrahl wird an einer ebenen Spiegel
�a
he " (Wasserober
�a
heoder Spiegel) so re
ektiert, dass Einfallswinkel � = Ausfallswinkel � ist. F�ur das Auge s
heint ein re
ektierterStrahl von einem "virtuellen\ Objektpunkt BS zu kommen.BS kann man si
h als den an der Ebene " gespiegeltenPunkt von B vorstellen.
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Abbildung 5.26: Spiegelung an einer horizontalen EbeneDur
hf�uhrung:Gegeben: Objektpunkt B und Spiegelebene ".Gesu
ht: perspektives Spiegelbild von B (bez�ugli
h ").(1) Spiegelung des Objektpunktes B an der Ebene " liefert BS.(2) Konstruktion des perspektiven Bildes von BS.Falls " horizontal ist, ergibt si
h f�ur die Konstruktion des perspektiven Spiegelbildes einer Geraden g(Flu
htpunkt Fg, Spurpunkt Sg) die folgende Erlei
hterung:(0) s" sei die Spurgerade der Spiegelebene.(1) Flu
ht- bzw. Spurpunkt der gespiegelten Geraden ergibt si
h dur
h Spiegelung von Fg am Horizonth bzw. von Sg an s".PSfrag repla
ements Fg

Sg s"h = f"Bildtaf elSpiegelebene Abbildung 5.27: Spiegelung einer Geraden an der Standebene



102 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.7 TURM am See. Zei
hne das perspektive Bild mit Spiegelung.
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O0O00 Abbildung 5.28: Spiegelung eines Turms an einer Wasserober
�a
he



5.3. SPIEGELUNG AN EINER EBENE 103Erlei
hterung bei senkre
hter Spiegel
�a
he (Wandspiegel) und senkre
hten Geraden:Hier benutzt man, dass:1. si
h die Diagonalen eines Re
hte
ks auf der Symmetriea
hse (s. Abb.) s
hneiden,2. der Mittelpunkt einer senkre
hten Stre
ke auf den Mittelpunkt der Bildstre
ke abgebildet wird.
Abb.

PSfrag repla
ements
Objekt � Spiegel � Spiegelbild �s � � � sM M FN

FN : Flu
htpkt. der Normalen zur Spiegel-Eb.Abbildung 5.29: Spiegelung an einem senkre
hten SpiegelAufgabe 5.8 ZIMMER mit Wandspiegel. Erg�anze das Spiegelbild der T�ur.
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Abbildung 5.30: Spiegelung an einem Wandspiegel



104 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.4 S
hattenkonstruktionen (s. FKN S.251)Zur Konstruktion des S
hattens eines Gegenstandes im perspektiven Bild kann man zwei Methoden verwenden:a) Den S
hatten in Grund- und Aufriss bestimmen und dann in das perspektive Bild �ubertragen (s. 2.5).b) Den S
hatten direkt in dem perspektiven Bild konstruieren.Die Methode b) ist besonders dann geeignet, wenn der S
hatten auf einer horizontalen Ebene bestimmt werdensoll.5.4.1 S
hatten bei Parallelbeleu
htungGegeben: Punkt P , Li
htri
htung l und horizontale Ebene ".Gesu
ht: S
hatten von P auf ".IDEE: Wir stellen uns " als Grundrisstafel vor. Dann ist der S
hattenpunkt von P der S
hnittpunkt des Li
ht-strahls lp dur
h P und des Grundrisses von lp.Dur
hf�uhrung:1. Bestimme den Flu
htpunkt S der Li
htri
htung.2. Bestimme den Flu
htpunkt SF der Grundrisse der Li
htstrahlen.(SF liegt senkre
ht unter oder �uber S auf dem Horizont h.)3. Bestimme das perspektive Bild P 0 des Grundrisses P 0 von P .4. Der S
hnittpunkt der Geraden dur
h S; P mit der Geraden dur
h SF ; P 0 ist der gesu
hte S
hattenvon P im perspektiven Bild.PSfrag repla
ements

O0 O00
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hs H
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PP 0
P 0 P 00

l0 l00
�0 �00

Abbildung 5.31: S
hatten eines Punktes bei parallelem Li
ht



5.4. SCHATTENKONSTRUKTIONEN 105Aufgabe 5.9 Konstruiere den S
hatten eines HAUSes auf der Standebene.Die Li
htri
htung ist dur
h den Pfeil l gegeben.

PSfrag repla
ements
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�0 Abbildung 5.32: S
hatten eines Hauses bei parallelem Li
ht



106 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.4.2 S
hatten bei Zentralbeleu
htungGegeben: Punkt P , Lampe (punktf�ormige Li
htquelle) im Punkt L,horizontale Ebene ".Gesu
ht: S
hatten von P auf ".IDEE: wie bei Parallelbeleu
htung:Dur
hf�uhrung:1. Bestimme das perspektive Bild L der Li
htquelle L.2. Bestimme das perspektive Bild L0 des Grundrisses L0.(" ist die Grundrisstafel !)3. Bestimme das perspektive Bild P 0 des Grundrisses P 0.4. Der S
hnittpunkt der Geraden dur
h L; P mit der Geraden dur
h L0; P 0 ist der gesu
hte S
hattenP S von P im perspektiven Bild.
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Abbildung 5.33: S
hatten eines Punktes bei zentralem Li
ht



5.4. SCHATTENKONSTRUKTIONEN 107Aufgabe 5.10 Konstruiere den S
hatten eines HAUSes auf der Standebene.Die Li
htquelle ist dur
h den Punkt L gegeben.

PSfrag repla
ements
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�0 Abbildung 5.34: S
hatten eines Hauses bei zentralem Li
ht



108 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.11 Konstruiere den S
hatten eines HAUSes und einer Reklametafel (Re
hte
k) auf Haus undStandebene bei parallelem Li
ht (gegeben dur
h S und SF ).(Bei der Konstruktion des S
hlags
hattens der Reklametafel auf Hauswand/Da
h s
hneide man die senkre
hteEbene dur
h P; P 0 und Li
htri
htung mit Hauswand/Da
h.)

PSfragrepla

ements h H
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Abbildung 5.35: S
hatten eines Hauses und einer Reklametafel bei parallelem Li
ht



5.4. SCHATTENKONSTRUKTIONEN 109Aufgabe 5.12 Konstruiere den S
hatten eines HAUSes und einer Reklametafel (Re
hte
k) auf Haus undStandebene bei zentralem Li
ht (gegeben dur
h L und L0).(Bei der Konstruktion des S
hlags
hattens der Reklametafel auf Hauswand/Da
h s
hneide man die senkre
hteEbene dur
h P ; P 0; L mit Hauswand/Da
h.)

PSfragrepla

ements h H

P P0L L0
Abbildung 5.36: S
hatten eines Hauses und einer Reklametafel bei zentralem Li
ht



110 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.13 Konstruiere den S
hatten einer Lagerhalle mit Laderampe und einem S
huppen bei parallelemLi
ht. Die Li
htri
htung ist dur
h die Punkte S und SF gegeben.

PSfragrepla

ements h H P P0
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Abbildung 5.37: S
hatten einer Lagerhalle mit S
huppen und Laderampe bei parallelem Li
ht



5.5. PERSPEKTIVE BEI GENEIGTER BILDTAFEL 1115.5 Perspektive bei geneigter BildtafelBei der Projektion auf eine geneigte Bildtafel liegt der Flu
htpunkt der Vertikalen im "Endli
hen\, d.h. dieBilder senkre
hter Geraden sind jetzt ni
ht mehr parallel (wie es bei senkre
hter Bildtafel der Fall war).Die Grundidee zur Konstruktion eines perspektiven Bildes bei geneigter Bildtafel ist die glei
he wie im Fall einersenkre
hten Bildtafel. Man konstruiert das Bild mit Hilfe von Grund- und Aufriss und den Flu
htpunkten.Gegeben: a) QUADER in Grund- und Aufrissb) Augpunkt O in Grund- und Aufriss
) Bildtafel dur
h die Standlinie s (S
hnitt mit der Grundrisstafel)und den Horizont h in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: das perspektive Bild des Quaders.
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Abbildung 5.38: Zentralprojektion bei geneigter Bildtafel



112 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONDur
hf�uhrung:1. Zei
hne einen neuen Seitenriss, in dem die Bildtafel � (der Zentralprojektion) projizierend ist. DieBildtafel ers
heint dann als Gerade.2. Bestimme den Hauptpunkt H und die drei wesentli
hen Flu
htpunkte F1; F2; F3 in den Risstafeln�1; �3.3. �Ubertrage das Flu
htpunktdreie
k auf die Zei
hen
�a
he, auf der das perspektive Bild entstehen soll.(Die Gerade F1F2 ist der Horizont h. Der Abstand von F3 zu h ergibt si
h aus dem Seitenriss, den"seitli
hen\ Abstand von F3 zu F1 (oder F2) erh�alt man aus dem Grundriss.)4. Der Hauptpunkt ist der S
hnittpunkt der H�ohen im Flu
htpunktdreie
k.5. �Ubertragen eines Punktes, z.B. Punkt A.(Abstand vom Horizont aus �3, Abstand von HF 3 aus �1.)6. \Flu
hten" von A auf F1; F2; F3.7. Zei
hnen der Bilder der vertikalen Kanten mit Hilfe der Flu
htpunkte und der Dur
hsto�punkteK1; K2; K3; K4 der Kanten mit der horizontalen Ebene dur
h den Augpunkt (und Horizont). DieBilder von K1; K2; K3; K4 liegen auf dem Horizont h !8. Mit Hilfe des Spurpunktes einer De
kelgeraden �ndet man die restli
hen Punkte.PSfrag repla
ements h

Abbildung 5.39: Zentralprojektion bei geneigter Bildtafel: Forts.



5.5. PERSPEKTIVE BEI GENEIGTER BILDTAFEL 113Au
h bei geneigter Bildtafel bringt Ar
hitektenanordnung wesentli
he Erlei
hterungen:Die Konstruktion erfolgt mit einer Bildebene in zwei Stellungen:(1) geneigte Stellung der Bildebene, in wel
her das Bild entsteht;(2) senkre
hte Stellung, in wel
he die Bildebene ans
hliessend gedreht wird.Die Dreha
hse ist der Horizont.Alle Projektionen im Grundriss gelten nur f�ur die Horizonth�oheKonstruktion eines Bildpunktes:(1) Die Grundrissprojektion wird auf den Horizont gelotet und von dort die Flu
htlinie na
h F3 gezei
hnet.Diese Flu
htlinie ist das Bild der Senkre
hten, auf wel
her der Punkt liegen muss.(2) Im Seitenriss wird dur
h Projektion auf die geneigte Bildebene und ans
hlie�ende Drehung die H�ohebestimmt.
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Abbildung 5.40: Zentralprojektion eines Quaders bei geneigter Bildtafel: L�osung



114 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.14 Zei
hne den Quader in Ar
hitektenanordnung (geneigte Bildtafel)
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Abbildung 5.41: Zentralprojektion bei geneigter Bildtafel: Ar
hitekten-Anordnung



5.5. PERSPEKTIVE BEI GENEIGTER BILDTAFEL 115Aufgabe 5.15 Zei
hne den Turm in Ar
hitektenanordnung (geneigte Bildtafel)
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Abbildung 5.42: Zentralprojektion bei geneigter Bildtafel: Turm



116 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.6 Rekonstruktionen (s. LEO S. 225,242)Bisher sind wir von einem in Grund{ und Aufriss gegebenen Objekt ausgegangen und haben dazu das perspektiveBild konstruiert. Nun soll die umgekehrte Aufgabe behandelt werden: Es ist ein perspektives Bild (z. B. einePhotographie) gegeben und es sollen wahre Abmessungen von Figuren des perspektiven Bildes bestimmtwerden. Diese Aufgabe ist nur mit Hilfe weiterer Informationen m�ogli
h. Wir wollen hier zun�a
hst relativ starkeVoraussetzungen ma
hen und sp�ater Rekonstruktionen aus Photographien behandeln.5.6.1 Rekonstruktion bei Standardanordnung und senkre
hter BildtafelIn diesem Abs
hnitt ma
hen wir stets die folgendenAnnahmen:Es sei ein perspektives Bild mit senkre
hter Bildtafel gegeben undHorizont h, Hauptpunkt H, Standlinie s und Distanz d sind bekannt.Zum Beispiel:Gegeben: perspektives Bild eines Hauses (Abb. 5.43).Gesu
ht: die wahren Abmessungen. (s. Aufgabe 5.18)
PSfrag repla
ements hsH

Abbildung 5.43: Beispiel zu wahre Abmessungen eines Hauses5.6.1.1 Wahre L�ange einer Stre
ke (s. LEO S. 226)Gegeben: das Bild einer Stre
ke AB auf einer Geraden g.Gesu
ht: die wahre L�ange der Stre
ke.Bei der Zweitafelprojektion haben wir die Stre
ke, deren wahre L�ange bestimmt werden soll, parallel zu einer derRisstafeln gedreht und konnten dann die wahre L�ange in der anderen Risstafel ablesen. Bei Zentralprojektiongen�ugt das Paralleledrehen zur Bildtafel ni
ht, da bei der Zentral-Projektion die L�ange ver�andert wird, es seidenn die gedrehte Stre
ke liegt s
hon in der Bildtafel.Idee f�ur den Fall, dass die Stre
ke in der Standebene (Grundrissebene) liegt:Man denkt si
h die Stre
ke AB um den Spurpunkt Sg (der Geraden g dur
h A;B) mit senkre
hter Dreha
hsein die Bildtafel auf die Standlinie s gedreht (s. Abb. 5.44). Da eine Drehung im perspektiven Bild nur s
hwerdarstellbar ist, denkt man si
h eine Parallelprojektion aus, die dasselbe bewirkt. Den zugeh�origen Flu
htpunktnennt manMesspunkt Mg. Er ist f�ur alle zu AB parallelen Stre
ken glei
h. Im Falle einer horizontalen Stre
ke,wie hier angenommen, liegt Mg auf dem Horizont und wird gem�a� Abb. 5.44 bestimmt.



5.6. REKONSTRUKTIONEN 117
PSfrag repla
ements
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Abbildung 5.44: Bestimmung der wahren L�ange einer horizontalen Stre
keDa wir aber den Grundriss ni
ht als bekannt voraussetzen, m�ussen wir den Messpunkt im perspektiven Bildbestimmen.Dur
hf�uhrung f�ur den Fall einer horizontalen Stre
ke in der Standebene:1. Zei
hne den Flu
htpunkt Fg der Geraden g.2. Zei
hne �uber oder unter dem Hauptpunkt im Abstand d (Distanz) O0 und drehe O0 um Fg aufden Horizont h. Dadur
h erh�alt man den Messpunkt Mg.3. Die Projektion der Stre
ke AB vonMg aus auf die Standlinie liefert die wahre L�ange der Stre
ke.
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PSfrag repla
ementsf"s"
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wahre L�angeAbbildung 5.45: Bestimmung der wahren L�ange einer Stre
ke



118 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.16 Bestimme die wahre L�ange der in Abb. 5.46 gegebenen Stre
ke, die in der Standebene liegt.Die Distanz sei d = 4
m.
PSfrag repla
ements
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H h
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Abbildung 5.46: Bestimmung einer wahren horizontalen L�angeBemerkung: Falls die Standlinie zu nahe am Horizont liegt (s. Fig 6.22) , besteht die Gefahr von s
hleifendenS
hnitten. In diesem Fall sollte man die L�ange einer zu AB parallelen Stre
ke (im Raum) unter oder �uber dergegebenen Stre
ke bestimmen. Bei einem Haus verwendet man oft den Kellergrundriss oder einen Riss inTraufkantenh�ohe.Falls die Stre
ke AB parallel zur Bildtafel liegt, kann man den Messpunkt Mg beliebig auf dem Horizont hw�ahlen. Es muss nur von der Ebene " dur
h A;B, deren Flu
htgerade f" den Messpunkt Mg enth�alt, au
h dieSpurgerade s" bekannt oder konstruierbar sein. Dann projiziert man die Stre
ke AB von Mg aus auf s".Aufgabe 5.17 Bestimme die wahre L�ange der in Abb. 5.47 gegebenen Stre
ken, die parallel zur Bildtafel �sind. A;B; C liegen in der Standebene.

PSfrag repla
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Abbildung 5.47: Bestimmung einer wahren horizontalen/senkre
hten L�ange: A;B; C liegen in der Standebene



5.6. REKONSTRUKTIONEN 119Aufgabe 5.18 Bestimme die wahren Abmessungen des in Abb. 5.48 gegebenen Hauses. (Die Distanz ergibtsi
h aus den horizontalen Flu
htpunkten mit Hilfe eines Thaleskreises.)

PSfrag repla
ements h
s

H
Abbildung 5.48: Bestimmung der wahren Abmessungen eines HausesMit Hilfe des Messpunktes Mg einer Geraden g l�asst si
h au
h auf g eine wahre L�ange antragen.Aufgabe 5.19 Erg�anze in dem perspektiven Bild eines Hauses eine T�ur links von dem Punkt A. Breite derT�ur: 2
m, H�ohe: 3
m. F�uge senkre
ht zu dem vorhandenen Haus re
hts hinten einen Anbau mit derselbenTraufh�ohe, der Firsth�ohe 6.5
m, Breite 6
m, L�ange 4
m hinzu.
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AAbbildung 5.49: Antragen wahrer L�angen: T�ur und Anbau



120 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.6.2 Bestimmung der �au�eren OrientierungUnter der �au�eren Orientierung einer Zentralprojektion versteht man die Lage des Augpunktes und der Bild-tafel relativ zu dem Objekt, das abgebildet wird.Um die �au�ere Orientierung bei bekannter Standardanordnung zu bestimmen, kehrt man die in Abs
hnitt 5.1.3bes
hriebene Methode \Ar
hitektenanordnung" um.Dur
hf�uhrung:1. Zei
hne unter{ oder oberhalb des perspektiven Bildes eine Parallele �0 zum Horizont h. �0 istder Grundriss der Bildtafel (Ar
hitektenanordnung !).2. �Ubertrage den Hauptpunkt H und alle notwendigen Flu
htpunkte in den Grundriss. Der Grund-riss O0 des Augpunktes liegt auf dem Lot zu �0 in H0 im Abstand d , der Distanz.3. Rekonstruktion einer Gerade, die in der Standebene liegt:Bestimme (falls ni
ht s
hon in 2. ges
hehen) die Grundrisse F 0g; S0g des Flu
ht{ bzw. Spurpunktesder Geraden g. g0 ist dann eine Parallele zu O0F 0g dur
h S0g.4. Rekonstruktion eines Punktes P , der in der Standebene liegt:Zei
hne P 0 mit Hilfe des Lotes von P auf �0 und den Grundriss des Projektionsstrahls (GeradeO0P 0).Mit Hilfe des Grundrisses einer weiteren Gerade dur
h P (z.B. Tiefenlinien oder Hauskanten,...)erh�alt man s
hlie�li
h P 0.5. Ein Punkt, der ni
ht in der Standebene liegt, l�asst si
h analog rekonstruieren, falls sein Grundrissim perspektiven Bild bekannt oder konstruierbar ist. Die H�ohe eines sol
hen Punktes erh�alt man�uber deren \wahre L�ange" (s. Anfang dieses Abs
hnitts).
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Abbildung 5.50: Rekonstruktion von Grund{ und Aufriss eines Hauses: L�osungss
hritte 1{16



5.6. REKONSTRUKTIONEN 121Aufgabe 5.20 Rekonstruiere Grund- und Aufriss eines Hauses.
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Abbildung 5.51: Rekonstruktion von Grund{ und Aufriss eines Hauses



122 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.6.3 Rekonstruktion aus PhotographienUm aus einer Photographie ein Objekt rekonstruieren zu k�onnen, ben�otigt man weitere Informationen. Z.B.:wahre L�angen, wahre Winkel (insbesondere re
hte Winkel). Damit wir die uns bekannten Methoden f�ur denFall \Standardanordnung bei senkre
hter Bildtafel" verwenden k�onnen, wollen wir sol
he Informationen vor-aussetzen, die uns erlauben, die Standardanordnung zu erkennen.M�ogli
hkeiten zur Bestimmung der Standardanordnung aus einem Photo:a) Die Bildtafel steht senkre
ht, wenn vertikale Geraden im Bild parallel sind.b) Lage des Hauptpunktes:b1) Liegt eine vollst�andige Photographie (kein Auss
hnitt !) vor, so ist der Hauptpunkt derMittelpunkt der Photographie (S
hnittpunkt der Diagonalen).b2) Ist das Bild eines vertikalen Re
hte
ks (z.B. Hausfront oder Fenster) wieder ein Re
ht-e
k, so sind die Bilder der zu diesem Re
hte
k senkre
hten Geraden Tiefenlinien und ihrS
hnittpunkt ist der Hauptpunkt.
) Der Horizont ist die Gerade dur
h die Flu
htpunkte zweier horizontaler Geraden oder das Lotzu dem Bild einer Vertikalen dur
h einen \horizontalen" Flu
htpunkt.d) Bestimmung der Distanz:d1) Sind Hauptpunkt und die Flu
htpunkte F1; F2 zweier horizontaler, zueinander senkre
hterGeraden (z.B. Hauskanten) bekannt, so l�asst si
h die Distanz mit Hilfe des THALES-Kreises �uber F1; F2 bestimmen (s. Aufgabe 5.21).d2) Sind der Hauptpunkt und von einer horizontalen Gerade g der Flu
htpunkt Fg und derWinkel �g, den g mit der Bildtafel eins
hlie�t, bekannt, so l�asst si
h im Grundriss mit Hilfevon H0, F 0g und �g der Augpunkt O0 und damit die Distanz d bestimmen (s. Aufgabe 5.22).e) Die Standlinie l�asst si
h meistens aus der Kenntnis einer wahren L�ange bestimmen (s. 5.52) .Falls eine wahre L�ange ni
ht bekannt ist, kann man die Standlinie \geeignet" w�ahlen. Man erh�altdann die Rekonstruktion allerdings nur bis auf �Ahnli
hkeit.PSfrag repla
ementsF A
Babs

A
BAbbildung 5.52: Rekonstruktion der Standlinie bei bekannter senkre
hter Stre
ke (s. Abb. 5.53)



5.6. REKONSTRUKTIONEN 123Aufgabe 5.21 :Gegeben: Die \vollst�andige Photographie" eines Hauses und die wahre H�ohe der T�ur (Abb. 5.53).Gesu
ht: Die wahren Abmessungen (L�ange, Breite, Traufh�ohe, Firsth�ohe).Hinweis: Verwende b1), 
), d1), e).
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Abbildung 5.53: Rekonstruktion von Grund{ und Aufriss eines Hauses aus einer Photographie



124 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.22 :Gegeben: Das perspektive Bild eines Hauses und die wahre Gestalt des re
hte
kigen Vorgartens (Abb. 5.54).Gesu
ht: Die wahren Abmessungen des Hauses. Rekonstruiere Grund{ und Aufriss.Hinweis: Verwende b2), 
), Flu
htpunkt Fd der Vorgartendiagonalen und die wahre Gestalt des Vorgartens.
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Abbildung 5.54: Wahre Abmessungen eines Hauses bei bekanntem Vorgarten



5.6. REKONSTRUKTIONEN 125In dem folgenden Beispiel liefern die horizontalen Hauskanten zwei Flu
htpunkte F1; F2, die zwei zueinandersenkre
hten Ri
htungen entspre
hen. Der Grundriss O0 des Augpunktes liegt dann auf dem THALES-Kreis�uber der Stre
ke F 01F 02. Die Diagonale des Vorgartens liefert einen weiteren Flu
htpunkt F3 auf dem Horizont.Da der Winkel �, den die Diagonale mit der zu F2 geh�orenden Ri
htung eins
hlie�t, bekannt ist, muss O0 aufdem Thaleskreis so bestimmt werden, dass der Winkel zwis
hen O0F 02 und O0F 03 glei
h � ist.
PSfrag repla
ementsF 01 F 02 F 02F 03F 03 � �

��� PeripheriewinkelsatzAbbildung 5.55: Rekonstruktion bei 3 horizontalen Flu
htpunktenIdee:Man konstruiere einen Kreis dur
h F 02; F 03, dessen Mittelpunkt M auf der Mittelsenkre
hten zu F 02; F 03 liegtund f�ur den der "Zentriwinkel\ zwis
hen F 02M und MF 03 glei
h 2� ist. Wegen der G�ultigkeit des "Peripherie-winkel-Satzes\ ist dann O0 der S
hnittpunkt dieses Kreises mit dem Thales-Kreis �uber F 01; F 02.Dur
hf�uhrung:1. Erri
hte die Mittelsenkre
hte zu F 02; F 03.2. Trage in F 02 den Winkel � na
h "unten re
hts\ an.3. Erri
hte in F 02 das Lot auf den "neuen\ S
henkel.Der S
hnittpunkt dieses Lotes mit der Mittelsenkre
hten liefert den Mittelpunkt M desKreises k dur
h F 02; F 03.4. der S
hnittpunkt des Kreises k mit dem THALES-Kreis ist O0.
4

1

2

3PSfrag repla
ements F 01 F 02F 03
O0

M k� �
�Abbildung 5.56: Rekonstruktion bei 3 horizontalen Flu
htpunkten



126 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.23 :Gegeben:Das perspektive Bild eines Hauses mit Vorgarten und die wahre Gestalt des Vorgartens.Gesu
ht: Horizont, Hauptpunkt, Distanz, Standlinie und die wahren Abmessungen des Hauses.Hinweis: Verwende 
), b3), d1), e).
PSfrag repla
ements AB

C

AB CF 02F 03O0Mk�

Abbildung 5.57: Rekonstruktion bei 3 horizontalen Flu
htpunkten: BeispielWir betra
hten nun den Fall, dass zwei Flu
htpunkte F1; F2 zu zwei zueinander orthogonalen horizontalen Ri
h-tungen (wie im vorigen Fall) und ein Flu
htpunkt Fd einer ni
ht horizontalen Ri
htung bekannt sind. Fd sollder Flu
htpunkt der Diagonalen eines vertikalen Re
hte
ks, dessen wahre Gestalt bekannt ist, sein. Damit sindder Steigungswinkel � der Re
hte
kdiagonalen und der Flu
htpunkt Fd bekannt. Der Augpunkt muss wieder im(Hilfs-)Grundriss auf dem Thaleskreis �uber F1; F2 liegen. F�uhren wir das Antragen eines Steigungswinkels ausFig. 5.21 r�u
kw�arts aus, so �nden wir einen weiteren Kreis (im Grundriss) auf dem O0 liegen muss (s. Fig. 5.58)



5.6. REKONSTRUKTIONEN 127Dur
hf�uhrung: (s. LEO S. 246)1. Bestimme die horizontalen Flu
htpunkte F1; F2 und zei
hne F 01; F 02 mit dem zugeh�origen Thaleskreisk in einen Grundriss.2. Zei
hne die Flu
htgerade f der senkre
hten Ebene, die das vertikale Re
hte
k enth�alt. Der S
hitt-punkt mit der Diagonalen ist der Flu
htpunkt Fd .3. Trage in Fd den (wahren) Winkel � an und s
hneide den neuen S
henkel mit dem Horizont h.Der S
hittpunkt sei M (M ist dann au
h der Messpunkt der horizontalen Ri
htung des vertikalenRe
hte
ks).4. S
hneide (im Grundriss) den Kreis mit dem Mittelpunkt f 0 (Im Beispiel unten ist dies F 02) dur
h M 0mit dem Thaleskreis k . Der S
hnittpunkt ist der Grundriss O0 des Augpunkts.5. Das Lot von O0 auf �0 ist der Grundriss H0 des Hauptpunkts.. Zei
hne H auf h.6. Mit Hilfe des Messpunktes M bestimmt man in \�ubli
her Weise" die Standlinie s.Aufgabe 5.24 :Gegeben: Das perspektive Bild eines Hauses und die wahre Gestalt einer Hauswand (Abb. 5.58).Gesu
ht: Die wahren Abmessungen des Hauses.Hinweis: Konstruiere zun�a
hst den Hauptpunkt und die Standlinie mit Hilfe des Flu
htpunktes der Diagonalenund der wahren L�ange des vertikalen Re
hte
ks.
PSfrag repla
ementsA B

CD

A B
CD

Abbildung 5.58: Rekonstruktion bei einem ni
ht horizontalen Flu
htpunkt



128 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.7 Rekonstruktion bei geneigter BildtafelF�ur die Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel gehen wir von den folgenden, in der Praxis lei
ht erf�ullbarenVoraussetzungen aus:a) Das Flu
htpunktdreie
k eines orthogonalen Koordinatensystems ist bekannt.b) Der Spurpunkt einer Koordinatena
hse ist bekannt.Falls Voraussetzung b) ni
ht erf�ullt ist, kann man einen Spurpunkt frei w�ahlen. Die Rekonstruktion des Objektesergibt si
h dann bis auf �Ahnli
hkeit.Da Spurgerade und Flu
htgerade einer Ebene parallel sind, l�asst si
h mit Hilfe von b) das f�ur die Rekonstruktionwi
htige Spurpunktdreie
k bestimmen.Die folgende Abbildung zeigt f�ur eine konkrete Situation Flu
ht- und Spurpunktdreie
k. (Falls der Nullpunktdes Koordnatensystems auf derselben Seite liegt wie der Augpunkt, steht au
h das Spurpunktdreie
k "auf demKopf\.)

PSfrag repla
ements

x y

z FxFy

FzSx Sy

Sz
sxy

fxy = h
OH

Abbildung 5.59: Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel: Spur{ und Flu
htpunktdreie
kMan �uberlegt si
h, dass gilt:Der Hauptpunkt ist der S
hnittpunkt der H�ohen im Flu
htpunktdreie
k.



5.7. REKONSTRUKTION BEI GENEIGTER BILDTAFEL 129Die Distanz ergibt si
h dur
h eine "geeignete\ Umklappung des Augpunktes in der Bildtafel.Dur
hf�uhrung im perspektiven Bild:1. "Thaleskreis\ �uber einer H�ohe des Flu
htpunktdreie
ks.2. Das Lot in H auf diese H�ohe liefert den Punkt ~O auf dem Thaleskreis.Der Abstand dieser beiden Punkte ist die Distanz

PSfrag repla
ements

FxFy

FzAbbildung 5.60: Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel: Hauptpunkt und Distanz5.7.1 Bestimmung der wahren L�ange einer Stre
ke in A
hsenri
htungDie Bestimmung der wahren L�ange einer Stre
ke erfolgt au
h hier mit Hilfe eines "Messpunktes\ (s. Abs
hnitt5.6.1). Der hierf�ur notwendige "umgeklappte Augpunkt\ liegt auf dem Thaleskreis �uber den entspre
hendenA
hsen
u
htpunkten.Dur
hf�uhrung f�ur eine Stre
ke AB auf der x-A
hse:1. Konstruiere das Flu
htpunktdreie
k FxFyFz , den Hauptpunkt H und die Spur sxy der x � y -Ebene.Die Gerade fxy dur
h Fx ; Fy ist die Flu
htgerade der x � y -Ebene, in der die Stre
ke AB liegt.2. Lote den Hauptpunkt H senkre
ht zu fxy auf den Thaleskreis �uber Fx ; Fy : Der so erhaltene Punkt seiOxy :3. Drehe Oxy um Fx auf fxy . Der neue Punkt ist der Messpunkt Mx .4. die wahre L�ange der Stre
ke AB ergibt si
h dur
h Projektion der (perspektiven) Bildstre
ke A B vonMx aus auf die Spur sxy (s. Abs
hn. 5.6.1.1).Bea
hte: Es muss auf die Spur derjenigen Ebene, die die Stre
ke enth�alt, projiziert werden. Liegt dieStre
ke in einer zur x-y-Ebene parallelen Ebene, so ist eine andere (zu sxy parallele) Spur zu verwenden.



130 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.25 :Gegeben: Perspektives Bild eines Quaders und der Spurpunkt der x-A
hse.Gesu
ht: Wahre Abmessungen des Quaders.Erg�anze den Quader dur
h ein pyramidenf�ormiges Da
h der H�ohe 2
m.

PSfrag repla
ements

FxFy

Fz
Sx

Abbildung 5.61: Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel: Wahre Abmessungen eines Quaders



5.7. REKONSTRUKTION BEI GENEIGTER BILDTAFEL 131Um Grund- und Aufriss und die �au�ere Orientierung bei geneigter Bildtafel zu bestimmen, kehrt man die inAbs
hnitt 5.5 bes
hriebene Methode \Ar
hitektenanordnung bei geneigter Bildtafel" um.Dur
hf�uhrung: S
hritte 1-251 Zei
hne zum Horizont h eine Parallele h0 unterhalb des perspektiven Bildes. (Hier entsteht der Grund-riss.) �Ubertrage die Flu
htpunkte Fx ; Fy in den Grundriss. Rekonstruiere im Grundriss O0.2,3 Zei
hne die H�ohen des Flu
htpunktdreie
ks dur
h Fy und Fz . Ihr S
hnittpunkt ist der HauptpunktH. Zei
hne �uber der H�ohe hz dur
h Fz und V den Thaleskreis kz .4,5 Der S
hnitt des Lotes in H auf hz mit dem Kreis kz ist der umgeklappte Augpunkt ~O. Der Winkel� = \FzV ~O ist der Neigungswinkel der Bildtafel gegen die Horizontale.6 Zei
hne die geneigte Bildtafel, den Augpunkt O00 und F 00z in den Seitenriss (der Ar
hitektenanordnung).7-13 Rekonstruiere die Standlinie s, die Standebene (x-y-Ebene) und den Koordinatenursprung im Seitenrissund �ubertrage die Standlinie und den Kordinatenursprung in den Grundriss.14,15 Rekonstruiere die Koordinatena
hsen.16-25 Rekonstruiere den Boden des Quaders und dann die restli
hen Punkte.
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PSfrag repla
ements
h FxFy

Fzkz
F 0xF 0y

h00

h0s 0

s 00

O0

Sx
O00~O

Sz F 00z
HV

x 0

z 00

y 0
�00x y

z

Abbildung 5.62: Zu Fig. 5.63 Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel: Grund-, Aufriss eines Quaders



132 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.26 :Gegeben: Perspektives Bild eines Quaders und der Spurpunkt der x-A
hse.Gesu
ht: Grund- und Aufriss des Quaders und des Augpunktes (�au�ere Orientierung).Erg�anze den Quader dur
h ein pyramidenf�ormiges Da
h der H�ohe 2
m.

PSfrag repla
ements

FxFy

Fz
Sx

h

h0

h00

x y

z

Abbildung 5.63: Rekonstruktion bei geneigter Bildtafel: Grund- und Aufriss eines Quaders



5.7. REKONSTRUKTION BEI GENEIGTER BILDTAFEL 1335.7.2 Entzerrung mit Hilfe des Doppelverh�altnissesBei einer Parallelprojektion ist das "Teilverh�altnis\ eine Invariante (Strahlensatz!). Bei Zentralprojektion giltdies i.a. ni
ht mehr. Die f�ur eine Zentralprojektion typis
he Invariante ist das Doppelverh�altnis.Doppelverh�altnis DV (A;B; C;D) := jACjjADj : jBCjjBDj Es gilt: DV (A;B; C;D) = DV (A0; B0; C 0; D0)PSfrag repla
ements
A B C DZ

A0 B0 C 0 D0Abbildung 5.64: Invarianz des Doppelverh�altnisses bei ZentralprojektionAnwendung:Gegeben: Die perspektiven Bilder a0; b0:
 0; d 0 von 4 Geraden einesebenen B�us
hels und die Urbilder a; b; 
 .Gesu
ht: Das Urbild d der Geraden d 0.Dur
hf�uhrung:1. Markiere auf einem Papierstreifen (Gerade) die Punkte A 2 a0; B 2 b0; C 2 
 0 und D 2 d 0.2. Lege den Streifen so auf die Urbilder, dass A 2 a; B 2 b und C 2 
 ist. Dann geht die gesu
hteGerade d dur
h das B�us
helzentrum und D.PSfrag repla
ements
AA BB CC DD a b 
 da0 b0 
 0 d 0

Abbildung 5.65: Entzerrung mit Hilfe des Doppelverh�altnises



134 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONZur Rekonstruktion eines Punktes X verwendet man zwei B�us
hel und �ubertr�agt die B�us
helgeraden dur
h Xmit der obigen Methode in das Urbild.Gegeben: Bild und Urbild eines Viere
ks A;B; C;D und das Bild X 0 eines Punktes X.Gesu
ht: Das Urbild X.Dur
hf�uhrung:1. W�ahle zwei Punkte des Viere
ks als "B�us
helzentren\, z.B. A und D.2. Zei
hne die B�us
helgeraden x 01; x 02 dur
h X 0.3. �Ubertrage x 01 und x 02 mit einem Papierstreifen in das Urbild.Der S
hnitt der Urbilder x1; x2 ist das Urbild X.

PSfrag repla
ements
A B

C D
X 0

A0 B0

C 0 D0

Abbildung 5.66: Rekonstruktion eines Punktes mit Hilfe des Doppelverh�altnisesBei komplizierteren ebenen Figuren (viele Punkte, Kurven) ist die punktweise Konstruktion zu m�uhsam. Man�uberzieht dann das Bild (Photo) und das Urbild (Original, Karte) mit si
h entspre
henden Netzen (M�obius-netz). Dieses Netz wird, ausgehend von 4 Punkten, deren Urbilder bekannt sind, dur
h immer neues Hinzuf�ugenvon einander in Bild und Karte entspre
henden Geraden so lange verdi
htet, bis si
h s
hlie�li
h der Bildinhaltna
h Augenma� in das Urbild �ubertragen l�asst.



5.7. REKONSTRUKTION BEI GENEIGTER BILDTAFEL 135Aufgabe 5.27 :Gegeben: Unvollst�andiges Original und Zentralprojektion einer ebenen Figur.Gesu
ht: Mund und Nase von Max (im Original).

PSfrag repla
ementsABCDX 0A0B0C 0D0

Max Moritz

Abbildung 5.67: Rekonstruktion von Punkten mit Hilfe des Doppelverh�altnises



136 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.8 Abbildung von KurvenDas perspektive Bild einer allgemeinen Kurve kann man dur
h die Bilder hinrei
hend vieler Punkte und/oderTangenten n�aherungsweise bestimmen. (s. Aufgabe 5.28)PSfrag repla
ements k kP1 P 1P2 P 2
Abbildung 5.68: Zentralprojektion einer Kurve: Approximation dur
h Punkte und TangentenMit diesem Verfahren lassen si
h au
h die Bilder von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln ermitteln.F�ur die sehr h�au�g vorkommenden Kreise sind "direkte\ Konstruktionen mit Hilfe konjugierter Halbmessermeist einfa
her. Wie das folgende Bild zeigt, treten Kreise meistens in horizontalen oder vertikalen Ebenen auf.Deshalb werden wir uns hier auf diese F�alle bes
hr�anken.

Abbildung 5.69: Zentralprojektionen von Kreisen



5.8. ABBILDUNG VON KURVEN 137Aufgabe 5.28 Zei
hne die Projektion einer Kurve k in der Standebene (Fig. 5.70) .

PSfrag repla
ements
k

s
hH

�0

O0Abbildung 5.70: Zentralprojektion einer Kurve: Beispiel



138 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.9 Abbildung von KreisenBei der Abbildung von Kreisen unters
heiden wir die folgenden 5 F�alle:Es sei k ein Kreis.1. Die Kreisebene " geht dur
h den Augpunkt O: Das Bild k ist eine Stre
ke.2. Die Kreisebene " ist parallel zur Bildtafel �: Das Bild k ist ein Kreis.(Der vom Kreis k und dem Augpunkt O erzeugte (i.a.) s
hiefe Kreiskegelwird wegen "jj� von � in einem Kreis ges
hnitten.)
PSfrag repla
ements OH kk� �v"Abbildung 5.71: Zentralprojekrion eines Kreises parallel zur Bildtafel3. Der Kreis k tri�t die Vers
hwindungsebene �v ni
ht:Das Bild k ist eine Ellipse.

PSfrag repla
ements
OH

k k
� �v

"
Abbildung 5.72: Zentralprojekrion eines Kreises in der Standebene: Bild ist Ellipse



5.9. ABBILDUNG VON KREISEN 1394. Der Kreis k ber�uhrt die Vers
hwindungsebene �v im Punkt V : Das Bild k ist eine Parabel.(Der Projektionskegel des Kreises wird von � parallel zu einer Mantellinie ges
hnitten.Das Urbild der A
hse der Bildparabel geht dur
h V .)

VPSfrag repla
ements
OH

kk� �v
" U

VPSfrag repla
ements
OH

kk� �v
"

Abbildung 5.73: Zentralprojekrion eines Kreises in der Standebene: Hyperbel/Parabel5. Der Kreis k s
hneidet die Vers
hwindungsebene �v in zwei Punkten U; V :Das Bild k ist ein Ast einer Hyperbel.(Die Asymptoten der Hyperbel sind die Bilder der Kreistangenten in U; V . Der Mittelpunktder Hyperbel ist das Bild des Tangentens
hnittpunktes.)Im Folgenden setzen wir immer eine senkre
hte Bildtafel voraus.Zum Fall 3.: "k tri�t die Vers
hwindungsebene �v ni
ht\ (Das Bild k ist eine Ellipse.):Wir k�onnen das Bild k des Kreises k zei
hnen, wenn wir zwei konjugierte Dur
hmesser von k kennen.
PSfrag repla
ements MM

Abbildung 5.74: Konjugierte Dur
hmesser einer Ellipse



140 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONZur Erinnerung: Zwei Sehnen einer Ellipse sind konjugierte Dur
hmesser, wenn die Tangenten in den Endpunk-ten der einen Sehne parallel zur anderen Sehne (oder umgekehrt) sind. Der S
hnittpunkt zweier konjugierterDur
hmesser ist der Mittelpunkt der Ellipse (s. Fig. 5.74).Um zwei konjugierte Dur
hmesser der Ellipse k zu erhalten, m�ussen wir ein Tangentenviere
k an k so bestim-men, dass sein Bild ein Parallelogramm wird. Hierzu verwenden wir die folgende Tatsa
he.Die Bilder zweier Geraden, die si
h auf der Vers
hwindungsebene �v s
hneiden, sind parallel:

PSfrag repla
ements
OH

kk � �v
"

Abbildung 5.75: Urbilder paralleler Geraden in der StandebeneWir m�ussen also ein Tangentenviere
k P1; P2; Q1; Q2 so w�ahlen, dass die Tangenten in P1; P2 und die GeradeQ1Q2 si
h auf der Vers
hwindungsebene s
hneiden. Das analoge gilt dann au
h f�ur die Tangenten in Q1; Q2 : : :.
PSfrag repla
ements P1

P2Q1Q2 MMe
"vAbbildung 5.76: Projektion eines Kreises als Ellipse: Urbilder konjugierter Dur
hmesser



5.9. ABBILDUNG VON KREISEN 141Um uns die Arbeit zu erlei
htern, werden wir immer P1; P2 so w�ahlen, dass sie auf dem Lot l vom Kreismit-telpunkt M auf die Vers
hwindungsgerade "v (= " \ �v) liegen. Dann sind die Tangenten in P1; P2 parallel zurBildtafel (und zu "v) und ihre perspektiven Bilder sind parallel zur Spur s" (und Flu
htgerade f"). Die Tangentenin Q1; Q2 m�ussen dur
h den Lotfu�punkt L = l \ "v gehen.

PSfrag repla
ements
P1

P2 Q1Q2
L
Me
l

"v
Abbildung 5.77: Projektion eines Kreises als EllipseDur
hf�uhrung f�ur den Fall "Kreis in der Standebene\ (Fig. 5.78):1. Zei
hne in den Grundriss die Vers
hwindungsgerade "v .("0v geht dur
h O0 und ist parallel zur Spur s".)2. F�alle das Lot l vom Kreismittelpunkt M auf "v . Lotfu�punkt ist L. l \ k liefert die Punkte P1; P2.(Die Tangenten in P1; P2 sind parallel zu "v .)3. Zei
hne die Tangenten dur
h L an den Kreis k .Die Ber�uhrpunkte sind Q1; Q2.4. Der S
hnittpunkt der Sehnen P1P2 und Q1Q2 ist Me.(Me ist das Urbild des Mittelpunktes der Bildellipse.)5. Bilde Me; P1 und Q1 ab.(Me ist der Mittelpunkt der Bildellipse und P 1; Q1 zwei konjugierte Punkte.)6. Bestimme mit Hilfe der Rytz-Konstruktion die S
heitel der Bildellipse.7. Zei
hne die Ellipse mit Hilfe der S
heitelkr�ummungskreise.



142 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.29 :Gegeben: Kreis k in Grundrisstafel (= Standebene), Augpunkt und Bildtafel in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: Perspektives Bild k des Kreises k . (Fig. 5.78).

PSfrag repla
ements
O0 O00

H h

�0 �00
M 0 M 00k 0 k 00

Abbildung 5.78: Projektion eines Kreises in der Standebene als Ellipse



5.9. ABBILDUNG VON KREISEN 143Aufgabe 5.30 :Zei
hne die Projektion eines Kreises (Zi�ernblatt einer Uhr) in der Standebene. Der Kreis ber�uhrt die Ver-s
hwindungsebene (Fig. 5.79).Hinweis: Bilde gen�ugend viele Punkte mit ihren Tangenten ab.
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PSfrag repla
ements

O0 O00

H h
s

�0 �00
M 0 M 00k 0 k 00

"0v Abbildung 5.79: Projektion eines Kreises in der Standebene als ParabelIn der folgenden Aufgabe steht der Kreis senkre
ht auf der Standebene. Um hier die vor Aufgabe 5.29 be-s
hriebenen S
hritte (1) - (4) dur
hf�uhren zu k�onnen, dreht man den Kreis zun�a
hst um seinen horizontalenDur
hmesser, bis er parallel zur Standebene liegt.



144 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.31 Zei
hne die Projektion eines Kreises der senkre
ht auf der Standebene steht.

PSfrag repla
ements

O0 O00

H h

�0 �00
M 0 M 00k 0 k 00

Abbildung 5.80: Projektion eines Kreises senkre
ht zur Standebene als Ellipse



5.10. ABBILDUNG VON FL�ACHEN 1455.10 Abbildung von Fl�a
henDas perspektive Bild einer Fl�a
he l�asst si
h im Prinzip genauso konstruieren wie der S
hatten einer Fl�a
he beiZentralbeleu
htung. Zur Konstruktion der Fl�a
henumrisse verwendet man ber�uhrende Geraden oder Ebenendur
h den Augpunkt O. Diese aufwendige Konstruktionsmethode l�asst si
h in konkreten F�allen oft dur
h ein-fa
here Verfahren ersetzen, wie die folgenden Beispiele zeigen.Umrisse von Zylindern und Kegeln bestehen aus den Bildern vorgegebener Kreise und Tangenten an die Bildel-lipsen:

PSfrag repla
ements
HH

Abbildung 5.81: Zentralprojektion von Zylinder und KegelDer Umriss einer Kugel ist ein Kreis und die Zentralprojektion einer Kugel ist die Zentralprojektion diesesUmrisskreises.Das Bild des Umrisses einer Kugel kann also eine Ellipse bzw. Parabel bzw. Hyperbel sein, je na
hdem, ob derwahre Umrisskreis die Vers
hwindungsebene in O bzw. 1 bzw. 2 Punkten s
hneidet.Wir wollen uns hier auf den Fall "Kugel vor der Vers
hwindungsebene\ bes
hr�anken. Der Umriss ist danneine Ellipse.Die Bildellipse des Umrisses kann man dur
h Abbildung des Umrisskreises erhalten. Einfa
her ist aber eine"direkte\ Methode. Hierbei verwendet man die folgenden Eigens
haften eines Kegels (s. Graf-Barner, S.291):a) S
hneidet eine Ebene einen Kegel in einer Ellipse, so sind die Brennpunkte die Ber�uhrpunkte derDANDELINs
hen Kugeln.b) S
hneidet man einen Kegel mit einer S
har paralleler Ebenen, so dass Ellipsen entstehen, dann liegenentspre
hende Brennpunkte der Ellipsens
har auf einer Geraden dur
h die Kegelspitze



146 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION

PSfrag repla
ements

O
M

EHh �� �1

�2

M1

M2
F1 F2P1

P2 �1; �2: Dandelin's
he KugelnE: Ellipse (Bild des Umrisses)F1; F2: Brennpunkte der Ellipse E
Abbildung 5.82: Projektion des Umrisses einer Kugel als Ellipse: Dandelin's
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hten Dur
hmesser liegen, die Urbilder der BrennpunkteF1; F2 der Umrissellipse (wegen a), b) !). Der Mittelpunkt Me von F1; F2 ist der Mittelpunkt der Ellipse. Derkleine S
heitelkreis ist das Bild des Kreises (auf der Kugel), dessen Mittelpunkt das Urbild von Me ist und derparallel zur Bildtafel liegt.
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Abbildung 5.83: Projektion des Umrisses einer Kugel als Ellipse: BeispielDur
hf�uhrung, falls der Umriss eine Ellipse ist:1. Bestimmung der Punkte B1; B2 auf dem zur Bildtafel senkre
hten Dur
hmesser d0.Die Bilder von B1; B2 sind die Brennpunkte B1; B2 der Umrissellipse.2. Der Mittelpunkt Me der Stre
ke B1B2 ist der Mittelpunkt der Ellipse.Bestimmung des Urbildes Me von Me (auf d0).3. Das Bild k1 des Kreises (auf der Kugel) mit Mittelpunkt Me , der parallel zur Bildtafel liegt, ist derkleine S
heitelkreis.4. Aus der L�ange der kleinen Halba
hse b und der Brennweite e l�asst si
h mit Hilfe eines re
htwinkligenDreie
ks die gro�e Halba
hse a bestimmen (a2 = e2 + b2!).



148 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.32 Bestimme das perspektive Bild des Umrisses der in Grund- und Aufriss gegebenen Kugel.

PSfrag repla
ements
O0 O00

M 0 M 00

H

H0

h

�0 �00

Abbildung 5.84: Projektion des Umrisses einer Kugel als EllipseAufgabe 5.33 :Gegeben: Grundriss zweier T�urme (Zylinder mit Kugelteil), der Aufriss eines Turmes und Grund- und Aufrissder Bildtafel und des Augpunktes.Gesu
ht: Das perspektive Bild .
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150 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONBeispiel 5.2 Abb. 5.86 zeigt Zentralprojektionen einer Kugel. Im oberen Bild f�allt der Hauptpunkt mit demBild des Kugelmittelpunktes zusammen. Da der Umriss der Kugel in diesem Fall ein zur Bildtafel parallelerKreis ist, ist das Bild des Umrisses au
h ein Kreis. Im unteren Bild ist dies ni
ht der Fall. Der Umrisskreis istni
ht parallel zur Bildtafel und sein Bild damit kein Kreis, sondern eine Ellipse. Da die Vers
hwindungsebene inbeiden F�allen ni
ht die Kugel s
hneidet, sind die Bilder aller Kreise Ellipsen oder Stre
ken.
a)

b)
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Abbildung 5.86: Zentralprojektion einer Kugel: Zentrum au�erhalb der Kugel a) horizontale b) vertikale Si
htPrinzipiell gilt:Das perspektive Bild eines Kreises kann a) eine Ellipse b) eine Parabel 
) eine Hyperbel oder eine Stre
ke sein(siehe Abb. 5.87).
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152 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTION5.11 Zum S
hluss: AufgabenAufgabe 5.34 :Gegeben: Das perspektive Bild eines Quaders, Hauptpunkt und Distanz und der Mittelpunkt M der Kugel,die den Quader in der Mitte des De
kelquadrats ber�uhrt.Gesu
ht: Der Umriss der Kugel (im perspektiven Bild).Hinweis: Da keine wahren L�angen angetragen werden m�ussen, kann man annehmen, dass M in der Bildtafelliegt. Zei
hne einen Grundriss f�ur die Kugel (vgl. Fig. 5.84).
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Abbildung 5.89: Konstruktion eines Kugelumrisses im perspektiven BildAufgabe 5.35 :Gegeben: Grund- und Aufriss einer Kapelle (Quader mit aufgesetzter Halbkugel) mit Portal (Re
hte
k mitaufgesetztem Halbkreis) und Blitzableiter (Stre
ke), sowie das perspektive Bild des Quaders in Ar
hitektenan-ordnung.Gesu
ht: Vervollst�andigung des perspektiven Bildes (Konstruktion der Halbkugel, des Portals und Blitzablei-ters). Zei
hnen Sie nur si
htbare Kanten/Stre
ken.
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O0O00 Abbildung 5.90: Projektion von Quader, Kugel und KreisAufgabe 5.36 :Gegeben: Grund-, Aufriss und perspektives Bild eines Turmes mit angrenzender Mauer. In der Mauer soll einTorbogen na
h Vorgabe in Grund- und Aufriss installiert werden.Gesu
ht: Torbogen (zwei Ellipsen) im perspektiven Bild.
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Abbildung 5.91: Projektion eines Torbogens (stehende Kreise)



5.11. ZUM SCHLUSS: AUFGABEN 155Aufgabe 5.37 :Gegeben: Das perspektive Bild eines Torbogens und die Sonnenpunkte S und SF .Gesu
ht: Der zugeh�orige S
hatten des Torbogens.Hinweis: Konstruiere den S
hatten einiger Punkte (der Ellipse(n)).
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Abbildung 5.92: S
hatten eines Torbogens bei gegebenem Sonnenli
htAufgabe 5.38 :Gegeben: Perspektives Bild eines Hauses und eines Turmes. Die Traufh�ohe des Hauses ist 2:5
m.Gesu
ht: Wahre Abmessungen der Geb�aude.Frage: Wie k�onnte man den Hauptpunkt rekonstruieren, wenn er ni
ht gegeben w�are ?
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hAbbildung 5.93: Rekonstruktion von Grund{ und AufrissAufgabe 5.39 :Gegeben: Perspektives Bild eines Hauses und eines Turmes.Gesu
ht: S
hlag{ und Eigens
hatten der Geb�aude.
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Abbildung 5.94: S
hatten bei vorgebenem Sonnenpunkt S



158 KAPITEL 5. ZENTRALPROJEKTION UND REKONSTRUKTIONAufgabe 5.40 :Gegeben: Grund- und Aufriss einer Br�u
ke �uber einer Eisenbahnlinie, sowie die Bildtafel eines perspektivenBildes im Grundriss und der Augpunkt in Grund- und Aufriss.Gesu
ht: Das zugeh�orige perspektive Bild. Nehmen Sie dabei an, dass die Geleise und Kanten der B�os
hungengeradlinig bis ins \Unendli
he" verlaufen. Zei
hnen Sie mindestens 13 S
hwellen (vereinfa
ht als Stre
kendargstellt).Hinweis: Da die Bildtafel die Vorderfront der Br�u
ke enth�alt, entsteht eine sog. Frontalperspektive und Siek�onnen den gegebenen Aufriss im perspektiven Bild verwenden (Ar
hitektenanordnung !, O00 = H).
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Abbildung 5.95: Frontalprojektion einer Brue
ke
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Abbildung 6.12: Zu Aufgabe 4.6: Abwi
klungen
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