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Mathematik |






1. Grundbegriffe

1.1. Aussagen

1.1.1. Aussagen

Eine Aussage ist ein in verstandlicher Sprache formulierter Satz, der entweder
wahr (w) oder falsch (f) ist.

Beispiel 1.1.1. Hier sind fiinf Aussagen:
Ay @ 3 ist eine ungerade Zahl. (w)

A, : Die Erde ist eine Scheibe. (f)

Az : Es regnet gerade in Madrid. (?)

Ay @ Jede natiirliche Zahl ist gerade. (f)
As @ 3 ist eine Primzahl. (w)

Keine Aussage ist: ,Guten Morgen.*

1.1.2. Aussageformen

Eine Aussageform ist ein Satz mit einer oder mehreren Variablen, der bei Bele-
gung der Variablen durch eine konkreten Wert eine Aussage wird.

Beispiel 1.1.2. Hier sind vier Aussageformen:
Ei(z): z+10=5.

Ey(z) : 22 > 0.

Es(n) : n ist gerade.

Ey(x,y) : 3z — 4y # 10.
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1.1.3. All- und Existenzquantor

Sei E(x) eine Aussageform und M eine Menge von moglichen x. Dann bedeutet
Ve e M : E(z) ,Firalle x aus M ist E(x) wahr.

Man nennt V den Allquantor.
Weiter bedeutet

dr e M : E(x) ,Es existiert ein x aus M, fiir das E(x) wahr ist“.

Man nennt 3 den Fxistenzquantor.

Man beachte, dass durch das Vorstellen eines Quantors auf diese Weise aus einer
Aussageform eine Aussage wird. Hat die Aussageform mehrere Variablen braucht
es natiirlich auch mehrere Quantoren.

Beispiel 1.1.3. Aus obigen Aussageformen konnen wir z.B. die folgenden Aus-
sagen machen:

(a) Vo € R: Ey(x), dh. Vo e R: 2% > 0. (w)
(b) Vn € N: E3(n) entspricht genau Ay. (f)
(¢c) In € N: E5(n), d.h. es gibt eine gerade natiirliche Zahl. (w)

Warnung 1.1.4. | Es existiert ein 2 bedeutet nicht ,,Es existiert genau ein x*.
Ist die Aussage dx € M : E(z) wahr, so kann es durchaus mehrere = geben, fiir
die F(z) wahr wird!

1.1.4. Verkniipfung von Aussagen

Seien A und B zwei Aussagen. Dann kénnen wir daraus verschiedene neue Aus-
sagen machen.

Konjunktion (,,und“): Zeichen: A

AN B: Sowohl A als auch B sind wahr.

Disjunktion (,,oder“): Zeichen: V

AV B: Aist wahr oder B ist wahr.

Negation (,,nicht“): Zeichen: —

—-A: A gilt nicht.
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Implikation (,wenn ..., dann“): Zeichen: —

A= B: Wenn A gilt dann auch B.
Aus A folgt B.
A impliziert B.

Aquivalenz (,,genau dann, wenn*): Zeichen: <=

A < B: A gilt genau dann, wenn B gilt.
A und B sind aquivalent.

Warnung 1.1.5. (a) V ist nicht ,entweder ...oder “, d.h. AV B ist auch wahr,
wenn sowohl A als auch B wahr sind.

(b) Gewohnungsbediirftig ist zundchst folgendes: Wenn A falsch ist, dann ist
A = B in jedem Fall wahr. Anders ausgedriickt: Aus einer falschen Aus-
sage kann man alles folgern. Man sieht das auch an der Wahrheitstafel der

Implikation
|A|B| A= B|
w | w w
w | f f
f|w w
f|f w

Bemerkung 1.1.6. Als kleine Ubung machen wir uns noch klar, dass die Aussage
C:= (A= B) <= (-B = —A) immer wahr ist:

|A|B|A=B|-A|-B|-B=-A|C|

w| W w f f w w
w | f f f w f w
f|w w w f w w
f|f W w w W W

Das bedeutet, dass der Wahrheitsgehalt der Aussagen A —- B und -B —
- A immer der selbe ist. Zum Nachweis von ,A =— B ist wahr“ kann man
also gleichbedeutend auch ,—B = —A ist wahr® beweisen. Das ist dann ein
sogenannter Beweis durch Kontraposition und ist manchmal einfacher als ein
direkter Beweis, vgl. Abschnitt

1.2. Mengen

Beispiele von Mengen sind: Die Menge aller Studierenden in einem Hoérsaal, ein
Dreieck (als Punktmenge der Ebene), die Menge aller Dreiecke in der Ebene oder
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die Mengen N Z, Q, R, also die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen,
bzw. reellen Zahlen. Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht, sondern
legen ihn naiv zu Grunde; wir stellen uns damit auf den Standpunkt der naiven
(und nicht der axiomatischen) Mengenlehre.
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umstanden sehr grofen Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden. Auf diese Weise vermeidet man Bildun-
gen wie die ,Menge aller Mengen“, die zu Widerspriichen fiihren.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzéhlen ihrer
Elemente angeben, z.B.

M, ={0,1,2,3,4,5}.

Es ist aber haufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Eigen-
schaft, die genau fiir die Elemente der Menge, und nur fiir diese, wahr ist, zu
beschreiben. Fiir unsere Menge M; kénnte das so aussehen:

My={reN:2<6} oder M; ={xreN:z—6 ist keine natiirliche Zahl}.

Allgemein schreibt man
M={xeG: E(x)},

wobei G die Grundmenge ist, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und E(z) eine Aussageform.

Definition 1.2.1. Seien M und N Mengen. Wir schreiben a € M, falls a ein
Element von M ist und, falls dem nicht so ist, a ¢ M.

Ist jedes Element von N auch in M enthalten, so schreiben wir N C M wund
sagen N st eine Teilmenge von M. Weiter nennt man in diesem Fall M eine
Obermenge von N und schreibt M O N. Solche Teilmengenbeziehungen werden
oft auch als Inklusion bezeichnet.

Schlussendlich schreiben wir () fiir die leere Menge, d.h. die Menge, die kein
Element enthdlt.

Bemerkung 1.2.2. Fiir zwei Mengen M und N gilt M = N genau dann, wenn
M C Nund N C M gilt.

Definition 1.2.3. Seien M und N Mengen in einer Grundmenge G. Dann ist

(a0) MUN :={ze€G:xe€ MVaxe N} Vereinigung von M und N,

(b)) MNN:={xeG:x€ MANxe N} Schnitt von M und N,

(c) M :={x e G:ax¢ M} Komplement von M in G,

(d) M\ N:={zxeM:x¢gN} Mengendifferenz von M und N,

(e) M x N :={(x,y) :x € M,y € N}  kartesisches Produkt von M und N.

n dieser Vorlesung ist N := {0,1,2,3,...}. Fiir die natiirlichen Zahlen ohne Null schreiben
wir N*:={1,2,3,4,...}.
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Bemerkung 1.2.4. Damit ist ebenfalls fiir eine endliche Anzahl von Mengen
Ay, Ay, ..., A, das n-fache kartesische Produkt

A X Ay x -+ x A, = {(al,ag,...,an):aj €A fﬁrjzl,Q,...,n}.
definiert.
Satz 1.2.5. Seien A, B und C' Mengen. Dann gilt
(a) AUB=BUA und ANB=BNA. (Kommutativgesetze)
(b) (AUB)UC =AU (BUC) und (ANB)NC =ANn(BNC).

(Assoziativgesetze)

(c) AUBNC)=(AUB)N(AUC) und AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivgesetze),

(d) (AUB)*=A°NB° und (AN B)*=A°UB° (Regeln von De Morgan).

Beweis. Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Ubungsaufgabe.
Fiir das Distributivgesetz zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung [[.2.2))

AU(BNC)C (AUB)N(AUCQC),

und zwar folgendermafen: Sei z € AU(BNC). Dannist also z € A oder z € BNC'.
Betrachten wir zunéchst den Fall z € A. Dann gilt natiirlich auch z € AU B und
x € AUC, denn diese Mengen sind ja groBer als A. Alsoist z € (AUB)N(AUC)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall x € BN C. Dann ist x € B und
x € C, also gilt wieder x € AU B und z € AU C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C' liegt. Daraus folgt wieder = € (AU B) N (AU C) und wir haben
AU(BNC)C (AUB)N(AUC) gezeigt.

Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, miissen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

(AUB)N(AUC)CAU(BNC)

zeigen. Dazu sei © € (AU B) N (AU C). Dann ist « sowohl in AU B, als auch in
AUC. Wir betrachten die beiden Félle x € A und « ¢ A. (Man beachte, dass wir
dann alle denkbaren Félle x € G beriicksichtigt haben!) Ist © € A, so haben wir
sofort auch € AU (BN (), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall x ¢ A.
Da dann z in AU B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangslaufig in B sein, denn
wie sollte es sonst da hineinkommen? Genauso folgt z € C' aus x € AU C. Also
ist x in BN C und damit auch x € AU (B N C) und wir haben auch die zweite
Inklusion und damit die Gleichheit

(AUB)N(AUuC)=AU(BNC)
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gezeigt.

Fiir die erste De Morgan’sche Regel zeigen wir wieder zuerst
(AU B)° C A°N B-.

Sei dazu x € (AU B)°. Dann ist x ¢ (AU B), d.h. x ist nicht in der Vereinigung
von A und B. Damit kann = weder in A noch in B sein, denn sonst wiirde es ja in
dieser Vereinigung liegen. Es ist also z ¢ A und x ¢ B, d.h. x € A° und z € B¢,
was schliellich x € A°N B¢ nach sich zieht.

Die zweite Inklusion

(AUB)° D A°N B°

geht folgendermafBien: Es sei x € A°N B¢ Dann ist x € A° und z € B¢. Also ist
2 nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A und
B, was gerade z € (AU B)¢ bedeutet. O

Definition 1.2.6. Eine Menge M heifst endlich, falls sie endlich viele Elemente
besitzt. In diesem Fall schreiben wir |M| fir die Anzahl der Elemente von M.

Bemerkung 1.2.7. Seien A und B endliche Mengen, dann gilt |[Ax B| = |A|-|B|.
Warum? Es gilt A x B = {(a,b) : a € A,b € B}. Fiir die Wahl der @« € A in
der ersten Komponente hat man |A| Moglichkeiten. Ist dann a € A gewéhlt, so

gibt es fiir jede dieser Wahlen wieder |B| Moglichkeiten ein b € B zuzulosen.
Zusammen ergibt das |A| - | B| Moglichkeiten, d.h. es gilt |A x B| = |A| - | B].

Ubungsaufgabe 1.2.8. Es seien A und B endliche Mengen. Zeigen Sie:
|AU B| = |A|+ |B| - |AN Bj.
Definition 1.2.9. Ist M eine Menge, so heifst
P(M) :={N : N Teilmenge von M}
Potenzmenge von M.

Beispiel 1.2.10. Es ist P({0,1}) = {0, {0}, {1},{0,1}}.

1.3. Relationen

Definition 1.3.1. Sei X eine Menge. Fine Teilmenge R C X x X heif$t (zwei-
stellige) Relation auf X. Man schreibt xRy, falls das Tupel (z,y) € R liegt und
sagt ,x steht in Relation zu y*.

Beispiel 1.3.2. (a) <in N: Dann ist R = {(n,m) € NxN:n <m} und
steht genau dann mit y in Relation, wenn z < y gilt.
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(b) Nehmen Sie als X die Menge aller Internetseiten, so konnen Sie durch die
Setzung R := {(x,y) : x verlinkt nach y} eine Relation auf X definieren,
die die Verlinkungsstruktur codiert.

Definition 1.3.3. Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heifit
(a) reflexiv, falls xRx fir jedes v € X gilt.
(b) symmetrisch, falls fir alle x,y € X mit xRy auch yRx gilt.

(c) antisymmetrisch, falls fir alle v,y € X, fir die xRy und yRx gilt, x =y
folgt.

(d) transitiv, falls fir alle x,y,z € X mit xRy und yRz auch xRz gilt.

(e) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. In die-
sem Fall schreibt man meist ,~“ statt ,R“.

(f) Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Man
schreibt dann meist [, <“ statt ,R“.

Ist < eine Ordnungsrelation auf X, so heifit X partiell geordnet.

1.3.1. Ordnungsrelationen
Beispiel 1.3.4. Ordnungsrelationen sind z.B.
(a) ,<“inN, Z, Q, R.
(b) die lexikographische Ordnung.
(c) Ist M eine Menge, so ist C eine Ordnungsrelation auf P(M).

Bemerkung 1.3.5. (a) Hat man eine Ordnungsrelation < auf einer Menge X,
so kann es immer noch sein, dass es Elemente z,y € X gibt, die unvergleich-
bar sind, fiir die also weder x < y noch y < x gilt, vgl. z.B. Beispiel DBE].
Gilt fiir eine Ordnungsrelation zusétzlich

Fiir alle z,y € X gilt * <y oder y < x,
so heift < eine Totalordnung und die Menge X dann total geordnet.

(b) Ist (X, <) eine partiell (total) geordnete Menge, so ist auch jede Teilmenge
Y von X durch < partiell (total) geordnet.

(c) Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Wir schreiben

x>y, falls y <z,
x <y, falls x <y und x # vy,
x>y, falls y < x.
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Definition 1.3.6. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X

(a) g € X heift groBites Element von X, falls x < g fiir alle z € X.
k € X heifit kleinstes Element von X, falls k < x fiir alle x € X.

(b) s € X heif$t obere Schranke von Y, falls y < s fiir alley € Y.
t € X heifst untere Schranke von Y, fallst <y fir alley € Y.

Satz 1.3.7. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Dann hat X hichstens ein
grofites und hochstens ein kleinstes Element.

Beweis. Seien g, und gy grofite Elemente von X. Da g; grofites Element ist, gilt
g2 < g1. Da aber auch gy ein grofites Element ist, haben wir auch g; < go. Also
ist wegen der Antisymmetrie von Ordnungsrelationen g, = gs.

Fiir die kleinsten Elemente fiihrt ein analoges Argument zum Ziel. O

Definition 1.3.8. Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X.

(a) Hat S := {s € X : s obere Schranke von Y} ein kleinstes Element sy, so
heifst supY := sg Supremum von Y.

Hat T := {t € X : t untere Schranke von Y} ein grifites Element to, so
heifst inf Y := ¢y Infimum von Y.

(b) Gilt so =sup(Y) € Y, so heifst sop Maximum von Y'; Bezeichnung maxY .
Gilt to = inf(Y) € Y, so heifit ty Minimum von Y'; Bezeichnung minY .

Merkregel: Das Supremum ist die kleinste obere Schranke.
Das Infimum ist die grofite untere Schranke.

Beispiel 1.3.9. (a) Q; :={z € Q: z > 0} hat in Q, versehen mit der iiblichen
Ordnung, kein grofites und kein kleinstes Element. Wohl hat diese Menge
aber untere Schranken, z.B. —7, —43 oder 0. Die gréfite untere Schranke
und damit inf Q, ist 0. Dieses ist aber kein Minimum, denn 0 ¢ Q...

(b) {z € Q : 22 < 2} hat in Q obere Schranken, z.B. 2 oder 37, aber kein
Supremum, denn die Menge der oberen Schranken ist {g € Q : ¢ > v/2}
und diese Menge hat kein kleinstes Element, denn v/2 ¢ Q.

(¢) In N mit der iiblichen Ordnung hat jede Teilmenge ein Minimum und jede
endliche Teilmenge ein Maximum.

(d) In (P({0,1,2}), C) hat die Teilmenge M := {0}, {0}} obere Schranken, z.B.
{0}, {0,1} und {0,2}. Dabei ist {0} die kleinste obere Schranke, also das
Supremum, das in diesem Fall, wegen {0} € M, auch das Maximum ist.

Hat N := {0,{0},{1}} ein Supremum, Infimum, Maximum, bzw. Mini-
mum?

10
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1.3.2. Aquivalenzrelationen

Beispiel 1.3.10. (a) ,=“in N, Z, Q, R
(b) gleicher Vorname, Pulloverfarbe, Armlédnge in Menschengruppen
(¢) Verwandtschaftsbeziehungen

Beispiel 1.3.11. Sei n € N* fest gewédhlt. Wir definieren die Relation ~,, auf Z
durch

ar~pb < a—bist Vielfachesvonn <— Jke€Z:a—-b=k-n, a,beZ.

Wir werden gleich zeigen, dass ~, eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Vorher sei
noch vermerkt, dass man statt a ~,, b oft a = b (mod n) schreibt, gelesen: | a ist
kongruent b modulo n“.

Beispielsweise ist

19 =9 (mod 5), denn 19 — 9 = 10 ist Vielfaches von 5,
23 =1 (mod 2),
17 =3 (mod 7).

Nun zum Nachweis, dass ~,, Aquivalenzrelation ist:

1. Reflexivitét: Sei a € Z. Dann ist a — a = 0 = 0 - n ein Vielfaches von n, also
gilt a ~, a.

2. Symmetrie: Seien a,b € Z mit a ~, b. Dann gibt es ein k € Z mit a—b = k-n.
Also gilt b — a = (—k) - n. Nun ist auch —k € Z. Also gibt es ein ¢ € Z mit
b—a=/¢-n,dh.b~, a.

3. Transitivitdt: Seien a,b,c¢ € Z mit a ~, b und b ~,, c. Das bedeutet, dass es
zwei Zahlen k, ¢ € Z gibt mit a —b =k -n und b — ¢ = £ - n. Damit ist

a—c=a—-b+b—c=k-n+l-n=(k+/{) - n.
Da auch k + ¢ € 7Z ist, folgt damit a ~,, c.

Satz 1.3.12. Sei ~ eine A_guivalenzrelation auf einer Menge X # (0. Wir defi-
nieren fir jedes a € X die Aquivalenzklasse a als

a:={reX:z~a}
Dann gilt
(a) a# 0 fiir jedes a € X.
(b) Fiir alle a,be X mita b gilt anb=0.

(¢) Upex @ = X, d.h. die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist gleich X .

11
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Beweis. (a) Seia € X. Wegen der Reflexivitat von ~, gilt a ~ a, also ist a € a.

(b) Wir beweisen die Aussage per Kontraposition (vgl. Bemerkung [[.T.6), d.h.
wir zeigen: aNb# 0 = a = b.
Wenn anb # () ist, so gibt es ein Element x aus dieser Menge. Fiir dieses x

gilt dann sowohl = ~ a, als auch = ~ b. Wegen der Symmetrie von ~, haben
wir also a ~ x und = ~ b und damit folgt aus der Transitivitdt a ~ b.

Sei nun y € a. Dann ist y ~ a und da wir auch a ~ b haben, folgt wieder
mit der Transitivitdt von ~ die Beziechung y ~ b. Das bedeutet y € b und
wir haben damit a C b gezeigt.

Startet man mit einem z € b, so zeigt man genauso z € @ und bekommt
b Ca.

Zusammen ist also @ = b und wir sind fertig.

(c) Zunichst gilt fiir alle a € X natiirlich @ C X, also ist auch |J,.ya C X.
Wir miissen nur noch die umgekehrte Inklusion zeigen.

Sei b € X. Dann ist b € b nach [(a)] also ist auch b € |J,.x @ und wir haben
die umgekehrte Inklusion. O

Bemerkung 1.3.13. Satz bedeutet, dass die Aquivalenzrelation ~ eine
Zerlegung von X in die Aquivalenzklassen erzeugt, die die Elemente von X nach
der durch ~ beschriebenen Eigenschaft sortiert.
Die Menge

X/w:={a:a€ X}

aller Aquivalenzklassen heifit Faktormenge von X beziiglich ~.

Beispiel 1.3.14. Als Beispiel betrachten wir wieder ~,, auf Z aus Beispiel [L3. 111
Dann ist fiir jedes a € Z
a={beZ:a~,b}={beZ :3k € Zmita—b=n-k}
={beZ:b=a—nkfireink € Z}={be€Z:b=a+nk fir ein k € Z}
={a+nk:keZ} =a+n-Z.

Fiir n = 3 gilt also beispielsweise

0=0+3-Z={...,—6,-3,0,3,6,...} (durch 3 teilbare Zahlen)
1=1+4+3-Z={...,-5,-2,1,4,7,...} (Rest 1 beim teilen durch 3)
2=2+3-Z={...,—4,-1,2,5,8,...} (Rest 2 beim teilen durch 3)
3=3+3-Z={...,-3,0,3,6,9,...} =0

Also ist
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1.4. Abbildungen

eine Zerlegung von Z, die die ganzen Zahlen nach ihrem Rest beim Teilen durch
drei sortiert. Genauso enthélt Z/.. die n Elemente 0,1,...,n—1undin a sind
jeweils alle die ganzen Zahlen enthalten, die beim Teilen durch n den Rest a
haben.

Man schreibt meist kurz Z,, statt Z/.,,.

Wir werden uns diesem Thema im Abschnitt 2.1l noch genauer widmen.

1.4. Abbildungen

Definition 1.4.1. Seien A und B Mengen und jedem Element a € A sei ge-
nau ein Element f(a) € B zugeordnet. Diese Zuordnung heifst Abbildung oder

Funktion f. Man schreibt
s A— B
a— f(a).

und nennt A den Definitionsbereich, B den Zielbereich, sowie a — f(a) die
Funktionsvorschrift von f.

Weiter heifit die Menge f(A) := {f(a) : a € A} C B das Bild und die Menge
{(a, f(a)) :a € A} C A x B der Graph von f.

Ist schlieflich C C B, so bezeichnet man mit f~1(C):={a€ A: f(a) e C} C A
das Urbild von C' unter f.

Beispiel 1.4.2. (a) Bekannt sind Funktionen wie

T 2 T /.
NxN-+N
(b) Auch + : SR , d.h. die Addition in N, ist eine Abbildung.
(a,b) —a+b
. . . . A=A .
(c¢) Auf jeder Menge A kann man die Identitat, d.h. id : definieren.
ava

(d) Ist X eine Menge mit einer auf X erklirten Aquivalenzrelation ~, so ist

X = X/o
v { ~ / die sogenannte kanonische Abbildung.
av>a

Definition 1.4.3. Seien A, B,C Mengen und f : A — B, sowie g : B — C
Funktionen. Dann heifst

of: {A—> C
797 N am (g0 fla) = g(f(a)

Verkettung von f und g. Man liest go f als ,,g nach f*.

13



1. Grundbegriffe

Definition 1.4.4. Eine Funktion f: A — B heifit
(a) surjektiv, wenn f(A) = B.
(b) injektiv, wenn fir alle z,y € A aus f(x) = f(y) schon x =y folgt.
(c) bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Satz 1.4.5. Eine Funktion f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn fir jedes
b € B genau ein a € A ezistiert mit f(a) = b. In diesem Fall ezistiert eine

Abbildung f~': B — A, so dass
f(f(a)=a firaleac A und f(f (b)) =0b firallebec B
qgilt.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = fiir alle b € B existiert genau ein
a € Amit f(a) =b.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b.
Nehmen wir an, es gidbe mehr als eins, d.h. es gibe a;, as € Amit f(a;) = f(az) =
b, so folgt aus der Injektivitdt von f sofort a; = ao, es kann also nur genau ein
solches a € A geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Fiir alle b € B existiert genau ein a € A mit f(a) = b= f
bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b € B in f(A) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun ay,as € A mit f(a;) = f(az) gegeben. Da jedes b € B nur genau ein Urbild
hat, muss dann a; = as sein, d.h. f ist auch injektiv.

3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = es existiert f~': B — A mit f~!(f(a)) = a
fiir alle a € A und f(f~(b)) = b fiir alle b € B.

Fiir jedes b € B definieren wir f~!(b) := a, wobei a € A das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f~!(f(a)) das
Element von A, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f~1(f(a)) = a fiir alle a € A.
Sei nun b € B. Dann ist f~'(b) das Element von A mit f(f~!(b)) = b und wir
sind fertig. O

Definition 1.4.6. Es seien A, B zwei Mengen und f : A — B bijektiv. Dann
heift die Abbildung f~' aus Satz[1.4.5 Umkehrfunktion von f.

Beispiel 1.4.7. Die Funktion f: R — R mit f(z) = * (vgl. Beispiel
ist nicht injektiv, denn es gilt f(1) =12 =1= (—1)? = f(—1), aber 1 # —1. Sie
ist auch nicht surjektiv, denn —1 ¢ f(R).

Betrachtet man f : R — [0,00) mit f(z) = 22, so ist diese nun surjektiv, denn
f(R) = {2?: x € R} = [0, 00), aber genau so wie oben nicht injektiv.

Geht man jedoch zu f : [0,00) — [0, 00) mit f(z) = #2 iiber, so ist diese injektiv
und surjektiv, d.h. bijektiv. Die nach Satz [LZ.5 existierende Umkehrfunktion f~!
ist genau die Funktion g aus Beispiel @ d.h. die Wurzelfunktion.
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1.5. Beweisprinzipien

Definition 1.4.8. Sei f : A — B eine Funktion und M C A. Dann heifit

f|M:{M—>B

v f(2)
die Einschriankung von f auf M.

Ubungsaufgabe 1.4.9. Beweisen Sie: Sind f : A — B und ¢ : B — C bijektive
Funktionen, so ist auch go f : A — C bijektiv.

1.5. Beweisprinzipien

In einem Beweis ist die Aufgabe aus einer Aussage A, der Voraussetzung, eine
Aussage B, die Behauptung, zu folgern. Anders ausgedriickt: Man muss nachwei-
sen, dass die Aussage A = B wahr ist. Selbst, wenn der Satz, der zu beweisen
ist, eine Aquivalenz, d.h. eine Aussage der Form A <= B postuliert, wird der
Beweis fast immer in die Teilbeweise A = B und B = A aufgeteilt, vgl. den
Beweis von Satz [L4.35l

Dieser Abschnitt stellt mogliche Beweismethoden zusammen und liefert jeweils
ein kurzes Beispiel. Einige davon haben wir in den vorheringen Kapiteln schon
geshen, einige sind neu.

1.5.1. Der direkte Beweis

Der direkte Beweis hat folgende Form:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Sei A erfiillt. Dann gilt ... bla bla bla und deswegen
.... Also gilt auch B.

Bisherige Beispiele fiir direkte Beweise waren die Beweise von [(a)] und aus
Satz [[L3.12] und die von Satz [[.L2Z.5l Hier ist ein weiteres:

Beispiel 1.5.1. Voraussetzung: Seien n, m € N gerade Zahlen.

Behauptung: Dann ist auch n + m gerade.

Beweis: Seien n und m gerade Zahlen. Dann gibt es ¢,k € N mit n = 2¢ und
m = 2k. Mit diesen ¢, k gilt dann n +m = 20 + 2k = 2({ + k). Mit ¢ und k ist
auch p := ¢+ k € N. Also haben wir gezeigt, dass es ein p € N mit n +m = 2p
gibt. Damit ist n + m gerade. O
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1. Grundbegriffe

1.5.2. Beweis durch Kontraposition

Der indirekte Beweis oder auch Beweis durch Kontraposition hat folgende Form:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Es gelte =B. Dann gilt ...bla bla bla und deswegen
.... Also ist auch A falsch.

Durch diese Beweisfithrung =B = —A ist auch die Aussage A = B wahr, vgl.
Bemerkung [LT.6l Ein Beispiel fiir einen Beweis durch Kontraposition haben wir
bereits bei Satz IIB’PJ gesehen. Ein weiteres kurzes Beispiel ist folgendes:

Beispiel 1.5.2. Voraussetzung: Sei n € N mit n? gerade.

Behauptung: Dann ist auch n gerade.

Beweis: Sein n € N so, dass die Behauptung nicht gilt, d.h. n sei ungerade. Dann
gibt es ein k € N mit n = 2k + 1 und es gilt n® = 2k +1)> = 4k* + 4k + 1 =
2(2k? 4+ 2k) + 1. Damit haben wir ¢ := 2k* + 2k € N gefunden mit n? = 2( + 1.
Dann ist n? ebenfalls ungerade und die Voraussetzung falsch. O

1.5.3. Beweis durch Widerspruch

Der Beweis durch Widerspruch ist eng verwandt mit der Kontraposition. Seine
iibliche Form ist die folgende:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Aussage B

Beweis: Es gelte A. Angenommen B wiare falsch. Dann gilt
... bla bla bla und deswegen . ... Also ergibe sich ein
Widerspruch. Damit war die Annahme falsch und es
gilt B.

Eines der typischen ersten Beispiele fiir diese Beweistechnik ist der Beweis, dass
V/2 irrational ist.

Beispiel 1.5.3. Behauptung: Die Zahl v/2 ist nicht rational.

Beweis: Annahme: v/2 ist rational.

Dann gibt es n,m € N mit v/2 = n/m. AuBerdem kénnen wir annehmen, dass
dieser Bruch bereits maximal gekiirzt ist, d.h. wir konnen die Zahlen n und m

teilerfremd wihlen. Es gilt 2 = \/52 =n?/m?, d.h.
n? = 2m?. (1.1)

Aus dieser Gleichheit bekommen wir jetzt insbesondere, dass die Zahl n? eine
gerade Zahl ist und nach Beispiel [L5.2] ist dann auch n gerade. Also gibt es ein
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1.5. Beweisprinzipien

k € N mit n = 2k und wir erhalten wieder mit (L)), dass 2m? = (2k)* = 4k,
d.h. m? = 2k? ist.

Also ist auch m? gerade und damit wie oben m gerade und wir haben einen
Widerspruch, denn nun sind n und m teilerfremd und beide gerade.

Also war die Annahme falsch und /2 ist nicht rational. O

1.5.4. Vollstdndige Induktion iiber N

Die wvollstindige Induktion ist ein Beweisverfahren, das dazu dient, die Richtigkeit
einer Aussageform E(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n nachzuweisen. Es sieht so
aus:

Voraussetzung: Aussage A

Behauptung: Fir alle n € N gilt E(n)

Beweis: Induktionsanfang: Es gilt A und bla bla bla, also gilt
auch E(0).
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte E(n).
Induktionsschluss: E(n) und A sind wahr, also ist ... bla
bla bla und deswegen . ... Damit gilt auch E(n + 1).

Bemerkung 1.5.4. Das Verfahren funktioniert allgemeiner auch um zu zeigen,
dass eine Aussage E(n) fiir alle n > ny, fiir ein ng € N, also ab einem gewissen n
fiir alle grofleren n gilt. Dann muss der Induktionsanfang den Nachweis erbringen,
dass E(ng) wahr ist.

Auflerdem werden Sie in der Vorlesung ,,Formale Grundlagen der Informatik*
noch weitere Verallgemeinerungen dieser Methodik auf andere Strukturen als N
kennen lernen.

1
Beispiel 1.5.5. Behauptung: Fiir allen e N* gilt 1 +2+---4+n = M

Beweis: Induktionsanfang: Auf der linken Seite der behaupteten Gleichheit steht
fiir n = 1 einfach 1 und auf der rechten Seite steht 1- (1 +1)/2 =2/2 = 1. Also
stimmt diese fiir n = 1.

1
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N* gelte 1 +2+---+n = Ln t )

Induktionsschritt: Esist 1+2+---+(n+1)=(14+2+---+n)+ (n+ 1), also
erhalten wir mit der Induktionsvoraussetzung

n(n+1) nn+1)+2(n+1)

1+24---4+(n+1)= 5 +(n+1)= 5
_(n+2)n+1) (n+1)((n+1)+1)
B 2 B 2 ’
was die behauptete Gleichheit fiir n + 1 zeigt. O

Da das Prinzip der Induktion bisher noch nicht vorkam, hier noch ein Beispiel.
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1. Grundbegriffe

Beispiel 1.5.6. Behauptung: Fiir jede endliche Menge M gilt |P(M)| = 2!MI.
Beweis: Wir fithren eine Induktion nach der Méachtigkeit der Menge M.
Induktionsanfang: Ist | M| = 0, so muss M = () sein. Dann ist P(M) = P(0) =
{0} und wir haben [P(M)| = 1 = 2° = 2™l Die Behauptung stimmt also fiir
|M| = 0.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt fiir alle Mengen mit n Elementen
P(M)| = 2IM.
Induktionsschritt: Sei M eine Menge mit n + 1 Elementen. Dann hat M min-
destens ein Element. Sei also ein x € M fest gew#hlt. Wir betrachten nun
N := M\{z}. Dann hat N genau n Elemente, nach der Induktionsvoraussetzung
gilt also |[P(N)| = 2IV = 2m.
Es gilt aber

P(M)=PN)U{AU{z}: AeP(N)}. (1.2)

Um das einzusehen, beweisen wir zunéchst die Inklusion ,,C“. Sei also B € P(M).
Dann ist entweder z € B oder x ¢ B. Im zweiten Fall ist B auch Teilmenge von N
also in P(N) und damit in der Menge auf der rechten Seite in (L2)). Ist x € B, so
ist B := B\{z} € P(N) und damit B = BU{z} wiederum in dem Mengensystem
auf der rechten Seite von (L.2)) enthalten. Die Inklusion ,, 0% ist klar, denn wegen
xr € M und N C M ist jedes Element des rechten Mengensystems eine Teilmenge
von M.

Mit der Hilfe von (L2) sind wir nun bald am Ziel. Wichtig ist noch die Beobach-
tung, dass wegen x & N

P(N)N{AU{z}: AeP(N)} =0
gilt, denn damit folgt mit Ubungsaufgabe [LZ8 und der Induktionsvoraussetzung

P(M)| = |P(N)U{AU{z}: Ae P(N)}|
=|P(N)| + [{AU{z}: A€ P(N)}|
= |P(N)| + [P(N)| = 2|P(N)| =2 - 2N = 2. 97 = gnt!

und wir haben die Behauptung mit |M| = n + 1 gezeigt. O
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2. Algebraische Strukturen:
Gruppen, Ringe, Korper

Nach dem vorhergehenden Abschnitt, der vor allem die Sprache der Mathematik
einfiithren sollte, wollen wir nun ,richtig” anfangen. Ein haufiges Missverstindnis
iiber Mathematik, ist ,,Mathematik = Rechnen®, das werden Sie schon gemerkt
haben, so viel gerechnet haben wir bisher nicht. Eher mathematisch ist die fol-
gende Frage: Was ist das iiberhaupt: ,rechnen“? Was machen wir, wenn wir
rechnen? Was ist die dahinterliegende allgemeine Struktur? Dieser Frage wollen
wir ein bisschen nachgehen und uns verschiedene Rechenstrukturen anschauen.
Der Weg wird nicht ganz geradlinig sein, sondern wir werden den einen oder an-
deren Abstecher, z.B. zum RSA-Algorithmus aus der Public-Key-Verschliisselung
machen, aber die Grundfrage dieses Abschnitts ist obiges ,,was ist rechnen?*
Beginnen wollen wir auf vertrautem Grund, dem Rechnen mit ganzen Zahlen.

2.1. Rechnen in Z, Primzahlen und Teiler

Definition 2.1.1. Es seien a,b € Z und p € N.
(a) Man sagt p teilt a und schreibt pla, falls ein m € Z existiert mit a = m - p.

(b) FEine natirliche Zahl p > 1 heifft Primzahl, wenn p nur durch p und 1
teilbar ist.

(¢) Die Zahl ggT(a,b) := max{q € N : gla und q|b} heifst grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b.

Satz 2.1.2 (Division mit Rest). Seien a € Z und b € N*. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen ¢ € Z und r € {0,1,...,b—1} mita=q-b+r.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a > 0, der Beweis im Fall a < 0 verlduft
analog. Zu vorgegebenen a und b betrachten wir die Menge

M:={seN:s-b<a}.

Dann ist M C {0,1,...,a}, denn fiir alle s € M gilt s =s-1 < s-b < a. Damit
existiert ¢ := max M als grofite ganze Zahl, fiir die noch ¢-b < a gilt. Mit diesem
q setzen wir nun r := a — ¢ - b. Dann ist in jedem Fall a = ¢ - b+ r.
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2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Zum Nachweis, dass r € {0,1,...,b — 1} gilt, iiberlegen wir uns zunéchst, dass
wegen ¢ -b < a auch r = a — ¢ -b > 0 gilt. Wir miissen also noch zeigen, dass
r < b ist. Nehmen wir an, es wéire r > b, so folgt

(g+1)-b=gb+b<qgb+r=0a

und damit wére ¢ +1 € M, was im Widerspruch zur Konstruktion von ¢ als
groBtem Element von M steht.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢i,qs € Z und ry,ry €
{0,1,...,b—1} mita=¢q; - b+r; = ¢ - b+ ry. Dann gilt

((J1—(12)'b:7’2—7“1-

Insbesondere teilt damit b die Zahl 7o —r;. Nun liegt aber 7o —r; zwischen —(b—1)
und b — 1 und die einzige Zahl in diesem Bereich, die durch b teilbar ist, ist Null.
Also gilt 79 — r; = 0, d.h. 9 = ry. Damit ist aber ¢; - b = ¢o - b und wegen b # 0
erhalten wir auch ¢; = ¢» und sind fertig. O

Definition 2.1.3. Seien a € Z, b € N* und q und r seien die eindeutig bestimm-
ten Zahlen aus Satz[2Z.1.2. Dann heiffit ¢ Quotient und r Rest der Division von a
und b. Man schreibt

q= {%J und r = a mod b.

Ubungsaufgabe 2.1.4. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes a € Z und b € N* ist die Zahl a mod b das eindeutige r €
{0,1,...,b— 1} mit b|(a —r).

(b) alb <= bmod a=0.

2.1.1. Modulare Arithmetik

In diesem ganzen Abschnitt sei n € N* eine feste Zahl.

Satz 2.1.5. Fiir alle a,b € Z gilt
(a) (a+b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n.
(b) (a-b) mod n = ((a mod n) - (b mod n)) mod n.
(¢) a® mod n = (a mod n)® mod n.

Beweis. Seien k = |a/n] und ¢ = |b/n|, d.h.

a=Fkn+amodn und b= ¢n+ b mod n.
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2.1. Rechnen in Z, Primzahlen und Teiler

(a) Mit obiger Notation gilt
a+b=kn+amodn+¢n+bmodn=(k+¢)n+amod n+ bmod n.
Also ist
(a+ b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n,
denn (k + ¢)n ist durch n teilbar.
(b) Ubung

(¢) Unter Verwendung von [(b)] gilt

a®>modn=(g-a-... -a) mod n= (a mod n)’ mod n. O
b Mal

Bemerkung 2.1.6. Obiges Resultat bedeutet, dass man, wann immer am Ende
einer Rechnung nur der Rest modulo n interessiert, auch nach jedem Rechen-
schritt schon die Zwischenergebnisse modulo n reduzieren kann. Das ist insbe-
sondere im Zusammenhang mit Fragen der Effizienz von Algorithmen und damit
fiir die Geschwindigkeit von Computerprogrammen von Interesse.

Beispiel 2.1.7. Wir wéhlen mal n = 7 und berechnen

9—15)-234705)"" mod 7

(< )322
= ((9 mod 7 — 15 mod 7) - (23 mod 7) + 705 mod 7)322 mod 7
((
03

2— 1)-2+5)322 mod 7 = 7°** mod 7
> mod 7 = 0.

Wir haben also (einfach und von Hand!) herausgefunden, dass ((9 — 15) - 23 +
705)%*2 durch 7 teilbar ist.

Als Ubung kénnen Sie zeigen, dass die Zahl 3% + 433 durch 5 teilbar ist.

2.1.2. Der Euklidische Algorithmus

Das erste Ziel dieses Abschnittes ist die algorithmische Bestimmung von ggT'(a, b)
fiir gegebene a,b € N*,

Lemma 2.1.8. Seien a,b € N* mit a > b. Dann gilt
(a) ggT(a,b) = ggT(b,a mod b)

(b) bla = ggT(a,b) =b.
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2. Algebraische Strukturen: Gruppen, Ringe, Korper

Beweis.  (a) Sei d := ggT(a,b). Dann gilt nach Definition d|a und d[b, also ist
a mod d = 0 und b mod d = 0, vgl. Ubungsaufgabe 2.1.4] Damit gilt nach
Definition der Division mit Rest und unter Mitwirkung von Satz [2.1.5

(a mod b) mod d = [a - L%J b} mod d

=a mod d — Q%J mod d)(b mod d) = 0.
Wir finden also d|(a mod b). Damit ist d schon mal gemeinsamer Teiler von
b und a mod b. Es bleibt noch zu zeigen, dass d der gréfite solche ist.

Sei also ¢ ein gemeinsamer Teiler von b und a mod b. Dann gilt wegen c|b
und c¢|(a mod b) auch ¢|(kb+a mod b) fiir jedes k € Z. Insbesondere kénnen
wir k = |a/b] wahlen. Dann ist kb + a mod b = a und wir bekommen c|a.
Also ist ¢ auch ein gemeinsamer Teiler von a und b. Dieser kann nicht grofler
sein als d = ggT(a,b), also gilt ¢ < d und wir sind fertig.

(b) Es gilt immer b|b und da b nach Voraussetzung auch a teilt, ist b schon
mal ein gemeinsamer Teiler von a und b. Sei ¢ ein weiterer gemeinsamer
Teiler von a und b. Dann gilt wegen c|b sofort ¢ < b, womit b der groite
gemeinsame Teiler von a und b ist. O

Beispiel 2.1.9. Wir bestimmen den grofiten gemeinsamen Teiler von 128 und
36. Es ist

128 mod 36 = 20, da 3-36 = 108, also ggT(128,36) @ ggT(36,20)

36 mod 20 = 16, da 1-20 = 20, also ggT(128,36) = gaT(20, 16)

20 mod 16 = 4, da 1-16 = 16, also ggT(128,36) & geT(16,4)

16 mod 4 =0, da 4-4 = 16, also ggT(128,36) ¥ ggT(4,0) ¥ 4.

Schematisch:
128 | 36
36 | 20
20 | 16
16 | 4
41 0

Beim Ubergang von einer Zeile zur nichsten iibertrigt man jeweils die rechte Zahl
in die linke Spalte und fiillt die rechte Spalte mit dem Rest der beim Teilen mit
Rest iibrigbleibt. Man wiederholt dieses bis in der rechten Spalte einer Zeile Null
steht, die Zahl in der linken Spalte dieser Zeile ist dann der grofite gemeinsame
Teiler.
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2.1. Rechnen in Z, Primzahlen und Teiler

Dieses Verfahren ist sehr wichtig und hat darum auch einen eigenen Namen.

Satz 2.1.10 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N* mit a > b. Der Algo-
rithmus

Euklid(a, b)
IF b =0 THEN return a
ELSE return Euklid(b, a mod b)

terminiert nach endlich vielen Schritten und liefert ggT(a,b).

Beweis. Fiir jede Ausgangswahl von a,b € N* gilt 0 < a mod b < b, also wird
das zweite Argument des Aufrufs in jedem Schritt echt kleiner. Damit muss es in
endlich vielen Schritten nach Null kommen, d.h. der Algorithmus terminiert.
Seien a,, b, die Eingangswerte beim n-ten Aufruf von Euklid. Terminiert der
Algorithmus nach n Schritten, d.h. ist b, = 0, so bedeutet das a,,_; mod b, _; = 0,
d.h. b,_1|a,—1. Damit ist nach Lemma ZT.8[(b)]

geT(an_1,bp_1) = b1 = a, = Euklid(a, b).
Andererseits ist nach des selben Lemmas
geT(an_1,bp-1) = ggT(an_2,bn_2) = -+ = gegT(ag, by) = ggT(a,b). O

Satz 2.1.11 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N* mit a > b.
Der Algorithmus

Erw-Euklid(a, b)
IF b = 0 THEN return (a, 1,0)
ELSE DO
(d, z,y) := Erw-Euklid (b, @ mod b)
return (d,y,z — |a/b] - y)
OD

terminiert nach endlich vielen Schritten und liefert (d, k,?¢) = Erw-Euklid(a,b)
mit d = ggT(a,b) und die Zahlen k und ¢ erfillen die Beziehung

d = ggT(a,b) = ka + (b.

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen, sondern nur kurz erwéihnen, dass der
Algorithmus zur Bestimmung von d genau der selbe ist wie im einfachen Eu-
klidschen Algorithmus, man also den Beweis, dass dies der ggT ist und dass der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten terminiert von oben iibernehmen kann.
Die zweite Aussage iiber die Zahlen k und ¢ beweist man schliellich per Induk-
tion nach der Anzahl der rekursiven Aufrufe, aber das soll hier nicht ausgefiihrt
werden.
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Beispiel 2.1.12. Wir starten den erweiterten Euklid mit a = 72 und b = 5. Wie
oben bekommen wir ein Schema:

[alb[la/b] [ K¢ |

72[5] 14]-2] 29=1-14-(-2)
52 2] 1] 2=0-2-1
21 21 0] 1=1-2-0
1[0 1| 0

Man rechnet dabei zunédchst die ersten zwei Spalten wie in Beispiel 2.1.9] und
protokolliert zusétzlich in der dritten Spalte jeweils den Quotienten der ersten
beiden Spalten mit. Damit bekommt man schon mal den ggT in der linken unteren
Ecke, hier ist er 1.

Nun schreibt man 1 und 0 in die unterste Zeile der k- und ¢-Spalte und rechnet
von unten wieder rauf. Dabei kommt in die k-Spalte jeweils der Wert aus der
(-Spalte in der Zeile drunter und in die /-Spalte kommt x — ¢ - y, wobei = der
Wert aus der k-Spalte der Zeile darunter, ¢ der Quotient aus der aktuellen Zeile
und y der Wert aus der /-Spalte der Zeile drunter ist.

Das Endergebnis besteht nun aus dem ggT der beiden Zahlen und aus den Ein-
tragen bei k und ¢ in der ersten Zeile. Fiir diese beiden Zahlen gilt dann (vgl.
den Satz) ggT(a,b) = ka + (b.

In obigem Beispiel haben wir tatséchlich

ka+0b=(—2) 72429 -5 = —144 4+ 145 = 1 = ggT(72,5).

Beispiel 2.1.13. Erw-Euklid liefert auch eine Methode, um Gleichungen zu l6sen
der Form: Gegeben a und n mit ggT(a,n) = 1, finde  mit ax = 1(mod n). Ist
namlich (d, k, () = Erw-Euklid(n, a), so gilt d = 1 und 1 = kn + la, also

1 mod n = (kn + ¢a) mod n = ¢a mod n.

Also ist © = ¢ eine Losung.

Als Beispiel betrachte man 93z = 1 (mod 100). Wegen Erw-Euklid(100,93) =
(1,40,—43) ist £ = —43 mod 100 = 57 eine Losung. Tatséchlich ist 57 - 93 =
5301 =1 (mod 100).

2.1.3. Der kleine Satz von Fermat

Satz 2.1.14 (Kleiner Satz von Fermat). Fir alle Primzahlen p und alle a € N
gilt @ = a (mod p).

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach a.
Induktionsanfang: Fiir a = 0 gilt 0 = 0 = 0 (mod p).
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein a € N gelte a”? = a (mod p).
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Induktionsschluss: Nach der allgemeinen binomischen Formel gilt

(a+1)P = a? + (f)ap—l + (g)ap—2+---+ (pf 1)a+ 1, (21)

wobei fiir jedes k € {1,2,...,p— 1}

p\ _p-(p=1)-...-(p—k+1)
(k;): 12k €N

ist. Da k in jedem Fall kleiner als p ist, und p eine Primzahl, muss dieser Ausdruck
fiir jedes k € {1,2,...,p — 1} durch p teilbar sein. Damit liefert (2.1])

(a+1)?mod p= (a’+0-a" " +0-a">+---+0-a+1) mod p = (a"+ 1) mod p.

Nach der Induktionsvoraussetzung ist a? mod p = a, also haben wir schliellich
(a+1)? mod p = (a+ 1) mod p,

womit die Behauptung fiir a + 1 gezeigt ist. O

Korollar 2.1.15. Ist p Primzahl und a € N eine Zahl, die nicht von p geteilt
wird, so gilt a?~* =1 (mod p).

Beweis. Nach Satz 2114 gilt a? = a (mod p), es gibt also ein k € Z mit a? =
kp+ a, womit a(a?~t —1) = kp folgt. Damit teilt p das Produkt a(a?~'—1). Da p
eine Primzahl ist, muss nun entweder p|a oder p|(a?~'—1) gelten. Ersteres ist nach
Voraussetzung gerade ausgeschlossen, also gilt zweiteres, d.h. (a?~! —1) mod p =
0. Das liefert a?~! mod p = 1 mod p, also die Behauptung. O

2.2. Die Mathematik hinter Public-Key-Verfahren
der Kryptographie

Das Ausgangssituation der Kryptographie ist, dass jemand, der iiblicherweise
Bob genannt wird, jemand anderes, iiblicherweise Alice, eine Nachricht zukom-
men lassen will, ohne dass diese von anderen Personen gelesen werden kann. Die
Inkarnation des Bosen, die versucht an die Nachricht zu gelangen, wird dabei
iblicherweise Eve genannt.

Das Grunddilemma lautet: Bob konnte die Nachricht verschliisseln, doch dazu
miissen sich Bob und Alice zunéchst iiber den Schliissel einigen und wie macht
man das so, dass Eve nicht die Kommunikation iiber den Schliissel abféingt? Eine
Losung liefert die modulare Arithmetik; wie, das wollen wir hier kurz anhand des
RSA-Algorithmus beschreiben. Dieser ist benannt nach den Entwicklern Roland
Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman und er ist einer der grundlegenden
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Public-Key-Verfahren, d.h. Verschliisselungsverfahren, bei denen Alice den Ver-
schliisselungsschliissel einfach offentlich zugénglich macht.

Die Stérke des Algorithmus steht und fallt damit, dass es kein effizientes Verfahren
zum Zerlegen grofler natiirlicher Zahlen in ihre Primfaktoren gibt.

Der Algorithmus braucht drei Schritte, die einmalig zur Vorbereitung von Alice
ausgefiihrt werden miissen:

1. Alice wéhlt zwei (grofie) Primzahlen p und ¢ mit p # ¢ und berechnet n = p-q
und N=(p—1)-(¢g—1).

2. Alice wihlt ein e € N mit ggT(e, N) = 1 und bestimmt dann ein = € N mit
ex =1 (mod N), vgl. Beispiel 22I.13

3. Alice schickt unverschliisselt und frei zugénglich das Zahlenpaar (n, e) an Bob,
das ist ihr sogenannter Public Key.

Verschliisseln und Entschliisseln einer Nachricht M € N mit M < n geht dann
S0:

Verschliisseln: Bob rechnet M’ := M¢ mod n und schickt das Ergebnis an
Alice.

Entschliisseln:  Alice rechnet M” := (M')* mod n.

Zum Entschliisseln verwendet Alice ihren sogenannten Private Key (n,x). Dieser
ist nur ihr bekannt und um z aus dem public key (n, e) zu berechnen, brauchte
man N, d.h. p und ¢ und damit die Primfaktorzerlegung von n.

Es bleibt uns noch zu zeigen, dass Alice auch wirklich Bobs Nachricht lesen kann,
d.h. dass M" = M gilt.

Satz 2.2.1. Mit obigen Bezeichnungen gilt M" = M mod n = M fir alle
M <n.

Beweis. Es ist nach Konstruktion ex = 1 (mod N), wobei N = (p—1)(qg—1) ist.
Also gibt es ein k € Nmit ez =1+ k(p— 1)(¢ — 1), woraus

M = M - Me=Da-Dk _ pr. (Mpfl)(qfl)k

folgt. Nun betrachten wir zwei Fille: Ist M # 0 (mod p), so liefert der kleine
Satz von Fermat, vgl. Korollar ZZI.T5, M?~! mod p = 1, und damit ist

M®® mod p = (M mod p) - (MP~* mod p)*Y* mod p = M mod p.

Ist dagegen M ein Vielfaches von p, so gilt ebenfalls M“* mod p = M mod p,
denn dann steht auf beiden Seiten der Gleichung Null.
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Mit der selben Argumentation fiir ¢ statt p bekommen wir auch
M = M - (Mq71>(p71)k
und damit
M®® mod ¢ = (M mod ¢q) - (M? mod ¢)?~Y*¥ mod ¢ = M mod q.

Zusammengenommen gibt es also zwei Zahlen ki, ko € N mit M = M + kip =
M + koq, woraus insbesondere kip = koq folgt. Nun sind aber p und ¢ zwei
verschiedene Primzahlen. Das bedeutet p|ks und wir bekommen noch ein k3 € N
mit ky = k3p. Damit haben wir nun endgiiltig

M mod n = (M + kspq) mod n = (M + ksn) mod n = M mod n =M. O

2.3. Gruppen

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der abstrakten Beschreibung des Rechnens.
Wir beschrénken uns dazu zunéchst auf nur eine Rechenoperation. Diese kann
ein Plus, ein Mal oder noch etwas anderes sein. Deshalb brauchen wir ein neues
nicht mit Assoziationen beladenes Zeichen, als das wir im Folgenden meistens ,, x“
nehmen.

Definition 2.3.1. Fine Gruppe ist eine Menge G # O mit einer Abbildung
(Verkniipfung) x : G x G — G, so dass gilt

(a) Fiir alle a,b,c € G gilt ax (bxc) = (a*xb) xc. (Assoziativitit)

(n) Es gibt ein n € G, so dass fir alle a € G gilt nxa = a und a xn = a.
(Ezistenz eines neutralen Elements)

() Zu jedem a € G gibt es eina € G, so dass axa = n und a *a = n gilt.
(Ezistenz des inversen Elements)

Gilt zusdtzlich noch
(k) Fiir alle a,b € G istaxb=bxa (Kommutativitit),
so heifsit die Gruppe G abelsch.

Beispiel 2.3.2. (a) Z mit der tiblichen Addition ist eine abelsche Gruppe, aber
nicht N.

(b) Q mit der tiblichen Addition und @Q \ {0} mit der iiblichen Multiplikation
sind abelsche Gruppen.
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(c)

28

Sei M eine beliebige nichtleere Menge und

F:={f: M — M bijektiv}.

[13

Dann ist F' mit der Verkettung ,0o“ als Verkniipfung eine Gruppe. Man
nennt diese die Permutationsgruppe von M.

Man beachte, dass diese Gruppe i.A. nicht abelsch ist. Machen Sie sich das
an dem Beispiel M = R und f(x) = 23, g(z) = = + 1 Klar.

Um einzusehen, dass (F|, o) eine Gruppe ist, miissen wir uns zunéchst iiber-
legen, dass o eine verniinftige Verkniipfung auf F' ist, d.h. dass fiir alle
f,g € Fauch fog € F, also bijektiv, ist. Das war aber gerade die Aussage
von Ubungsaufgabe [LZ.9.

Nun miissen wir noch (a), (n) und (i) zeigen. Zum Nachweis von (a) rechnen
wir fiir drei Funktionen f, g, h € F, dass fiir alle z € M gilt

[folgoh)](z) = f((goh)(x)) = f(g(h(x))) = (fog)(h(x)) = [(fog)oh](x).
Das bedeutet aber gerade, dass fo (goh) = (fog)oh ist.
Ein neutrales Element konnen wir explizit angeben, ndmlich die Identitéat

id : M — M mit id(z) = « fiir alle x € M. Es gilt ndmlich fiir alle f € F
und jedes z € M

(ido f)(x) =id(f(x)) = f(z) und (feid)(z) = [f(id(z)) = f(x).

Damit haben wir ido f = f und f oid = f und somit gezeigt, dass id ein
neutrales Element in F' ist.

SchlieBlich ist jedes f € F bijektiv, besitzt also eine Umkehrfunktion f~1,
die wiederum bijektiv, also ein Element von F ist. Fiir diese gilt fof~! = id
und f~'o f = id, vgl. Satz [L4H, also ist jeweils f~! das inverse Element

zu f.

Betrachtet man eine geometrische Figur in der Ebene und alle Spiegelungen
und Drehungen der Ebene, die die Figur auf sich selbst abbilden, so erhélt
man die sogenannte Symmetriegruppe der Figur. Nimmt man beispielswei-
se ein Quadrat @, vgl. Abbildung 1] so ist die Symmetriegruppe gerade
gegeben durch

G = {Spiegelung an a, Spiegelung an b, Spiegelung an ¢, Spiegelung an d,
Drehung um 90°, Drehung um 180°, Drehung um 270°, id}

Machen Sie sich klar, was die Verkniipfung in dieser Gruppe ist und dass
es sich mit dieser tatsdchlich um eine Gruppe handelt. Was ergibt die Spie-
gelung an a verkniipft mit der Spiegelung an b7 Ist diese Gruppe abelsch?
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Abbildung 2.1.: Das Quadrat ¢ mit den Symmetrielinien a, b, ¢ und d

(e) Zu n € N* betrachten wir wieder die Menge Z, = {0,1,... ,7{\—/1} der
Restklassen modulo n. Definieren wir fiir a, b € Z,,

a+b:=a+b
so ist Z, mit diesem ,,+*“ eine abelsche Gruppe.

Bevor wir den Nachweis der Axiome (a), (n), (i) und (k) als Ubungsaufgabe
stehen lassen konnen, sollte zumindest geklért werden, dass obiges Plus eine
verniinftige Verkniipfung ist, d.h. dass die Definition von den gew&hlten
Représentanten a, bzw. b unabhéngig ist.

Seien dazu aq,as,b1,by € Z mit a; = ap und b, = by. Dann gilt a; =
as (mod n) und b; = by (mod n) und wir haben mit Satz auch

(ay + b1) mod n = a; mod n + by mod n = ay mod n + by mod n
= (ag + by) mod n,

oder anders ausgedriickt a; + b; = as + bs.
Satz 2.3.3. Sei (G, %) eine Gruppe. Dann gilt
(a) G enthdlt nur ein neutrales Element.
(b) Zu jedem a € G gibt es genau ein Inverses.

(c) Fir gegebene a,b,c,d € G sind die Gleichungen a x x = b und % ¢ = d
jeweils eindeutig losbar.

Beweis. (a) Seien ni,ns € G neutrale Elemente. Dann gilt durch zweimalige
Anwendung von (n)
Ny = nNq *xNg = No.
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(b) Sei a € G. Die Existenz eines inversen Elements zu a garantiert uns (i), zu
zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Dazu seien b, und b, inverse Elemente von
a. Dann gilt

b1@bl*ngbl*(a*@)@(bl*a)*@gn*bg@bg'

(c) Wir betrachten nur die erste Gleichung, das Argument fiir die zweite ver-
lauft analog. Zum Nachweis der Existenz einer Losung geben wir einfach
eine an, ndmlich x = @ * b, denn fiir dieses = gilt

a*x:a*(a*b)@(a*a)*b@n*b@b'

Um Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir wieder zwei Losungen x; und z,
her. Dann gilt a * x7 = b = a * x5 und damit auch @* (a * x1) = @ * (a* x3).
Mit (a) folgt daraus (@*a)*x; = (@*a)*xe, was, (i) folgend, nxz; = n*xxs
bedeutet. Werfen wir nun noch Axiom (n) dazu, liefert das 1 = x9 und wir
sind fertig. O

Ubungsaufgabe 2.3.4. Es sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element n.
Zeigen Sie:

(a) Fiir alle g € G gilt g = g.
(b) Esist m =n.

(c) Ist G endlich, so gibt es ein k € Nmit g« g*---% g =n.
—_—

k Mal

2.3.1. Untergruppen

Beispiel 2.3.5. Wir betrachten die Menge 2Z = {...,—6,—4,—-2,0,2,4,6,...}.
Dann ist 2Z mit der iiblichen Addition aus Z wieder eine Gruppe, denn fiir je 2
Elemente aus 27 ist deren Summe wieder in 27, das neutrale Element 0 ist in 2Z
und zu jedem z € 27Z ist auch das inverse Element —z € 27Z.

Damit ist also (2Z,+) eine Teilmenge der Gruppe (Z, +), die selbst wieder eine
Gruppe ist. Solche Phdnomene gibt es sehr oft und wir wollen dies im Folgenden
ein wenig untersuchen.

Definition 2.3.6. FEine Teilmenge U einer Gruppe (G, x) heifst Untergruppe von
G, falls auch (U, x) eine Gruppe ist.

Beispiel 2.3.7. (a) Die Teilmengen G und {n} sind Untergruppen einer jeden
Gruppe G. Man nennt diese die trivialen Untergruppen von G.
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(b) Erinnern wir uns noch einmal an die Symmetriegruppe des Quadrates aus

Beispiel @, so hat diese neben den trivialen Untergruppen noch die
Untergruppe, die aus den drei Drehungen zusammen mit der Identitét, die
man auch als Drehung um 0° auffassen kann, besteht. Indem Sie sich das
klar machen, kénnen Sie schon einiges Gefiihl fiir Gruppen gewinnen.

Bilden auch die Spiegelungen eine Untergruppe?

Satz 2.3.8 (Untergruppenkriterium). Eine Teilmenge U einer Gruppe (G, *) ist
genau dann eine Untergruppe von G, wenn

(UG1) U # 0 und

(UG2) fiir alle a,b € U ist auch axb e U.

Beweis. ,,=* Ist U eine Untergruppe, so muss U eine Gruppe sein und damit

zumindest ein neutrales Element enthalten, also ist U nicht leer und wir
haben (UG1).

Wir zeigen als néchstes, dass das neutrale Element von U, das wir mit ny
bezeichnen, gleich dem neutralen Element ng von G ist. Dazu bezeichne nigy
das Inverse zu ny in G. Dann gilt ny = ny * ny, also

ng =ny xny = (ny *ny) *nyg = ny * (ny *iy) = ny *ng = ny.

Seien nun a,b € U und sei b das inverse Element von b in G. Da U eine
Gruppe ist, hat b auch ein inverses Element bin U. Sind die beiden wirklich
verschieden? Nein, denn wegen bxb = bxb = ng = ng ist b auch ein Inverses
von b in G und dieses ist in der Gruppe G eindeutig, vgl. Satz 2.3 -@
Also gilt b = be U.DaU eine Gruppe ist, muss schlussendlich mit a und
b auch a * b € U sein und wir sind fertig.

Sei U C G so, dass (UG1) und (UG2) gelten. Wir miissen zeigen, dass U
dann eine Gruppe ist, d.h. dass % : U x U — U gilt, und dass die Axiome
(a), (n) und (i) erfiillt sind.

Zunichst ist * auf U assoziativ, da dies auf G gilt. Wir haben also (a).

Weiter gibt es wegen (UG1) auf jeden Fall irgendein a € U. Wegen (UG2)
ist dann auch a xa@ =n € U. Nun ist jedes Element b € U auch in G und
dort gilt n b= b und b*n = b, also gilt das auch in U und wir haben (n)
gezeigt.

Zum Nachweis von (i) sei nun a € U gegeben. Da nach obigen Uberlegungen
das neutrale Element n von G ebenfalls in U liegen muss, gilt wiederum nach
(UG2) nun nxa=a € U.

Es bleibt zu zeigen, dass * eine verniinftige Verkniipfung auf U ist, die
Elemente aus U zu Elementen aus U verkniipft. Seien dazu a,b € U. Wie
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wir oben schon gezeigt haben, ist dann auch b € U und wegen (UG2) und
dem Resultat von Ubungsaufgabe 2.34][(a)| haben wir a xb=axbeU. O

Lemma 2.3.9. Sei (G, x) eine Gruppe, I eine beliebige Indexmenge und U; sei
fiir jedes 7 € I eine Untergruppe von G. Dann ist auch der Schnitt all dieser
Untergruppen, d.h.

ﬂUj:{xGG:xGUjfdrjedesjEI},
jel
eine Untergruppe von G.

Beweis. Wir wenden das Untergruppenkriterium an. Da alle U; Untergruppen
sind, muss jede dieser Gruppen das neutrale Element n von GG enthalten, vgl. den
Beweis von Satz 2.3.8, also ist dieses auch im Schnitt aller U;, j € I, enthalten
und wir haben (., U; # 0.

Zum Nachweis von (UG2) seien a,b € [);c; U;. Das bedeutet, dass diese beiden
fiir jedes j € I in der Untergruppe U; enthalten sind. Dann liefert aber Satz [2.3.8
sofort a b € U, und zwar fiir jedes j € I. Also haben wir auch a * be ﬂjel U;

und sind fertig. O
Definition 2.3.10. Sei G eine Gruppe und M C G. Dann heifit

(M) = N U

U Untergruppe von G
UDM

Erzeugnis von M oder die von M erzeugte Untergruppe.

Bemerkung 2.3.11. Man beachte, dass nach Lemma das Erzeugnis (M)
immer eine Untergruppe von G ist. Tatséchlich ist (M) die kleinste Untergruppe
von GG, in der M ganz enthalten ist.

Insbesondere gilt M = (M) <= M Untergruppe von G.

Beispiel 2.3.12. Betrachten wir in der Gruppe (Z, +) die Teilmenge M = {2},
so gilt (M) = 2Z, denn zum Einen miissen natiirlich die Zahlen 2, —2, 0, 2 4 2,
—2—-2,242+42 —2—2—2 ... drin sein, d.h. 2Z C (M). Zum Anderen ist 27Z
eine Untergruppe von Z, vgl. Beispiel .35 also haben wir auch (M) C 27Z und
damit Gleichheit.

Zur Verkiirzung der Notation fithren wir noch die folgende Schreibweise fiir ein
Gruppenelement g einer Gruppe (G, *) und eine Zahl k € Z ein:

(gxgxgx---xg, fallsk >0,

J/

kMal
g~ = , falls k = 0,
xgxgx---xqg, fallsk <D0.

(2 3

/

L k Mal
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Ubungsaufgabe 2.3.13. (a) Bestimmen Sie ({3,6}) und ({3,2}) in (Z, +).
(b) Zeigen Sie: Ist (G, *) Gruppe und g € G, so gilt ({g}) = {¢* : k € Z}.

2.3.2. Gruppenhomomorphismen

Definition 2.3.14. (a) FEs seien (G,*) und (H,o) Gruppen. Fine Abbildung
f: G — H heifft (Gruppen-)Homomorphismus, falls

flg1 % g2) = f(g1) © f(g2) fir alle g1,92 € G
qgilt.
(b) FEin bijektiver Gruppenhomomorphismus heifft (Gruppen-)Isomorphismus.

(¢c) Zwei Gruppen G und H, fir die ein Isomorphismus f : G — H existiert,
heiffen isomorph.

Beispiel 2.3.15. (a) Die Abbildung

;- (Z,+) — (Z,+)
Tk — 4k

ist ein Homomorphismus, denn fiir alle k, ¢ € Z gilt
flk+0)=4(k+0) =4k + 40 = f(k)+ f(L).

Allerdings ist f kein Isomorphismus, denn f ist nicht surjektiv.

Zeigen Sie, dass f : (Z,+) — (4Z,+) ein Isomorphismus ist.

(b) Die Abbildung
.. {(Kﬂ = R\ {0},)

z — 27
ist ebenfalls ein Homomorphismus, denn fiir alle z1, x5, € R gilt
gy +xg) = 271772 = 271 22 = g(21) - g().
Ist g ein Isomorphismus?

Ubungsaufgabe 2.3.16. Zeigen Sie: Ist (G, *) eine Gruppe und g € G ein
beliebiges Gruppenelement, so ist

G =G
< h +—gxhxg

ein Homomorphismus.
Finden Sie weiter Beispiele von Gruppen G und Elementen g € G, so dass g
einmal ein Isomorphismus ist und einmal nicht.
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Satz 2.3.17. Es seien (G,*) und (H,o) Gruppen mit neutralen Elementen ng
bzw. ng und f: G — H ein Homomorphismus. Dann gilt

(a) f(ng) =
(v) f(g) = f(g) fir jedes g € G.
(c) f(G) ist eine Gruppe, d.h. eine Untergruppe von H.

(d) Ist G abelsch, so ist auch f(G) abelsch.

Beweis. (a) Dank (n) haben wir ng = ng * ng. Also ist wegen der Homomor-
phieeigenschaft von f auch f(ng) = f(ng * ng) = f(ng) ¢ f(ng). Weiter
hat f(ng) wie jedes Gruppenelement wegen (i) ein Inverses f(ng) in H.
Damit gilt

ng = f(ne) o f(ng) = f(na) o (f(ne) o f(ng))
(F(na) o f(n6)) © f(ne) Lo o f(ne) 2 fine).

(b) Sei g € G. Dann gilt mit der Homomorphieeigenschaft von f und Teil @
des Beweises.

f(g)o [(9) = flg*x79) = f(ng) = nu,
f(@) o flg) = f(G*9) = f(ne) = nu.
Also ist f(3) = f(9).

(¢c) Wir wenden das Untergruppenkriterium an. Wegen Teil [(a)] des Beweises
gilt ny = f(ng) € f(G), also ist f(G) # 0 und wir haben (UG1). Zum
Nachweis von (UG2) seien hy, hy € f(G) gegeben. Dann gibt es g1,9, € G
mit f(g1) = hi und f(g2) = ho. Mit diesen haben wir dank Teil [(b)]

hiohy = f(g1)o flg2) = f(g1) o (@) = flg1 *T) € F(G).

(d) Sei nun G abelsch und seien hq, hy € f(G). Dann gibt es wieder g1, 92 € G
mit f(g1) = hy und f(g2) = he und wir bekommen

Iy ohs = fg1) o f(g2) = Flar % 92) 2 F(gs% 1) = [(g2) & F(gn) = ha o .
]

Definition 2.3.18. Es seien (G, *) und (H, <) Gruppen mit neutralen Elementen
ng bzw. ng und f : G — H ein Homomorphismus. Dann heifit ker(f) := {g €
G: f(g) =ny} Kern von f.
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Beispiel 2.3.19. Wir betrachten

n — 2n.

;. {(Zm) = (Za4)

Diese Abbildung ist wegen

P
—_—

F(fy + i) = f(m1 4 ng) = 2(ny +ng) = 20y + 20y = f(7iy) + f (1)

ein Homomorphismus mit

f(0O)=0, f1)=2, f(2)=4=0, f3)=6=2.
In diesem Fall ist also ker(f) = {0, 2}.
Satz 2.3.20. Die Menge ker(f) ist immer eine Untergruppe von G.

Beweis. Es ist immer f(ng) = ny, vgl. Satz Z3.17((a)] also ist ng € ker(f) und
damit ker(f) # (). Seien nun gy, go € ker(f). Dann gilt

[l x32) = f(g1) © f(=) = flg1) © f(g2) = ng oTm = ng ony = ny.

Also ist auch g; * gz € ker(f) und die Behauptung folgt aus dem Untergruppen-
kriterium. O

Insbesondere haben wir damit gesehen, dass {0, 2} eine Untergruppe von (Zy, +)
ist.

2.4. Ringe und Korper

2.4.1. Ringe

Definition 2.4.1. (a) FEine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R — R und
- R — R heifst Ring, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

e Va,b,ce R:a-(b-c)=(a-b)-c, d.h. ,“ist assoziativ.

o Va,bce R:a-(b+c¢)=a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-c, dh.
die beiden Verkniipfungen erfiillen die Distributivgesetze.

(b) Das neutrale Element der Gruppe (R,+) heiffit Nullelement, Symbol: 0.

(c) Ezistiert ein Element 1 € R mit a-1=1-a = a fir jedes a € R, so heifit
1 Einselement von R und man nennt dann R einen Ring mit Eins.
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(d) Ist zusdtzlich die Verknipfung .- auf R kommutativ, so nennt man R einen

kommutativen Ring.

Beispiel 2.4.2. (a) (Z,+,-), (Q,+,-) sind kommutative Ringe mit Eins.

(b)

(0)

Rlz], d.h. die Menge aller Polynome in einer Variablen iiber R, ist ein kom-
mutativer Ring mit dem Einselement, das durch das konstante Polynom 1
gegeben ist.

Sel n € N N mit n > 2. Definieren wir auf 7Z, eine Multiplikation durch
b =a-b, so ist diese nach Satz ] 2.1.5l[(b)] wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass (Z,, +, -) sogar ein kommutativer Ring mit Eins
ist. Dazu erinnern wir uns zunéchst, dass wir in Beispiel bereits
festgestellt haben, dass (Z,,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Assoziati-
vitdt und die Kommutativitat von ,,-“, sowie die Distributivgesetze konnen
wir leicht auf die entsprechenden Elgenschaften von Z zurlickspielen. Hier
fiihren wir beispielhaft nur das Assoziativgesetz vor. Fiir alle k, 0, m € Z,
gilt

—_—

(E-0)-m=k0-m=0k 0 -m=k-(L-m)=k-(-m).

Schliefilich bleibt uns noch das Einselement zu indetifizieren, aber auch das
ist nicht sonderlich schwer, denn fiir alle k € Z,, gilt 1 -k =1 - 1 k= k, also
ist 1 das Einselement von (Zn, +,-).

Was bei der Multiplikation in Z, fiir konkrete (kleine) Werte von n passiert,
kann man sich gut mit Multiplikationstafeln klar machen. Hier sind die fiir

01 2 3 4 01 2 3
010 0 000 010000
110 1 2 3 4 110 1 2 3
210 2 4 1 3 210 2 0 2
310 3 1 4 2 310 3 2 1
410 4 3 2 1

Schreibweise 2.4.3. Sei (R, +,-) ein Ring.

(a) Das zu r € R additiv inverse Element bezeichnet man mit —r und fiir

r,s € R schreibt man r — s statt r + (—s).

(b) Oft lasst man das - “ weg und schreibt rs statt r - s firr,s € R.

Satz 2.4.4. Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jedesr € R gilt 0-r=1r-0=0.
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(b) Fiir aller,s € R gilt (—r)-s=1r-(—s)=—(r-s) und (—r) - (—s) =rs.
(¢) Fir jede Wahl von r,s,t € R gilt (s —t) =rs —rt.

Beweis. (a) Sei r € R. Dann gilt wegen (n) und dank des Distributivgesetzes
r-0=7r-(04+0)=7r-0+7r-0. Da (R,+) eine Gruppe ist, besitzt r - 0 ein
additives Inverses —(r - 0). Mit diesem gilt

O=r-0—-r-0=(-0+7-0)—r-0=7r-0+(r-0—r-0)=r-0.

(b)) Ubung. O

Analog zur Situation bei Gruppen definieren wir Homomorphismen und Isomor-
phismen von Ringen, als die Abbildungen, die die beiden Verkniipfungen von
Ringen respektieren.

Definition 2.4.5. Seien (R, +,-), (S,®,®) Ringe.

(a) Eine Abbildung f : R — S heifst (Ring-)Homomorphismus, falls fir alle
r,s € R qilt

frt+s)=fr)ofls) und  f(r-s)=f(r)O [f(s). (2.2)

(b) Sind R und S Ringe mit Eins und sind 1g und 1g die beiden Finselelemente,
so fordert man zusdtzlich zu (2.2])

f(1g) = 1g.

(c¢) FEinen bijektiver Ringhomomorphismus nennt man (Ring-)Isomorphismus
und sagt in diesem Fall, dass die beiden Ringe R und S isomorph sind.

Bemerkung 2.4.6. Wie bei Gruppen gilt auch fiir Ringe, dass das Bild eines
Rings unter einem Ringhomomorphismus immer wieder ein Ring ist.

2.4.2. Korper

Die letzte klassische Rechenart, die wir jetzt noch nicht untersucht haben, ist
das Teilen. Zum Teilen brauchen wir auf jeden Fall eine Eins, wir sollten also
mit einem Ring mit Eins R starten und uns iiberlegen, was wir weiterhin zum
Teilen brauchen. Teilen durch ein » € R bedeutet Multiplizieren mit 1/r, aber
was ist das, 1/r? Das ist ein Element, das, wenn wir es mit r multiplizieren das
Einselement ergibt. Wegen Satz M@ heiflt das von vornherein, dass wir Teilen
durch Null komplett vergessen kénnen. Um ansonsten freiziigig teilen zu konnen,
fordern wir also, dass es zu jedem r € R\ {0} ein Element r~' € R gibt mit
reort=rt.r=1

Nun erhebt sich natiirlich die Frage: Gibt es solche Ringe? Ja, z.B. Q und R sehen
gut aus. Wie ist es mit unseren anderen Beispielen?
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Z:: Nein, sicher nicht, denn es gibt kein £ € Z mit k-2 = 1.
R[z]: Ebensowenig, denn fiir welches Polynom P gilt P(z) - 2* = 17

Z,: Hier ist die Sache weniger klar und héngt von n ab (wie genau werden wir
weiter unten sehen). Wir betrachten die Beispiele n = 4 und n = 5, vgl.

Beispiel 2242

Firn=4gilt2-2=4=0, was schon mal befremdlich aussieht. Nehmen
wir nun an, es gibe ein Element 271 € Zy4, also ein n € {0,1,2,3} mit
n =271, so folgt

0=0-n=0-n=2-2.2"1=2

was ein sauberer Widerspruch ist, also kann man in Z, nicht durch 2 teilen.

In Zs sieht das schon anders aus. Aus der Multiplikationstabelle in Bei-

spiel 2.4.2] liest man ab:

=1 2'=3

37'=2 4'=4

)

Dem befremdlichen Verhalten von Z, oben geben wir zunéchst einen Namen.

Definition 2.4.7. Sei (R, +, ) ein Ring. Gibt es Zahlenr,s € R\{0} mitrs =0,
so heifst r ein linker und s ein rechter Nullteiler.

Wir wollen nun den besonders schénen Ringen, in denen wir durch alles aufler
der Null teilen konnen, einen eigenen Namen geben.

Definition 2.4.8. Fin kommutativer Ring mit Eins K, in dem zusdtzlich (K \
{0}, ) eine abelsche Gruppe ist, heifst Korper.

Beispiele von Korpern sind die rationalen Zahlen Q, sowie die reellen Zahlen R
und wie wir oben gesehen haben Zj.

Bemerkung 2.4.9. Da es in der Defintion des Korpers etwas versteckt ist, sei
an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, dass in jedem Korper 1 # 0 gelten
muss, denn die Eins ist das neutrale Element der Gruppe (K \ {0}, ) und kann
damit nicht Null sein.

Wir wollen nun zeigen, dass es in Kérpern keine Nullteiler geben kann.
Satz 2.4.10. Ist K ein Korper, so gilt fir alle x,y € K

x-y=0=2=0 odery =0.
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Beweis. Seien x,y € K mit x-y = 0. Ist z = 0 sind wir fertig, sei also x # 0. Dann
gibt es das multiplikative Inverse 27! € K und wir haben mit Unterstiitzung von

Satz m@

0
Satz 2.4.11. Der Ring (Zy,+, ) ist genau dann ein Kérper, wenn n prim ist.

Beweis. ,,=" Sei n nicht prim. Dann gibt es p,r € {2,3,...,n— 1} mit n = pr.
Das bedeutet aber p -7 = pr = n = 0 und da p und 7 beide nicht gleich 0
sind, hat Z,, also Nullteiler und kann kein Korper sein.

Zum Nachweis der Riickrichtung beobachten wir zunéchst, dass (Z,,+, )
nach Beispiel ein kommutativer Ring mit Eins ist, es bleibt also nur
zu zeigen, dass jedes Element von Z,,, das nicht Null ist, ein mulitplikatives
Inverses besitzt. Sei also a € {1,2,...,n — 1} gegeben.

Da n prim ist und a < n gilt, bekommen wir aus dem kleinen Satz von
Fermat, vgl. Korollar 2.5, dass a” ! = 1 (mod n) ist. Das bedeutet in

Z, gilt a»=! = 1. Betrachten wir nun das Element b := a"~2 € Z,, so gilt

—_— /S~

a-b=a-a"2=qa-a"2=qa"!1=1.

Also ist @' = b = a»—2 das gesuchte inverse Element und wir sind fertig.
O

Definition 2.4.12. Seien (K, +,-) und (L,®,®) Kiérper mit Einselementen 1k
und 1;.

(a) Ein Ringhomomorphismus f : K — L (mit f(1x) = 15, vgl. Definiti-
on[2Z.3(b)) heift (Kérper-)Homomorphismus.

(b) Ist f zusdtzlich bijektiv, so heifit f (Korper-)Isomorphismus, und man nennt
dann K und L isomorph.

(c) Ist schlieflich f : K — K ein Isomorphismus, so nennt man f einen
(Korper-)Automorphismus von K.

Bemerkung 2.4.13. Wie bei Gruppen und Ringen gilt auch hier, dass fiir jeden
Kérperhomomorphismus f : K — L die Menge f(K) ein Korper ist.

Beispiel 2.4.14. (a) Jeder Kérper K hat den Automorphismus id : K — K,
dies ist der sogenannte triviale Korperautomorphismus.

(b) Ein Koérperhomomorphismus ist z.B. id : Q — R.
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Sind (K,+,+) und (L,®,®) Kérper und f : K — L ein Homomorphismus, so
ist wenig iiberraschend, dass f(Ox) = 0 und f(lx) = 1 gilt, denn f ist ja
insbesondere auch jeweils ein Gruppenhomomorphismus von (K, +) nach (L, @),
bzw. von (K \ {0},-) nach (L\ {0}, ®). Auf den ersten Blick weniger zu erwarten
ist folgendes Resultat.

Satz 2.4.15. Jeder Korperhomomorphismus f : K — L ist injektiv.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass f~'({0.}) = {0k} ist, d.h. nur das Nullele-
ment von K wird auf das Nullelement von L abgebildet. Dazu nehmen wir an, es
gibe ein € K mit x # 0x und f(z) = 0z. Wegen = # O gibt es dann 27! € K
mit x - 27! = 1x. Also ist

= f(lg) = fle-a™) = f2) © fl@™) =0, © fa7") = 0p

und das ist in einem Koérper nicht moéglich.
Seien nun xy,xe € K mit f(z1) = f(x2) gegeben. Dann gilt

flxr —x2) = f(xl + (‘902)) = f(z1) ® f(—x2) = f(21) & (—f(22))
= f(z1) © f(z2) = 0p.

Also muss nach obigen Erkenntnissen 1 — x5 = O und damit x; = x5 sein. Das
bedeutet aber gerade, dass f injektiv ist. O

Definition 2.4.16. Ist (K,+,-) ein Kérper, auf dem eine Totalordnung ,<“
gegeben ist, so dass

e Va,bce K:a<b=a+c<b+cund
e Va,b,ce K:(a<bundOg <c¢) = ac < bc
gelten, so heifst (K, +,-, <) angeordneter Korper.
Ein Paradebeispiel fiir einen angeordneten Korper ist Q.
Ubungsaufgabe 2.4.17. Ist (K, +, -, <) ein angeordneter Korper, so gilt
(a) Fir alle @ € K mit a > 0 gilt —a < 0.

(b) Fiir alle a € K gilt a* > 0.

2.5. Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.5.1. Wir definieren auf der Menge R?> = R x R eine Addition @
und eine Multiplikation ®, indem wir fir (z1,y1) und (z2,y2) € R? setzen:

(1,91) @ (22,2) = (21 + 22,01 +y2)  und
(x1,91) © (22, y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).
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Satz 2.5.2. (R? &, ®) ist ein Kirper.

Beweis. Zunéchst ist festzustellen, dass @ und ©® wohldefinierte Verkniipfungen
sind, da sie jeweils zwei Elementen von R? wieder Elemente von R? zuordnen.
Wir wenden uns also dem Nachweis zu, dass (R?, &) eine abelsche Gruppe ist.
Fiir alle (z1, 1), (T2, y2), (z3,y3) € R? gilt dank der Assoziativitidt bzw. Kommu-
tativitdt von R

((z1,91) ® (22,92)) © (w3, y3) = (21 + 22) + @3, (Y1 + y2) + y3)
- (3:1 + (g + x3), 1 + (Y2 + y3))
= (x1,51) © ((22,92) © (23, 93))

und

(@1, 51) @ (22,92) = (21 + 22,91 + 42) = (32 + 21,92 + y1) = (¥2,52) © (21, 51).
Weiterhin ist (0,0) das additive neutrale Element, denn fiir jedes (x,y) € R? gilt
(z,y) @ (0,0) = (x4 0,y +0) = (x,y).

SchlieBlich ist das zu (z,y) € R? additiv inverse Element gegeben durch (—x, —y),

denn (.T,y) ® (—SL’, _y) = (SL’ -y — y) = (070>

Die nichste Etappe ist der Nachweis, dass (R?\ {(0,0)}, ®) eine abelsche Gruppe
ist. Die Assoziativitdt und die Kommutativitdt findet man wieder durch eine
geradlinige Rechnung, die allerdings leicht langlich wird. Wir wollen hier deshalb
darauf verzichten (Weniger freundlich ausgedriickt: Der Autor kneift...). Das
multiplikative neutrale Element ist in diesem Fall gegeben durch (1,0), denn fiir
jedes (x,y) € R? gilt nach Definition der Multiplikation

(z,y) ©(L0)=(z-1-y-0,z-0+y-1) = (z,9).
Ganz so einfach zu erraten ist das multiplikativ inverse Element nicht (aber Sie
werden in wenigen Seiten wissen, wie man es sich merken kann). Wir geben uns
also ein (z,y) € R? mit (x,y) # (0,0) vor und behaupten, dass (7577 77y7) das
Inverse ist. Bevor wir das nachrechnen, beachte man noch, dass dieser Ausdruck
tatsichlich fiir alle (z,y) # (0,0) definiert ist, da der Nenner nur Null wird, wenn
x und y beide Null sind. Tatséchlich haben wir
x —y @’ —y -y xy

(z,9) © <x2+y2’ x2+y2> o (:L’2+y2 22 4 y2 a2 4+ g2 T x2+y2> = (1,0).
Damit bleibt uns zum Koérpergliick nur noch ein Distributivgesetz nachzurechnen.
Seien also (z1,y1), (T2, y2), (73,y3) € R?. Dann gilt

(1,91) © ((72,92) @ (3,43)) = (¥1,41) © (w2 + T3, Y2 + Y3)
(901 Ty 4+ x3) — y1(y2 + y3), T1(y2 + y3) + v (w2 + fEs))
(901@ + T1%3 — Y1Y2 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + T2Y1 + $3y1)
(901@ Y1Y2, T1Y2 + $2y1) D (901$3 — Y1Y3, T1Y3 + $3y1)

= (v1,91) © (T2, y2) & (v1,41) © (23, ¥3)-
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O

Definition 2.5.3. (R? &, ®) heifft Korper der komplexen Zahlen und wird ib-
licherweise mit C bezeichnet.

R —=C
Satz 2.5.4. Die Abbildung f : ist ein Korperhomomorphismus.
x — (z,0)

Beweis. Es gilt fiir alle z,y € R

flz+y)=(x+y,0) = (2,0) D (y,0) = f(z) ® f(y)

und
Da schlieBlich noch f(1) = (1,0) = 1¢ ist, sind wir schon fertig. O

Bemerkung 2.5.5. Dank Satz ist obiger Homomorphismus f : R —
{(x,y) € R* : y = 0} bijektiv. Die reellen Zahlen kénnen daher mit der Identi-
fikation = = (z,0) als Teilkorper der komplexen Zahlen aufgefasst werden. Wir
haben also unseren Zahlraum noch mal erweitert.

Beispiel 2.5.6. Wir berechnen zwei wesentliche Produkte komplexer Zahlen. Es
ist
0,1)®(0,1)=(0-0—-1-1,0-141-0)=(-1,0) = -1

und fiir alle y € R gilt

Bemerkung 2.5.7. Setzt man i := (0, 1), so gilt nach obiger Rechnung i* =
(—1,0) = —1. Damit kénnen wir eine andere, intuitiver zu verwendende Schreib-
weise der komplexen Zahlen einfithren. Wir machen uns dazu zu nutze, dass fiir

(z,y) € C mit obigen Identifikationen gilt
(,y) = (2,0)®(0,y) = (2,00 ©(L0)® (y,0) ©(0,1) =z -1+y-L
Die komplexe Addition und Multiplikation berechnet sich dann wegen

(21 +y1i) + (22 + y2i) = (21 + 22) + (Y1 +y2)i und
(1 + 1) - (22 + 9ol) = 2129 + Y1921” + 21901 + Doy
= (T122 — y1y2) + (T1y2 + T201)1,
indem man wie wir es aus R gewohnt sind rechnet und unterwegs immer i2 = —1
beachtet.
Wir werden deshalb in Zukunft auf die Kringel um Plus und Mal verzichten und
die gewohnten Symbole verwenden.

Die fiir die komplexen Zahlen fundamentale Zahl i nennt man auch die imagindre
Einheit.
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Definition 2.5.8. Sei z € C und seien x,y € R so, dass z = (x,y) = = + yi ist.
Dann heifst

Re(z) := x Realteil von z und

Im(z) :=y Imaginérteil von z.
Ist y = 0, so nennt man z reell und ist x =0, so heifit z rein imaginér.

Bemerkung 2.5.9. (a) Zunichst als Warnung vor einem héufigen Fehler der
Hinweis, dass der Imaginérteil einer komplexen Zahl immer reell ist. Es ist
z.B. Im(3 + 2i) = 2 und nicht 2i.

(b) Da die komplexen Zahlen aus R? hervorgehen, kann man sie sich gut in der
sogenannten komplexen Zahlenebene, auch Gauf’sche Zahlenebene genannt,
vgl. Abbildung 2.2 veranschaulichen.

A

Im(z)

Abbildung 2.2.: Die komplexe Zahlenebene

Definition 2.5.10. Sei z =z +yi € C mit x,y € R. Dann heifit.

Z:=x—yi zu z konjugiert komplexe Zahl und
|z == Vx? +y? Betrag von z
Satz 2.5.11. (a) Fiir jedes z € C gilt 7 = z.
(b) Die Abbildung z — Z ist ein nichttrivialer Kérperautomorphismus von C.
(¢c) Esist z+Z=2-Re(z) und z —z =2 - Im(2)i.

(d) Ein z € C ist genau dann reell, wenn z = Z gilt.

Beweis. (a) Z=x+yi=w—yi=z+yi==z.
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(b)

(c)

(d)

Zunichst ist 1 =1 = 1¢. Weiter gilt fiir alle 2 = 2 + yi und w = u + vi aus
C mit z,y,u,v € R

ztw=zc+yitutvi=z+u+(y+v)i=z+u—(y+o)i
=r—yit+u—vi=z4+w

und

zw = (x4 yi) - (u+vi) = 2u — yv + (zv + yu)i = zu — yv — (v + Yu)i
= zu— (=y)(=v) + 2(=v)i+ (=y)ul = (z + (=y)i) - (u+ (—v)i)
=(z—yi) (u—vi)=Z w.

Also ist die Konjugation schon mal ein Koérperhomomorphismus. Nach
Satz ist dieser auch injektiv, wir brauchen also zum Nachweis, dass es
sich um einen Automorphismus handelt, nur noch die Surjektivitit. Doch
diese folgt direkt aus , denn zu jedem z € C ist demnach Z ein Urbild
unter der Konjugation.

SchliefSlich ist die Konjugation nicht der triviale Kérperautomorphismus,
denn i = —i #1i.

24+ Z=ac+yi+r—yi=2r=2-Re(z) und z —Z =z +yi— (v —yi) =
2yi = 2 - Im(2)i.

Ist z € C reell, so gilt 2z = x + 0 -1 fiir ein x € R. Also ist in diesem Fall
Z=2+0-i=2—-0-i=2==z.

Gilt umgekehrt z = Z, so ist mit obiger Rechnung Im(z) = (2 —%)/(2i) = 0,
also ist z = Re(z) reell. O

Satz 2.5.12. Fir alle z, 2,20 € C gilt

(a) |2| = [z.
(b) z-z =z

(c) 271 = & falls = # 0.

(d) Re(z) < |z| und Im(z) < |z|.

(e) |z] € R und |z| >0 und (|2| =0 < 2 =0).

()

|21 2| = |21] - |22].

(9) |71+ 22| < |z1] +|22].  (Dreiecksungleichung)

Beweis. Ubung U
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Mit dem Wissen aus dieses Satzes erklart sich nun auch riickwirkend die
zunéchst unintuitive Wahl des multiplikativen Inversen im Beweis von Satz[2.5.21

Satz 2.5.13. Es gibt keine Totalordnung auf C, die C zu einem angeordneten
Korper macht.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine solche Totalordnung ,,<“. Nach Ubungs-
aufgabe ZZTIT[(b)] gilt dann 2 > 0 fiir jedes z € C. Speziell fiir z = —1 erhalten
wir also 1 = (—1)? > 0 und mit z =i erhalten wir —1 = i® > (. Das ist nun ein
Widerspruch zu Ubungsaufgabe 24T17[(a)] Also kann es solch eine Totalordnung
nicht geben. O

Satz 2.5.14 (Fundamentalsatz der Algebra). Es sei n € N* und p(z) = a,2" +
an12""1+ -+ a1z +ag ein Ploynom mit a; € C fiir j =0,1,...,n und a, # 0.
Dann hat p eine Nullstelle in C.

Insbesondere zerfillt jedes komplexe Polynom tiber C in Linearfaktoren.

Bemerkung 2.5.15. Der Fundamentalsatz der Algebra bedeutet, dass jede poly-
nomiale Gleichung iiber C lésbar ist (ja, auler 3 = 5 und Ahnlichem natiirlich. . . ).
Der entsprechende Schénheitsfehler von R, wo z.B. die Gleichung 22 +1 = 0 keine
Losung besitzt, ist damit durch die Zahlerweiterung nach C behoben. Wir werden
diese Eigenschaft von C noch sehr zu schétzen lernen.
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3. Lineare Algebra

3.1. Vektorraume

3.1.1. Das Axiomensystem und Beispiele

Definition 3.1.1. (a) Sei V eine Menge und K ein Kérper. Weiter seien zwei

Verkniipfungen
+:VxV =V, (Vektoraddition)
K xV =V (Skalar-Multiplikation)

gegeben. Die Menge V' mit diesen beiden Verkniipfungen heifst dann Vektor-
raum tber K oder auch K-Vektorraum, falls die folgenden Aziome erfillt
sind:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(V2) VveV:1l-v=u.
(V3) Vwe VVa,fe K:(af) - v=a-(8 ).
(V4) YweVVa,feK : (a+f) - v=a-v+p-v.
(V5) VovyweVVae K :a-(v+w)=a-v+a-w.
(b) Das neutrale Element der Gruppe (V,+) wird als Nullvektor bezeichnet und
die Elemente des zugrundeliegenden Kérpers K nennt man Skalare.
Ist speziell K = R, bzw. K = C, so spricht man von einem reellen, bzw.

komplexen Vektorraum.

Vektorrdume spielen in vielen Bereichen der Mathematik eine fundamentale Rolle.
Wir wollen das mit einem Stapel verschiedener Beispiele andeuten.

Beispiel 3.1.2. (a) Der Raum K" der n-Tupel
Sei K ein Kérper und n € N*. Dann ist

X
X2
Kn::\[(XKX_,.X[(l: . I‘JEKfurjzl,Q”n
nMal i
T,
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z1 1
mitdenﬁir<;),<;)€K”undaEKdurch

In Yn
1 Y1 1+ W% 1 Ty
T Y2 To + Yo T QT
+1 | = ) und a-| | =

0

gegebenen Verkniipfungen ein K-Vektorraum mit < : ) als Nullvektor. Das
.o O

Nachrechnen der Axiome ist eine leichte Ubung.

Im Falle K = R ist R der sogenannte reelle Standardvektorraum.

Aus Griinden, die erst spéter klar werden werden, ist es sinnvoll die Ele-
mente von K" als Spalten zu schreiben. Da das aber in der schriftlichen
Darstellung manchmal sehr viel Platz verbraucht, fithren wir die Notation

al T g
i) i)

(z1,29,...,2,)" = : und : = (21, 29,...,Ty,)
Ty Ty

ein. Das , T“ macht also formal aus einem Zeilenvektor einen Spaltenvektor
und umgekehrt. Man liest 27 als ,2 transponiert®.
Der Raum der p x n-Matrizen

Seien K ein Korper und p,n € N*. Dann ist K?*" der Vektorraum aller
Matrizen mit p Zeilen und n Spalten, d.h.

Q11 12 ... Qqpn
Qo1 (oo ... Oap
Xn ,__ ] . B
KPXn . — : N : e K, g=1,....p, k=1,...,n
Qp1 Qp2 ... Qpp

Eine Matriz ist also ein rechteckiges Schema aus pn Elementen aus K.
Wie kann man nun mit solchen Monstern rechnen und wozu ist das gut?
Die Antwort auf die zweite Frage werde ich Thnen im weiteren Verlauf der
Vorlesung néher bringen, zunéchst wollen wir fiir die Matrizen eine Addition
und eine Skalar-Multiplikation definieren.

Seien also A = (ayi)j=1,..pk=1,..n Und B = (Bji) =1, pk=1,..n Matrizen aus
KP*" sowie A € K. Dann definieren wir beide Verkniipfungen im Prinzip
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wie in @ komponentenweise durch

A+ B = (i) j=1,..ph=1,..0n + (Bjk)j=1,...p=1,.n := (Qj + Bjk)j=1,..pk=1,..n

an+ B e+ B2 .. i+ Bin
| ant Bor Qg+ Baa ... op + Pon
apl + Bpl Oépg + BpZ cee apn + Bpn

und

)\0411 )\&12 e )\aln
)\0421 )\&22 e )\O[Qn
)\Oépl )\Oépg Ce )\Oépn

Der Nullvektor, der hier auch Nullmatriz genannt wird, ist die Matrix, deren
Eintrédge alle Null sind. Das Nachrechnen der Axiome ist hier naturgemaf
etwas mithsamer als in [(a)] aber genauso elementar.

Hier ist noch ein konkretes Beispiel fiir das Rechnen mit Matrizen iiber Q,
bzw. R, bzw. C.

3 1 2 -2 0 3
-2 5 1 + 2 1 -2 =2
1 -1 -1 1 0 0
3 1 2 -4 0 6 -1 1 8
= -2 5 1 + 2 —4 —4 = 0 1 -3
1 -1 -1 2 0 0 3 -1 -1
Funktionenridume

Sei K ein Korper und M eine Menge. Die Menge Abb(M, K) aller Funktio-
nen von M nach K ist mit den fiir f, g € Abb(M, K) und a € K definierten
Verkniipfungen

Fig: M —K und of M — K
TV o fa) + gla) Nz = af(@)

ein K-Vektorraum.

Dies wollen wir exemplarisch ausfiihrlich beweisen. Zunéchst beobachten
wir, das die beiden oben definierten Verkniipfungen in dem Sinne wohl-
definiert sind, dass sie als Ergebnis jeweils immer wieder ein Element von

Abb(M, K) liefern. Es bleiben also die Axiome (V1) bis (V5) zu zeigen.
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(V1) Zunéchst ist die Verkniipfung ,,+*“ assoziativ, denn fiir je drei Funk-
tionen f, g, h € Abb(M, K) gilt dank der Assoziativitdt der Addition
in K fiir alle x € M

[(f +9) +h](x) = (f +9)(x) + h(z) = (f(2) + g(x)) + h(2)
= f(@) + (9(x) + h(z)) = f(2) + (g + h)(2)
= [f+ (g +M)] ().
Alsoist (f+g)+h=f+(g+h).

Genauso bekommt man die Kommutativitdt wegen

(f +9)(@) = f(z) +9(z) = g(x) + f(z) = (g + ) ().

Als neutrales Element der Addition identifizieren wir die Nullabbil-
dung 0 : M — K mit o(x) = 0 fiir alle z € M. Mit dieser gilt ndmlich
fiir alle f € Abb(M, K) und alle x € M

(f +o)(x) = f(x) +o(x) = f(x) + 0 = f(x),

also ist f + o = f fiir jedes f € Abb(M, K)
(

SchlieBlich findet man zu jedem f € Abb(M, K) das additiv inverse
Element —f : M — K mit (—f)(z) = —f(z), v € M, denn fiir dieses
gilt fiir jedes x € M

(f + (=M)(x) = f(2) + (=f)(x) = f(x) = f(z) =0 = ofx),

und damit haben wir f + (—f) = o.

(V2) Sei f € Abb(M, K). Dann gilt (1- f)(z) = 1- f(z) = f(z) fir alle
xr€e€ M, alsoist 1- f=f.

(V3) Seien o, B € K und f € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M unter
Ausnutzung der Assoziativitdt der Multiplikation in K

[(aB)- f](z) = (aB)f(z) = a(Bf(2)) = a((B- f)(x)) = [e- (8- )] (x)

und damit (af) - f=a- (8- f).
(V4) Seien o, f € K und f € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M unter
Ausnutzung des Distributivgesetzes in K

[(a+8) - fl(z) = (a+ B)f(z) = af(x) + Bf ()
= (- f)@)+ (8- f)x)=[a- f+5- f]().

Das liefert wieder (¢ + ) - f=a-f+5- f.
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(V5) Es seien a € K und f,g € Abb(M, K). Dann gilt fiir jedes x € M
wieder dank des Distributivgesetzes

o (f+9)](@) = a(f + 9)() = a(f(2) + 9(2)) = af(z) + ag(x)
= (a- f)(@) + (a-g)(x) = [a- f+a-g|(x)

und wir bekommen « - (f + g) = a - f + a - g wie gefordert.

Der Raum aller Folgen in K
Als Spezialfall von [(c)| erhalten wir mit M = N den Raum F' = Abb(N, K)

aller Folgen in K. Fiir ein Element a € F' schreibt man fiir das Bild von
n € N unter a statt a(n) tiblicherweise a, und gibt die Abbildung a als
,unendliche Liste“ der Bilder (aj,as,as,...) an. Beispiele fiir Folgen in R

sind
(42 )= ()
7273747' - n-+1 nGN’
(172747 87 167 e ) = <2n)n€N7

(1L,-1,1,-1,1,-1,1,...) = ((-1)")

In dieser Schreibweise lesen sich die Verkniipfungen aus F' = Abb(N, K)
mit a,b € F und o € K so:

a—+ b = (an)nEN + (bn)neN = (al,CLQ,CLg, .. ) + (bl, bg, bg, .. )
= ((1,1 —+ bl,a,g + bg,ag + bg, .. ) = ((ln + bn)neN und

a-a=a-(ay)nen = - (a1, az,as,...) = (qay, aas, aas, . ..) = (@, )nen-
Der Raum aller endlichen Folgen
Betrachtet man die Teilmenge

coo :={a € F : a,, # 0 nur fiir endlich viele n € N},

von F' aus @ so ist auch diese mit den Verkniipfungen aus F' ein K-
Vektorraum.

Elemente von ¢y sind z.B. fiir jedes k € N die Folgen e®) mit egk) =1 fiir
7 = k und Null sonst, d.h.

e® =(1,0,0,0,0,0,0,...), % =(0,1,0,0,0,0,0,0,...),
e =1(0,0,1,0,0,0,0,...), e® =1(0,0,0,1,0,0,0,0,...), usw.

Verwendet man fiir j,k € 7Z das sogenannte Kronecker-Delta, d.h. die

Schreibweise
1, falls j =k,
5jk = .
0, fallsj # k,
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3. Lineare Algebra

so kann man diese speziellen Elemente kurz beschreiben durch
eF) = (5jk:)jEN7 k € N.

Bemerkung 3.1.3. In jedem Vektorraum V gelten fiir die abelsche Gruppe
(V, +) natiirlich alle Ergebnisse aus dem Abschnitt {iber Gruppen. Insbesonere ist
also der Nullvektor und das additive Inverse jeweils eindeutig bestimmt. Ebenso
ibernehmen wir fiir u,v € G die Schreibweise u — v fiir u + (—v). Schlieflich
bemerken wir noch, dass nach unseren Erkenntnissen iiber Gruppen die Gleichung
a + x = b fiir jede Vorgabe von a,b € V in V eindeutig losbar ist.

Satz 3.1.4. Es sei V ein K-Vektorraum mit Nullvektor Oy. Dann gilt fiir jedes
a € K und allev eV

(a) a-v=0y <= (a=0 oderv=0y).
(b) (—a)-v=—(a-v), insbesondere ist (—1) - v = —v.

Beweis. Wir beweisen nur [(a)] der Teil [(b)] verbleibt als Ubung.
Zum Nachweis von ,,<=* in @ sei zunéchst a = 0. Dann gilt

(V4) V2)

U(VZQ) 1-v+0~v(: v+0-0.

l-v=(140)-v
Nach Bemerkung [3.1.3 hat die Gleichung v = v + x genau eine Lésung in V. Da
Oy nach (V1) eine Losung ist, muss also 0 - v = Oy sein, wie gewiinscht.

Sei nun v = 0y. Wir beobachten, dass fiir jedes a € K und w € V' gilt

a-w(g)a-(ijOV) oo wta-op.

Auch die eindeutig losbare Gleichung o - w = « - w + = hat wieder x = Oy als
Losung. Also ist a - 0y = Oy

Es bleibt noch ,=* zu zeigen. Seien also a € K und v € V mit a-v = Oy
gegeben. Ist o = 0 so sind wir fertig, wir betrachten also den Fall o £ 0. Dann
gilt

v (V:Q) 1-v aiO (a_la) -V (\Q) a_l . (a . 2}) = Oz_l - Oy ”i“ Oy . ]

3.1.2. Exkurs: Minimalitidt und Widerspruchsfreiheit von
Axiomensystemen

Neue algebraische Strukturen, wie Gruppen, Ringe, Kérper und Vektorrdume
haben wir jeweils iiber die Formulierung eines Axiomensystems, also eines Satzes
von a priori als wahr angenommenen Aussagen, definiert. Nun kann man auf
diese Weise natiirlich erst einmal so gut wie alles definieren, es stellt sich nur
die Frage was sinnvoll ist. Dabei soll es hier jetzt nicht darum gehen, welche
Axiomensysteme sich in der Mathematik und auflerhalb als besonders niitzlich
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3.1. Vektorraume

erweisen, sondern um die Frage, wann ein Axiomensystem aus mathematischer
Sicht verniinftig gebildet ist.

Der wichtigste Begriff ist in diesem Zusammenhang die Widerspruchsfreiheit.
Man nennt ein Axiomensystem widerspriichlich, falls es eine Aussage A gibt, so
dass sowohl A als auch —A aus dem System bewiesen werden konnen. Ist dies
nicht der Fall, so nennt man das Axiomensystem widerspruchsfrei.
Widerspruchsfreiheit kann man am besten beweisen, indem man ein Modell der
durch das Axiomensystem definierten Struktur angibt, also ein moglichst kon-
kretes Beispiel, das das Axiomensystem erfiillt. Dies haben wir fiir alle bisher
behandelten Axiomensysteme jeweils mehr oder weniger getan, diese sind alle
widerspruchsfrei.

Eine weitere Eigenschaft, die fiir ein Axiomensystem nicht unverzichtbar ist, die
man aber meist moéchte, ist die Minimalitdat. Dabei heifit ein solches System mi-
nimal, wenn keins der Axiome des Systems aus den iibrigen Axiomen bewiesen
werden kann.

Ist ein Axiomensystem nicht minimal, so wird meist das ,iiberfliissige” Axiom
aus dem System entfernt, das dadurch seinen mathematischen Gehalt ja nicht
andert.

Schauen wir uns unter diesem Aspekt unser Axiomensystem des Vektorraums
noch einmal an, so stellen wir fest, dass dieses nicht minimal ist, denn es gilt der
folgende Satz.

Satz 3.1.5. Die Kommutativitit von (V,+) folgt aus den anderen Vektorraum-
Aziomen.

Beweis. Seien a,b € V. Dann gilt

at+b 2 0+a+b @ b4 (—b)+a+b D btat (—a)+(=b)+a+b
S a4 (<) a+(=1)-b+a+b
D htat (-1 (a+b)+(a+0) = b+a+ (—(a+b)+ (a+b)
(g)b+a. O

Damit der Beweis wirklich vollstdndig ist, miissen Sie natiirlich alle noch nach-
schauen, dass Sie auch beim Beweis von Satz BHE@ die Kommutativitat von
(V,+) nicht verwendet haben.

Wir wollen noch beispielhaft zeigen, dass das Axiom (V2) nicht verzichtbar ist.
Wie macht man, das? Man gibt ein Modell an, dass alle Axiome (V1), (V3), (V4)
und (V5) erfiillt, aber (V2) verletzt.

Beispiel 3.1.6. Wir nehmen K = R und betrachten die Gruppe (Z, +). Dann
definieren wir die Skalar-Multiplikation ® : R X Z — Z mit a ©® v = 0 fiir jede
Wahl von o € R und v € Z. Man sieht sehr schnell ein, dass dann alle Axiome
auBer (V2) erfiillt, aber dieses verletzt ist.
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3.1.3. Die Summenschreibweise

In Vektorrdumen wird viel addiert und wir werden in den néchsten Kapiteln
Unmengen Summen mit einer variablen Anzahl, also z.B. n, Summanden haben.
Dazu fithren wir folgende sehr praktische Notation ein, die Sie sich unbedingt
angewohnen sollten.

Definition 3.1.7. Sei n € N und ag, ay,as, ...,a, seien Elemente einer kom-
mutativen additiven Struktur, also z.B. eines Vektorraums, Korpers oder Rings,
oder auch einer abelschen Gruppe, deren Verkniipfung additiv geschrieben wird.

Dann schreibt man
n

Zaj =ap+a+ay+ -+ a,.
§j=0

Die Variable, die die Summanden hochzdhlt, in obigem Beispiel 7, heif$t Summa-
tionsindex.

In Erweiterung obiger Definition schreibt man auch

9 o)
22j=23+24+25+~-~+29 oder ij:x+x2+x3+:c4+...
j=3 j=1

mit hoffentlich intuitiv klarer Bedeutung. Zumindest sollte jeder/m, die/der schon
mal eine Schleife programmiert hat, klar sein was hier passiert.

Im folgenden Beispiel kann man einige oft verwendete Rechenregeln fiir das Sum-
menzeichen finden.

Beispiel 3.1.8. (a)
6

9
(k=37 =0"+1"+2"4---+6° =) kK (Indexshift)

k=3 k=0

(b) Seien n € N* V' ein K-Vektorraum und « € K, sowie aq,as,...,a, € V.
Dann ist

a~Zak:a-(a1+a2+~-~+an):aa1+aa2+-~-+aan:Zaak.
k=1 k=1

So einfach ist Ausmultiplizieren und Ausklammern mit dem Summenzei-
chen.
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3.2. Untervektorraume, Basis und Dimension

3.2.1. Untervektorraume

Definition 3.2.1. Se: V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifst
Untervektorraum von V', falls U mit den Verkniipfungen von V' ebenfalls ein K-
Vektorraum ist.

Bemerkung 3.2.2. Die Teilmengen {0y} und V sind in jedem Vektorraum V'
Untervektorrdume.

Satz 3.2.3 (Untervektorraumkriterium). FEine Teilmenge U eines Vektorraums
V st genau dann ein Untervektorraum von V', wenn

(UVR1) U # () und
(UVR2) Va,be UVA,u e K : Aa+ ub e U.
gelten.

Beweis. ,,=* Sei U ein Untervektorraum von V. Da damit U ein Vektorraum ist,
muss U nach (V1) zumindest einen Nullvektor enthalten, also gilt (UVR1).
Seien zum Nachweis von (UVR2) nun a,b € U und A\, € K. Da U mit
den Verkniipfungen aus V' ein K-Vektorraum ist, muss - : K x U — U und
+: U xU — U gelten. Damit sind zunéchst Aa und pb in U und dann auch
Aa + pb.

Wir miissen zeigen, dass wir aus der Information, dass U eine Teilmenge
eines K-Vektorraums ist, und dass (UVR1) und (UVR2) gelten, schon nach-
weisen konnen, dass U selbst ein K-Vektorraum ist. Setzen wir in (UVR2)
A = u = 1, so erhalten wir, dass fiir alle a,b € U gilt a +b € U, also
ist +: U x U — U schon mal eine verniinftige Verkniipfung auf U. Setzt
man g := 0 und b := a, so erhélt man das selbe Resultat fiir die Skalar-
Multiplikation.

Der Nachweis der Assoziativitit und der Kommutativitdt von ,,+%, sowie
von (V2)—(V5) ergibt sich jeweils direkt aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten von V. Was wirklich zu zeigen bleibt, ist die Existenz eines neutralen
Elements und der additiv inversen Elemente in (U, +).

Nach (UVRI1) ist U # (), also gibt es irgendein v € U. Mit Hilfe von (UVR2)
muss dann auch 0 - u = 0y € U sein und dieses Element ist natiirlich auch
in U ein neutrales, denn es gilt ja sogar v + 0y = v fiir alle v € V.

Sei nun a € U gegeben. Dann ist wiederum nach (UVR2) auch das Element
—a = (—1)-a € U und wir sind fertig. O
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Beispiel 3.2.4. (a) Der Vektorraum ¢y der endlichen Folgen in K, den wir in
Beispiel B‘WJ kennengelernt haben, ist ein Untervektorraum des Raums
aller Folgen aus Beispiel B‘m

(b) In Abb(R,R) betrachten wir die Menge U aller Funktionen f : R — R,
fir die f(0) = 0 gilt und weisen nach, das dies ein Untervektorraum ist.
Zunichst hat die Funktion f : R — R mit f(z) = z* — 72% + 15z diese
Eigenschaft, also ist U nicht leer, d.h. (UVRI) gilt. Seien nun f, g € U und
A, 1 € R. Dann gilt

(Af + 19)(0) = Af(0) + pg(0) =X -0+ - 0 =0,
also ist auch A\f 4+ pg € U und wir haben (UVR2).

(c) Im Standardvektorraum R? kann man alle Untervektorriume angeben. Ne-
ben den immer vorhandenen {0} und R? sind das genau die durch Ur-
sprungsgeraden beschriebenen Mengen.

Definition 3.2.5. Seien V' ein K-Vektorraum, n € N* und aq,as,...,a, € V,
sowie oy, g, ..., q, € K. Dann heifst

n
E :O‘jaj
J=1

eine Linearkombination von ai,as, ..., a,.

Beispiel 3.2.6. In R? ist der Vektor (1,6)7 eine Linearkombination von a; =
(1,2)T, ay = (0,1)T und a3 = (0,2)7, z.B. mit

(1,6)" = a; — 2ay + 3as oder (1,6)" = a; + 4ay + Oas.
Definition 3.2.7. Sei V ein K-Vektorraum und M C V. Dann heifit
(M) := {v €V :v ist Linearkombination von Vektoren aus M}

:{vGV:EInGN*EIOQ,...,anGKEIml,...mnGMmitv:Zajmj}

j=1

lineare Hiille von M.
Ist M = {my,ma,...,m,} endlich, so schreibt man auch (my,ms,...,m,) statt
({mq,ma,...,mp}).

Schlieflich setzen wir () = {0}.

Satz 3.2.8. Sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Dann ist (M) ein Untervek-
torraum von V.
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Beweis. Ist M = 0, so ist (M) = {0} und damit ein Untervektorraum. Wir
betrachten also den Fall M # (). Da jedes Element m € M sich als die Linear-
kombination 1-m mit Elementen aus M schreiben ldsst, ist immer M C (M) und
damit insbesondere auch (M) # (). Zum Nachweis von (UVR2) seien u,v € (M)
und A, ¢ € K. Dann existieren n,p € N* sowie ay,...,a,,51,...,8, € K und
ai,...,Qn,b1,...b, € M mit

n p
U= E o, und v = E Brby.
j=1 k=1

Also ist

n

n p p
XA po = AD aja;+ Y Bibe =Y (Aay)a; + > ()b
k=1 k=1

j=1 j=1

und dieses ist wiederum eine Linearkombination von endlich vielen Elementen
ai,...,an,b1,...,b, € M, also ist Au+ pv € (M) und damit ist (UVR2) erfiillt.
O

Ubungsaufgabe 3.2.9. Seien V ein K-Vektorraum und M, M, M, Teilmengen
von V. Dann gilt

(a) M1 g M2 — <M1> g <M2>
(b) M = (M) <= M Untervektorraum von V.

Ubungsaufgabe 3.2.10. In Definition Z-3.10im Abschnitt iiber Gruppen haben
wir das (Gruppen-)Erzeugnis definiert, dessen Idee sehr an das der linearen Hiille
erinnert: Finde eine mdéglichst kleine Unterstruktur, die die gegebene Teilmenge
aber komplett enthélt. Dort war das Vorgehen allerdings ein anderes. Ziel dieser
Aufgabe ist es, zu sehen, dass das dort verwendete Verfahren ebenfalls zur Defi-
nition der linearen Hiille verwendet werden kann und das dabei auch genau das

selbe herauskommt. Beweisen sie dazu die beiden folgenden Aussagen fiir einen
K-Vektorraum V.

(a) Ist U C P(V) ein Mengensystem von Untervektorraumen von V', so ist auch
Nuey U ein Untervektorraum von V.

(b) Sei M C V und
U:={UecP(V): M CU und U Untervektorraum von V'}.
Dann gilt

(U= (M)

veu
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3.2.2. Lineare Unabhangigkeit und Basen
Definition 3.2.11. Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

(a) Die Menge M heifit linear abhéingig, falls es eine nichttriviale Linearkombi-
nation des Nullvektors aus Elementen von M gibt, d.h. wenn es ein n € N¥,
Vektoren vy, vy, ..., v, € M und Koeffizienten oy, s, ..., a, € K gibt, die
nicht alle Null sind, mit ) 7_, cjv; = Oy

(b) Ist M nicht linear abhdngig, so nennt man M linear unabhéngig.

Beispiel 3.2.12. (a) Die Teilmenge von R?, gegeben durch

o) )0y

ist linear abhingig, denn

() ()= (8)- ()

(b) Betrachtet man in R? hingegen die Menge

o) ()1

so ist diese linear unabhéngig, denn aus

w(0) (1) -(3)
folgt « =0 und = 0.

(¢) Im R-Vektorraum Abb(R,R) betrachten wir die Menge {f,g} = {z —
22, x — x}. Diese ist linear unabhingig, denn hat man «, 3 € R mit af +
Bg = o, so folgt ax? + Bx = 0 fiir jedes z € R. Setzt man speziell x = 1,
bzw. x = —1 ein, so erhélt man a + § = 0, bzw. a — § = 0. Addition der
beiden Gleichungen liefert dann 2a = 0 und damit zuerst a = 0 und dann

B=0.

(d) In jedem Vektorraum ist {0} linear abhéngig, denn 1-0 = 0 ist eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors.

Bemerkung 3.2.13. Linearkombinationen sind immer endliche Summen, d.h.
eine Teilmenge M eines Vektorraums ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir
jede Wahl von n € N* und von Vektoren vy, ...,v, € M gilt

n
g ajv;=0—a=a=-=aq, =0.
j=1
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Satz 3.2.14. Es seien V' ein K-Vektorraum, n € N* und vy,...,v, € V. Dann
qgilt

(a) Die Vektoren vy,...,v, sind genau dann linear abhdngig, wenn einer von
thnen eine Linearkombination der n — 1 anderen ist.

(b) Ist p < n und sind vy,...,v, linear unabhdngig, so sind auch vi,..., v,
linear unabhdngig.

(¢) Ist p < n und sind vq,. .., v, linear abhingig, so sind auch vy, ..., v, linear
abhdngig.

(d) Bildet man n+1 Linearkombinationen wy, ..., Wy11 aGUS U1, ..., V,, SO sind
Wi, ..., Wpe1 linear abhdngig.

Beweis. (a) Wir beweisen zunichst ,—“. Seien dazu vy,...,v, € V linear
abhéngig. Dann existieren aq,...,a, € K, die nicht alle Null sind, so dass
> i1 ajv; = 0 gilt. Sei jo € {1,...,n} so gewahlt, dass o, # 0 ist. Dann
haben wir

n
OszUjO + E Ozj’Uj = 0
j=1

J#Jo

Also ergibt sich dank o, # 0

n n
1 —O[j
Yio = =~ E QjUj = E :ija
Jo =1 j=1 Jo
J#30 J#30

was eine Linearkombination der n — 1 {ibrigen Vektoren ist.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation ,,<=*, sei jj ein Index, fiir den
vj, eine Linearkombination der iibrigen Vektoren ist. Das bedeutet, dass es

1y, Qo—1, Qo - - -, Oy € K gibt mit
n n
Vj, = E a;v;, alsoist 1-vj, — E a;v; =0
j=1 j=1
i#do i#do

und wir haben wegen 1 # 0 eine nichttriviale Linearkombination des Null-
vektors gefunden. Also sind vy, ..., v, linear abhéngig.

(b) Ubung
(¢) Ubung

(d) ohne Beweis O
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3. Lineare Algebra

Definition 3.2.15. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heifit Basis
von V', falls

(B1) B ist linear unabhingig und
(B2) (B) =V, d.h. B erzeugt V

gelten.
Beispiel 3.2.16. (a) Die Menge {(1,0)7,(0,1)"} C R? aus Beispiel B2.T2[(b)|

(b)

60

ist eine Basis von R2, denn erstens ist sie nach diesem Beipiel linear un-
abhingig und zweitens gilt fiir alle (a, §) € R?

(5)=o(8)+n (V)

Genauso ist auch die Teilmenge von R”, die gegeben ist durch

(/1 0 0\ )
1 0
o | o 0
o | o 0
L\ 0 0 1)

eine Basis des R", die sogenannte Standardbasis.

Im Raum ¢y der endlichen Folgen betrachten wir fiir £ € N die Vektoren
e®) = (0;4);en, vgl. Beispiel B.LA[(e)} Dann ist B := {e® : k € N} eine
Basis von cgp. Um das einzusehen, beobachten wir zunéchst, dass man jede
endliche Folge (aq,an, ..., a,,0,0,...) als Linearkombination

(o, 9,...,0,,0,0,...) = Zake(k)
k=1

dieser speziellen Folgen schreiben kann. Zum Nachweis der lineaeren Un-
abhéngigkeit seien n € N, sowie ky, ko, ..., k, € Nmit by < by < k3 <--- <
k, paarweise verschiedene Indizes und aq,...,«a, € K so, dass

> e = 0= (0) e
/=1

gilt. Das heif3t
(0,0,0,...)=(0,...,0,a1,0,...,0,00,0......... 0,a,,0,0,...)

und wir sehen oy = ag = - -+ = ¢, = 0.

Man beachte, dass wir hier ein Beispiel einer Basis haben, die unendlich
viele Elemente hat.



3.2. Untervektorrdume, Basis und Dimension

(d) Der Nullraum {0} hat immer die Basis 0.
Den folgenden sehr niitzlichen Satz wollen wir hier ohne Beweis verwenden.
Satz 3.2.17 (Basissatz, Basisergédnzungssatz).

(a) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

(b) Ist V' ein Vektorraum und M C 'V linear unabhingig, so gibt es eine Basis
B von V mit M C B.

Eine wichtige Anwendung dieses Resultats ist die folgende Beobachtung.

Satz 3.2.18. Sei V' ein Vektorraum und B eine Basis von V. mit n € N Elemen-
ten. Dann hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Beweis. Es sei B = {vy,...,v,} und es sei B = {wy,...,w,} eine weitere Basis
von V mit p € N Elementen. Wir nehmen nun an, es wére p > n und betrach-
ten die dann vorhandenen Elemente wy, ..., w,, w,;1 € B'. Da B eine Basis ist,
miissen diese alle Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, sein. Das bedeutet
aber nach Satz BZE@ dass wy, ..., w,1 linear abhingig sein miissen und wir
haben einen Widerspruch, da B’ eine Basis von V sein soll.

Nehmen wir umgekehrt p < n an, so sind mit den gleichen Argumenten wie oben

die p + 1 Elemente vy,...,v,41 € B Linearkombinationen der wy,...,w, und
deshalb ist B linear abhéngig, was wieder auf einen Widerspruch fiihrt.
Damit bleibt nur p = n ibrig. O

Definition 3.2.19. FEs sei V' ein Vektorraum. Besitzt V' eine n-elementige Basis,
so sagt man V' hat die Dimension n und schreibt dim(V') = n.
Besitzt V' keine endliche Basis, so nennt man V unendlichdimensional.

Wir betrachten zur Illustration noch einmal die Vektorrdume aus Beispiel B.1.2)

Beispiel 3.2.20. (a) Der Standardvektorraum K": Es gilt dim(K™) = n, vgl.
Beispiel B.2.16[(b)]

(b) p x n-Matrizen: Hier ist dim(K?*") = pn.

(c¢) Funktionenrdume: Wir werden spater im Abschnitt 3.6 sehen, dass fir end-
liche Mengen M gilt dim(Abb(M, K)) = |M].

(d) Folgenrdume: Wie man an Beispiel B.2.16l[(c)] sieht, ist cgp unendlichdimen-
sional. Selbiges steht dann auch fiir den Raum aller Folgen zu vermuten.
Konnen Sie die hinter dieser Vermutung stehende abstrakte Aussage bewei-

sen?

Ubungsaufgabe 3.2.21. Ist n € N* und V ein n-dimensionaler Vektorraum, so
ist jede linear unabhéngige Teilmenge von V' mit n Elementen eine Basis von V.
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3. Lineare Algebra

Satz 3.2.22. Seien n € N*, sowie V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
B = {bi,...,b,} eine Basis von V. Dann gibt es fir jedes v € V eindeutig
bestimmte ay, ..., o, € K mit v = 37", a;b;.

Beweis. Sei v € V' beliebig vorgegeben. Die Existenz passender ay,...,a, € K
mit v = 2?21 a;b; folgt sofort daraus, dass B eine Basis von V' ist. Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit. Seien also zusétzlich fy,..., 3, € K, fiir die ebenfalls

Zﬁjbj =V = Zajbj
j=1 j=1

gilt. Dann ist insbesondere

n

0= Bibi— Y abj = (5~ b,
P =1

J=1

Da B eine Basis ist, sind die Vektoren by, ...,b, linear unabhéngig, so dass aus
obiger Gleichheit o; — 3; = 0 und damit a; = f; fiir alle j = 1,...,n gilt. O

Definition 3.2.23. Seienn € N*, V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum, B eine
Basis von V' und v € V. Die nach Satz eindeutig bestimmten Elemente
at,...,a, € K mitv= 2?21 a;b; heiffen Koordinaten von v beziiglich B.

Weiter heifit der Vektor (ay,...,a,)T € K™ Koordinatenvektor von v beziiglich

B. Wir werden diesen hdufiger mit v bezeichnen.

Warnung 3.2.24. Der Koordinatenvektor eines Vektors liegt nur nach der Wahl
einer konkreten Basis fest. Andert man die Basis, andern sich auch alle Koordi-
natenvektoren. Die Schreibweise v fiir den Koordinatenvektor von v ist also nur
angebracht, wenn aus dem Zusammenhang vollkommen klar ist, beziiglich welcher
Basis dieser zu bilden ist. In allen anderen Féllen ist eine genauere Schreibweise
notwendig.

Beispiel 3.2.25. (a) Im Raum Abb(R,R) betrachten wir U := (f1, f2), wobei
fi,fo : R = R mit fi(x) = 2 und fo(z) = 2? gegeben seien. Die beiden
Vektoren f; und f5 sind linear unabhéingig nach Beispiel B.2.12 also

bilden sie eine Basis von U.

Das Element g € U mit g(x) = 32>+« fiir € R hat beziiglich dieser Basis
den Koordinatenvektor § = (1,3)T € R2, da g =1- f; +3- f, gilt.

(b) Wir betrachten R? mit der Basis, die durch die beiden Vektoren b; := (1, 1)T
und by = (—1,1)T gegeben ist. Der Vektor e; = (1,0)7 € R? hat dann
beziiglich dieser Basis den Koordinatenvektor &, = (1/2,—1/2)T denn es

T 00
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Bemerkung 3.2.26. Durch die Bestimmung von Koordinaten scheint jeder n-
dimensionale K-Vektorraum in gewisser Weise mit dem Raum K" uebereinzu-
stimmen, wenn wir jeden Vektor mit seinem Koordinatenvektor identifizieren.
Diese Intuition werden wir im Abschnitt mathematisch rigoros machen.

3.3. Der Faktorraum

Lemma 3.3.1. Es sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.
Die Relation, die fiir v,w € V' gegeben ist durch

v~ew <= v—we U,
ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis. Reflexivitét: Sei v € V. Dann gilt v —v =0 € U, also ist v ~ v.

Symmetrie: Seien v, w € V mit v ~ w gegeben. Dann ist v — w € U. Da U ein
Untervektorraum ist, ist dann auch w — v = (—1)(v — w) € U und das bedeutet
w ~ .

Transitivitéit: Es seien v, w,x € V mit v ~ w und w ~ x. Das bedeutet v —w €
U und w — 2 € U. Da U ein Untervektorraum ist, gilt insbesondere dann auch
v—r=(v—w)+ (w—=x) € U. Also haben wir v ~ z und sind fertig. O

Nun erinnern wir uns an ein Ergebnis unserer Betrachtungen in Abschnitt [[L3.2]
den Satz
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge V', so bilden die Aquivalenzklassen
v von v € V mit

t={weV: :w~uv}

eine Zerlegung von V', d.h. die Vereingung aller Aquivalenzklassen ist ganz V und
je zwei verschiedene solcher Klassen sind disjunkt.

Bemerkung 3.3.2. (a) Wie sieht nun die Aquivalenzklasse eines Elements v €
V' beziiglich obiger Aquivalenzrelation aus? Wir iiberlegen uns folgendes:
WweEV <= w—vel < Juel : w—-—v=u
— JuelU:w=v+u <= wev+U,
wobei v + U = {v 4+ u : u € U} ist. Anschaulich ist damit © der um v
verschobene Unterraum U.
Am besten kann man sich dies an einem eindimensionalen Unterraum U

des R? veranschaulichen, vgl. Abbildung B.11

(b) Esist immer 0 = U, denn zum Einen gilt fiir jedesu € U auchu—0=u € U
und damit u ~ 0, d.h. v € 0. Zum Anderen ist fiir jedes v € 0 nach
Definition v =v -0 € U.
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X+V u=0

Abbildung 3.1.: Die Aquivalenzklassen in R?/U

Nun kommt die iiberraschende Wendung. Wenn wir uns die Menge der durch den
obigen Prozess gegebenen Aquivalenzklassen anschauen, so konnen wir diese auf
eine kanonische Weise selbst wieder zu einem Vektorraum machen.

Satz 3.3.3. FEs sei V' ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum von V und ~
sei definiert wie in Lemma[3.31. Dann ist die Menge

VIU =V, ={i:veV)

mit den fir 0,w € V/U und o € K durch

tV+w:i=v+w und «o-0:=av
definierten Verkniipfungen ein K -Vektorraum.

Beweis. Der entscheidende Punkt im Beweis ist die Wohldefiniertheit der beiden
Verkniipfungen, das bedeutet in diesem Zusammenhang wir miissen Représen-
tantenunabhéngigkeit zeigen.

Seien also v, € V/U und seien vy € 0, sowie wy € w. Dann ist v — vy € U und
w—wy € U. Da U ein Untervektorraum ist, bedeutet das insbesondere, dass auch
die Summe v — vy + w — wy in U ist und damit auch (v + w) — (vo +wp) € U
gilt. Also ist v + w ~ vy + wy, was nach Satz @ gerade vt w= vmo
bedeutet. Das liefert nun

T+ =0+ w =g+ w = o+ Wp.

Um den entsprechenden Nachweis fiir die Skalar-Multiplikation zu fithren, geben
wir ein @ € K und ein 0 € V/U vor. Fiir jedes vy € v gilt dann wieder v — vy € U
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und da U ein Untervektorraum ist, ist auch a(v —vg) € U. Das liefert av — avy €
U, was gerade av ~ avy und damit av = avy bedeutet. Das liefert zum Abschluss
wieder

al = av = avy = aly.
Da nun die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen gezeigt ist, miissen wir noch
die Vektorraumaxiome nachweisen. Diese lassen sich jedoch ohne Probleme von
V auf V/U iibertragen. Der Nullvektor in V/U ist dabei 0 und das Inverse —o
zu 0 € V/U ist gegeben durch —v. Wir fithren die Ubertragung exemplarisch
anhand der Kommutativitidt der Vektorraumaddition und (V4) vor.
Seien also fiir den Nachweis der Kommutativitit o, € V/U. Dann gilt dank der
Kommutativitat in (V, +)

—~——

v+ =v4+w=w+v=w+7.

Zum Nachweis von (V4) seien o, f € K und ¢ € V/U. Dann haben wir

e

(a+6)-2~):(a+6)v:av+6v:&\{)+§):a-f)+ﬁ-f}. O

Definition 3.3.4. Der Raum V /U in obigem Satz heifst Faktorraum von V' nach
U oder auch Quotientenraum. Die Schreibweise V/U wird ,V (faktorisiert) nach
U*“ gelesen.

Satz 3.3.5. Set V ein n-dimensionaler K - Vektorraum und U ein m-dimensiona-
ler Untervektorraum von V. Dann gilt dim(V/U) = n — m.

Beweis. Nach Satz[B.2.17 hat U eine Basis, sei also B = {b1,...,b,} eine solche.
Nach dem gleichen Satz kénnen wir diese nun zu einer Basis von V' erweitern, es
gibt also byy1, a2, ..., by €V, so dass B = {by,...,b,} eine Basis von V ist.

Wir zeigen nun, dass B := {b41, ..., by} eine Basis von V/U ist. Dazu iiberzeu-
gen wir uns zunéchst, dass diese Menge ganz V/U erzeugt. Sei also © € V/U. Da

B’ eine Basis von V ist, gibt es aq,...,q, € K mit v = 2?21 a;bj. Damit gilt

n

V= Zajbj = Z(;]\Z-)/] = ZOZJ‘Z;]‘.
i=1 j=1

j=1
Da bq,...,b, € U sind, gilt fiir alle diese by = -+ = by, = 0 und wir verbleiben
mit
V= Z Ozjg],
j=m+1

was gerade bedeutet, dass @ in der linearen Hiille von B liegt.
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Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit seien a1, ..., @, € K gegeben mit
> i—my1@jb; = 0. Dann gilt wie oben

n n/'\_/
0 = O[jbj = Oz]bj,
j=m+1 Jj=m+1
d.h. Z?:m—i—l Oéjbj el.
Nun haben wir mit B = {by, ..., b, } eine Basis von U, also gibt es nun Koeffizi-
enten aq,...,q,, € K mit
n m n m
Z Oéjbj = Z Oéjbj, d.h. Z Oéjbj — Z()éjbj = 0.

j=m+1 j=1 j=m+1 j=1
Nun ist aber die Menge {by,...,b,} wiederum eine Basis, diesmal von V' insbe-
sondere sind diese n Vektoren linear unabhéngig. Da wir in der letzten Gleichung
aus diesen aber den Nullvektor kombiniert haben, muss a; = -+ = @, = Qi1 =
-+ = ay,, = 0 gelten und wir sind fertig. O

3.4. Normierte Raume

Das Ziel dieses Abschnittes ist das Messen von Léngen und Absténden in Vek-
torrdumen. Dazu betrachten wir in diesem Abschnitt nur reelle Vektorraume. Alle
Begriffe und Ergebnisse lassen sich auf komplexe Vektorrdume {ibertragen, wo-
bei sie allerdings zum Teil leicht angepasst werden miissen. Der Ubersichtlichkeit
halber wollen wir hier darauf verzichten.

Definition 3.4.1. Es sei V' ein R-Vektorraum. Fine Abbildung || - || : V — R
heifst Norm, falls

(N1) Yoe V:|jv]| >0 und (JJv]| =0 <= v=0). (Definitheit)
(N2) Yo e RVv € V : ||av|| = |of||v||. (Homogenitét)

(N3) Yo,w eV :|jv+w| <|v||+ ||w]. (Dreiecksungleichung)
Ein Vektorraum mit einer Norm heif$t normierter Raum.

Beispiel 3.4.2. (a) Der Betrag | - | in R ist eine Norm.
Das ergibt sich aus den Eigenschaften des Betrags in C in Satz 2.5.12)

(b) Unser Alltagsbegriff von Lénge ist der Euklidische Abstand, der z.B. in der
Ebene R? gegeben ist durch die Euklidische Norm oder auch 2-Norm

|z||2 := 1/2? + 22, T = (xl,xg)T € R?,
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oder allgemein in R™ durch

r= (21,29, ...,2,)" €R"

Beim Nachweis, dass dies eine Norm ist, sind die Nachweise von (N1) und
(N2) einfach, dagegen stellt sich der Nachweis von (N3) auf direktem Wege
als sehr sperrig und rechenintensiv heraus. Versuchen Sie sich ruhig einmal
ein bisschen daran. Dass ||-||2 eine Norm auf R" ist, werden wir in Kiirze aus
einem deutlich allgemeineren Resultat geschenkt bekommen. Wir kénnen
also auf die lange Rechnung verzichten.

(c) Es gibt in R™ aber auch noch andere Normen. Wir betrachten in R? die
Abbildung || - ||; : R? — R mit

|z[l1 = |z1] + |22, z = (21,22)" € R?,

die sogenannte 1-Norm. Diese ist eine Norm, denn

(N1) Fiir jedes = (z1,79)T € R? ist |||y = |z1| + |22 > 0 und ist x # 0,
so muss x; # 0 oder xy # 0 gelten. Also ist in diesem Fall |z1] > 0
oder |z3] > 0 und wir erhalten ||z||; > 0.

Damit folgt die Definitheit per Kontraposition.
(N2) Seien a € R und z € R% Dann gilt

lazlly = [|(az1, aw) |l = |aw: | + |aws| = |a](|21] + |2]) = |a]||z]].
(N3) Seien z,y € R2 Dann gilt mit Hilfe von [(a)]

|z +ylli = [[(z1 4+ y1, 22+ y2) " ||1 = |21 + ya| + |22 + 32
< o] + fya| + |zo| + [yl = |zl + [[ylls-

Auch die 1-Norm gibt es fiir jedes n € N* in R™:

n
Izl =) ol @ = (21,2, ., 2,)" €R™
j=1

(d) Ein weiteres Beispiel, das als Ubungsaufgabe verbleibt, ist die Mazimums-
oder oco-Norm in R™ gegeben durch

|Z||oo = max{|z1|,|zal, ..., |z0|}, x = (1, ... ,xn)T c R"™.

Hat man in einem R-Vektorraum V' eine Norm || - ||, so kann man damit Abstédnde
messen. Die entsprechenden Begriffe liefert die folgende Definition.
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Definition 3.4.3. Es sei V' ein R-Vektorraum mit einer Norm || - || und A und
B seien Teilmengen von V. Dann heifit

dist(A, B) :=inf{|la —b|| :a € A, b€ B}

Abstand von A und B. Sind A = {a} und/oder B = {b} einelementig, so schreibt
man auch dist(a, B) oder dist(a,b) statt dist({a}, B), bzw. dist({a}, {b}).

Bemerkung 3.4.4. Der Abstand zwischen zwei Vektoren u und v aus V ist
damit gegeben durch |lu — v]|.

Nimmt man die euklidische Norm in R? oder R?, so stimmt dieser Abstandsbegriff
mit unserem alltéglich gemessenen Abstand iiberein.

Man beachte auch, dass dank der Homogenitéit der Norm die fiir einen Abstand
recht sinnige Eigenschaft

dist(u, v) = [lu =[] = [|(=1)(v = w)[| = |1f|[v = ul| = [lv = ul| = dist(v, u)
gilt.

Definition 3.4.5. Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung (-]-) : V xV — R
heifst Skalarprodukt, falls

(SP1) V2 € V: (z|z) > 0 und ((z|z) =0 <= 2 =0). (Definitheit)

(SP2) Vz,y € V : (z|ly) = (y|z). (Symmetrie)

(SP3) Vz,y,z € VVa,p € R: (ax + By|z) = a(z]z) + 5(y|z).
(Linearitdt im ersten Argument)

Bemerkung 3.4.6. Aus (SP3) und (SP2) folgt wegen
(zlay + Bz) = (o + Pzlx) = alyle) + B(z]z) = alz]y) + Blz]z)
fiir alle z,y,2 € V und alle o, § € R auch die Linearitéat im zweiten Argument.

Beispiel 3.4.7. In R" erhélt man ein Skalarprodukt, das sogenannte Standard-
skalarprodukt, wenn man fiir z = (z1, 29, ...,2,)" und y = (y1, 99, ...,yn)’ aus

R™ setzt
(z]y) : Z ;.

Das sieht man folgendermaflen:

(SP1) Fiir jedes x € R™ gilt (z|z) = Y., 2% > 0. Weiter ist offensichtlich

J=1"7
(0]0) = 0. Ist schlieBlich = # 0 so gibt es einen Index j, mit z;, # 0 und es
ist

(x]z) = Zaz > x5 >0,

also insbesondere (z|x) # 0 in dlesem Fall. Damit folgt die Definitheit per
Kontraposition.
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(SP2) Seien z,y € R™. Dann gilt
(zly) = ijyj = Zijj = (y[x).
j=1 =1

(SP3) Seien z,y,z € R" und a, € R. Dann ist

n n

(o + Bylz) =Y (o + By;)z = > (aw;z; + By;z;)
= j=1
= OzZSL’ij + BZijj = O{(SL’|Z) + 6(y|z)
s j=1

Ubungsaufgabe 3.4.8. Sei (-|-) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V.
Dann gilt (2]0) = (0]z) =0 fir alle x € V.

Was hat nun ein Skalarprodukt mit Abstéinden und Normen zu tun? Eine ganze
Menge. Hat man ein Skalarprodukt (-|-) auf einem R-Vektorraum V', so werden
wir nun zeigen, dass dann durch

x| ==/ (z|x), €V, (3.1)

eine Norm definiert wird. Man beachte zunéchst, dass dank der Definitheit des
Skalarprodukts diese Setzung wohldefiniert ist, da das Argument der Wurzel nie
negativ werden kann.

Zum Nachweis, dass wir so wirklich eine Norm bekommen, benétigen wir zunéchst
die folgende Ungleichung.

Satz 3.4.9 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (-|-) ein Skalarprodukt auf
einem R-Vektorraum V und ||- || definiert wie in (B1)). Dann gilt fir alle v,w € V

|(vlw)| < [Jo]| - [[wl]
und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall w = 0. Dann ist (w|w) = 0 und damit
auch ||w|| = 0. Aus Ubungaufgabe 3.4.§ folgt dann

(vlw) = 0= [[o]| - [lw]]

und wir konnen diesen Fall zu den Akten legen.
Sei also nun w # 0. Dann gilt fiir alle & € R dank der Definitheit aus (SP1)

SP3

0 < (v—awlv—aw) (529 (vjv — aw) — a(w|v — aw)
L8 (5]0) — av|w) — a(w]v) + > (w]w) "B (v]v) = 2a(v]w) + a*(w|w).

69
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Da w # 0 ist, haben wir mit (SP1) (w]w) # 0 und kénnen nun « := (v|w)/(w|w)
setzen. Damit erhalten wir aus obiger Rechnung

) w (v]w)? wlw) = (vlv) — (vhw)” , (o)
0.< (o) = 2o vh) + e (wh) = () = 20 28 + s
= (v|v) — (v|w)2
= (v|v) (whw)”

Da (w|w) > 0 ist, kénnen wir die Ungleichung mit diesem Wert multiplizieren,
ohne dass sich das Relationszeichen umdreht. Das liefert

0 < (v|v)(w|w) = (v]w)*.

Also ist )

|(v]w)|” = (v]w)? < (v]o)(wlw) = |v]]* - Jw]f?,
woraus die behauptete Ungleichung folgt.
Abschlieend miissen wir uns noch iiberlegen, wann Gleichheit gilt. Nach unserer
Rechnung gilt Gleichheit genau dann, wenn (v — cw|v — aw) = 0 ist. Wegen der
Definitheit des Skalarprodukts gilt das aber genau dann, wenn v — aw = 0, d.h.
v = aw ist. Womit wir bei der linearen Abhéngigkeit von v und w sind. O

Satz 3.4.10. Sei (+|-) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V. Dann ist
| - || definiert wie in (B1)) eine Norm auf V.

Beweis. Wir rechnen die drei Norm-Axiome nach.

(N1) Zunichst ist ||v]| = y/(v]|v) > 0 fiir jedes v € V und es gilt ||0]] = /(0|0) =
V0 = 0. AuBerdem folgt aus ||v]| = 0 auch y/(v[v) = 0, d.h. (v|v) = 0 und

das liefert uns mit (SP1) nun v = 0.

(N2) Seien o € R und v € V. Dann gilt dank der Linearitidt des Skalarprodukts
in beiden Variablen

lav]l = (avlav) = /a2 (v]o) = Va2 /(v]v) = |a]v].

(N3) Seien u,v € V. Dann gilt wieder mit der Linearitdat und dieses Mal zusétz-
lich der Symmetrie des Skalarprodukts

lutol? = (utvlutv) = (ulu)+(ulv)+(v]u) +(v|v) = [[u]]*+2(ufv) +|v]*
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert das nun
2
lu+ ol < Jull® + 2l [[o]l + [[0]* = (lull + [[]]),

woraus [|u 4+ v|| < ||lu]| + ||v|| folgt. O
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Korollar 3.4.11. Die Euklidische Norm || - || auf R", vgl. Beispiel[3.1.2(b), ist
tatsdchlich eine Norm.

Beweis. Fiir das Standardskalarprodukt auf R™, vgl. Beispiel B4, gilt mit = €
Rn

Also folgt die Behauptung aus Satz B.2.10 O]
Definition 3.4.12. Sei V' ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-]-).

(a) Zwei Vektoren v,w € V heiffen senkrecht oder orthogonal, falls (vjw) =0
ist. Man schreibt dann v L w.

(b) Eine Basis B von V' heifit Orthogonalbasis, falls fiir alle Wahlen von by, by €

(¢) FEine Orthogonalbasis B von V' heifst Orthonormalbasis, falls ||b|| = 1 fir
alle b € B gilt.

Beispiel 3.4.13. (a) Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis von R™ mit
dem Standardskalarprodukt.

b) Die Menge {( 4 ), (1)} ist eine Orthogonalbasis von R? mit dem Standard-
( ge {(4).(3 g
skalarprodukt, aber keine Orthonormalbasis.

Den folgenden Basisergdnzungssatz fiir Orhthonormalbasen wollen wir wieder
ohne Beweis stehen lassen.

Satz 3.4.14. Jeder R-Vektorraum mit Skalarprodukt hat eine Orthonormalbasis
und jede Menge von normierten und paarweise orthogonalen Vektoren ldsst sich
zu einer Orthonormalbasis ergdnzen.

Bemerkung 3.4.15. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (-|-) und {ey, €9, ..., e,} eine Orthonormalbasis von V. Beziiglich dieser Ba-
sis gibt es dann zu einem gegebenen v € V' den Koordinatenvektor

aq
— a2 . z
U= , wobei v = E aje;
j=1
Ay,

ist, vgl. Definition [3.2.23] Das Problem ist, wie bestimmt man ganz konkret diesen
Koordinatenvektor?
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Bei einer Orthonormalbasis ist das zum Gliick einfach. Wir multiplizieren fiir ein
k € {1,2,...,n} obige Gleichung mit e, und erhalten dank der Linearitat des
Skalarprodukts

n n n
(vlex) = (Z aje; €k) = ajlejler) =D o =,
j=1 j=1 j=1

wobei wir wieder das Kronecker-Delta, vgl. Bemerkung [3.1.2] , verwendet ha-
ben.
Zusammen gilt also

(vlen)
Man beachte, dass diese Formel nur fiir Orthonormalbasen gilt!
Ubungsaufgabe 3.4.16. Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Ska-
larprodukt und U sei ein Untervektorraum von V. Dann gibt es zu jedem v € V'

genau ein v € U, so dass v — u auf allen Vektoren aus U senkrecht steht. Man
nennt u die Orthogonalprojektion von v auf U.

3.5. Geometrie im R"

Der uns vertraute Raum und die euklidische Ebene lassen sich leicht mit R?
bzw. R? identifizieren und tragen damit eine Vektorraum-Struktur. Wie diese
dazu dienen kann, elementargeometrische Betrachtungen anzustellen, wollen wir
in diesem Abschnitt ein wenig anreiflen.

Dabei betrachten wir hier durchgéngig den reellen Standardvektorraum R™ mit
dem Standardskalarprodukt.

Definition 3.5.1. (a) Es seien z,v € R" mit v # 0. Dann heifit
g ={x+I:XeR}
eine Gerade mit Aufpunkt z und Richtungsvektor v.
(b) Seien x,v,w € R™ und seien v und w linear unabhdngig. Dann heifit
E={z+ X+ pw: \uecR}

Ebene mit Aufpunkt x und Richtungsvektoren v und w.
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Bemerkung 3.5.2. Man kann Geraden und Ebenen als um den Aufpunkt ver-
schobene Untervektorrdume auffassen. Mit den obigen Notationen also

g =1+ (v) und E =2+ (v,w).
Ein solcher verschobener Untervektorraum wird auch affiner Raum genannt.

Oft werden Geraden durch die Angabe von zwei Punkten angegeben, durch die
die Gerade geht. Dass das ein sinnvolles Vorgehen ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 3.5.3. Seien x,y € R™ mit x # y gegeben. Dann existiert genau eine Gerade
g mit x,y € g, namlich g = {x + XNy —x) : A € R}.

Beweis. Zunéchst erhalten wir mit den speziellen Wahlen A = 0, bzw. A = 1,
dass z,y € g gilt.

Sei nun h = {u+ pv : u € R} eine andere Gerade mit z,y € h. Dann gibt es also
ein y, € R mit u + p,v = x und ein p, € R, so dass u + p,v = y gilt. AuBerdem
ist iy # pty, denn es ist ja x # y.

Insbesondere haben wir damit  — p1,v = u =y — pyv, d.h. . —y = (. — ).

Damit folgt
Mg

U=2T— Iz =2 — (x —y)
Hz — [y
und das liefert schliellich
Lo

h={u+pv:pekR :{x— T—vy)+ x—y:uER}

{ } :ux_:uy( ) ,ux_uy( )
:{x+:_'[fj(:U—y):MER}:{x—i—)\(:ﬁ—y):)\eR}:g.

z T My

Dabei haben wir im letzten Schritt A := (1 — 1,,)/ (1t — ptyy) gesetzt. Man beachte
dabei, dass p +— (g — piz)/(pe — 11y) eine Bijektion von R nach R ist. O

Bemerkung 3.5.4. In gleicher Weise liegt eine Ebene durch die Angabe von
drei Punkten z,y, 2z € R", die nicht auf einer Geraden liegen, fest. Die Ebene ist
dann gegeben durch

{o+ Ay — )+ p(z—2): A p € R},

Die Bedingung, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen diirfen, sorgt
dann dafiir, dass die beiden Richtungsvektoren y —x und z — x linear unabhéngig
sind.

Beispiel 3.5.5. In R? sei g die Gerade, die die Punkte (3, —4,2)T und (3,2, 4)7
enthélt, sowie E die durch

1 1 1
E = O)+A -1 +pl0]):NpeR
0 1 2
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gegebene Ebene. Wir bestimmen die Schnittmenge g N E.
Nach Satz 353 ist

3 3 3 3 0
g= —4l+~v|2]—-|—-4 yeR P = 4l +v]|6]:7veR
2 4 2 2 2

Damit ein Punkt x € g N E existieren kann, muss es A, 41,7 € R geben mit

1 1 1 3 0
O +A1 -1 +p|0)=|—-4]|+~]|6
0 1 2 2 2
Das liefert uns das lineare Gleichungssystem
A+ = 2
—-A - 6y = —4
A+ 20 — 2y = 2.

Die erste Zeile liefert uns g = 2 — X und die zweite verrét v = (=4 + \)/(—6) =
2/3 —1/6 - A. Setzt man diese beiden Informationen in die dritte Zeile ein, so
erhélt man
2 1 2.8 2 2

A+22-3)-2(5-cA) =2 Ao =2 A== A=l

+2(2—- ) 276 = —gAtg = -3 5 &=
Das bedeutet abschlieend ¢ =1 und v = 1/2.
Da das Gleichungssystem eine eindeutige Loesung hat, gibt es genau einen Punkt
xr € gNE, und zwar

3 1 0 3
r=|—4 +§ 6] =1|-1
2 2 3

Definition 3.5.6. Sei U ein (n— 1)-dimensionaler Untervektorraum des R™ und
x € R™. Dann nennt man den affinen Raum x + U eine Hyperebene in R".

Beispiel 3.5.7. Geraden sind Hyperebenen in R? und Ebenen sind Hyperebenen
in R?. In R* wiire z.B.

+ A +u + A uy €R

[ = T S
OO O =
o O = O
O~ O O

eine Hyperebene.

74



3.5. Geometrie im R"®

Ubungsaufgabe 3.5.8. Ist H = z + U eine Hyperebene und y € H ein Punkt
in H, so gilt auch H = y + U. Anders formuliert, der Untervektorraum, der H
aufspannt, hangt nicht von der speziellen Wahl des Aufpunkts ab.

Satz 3.5.9. Es sei H = x + U eine Hyperebene in R™. Dann existiert ein bis
auf sein Vorzeichen eindeutiger Vektor v € R™ mit ||v||a = 1 und v L u fir alle
u € U, ein sogenannter Normaleneinheitsvektor von H.

Beweis. Es sei B’ = {ej, e, ..., e, 1} eine Orthonormalbasis von U und wir wéh-
len v € R™ so, dass dieser Vektor die Menge B’ zu einer Orthonormalbasis B =
{e1,e9,...,e4_1,v} von R" ergénzt, vgl. SatzB.4.14l Dann gilt nach Konstruktion
V|l =1und v L e; fiir jedes j € {1,2,...,n—1}. Ist u € U, so ist aber u eine
Linearkombination von e, es, ..., e,_1, also ist auch v L wu.

Es bleibt die Eindeutigkeit (bis auf ein Vorzeichen) zu zeigen. Sei dazu ein v € R™
mit ||v]js = 1 und v L u fiir jedes u € U gegeben. Nun ist B eine Orthonormal-
basis, also gilt nach Bemerkung und weil v L e fiiralle j =1,2,...,n—1
gilt

n—1
v = Z(v|ej)ej + (v|v)v = (v|v)v.
j=1
Der Vektor v ist also ein Vielfaches des Vektors v. Da aber beide Liange Eins
haben sollen, muss v = v oder v = —v gelten und wir sind fertig. O

Satz 3.5.10. Es sei H eine Hyperebene in R™ mit Normaleneinheitsvektor v und
es sei kg € H. Dann gilt fir d := (x|v)

H={zeR": (z|v) =d}.
Beweis. Sei U der Untervektorraum von R™, mit dem H = xy + U gilt.

»C* Es sei x € H. Dann gibt es ein v € U mit o = ¢ + u. Also ist dank der
Linearitdat des Skalarprodukts und mit Hilfe der Definition des Normalen-
einheitsvektors

(z]v) = (w0 +ulv) = (wo|v) + (ulr) = (xo|v) = d.

»2" Sei z € R™ so, dass (z|v) = d = (z9]v) gilt. Dann ist (x — x|v) = 0, d.h.
x —x9 L v. Ist wieder {ej,es,...,e,_1} eine Orthonormalbasis von U, so

ist {e1,eq,...,e,_1,v} eine Orthonormalbasis von R™ und wir haben mit
Hilfe von Bemerkung [3.4.15]

n—1 n—1
T — X :Z(:L’—xo\ej)ej—i-(x—xdy)yz (x — zole))e;.
j=1 j=1
Das bedeutet aber, dass  — xg € U liegt, d.h. x € o + U = H. O
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Definition 3.5.11. Die Darstellung H = {x € R" : (z|v) = d} fir eine Hyper-
ebene H mit Normaleneinheitsvektor v heifst Hesse-Normalform von H.

Mit Hilfe der Hesse-Normalform ist die Bestimmung des Abstandes von der Hy-
perebene recht einfach, wie der folgende Satz zeigt. Zum Begriff des Abstandes
sei an Definition [3.4.3 erinnert.

Satz 3.5.12. Es sei H C R" eine Hyperebene mit Hesse-Normalform H = {x €
R™: (z|v) = d} und xo € R™. Dann gilt

dist(zg, H) = ’(x0|1/) - d’.
Insbesondere ist dist(0, H) = |d|.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass yo := x9 — ((wo|v) — d)v in H liegt. Dazu
rechnen wir

(yolv) = (20 — ((wo]v) — d)r|v) = (z0lv) — ((xo|v) — d) (v|v)
= (wolv) — (wo|v) +d =d.

Also ist yo € H und wir bekommen

dist(zo, H) = inf{[|zo — yll2 : y € H} < |lzo — woll2 = ||((xo|v) — d)v||
= | (wolv) = d||[v[|> = | (zo|v) - d].

Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Sei dazu U der Untervektorraum
von V mit H = yo+ U. Ist nun z € H beliebig, so gilt yo — 2 € U und wir haben

(20 = yolyo — 2) = (((wolv) — d)v|yo — 2) = ((zo|v) — d) (Vyo — 2) = 0,
da v L u fiir alle u € U gilt. Das liefert nun

||z —ZHg = (zo — 2|xo — 2) = (®o — Yo + Yo — 2|To — Yo + Yo — 2)

= (20 — Yol|To — Yo) + (o — 2[yo — 2) + 2(x0 — Yolyo — 2).

Nun ist nach der Voriiberlegung der letzte Summand Null und die ersten beiden
lassen sich als Normen schreiben, die beide positiv sind. Das ergibt

lzo = 2l12 = lzo — wollz + llvo — 2112 > |0 — oll3-
Also ist ||zg — yoll2 < ||zo — 2]|2 fiir jedes z € H, was uns zum Abschluss
lxo — yollo < inf{||zg — 2|2 : 2 € H} = dist(zo, H)

liefert. O
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Beispiel 3.5.13. Wir wollen das obige Verfahren zur Abstandsberechnung ein-
mal beispielhaft anwenden. Wir betrachten dazu in R? die Ebene

1 1 1 1 1 1
b= O)+A 1) +p|2)|: ANpeRp=10 +< 11,12 >
1 2 1 0 2

und bestimmen ihren Abstand vom Punkt (1,1, 1)T. Dazu ermitteln wir zunschst
die Hesse-Normalform von E, d.h. wir suchen einen Normaleneinheitsvektor v =
(v1,v9,v3)7 € R3 mit v 1L (1,1,0)T und v L (1,2,2)7, sowie ||v|]2 = 1.

Aus der ersten Bedingung bekommen wir die Gleichung v+ = 0, d.h. v; = —us.
Die zweite Bedingung liefert vy + 215 +2v3 = 0, d.h. wir erhalten durch Einsetzen
der ersten Gleichung v; — 21y + 2v3 = 0. Das liefert v; = 2r3. Wir setzen nun
v1 = 2 und erhalten v, = —2 und v3 = 1. Ein Vektor, der die ersten beiden
Bedingungen erfiillt, ist also 7 := (2, -2, 1)T.

Dieser hat nun noch nicht Lange Eins. Wir beachten, dass mit 7 L x auch av 1L x
fiir jedes o € R gilt. Auch die Vektoren av erfiillen also weiter die ersten beiden
Bedingungen. Es reicht also ||7]|s = v/4 +4 4 1 = 3 zu bestimmen und 7 damit
zu ,normieren‘. Dann ist

der gesuchte Normaleneinheitsvektor.
Weiter ist der Vektor x := (1,0,1)7 ein Element von E, womit wir

1 1 2 1
1 1

bestimmen. Also ist die Hesse-Normalform gegeben durch

2 2 1
E={yeR": (ylv) =1} = {y = (ylay27y3)T eR®: gyl - 592 + g?/g = 1}-

Damit bekommen wir nun sofort mit Satz [3.5.12]

1 2
dist((1L,L )T, E) = || [1]]|2 -2 ] -d =|3@2-2+1)- 1‘ _——
AW 3 3

Das miihsamste an obiger Berechnung war die Bestimmung von 7, also eines Vek-
tors, der senkrecht auf dem Untervektorraum steht, der die Ebene aufspannt. Im
fiir das reale Leben wichtigen Spezialfall des dreidimensionalen Raums R? gibt es
zum Gliick eine relativ einfache Moglichkeit einen solchen Vektor zu bestimmen.
Diese wollen wir zum Abschluss dieses Abschnitts noch schnell angeben.
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Definition 3.5.14. Es seien x = (21,72, v3)" und y = (y1, y2,y3)" aus R®. Dann

heifst der Vektor

X1 Y1 TalY3 — Y223
To | X Y2 | = | T3Yy1 — Ysx1
z3 Ys T1Y2 — Y122

das Kreuzprodukt von x und y.

Satz 3.5.15. Sind z,y € R3, so gilt (x xy) Lz und (z x y) Ly.

3.6. Lineare Abbildungen

Definition 3.6.1. Es seien V und W zwei K-Vektorriume beziiglich desselben
Korpers K.

(a) Eine Abbildung ® : V — W heifst linear oder (Vektorraum-)Homomorphis-
mus, falls fir alle a,b € V und alle « € K

®(a+b) = P(a) + (D) und d(aa) = ad(a)
qgilt.

(b) Ist @ zusdtzlich bijektiv, so heifit & (Vektorraum-)Isomorphismus, und V
und W werden dann als isomorph bezeichnet, in Zeichen: V = W.

Die beiden Bedingungen in der Definition einer lineare Abbildung kénnen zu einer
verschmolzen werden:

Satz 3.6.2. Seten V und W zwei K-Vektorrdume. Dann ist ® : V. — W genau
dann linear, wenn fir alle a,b € V und alle o, f € K qilt

d(aa + Bb) = a®(a) + BP(b).

Beweis. ,,=" Mit den beiden Eigenschaften aus Defintion B.6.11[(a)] folgt nach-
einander

O(aa + Bb) = P(aa) + (b)) = ad(a) + SP(b).
»<=" Seien a,b € V. Dann gilt nach Voraussetzung mit a« = =1
Pla+b)=P(1-a+1-b)=1-P(a)+1-D(b) = P(a)+ P(b).
Sind a € V und a € K, so ist auf die gleiche Weise mit b =0 und g =0
P(aa) = P(aa+0-0) = ad(a) +0- P(0) = ad(a). O

Ubungsaufgabe 3.6.3. (a) Fir jeden Vektorraumhomomorphismus ¢ : V' —
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(b) Sind & : V. — W und ¥ : W — X lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorrdumen V, W und X, so ist auch Yo ® : V — X linear.

(c) Ist @ : V — W ein Isomorphismus, so ist auch ®~! : W — V eine lineare
Abbildung, also wieder ein Isomorphismus.

Beispiel 3.6.4. (a) Fiir zwei beliebige K-Vektorrdume V und W ist die Null-
abbildung Q : V. — W mit Q(a) = Oy fiir jedes a € V linear, denn fiir alle
a,b €V und alle o, § € K gilt

Qaa + Bb) = 0w = - O + 5 - Oy = ad(a) + BQ(D).

(b) Sei V ein K-Vektorraum und A € K fest. Dann ist &) : V — V mit
®y(a) = Aa, a € V, ein Homomorphismus. Fiir A # 0 ist das sogar ein
[somorphismus mit CI);1 = Dy

(¢) Zu vorgegebenem v # 0 aus einem K-Vektorraum V' betrachten wir die
Abbildung ¥, : V' — V mit ¥,(a) = a+ v fiir jedes a € V. Dieses ist keine
lineare Abbildung, denn es gilt ¥, (0) =0+ v =v # 0.

Wir wollen uns noch ein paar sehr wichtige lineare Abbildungen im Anschau-
ungsraum zu Gemiite fithren.

Beispiel 3.6.5. Die folgenden Abbildungen von R™ nach R" sind linear:

a) Die in Ubungsaufgabe B.Z.16] definierte Orthogonalprojektion.

(c

(d) Fiir n = 2 die Drehung der Ebene um einen Winkel o und fiir n = 3 die
Drehung des Raums um eine Ursprungsgerade.

(a)
(b) Jede Spiegelung an einem (n — 1)-dimensionalen Untervektorraum.
) Die Streckung um einen Faktor A € R, vgl. Beispiel B.6.41[(b)]

)

(e) AuBerdem alle Verkettungen der obigen, vgl. Ubungsaufgabe @, also
alle Drehstreckspiegelungsprojektionen,. . .

Um den Isomorphie-Begriff zu beleuchten, zeigen wir beispielhaft den folgenden
Satz.

Satz 3.6.6. Es sei K ein Korper und M eine Menge mit |M| = n € N*. Dann
gilt Abb(M, K) = K™,

Beweis. Wir benennen M = {my, ma,...,m,} und betrachten die Abbildung

{Abb(M, K) — K"
d . T
f = (f<m1)7f<m2)77f<mn)) )
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von der wir nun zeigen wollen, dass sie ein Isomorphismus ist.
Zum Nachweis der Linearitét seien f,g € Abb(M, K) und «, f € K. Dann gilt

(af 4 Bg)(m1) af(my) + Bg(mi)

B(af + Bg) = (af+€9)(m2) _ af(mg) J:rﬁg(ﬂh)
(af + BQ)(mn) af(my) —.i-ﬁg(mn)
f(m1) g(ma)
- f@?) +5 9(7?12) = a®(f) + SP(g)
F(ma) g(mn)

und die Linearitat von @ folgt aus Satz [3.6.2]
Es bleibt also noch die Bijektivitéat von ® zu zeigen. Seien dazu f, g € Abb(M, K)
mit ®(f) = ®(g) gegeben. Dann ist

(f(m1)7 f(mQ)v ] f(mn))T = (g(ml)vg(mQ)a s 7g(mn))T

und damit f(m;) = g(m;) fir jedes j € {1,2,...,n}. Also ist f = g und wir
wissen, dass ® injektiv ist.
Sei weiter x = (21,3, ...,2,)T € K™ gegeben. Fiir die Funktion f: M — K mit

. . T
flmy) = x5, 5 € {1,2,...,n}, gilt dann ®(f) = (f(ma), f(ma), ..., f(m,))" =
(11,22, ..,2,)T = 2. Also ist ® auch surjektiv und wir sind fertig. O

Ubungsaufgabe 3.6.7. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
o - R3 — R*
. (x17x27x3)T — ($2,$1 +$2,$2+$3,$3)T
linear und injektiv, aber nicht surjektiv ist.

(b) Finden Sie eine surjektive lineare Abbildung, die nicht injektiv ist oder
zeigen Sie, dass es eine solche nicht geben kann.

Satz 3.6.8. Es seien V und W zwei K-Vektorraume, n € N* und ® : V. — W

sei linear.

(a) Sind vy, vs,...,v, €V linear abhingig, so sind auch ®(vy), ®(va), ..., P(v,)
linear abhdngig.

(b) Ist ® injektiv und sind vy, vy, ...,v, € V linear unabhdingig, so sind auch
O (vq), P(v2), ..., P(v,) linear unabhdngig.

(c) Ist & ein Isomorphismus und B eine Basis von V, so ist auch ®(B) eine
Basis von W. Insbesondere gilt dim(V') = dim(W).
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Beweis. (a) Es sei Z?Zl a;v; = Oy eine nichttriviale Linearkombination des
Nullvektors. Dann gilt wegen Ubungsaufgabe B.6.3[(a)] und der Linearitét

von ®
OW = (I)(Ov) = @(Z Oéjl)j) = ZOZJ‘(I)(’U]‘)
j=1 j=1

und dieses ist eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors in W.
Also sind ®(vy), P(vs),. .., P(v,) linear abhéingig.

(b) Wir nehmen an, dass ®(vy), ®(vs),...,P(v,) linear abhingig sind. Dann
gibt es eine nichttriviale Linearkombination y -7 | a;®(v;) = Ow. Mit dieser
und der Linearitdt von @ gilt nun

O(0y) =0y = ZO‘J (v)) <Zajv]>

Nun ist ® nach Voraussetzung injektiv, also haben wir Oy = 23;1 a;v;, was
eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors aus vy, vs, ..., v, wére
und damit ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit dieser Vektoren.

(¢) Sei @ bijektiv und B eine Basis von V. Dann ist dank [(b)] auch ®(B) eine
linear unabhéngige Teilmenge von W. Wir miissen noch zeigen, dass ®(B)
ganz W erzeugt. Sei dazu w € W beliebig vorgegeben. Da & surjektiv
ist, gibt es ein v € V mit ®(v) = w. Weiter ist B eine Basis von V also
gibt es ein m € N und by, bs,...,b,, € B, sowie ay,qs,...,q, € K mit
v =) " a;bj. Dann ist aber

w=(v) = @(i ozjbj> = iajfb b
=1 =1

was bedeutet, dass w € (®(B)) ist. O

Bemerkung 3.6.9. Damit haben wir im Zusammenspiel mit Satz [3.6.6] insbe-
sondere gezeigt, dass dim(Abb(M, K)) = | M| gilt und das entsprechende cchen
aus Beipsiel [3.2.20|(c)| eingeldst.

Ubungsaufgabe 3.6.10. (a) Zeigen Sie, dass jeder n-dimensionale K-Vektor-
raum isomorph zu K" ist, vgl. Bemerkung [3.2.26l

(b) Seien V' und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume. Zeigen Sie, dass
V = W genau dann gilt, wenn dim(V') = dim(W) ist.

Wir wollen nun den fundamental wichtigen Satz beweisen, dass eine lineare Ab-
bildung durch die Angabe der Bilder der Basisvektoren festgelegt werden kann.
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Satz 3.6.11. Es seien V,W zwei K-Vektorraume und V' sei n-dimensional mit
einer Basis B = {by,by,...,b,}. Fiir jede Wahl von wy,ws,...,w, € W gibt es
dann genau eine lineare Abbildung ® : V. — W, fir die ®(b;) = w; fir alle
je{L1,2,...,n} gilt

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass eine solche Abbildung ®, wenn sie existiert,
durch die Angabe der ®(b;), j = 1,2,...,n, eindeutig bestimmt ist. Sei dazu
v € V beliebig. Da B eine Basis von V ist, gibt es dann eindeutig bestimmte
Koeffizienten aq, as, ..., a, € K mit v = Z?Zl a;bj. Wegen der Linearitét von @
muss dann gelten

d(v) = @(i ajbj> = z": a;P(b)) = Zn:ozjwj.

Das Bild eines jeden v € V liegt also durch die Angabe der Werte wy, wo, . .., w,
bereits fest.

Obiger Eindeutigkeitsbeweis liefert nun auch gleich die Blaupause fiir die Kon-
struktion der gesuchten Abbildung. Wir definieren einfach fiir jedes v € V die
Abbildung ® durch

O(v) := Zajwj, falls v = Z a;b;.
=1 j=1

Wir miissen nun zeigen, dass das so definierte ® eine lineare Abbildung ist und
dass ®(b;) = w; fir jedes j € {1,2,...,n} gilt.

Zum Nachweis der Linearitédt seien a,b € V und A\, up € K gegeben. Mit den
Koeffizienten oy, ay, ..., an, B1, Ba, ..., Bn € K, fiir die a = 377 | a;b; und b =
2?21 B;b; gilt, haben wir dann nach der Definition von ¢

n

O+ ) = (AN azby + u > Bty ) = (Do (A + )by )
j=1 j=1

j=1
=Y (g +ubw; =AY agwy+p Yy Bjwy = Ad(a) + pd(b).
j=1 j=1 j=1

Schliefllich ist fiir jedes j € {1,2,...,n} die Basisdarstellung von b; gegeben
durch b; selbst, also gilt

oy

Definition 3.6.12. Es seien V., W zwei K-Vektorriume und ® : V. — W eine
lineare Abbildung. Dann heifst

ker(®) := {v €V : ®(v) = 0w}

der Kern von ©.
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Satz 3.6.13. FEs seien V,W zwei K-Vektorraume und ® : V. — W ein Homo-
morphismus. Dann gilt

(a) ker(®) ist ein Untervektorraum von V.
(b) ® ist genau dann injektiv, wenn ker(®) = {0y }.
(c) ®(V) ist ein Untervektorraum von W, der sogenannte Bildraum von ®.

Beweis.  (a) Zum Einen ist immer Oy € ker(®), also ist der Kern nicht leer, zum
Anderen gilt fiir alle a,b € ker(®) und alle o, f € K dank der Linearitét
von ¢

®(aa + fb) = a®(a) + fP(b) = a- Oy + 5 - O = Ow
und damit auch aa + Bb € ker(®). Die Behauptung folgt damit aus dem
Untervektorraumkriterium, vgl. Satz [3.2.3

(b) Ist ® injektiv, so kann Oy auler Oy kein weiteres Urbild haben und es ist
ker(®) = {0y }. Ist umgekehrt diese Mengengleichheit gegeben und haben
wir a,b € V mit ®(a) = ®(b), so gilt mit Hilfe der Linearitdt von ®

®(a —b) = P(a) — P(b) =0y, also a—0b=0y,
womit a = b gezeigt ist. Das bedeutet aber gerade, dass ® injektiv ist.

(¢) Zum Einen ist ®(V') nicht leer und zum anderen gibt es fiir jede Wahl von
w,x € ¢(V) Vektoren u,v € V mit &(u) = w und ®(v) = z. Damit ist fiir
alle a, f € K auch

aw + Bz = a®(u) + fP(v) = P(au + pv) € &(V),
die Behauptung folgt also wieder aus dem Untervektorraumkriterium. O

Definition 3.6.14. Ist in der Situation von Satz[3.6.13 der Raum ®(V') endlich-
dimensional, so heifft Rang(®) := dim(®(V')) der Rang von P.

Wir haben in obigem Satz gezeigt, dass ker(®) ein Untervektorraum von V' ist. In
Erinnerung an Abschnitt B.3 konnen wir also den Faktorraum V/ker(®) betrach-
ten. Wie sieht eine Restklasse in diesem Raum aus? Erstens gilt 0y = ker(®) und
allgemein ist nach der Definition des Faktorraums
a€b < a—becker(®) « ®la—1b) =0y
< O(a) — P(b) =0y <= P(a) = O(b).

Das bedeutet, dass die Elemente einer Aquivalenzklasse @ genau die Elemente
von V sind, die unter ® das selbe Bild wie a haben. Damit ist die Abbildung

. {V/ker(fb) S W

0] — ®(v) (3:2)

wohldefiniert. Diese hat eine wesentliche Bedeutung durch den folgenden Satz.
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Satz 3.6.15 (Homomorphiesatz fiir Vektorraume). Seien V' und W zwei K-
Vektorriume, ® : V. — W linear und ® wie in [32) definiert. Dann ist ® :
V/ker(®) — ®(V) ein Isomorphismus und es gilt ® = ® o v, wobei v : V —
V/ker(®) die kanonische Abbildung ist.

Beweis. Wir haben schon festgestellt, dass ® eine wohldefinierte Abbildung ist.
Wir zeigen also Linearitéit von ®. Seien dazu @,b € V/ker(®) und o, § € K. Dann
gilt

O(aa + Bb) = ®(aa + Bb) = ®(aa + Bb) = a®(a) + SP(b) = ad(a) + S (D).

Zum Nachweis der Injektivitit von ® sei a € ker((f) Dann gilt ®(a) = Oy Also
ist ®(a) = Ow, was wiederum a € ker(®) = Oy impliziert und schheﬁhch a=0y
liefert. Diese Uberlegungen bedeuten ker(®) = {0y} und mit Satz 3 B.6.13)[(b)] folgt
die Injektivitat von .

Da wir den Zielbereich von ® auf ®(V) eingeschriinkt haben, ist ® auch surjektiv
und wir haben bewiesen, dass ® : V — ®(V') ein Isomorphismus ist.
Abschlieend bleibt noch zu bemerken, dass fiir jedes a € V' gilt

(D ov)(a) =D(v(a)) = d(a) = (a). O

Korollar 3.6.16. Seien V' und W zwei K -Vektorrdume, wobei V' endliche Di-
mension habe. Ist dann ® : V. — W eine lineare Abbildung, so gilt die Dimensi-
onsformel

Rang(®) + dim(ker(®)) = dim(V).

Beweis. Es gilt nach dem Homomorphiesatz V/ker(®) = ®(V'). Also erhalten wir
mit Ubungsaufgabe B6.10/(b)|

dim(V/ker(®)) = dim(P(V)) = Rang(P).
Andererseits liefert Satz
dim(V/ker(®)) = dim(V') — dim(ker(®))
und die Kombination der beiden Gleichungen liefert die Behauptung. U

Satz 3.6.17. Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® : V — V
eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) © ist bijektiv.
(b) ® ist injektiv.
(¢) ker(®) = {0}.
(d) Rang(®) = dim(V).
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(e) ® ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen = @ = = @ = = Dann sind alle
Aquivalenzen gezeigt, denn man kommt dann von jedem Buchstaben zu jedem
Buchstaben.
Die Implikation @ = @ ist klar und @ = findet sich in Satz @
Wir zeigen also [(¢)| = [(d)] Ist ker(®) = {0}, so ist die Dimension dieses Raumes
Null und wir erhalten mit der Dimensionsformel aus Korollar Rang(®) =
dim(V) und damit [(d)]
Zum Nachweis von [(d)| = [(¢)] erinnern wir uns, dass Rang(®) = dim(®(V)) ist.
Gilt also [(d)}, so haben wir dim(®(V')) = dim(V). Dann ist ®(V) ein Unterraum
von V mit gleicher Dimension wie V, es muss also ®(V) = V sein und ® ist
surjektiv.
Es bleibt noch aus zu folgern. Ist & surjektiv, so gilt ®(V) = V, also
insbesondere

Rang(®) = dim(®(V)) = dim(V).

Mit der Dimensionsformel sehen wir, dass dann dim(ker(®)) = 0 sein muss, also
ist ker(®) = {0}. Das liefert aber nach Satz B.613][(b)| die Injektivitit von ® und

damit O
Beispiel 3.6.18. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R® — R3 mit

To + T3 I
Ox)=| x1+a3 |, r= |1 | €R®
—X1 + X9 X3

und wollen ihren Kern und ihr Bild bestimmen. Zur Bestimmung des Kerns su-
chen wir alle z = (71, 79, 73)T € R mit ®(z) = 0, also haben wir das Gleichungs-
system

Tro + Tr3 = 0

r, + Tr3 = 0
—I + I9 =0
zu losen. Aus der letzten Gleichung bekommen wir x1 = x5 und aus der ersten
T9 = —x3. Also ist auch z; = —z3 und die zweite Gleichung ist automatisch
erfiillt. Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist also
« 1
ker(®) = a | eR*:aeR :< 1 >
—a -1

Da damit dim(ker(®)) = 1 ist, wissen wir nach der Dimensionsformel schon, dass
dim(®(V)) = Rang(P) = 2 sein muss. Damit reicht es zur Bestimmung des Bildes
von ¢ aus, wenn wir zwei linear unabhéngige Vektoren in ®(V') angeben kénnen.
Dazu betrachten wir aufs Geratewohl die Bilder

®((1,0,00") = (0,1,-1D)"  und  @((0,1,0)) = (1,0, 1)".
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Da diese beiden linear unabhéngig sind, gilt

0 1
<I>(V):< 11,10 >
—1 1

Bemerkung 3.6.19. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und
B := {by,bs,...,b,} eine Basis von V, sowie C := {c1,¢ca,...,¢,} eine Basis von
W. Weiter sei ® : V' — W eine lineare Abbildung.

Ein gegebenes x € V kénnen wir nun beziiglich der Basis B darstellen und erhal-

ten
n
€r = Z gkbka
k=1

wobei & = (£1,&,...,&)T € K™ der Koordinatenvektor von x beziiglich B ist.
Damit gilt nun dank der Linearitét von @

O(x) = @(i fkbk> - i&(ﬁ(bk)-

Stellen wir nun wiederum jedes ®(by) durch seine Koordinaten bzgl. C dar, also
bestimmen wir fiir jedes k € {1,2,...,n} Koeffizienten oy g, aoy,...,0pr € K
mit

p
B(bp) = > ajrcy,
j=1

so erhalten wir zusammen
p n

o) = D 6000 = D6 D e = > (Fuets )

j=1 k=1

Was sagt uns dieser Zeichenwust nun? Wir haben eine Darstellung von ®(z) in
der Basis C in W angegeben. Dabei kénnen wir die Koeffizienten y;_, a; & be-
rechnen, wenn wir zum Einen die &, fiir jedes k£ kennen und zum anderen die Ko-
effizienten « ;. Die § lassen sich direkt aus x bestimmen, sobald wir die Basis B
haben, diese haben also nichts mit der speziellen Abbildung ® zu tun. Umgekehrt
bestimmen sich die a;; ausschlieflich aus den Vektoren ®(by), ®(bs),. .., P(b,)
und der Basis C. Diese sind also fiir jedes z € V die selben. Diese Beobachtungen
sind aus verschiedenen Griinden bemerkenswert:

1. Wir haben gesehen, dass es zur Berechnung von ®(z) fiir jedes x € V
ausreicht, wenn wir die n Vektoren ®(b;), ®(bs), ..., P(b,) kennen.

2. Das bedeutet umgekehrt: Gibt uns jemand die gesamte Kollektion der Ko-
effizienten oy, fiir j € {1,2,...,p} und k € {1,2,...,n}, so kennen wir die
lineare Abbildung ®, die dahinter steht komplett, denn wir kénnen dann
jedes ®(x) ausrechnen.
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

3.7.1. Matrixrechnung

Wir erinnern noch mal an den Vektorraum der p x n-Matrizen iiber einem Korper
K, vgl. Beispiel BI.2l[(b)] Eine solche Matrix ist ein Schema von Elementen aus
K mit p Zeilen und n Spalten:

ann Q2 ... Qg
Qo1 Qoo ... Qo

A= . . . = (Oéjk)jzl ..... pk=1,...n>
Qp1 Qpa ... Opp

wobei die Addition und Skalar-Multiplikation komponentenweise erkléirt sind.
Wichtig ist auflerdem der Spezialfall n = 1. In diesem Fall hat die Matrix nur
eine Spalte, es hat also ein A € KP*! die Form

und wir haben KP*! =~ KP.
Wir wollen nun eine weitere Rechenoperation einfiihren, die Matrixmultiplikation.

Definition 3.7.1. Es secien K ein Korper und n,p,q € N*. Weiter seien zwei
...... n € K7
gegeben. Dann definieren wir das Matrixprodukt A- B = AB € K¥" als

P
AB = ( o )
; jePek G=1,0q,k=1

Bemerkung 3.7.2. (a) Man beachte, dass das Produkt zweier Matrizen nur
dann definiert ist, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der
Anzahl der Zeilen der zweiten ist.

(b) Sieht man die Matrix A als Spaltenvektor ihrer Zeilen und B als Zeilenvek-
tor der Spalten, d.h.

A= . und B:(bl,bz,...,bn)
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wobei ay,as,...,a, € KP die Zeilen von A und by,by,...,b, € K? die
Spalten von B sind, so bekommt man den Eintrag «,, von AB fiir j €
{1,2,...,q}und k € {1,2,...,n}, indem man das Skalarprodukt der j-ten
Zeile von A mit der k-ten Spalte von B berechnet, also

p
Vir = (albe) =Y aeBu.
=1

Beispiel 3.7.3.

1 2
a) Wir betrachten A = 2 -1 0 eER”>und B=| 1 0] e R>2
3 5 1
-1 5

Dann ist A - B € R?*? mit

1
2 -1 0 1 4
A‘B:( )‘1 :( )
35 1)\ - 7 11

und B - A € R3*3 mit

[enl \]

2 1o\ _ (5 U
3 5 1)

13 26 5

1 2
B-A=11 0 (
15

Man beachte insbesondere, dass damit die Matrixmultiplikation nicht kom-
mutativ ist.

3 1 0 3
() Seimm A= {2 -1 1 |eR*¥ wumdar=|0] € R®=R>*"
0 2 =2 2

Dann ist auch Az € R**! = R3 mit

3 1 0 3 9
Ar =12 -1 1 0)=1 8
0 2 =2 2 —4

Fiir die Matrixmultiplikation gelten die folgenden Rechenregeln:
Satz 3.7.4. Seien A, D € K7P und B,C € KP*", sowie A € K. Dann gilt
(a) A-(AB) = (AA)-B=\A-B).

(b)) A-(B+C)=A-B+A-Cund (A+D)-B=A-B+D-B.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage in @, die zweite Aussage verbleibt als Ubung.
Es sei A = (aje)j=1,.qt=1..p und B = (Bek)i=1,.. pk=1,.n. Dann gilt \B =
(ABek)i=1....pk=1...n, und nach der Definition der Matrixmultiplikation

A-(\B) = (Zp: ijz()\ﬁzk)) gt (Z()‘aﬂ)&k>j1 Gh=1,.n
= T =, , g

J

Dieses ist nun zum Einen gleich der Matrix (AA)- B und zum Anderen kénnen wir
nun das A ganz aus der Summe und dann aus der Matrix ziehen und bekommen
SO

Bemerkung 3.7.5. Insbesondere gilt also fiir A, B € KP*" und z,y € K" damit
Alx +y)=Ar+Ay  und (A+ B)x = Az + Bux.

Besonders wichtig ist in der Matrixrechnung der Fall p = n. Man spricht dann
von einer quadratischen Matrixz. Hat man zwei gleich grofle quadratische Matrizen
A, B € R"™" so sind beide Produkte AB und BA definiert und wieder Elemente

von R™ ™. Tatséchlich gilt sogar der folgende Satz.

Satz 3.7.6. Sein € N* und K ein Korper. Dann ist (K" ", +,-) ein Ring mit
Eins, der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

Beweis. Nach Beispiel BI.2[(b)] ist K™*" ein K-Vektorraum, also ist (K™*", +)
insbesondere eine abelsche Gruppe. Das Distributivgesetz ist genau die Aussa-
ge aus Satz BE@ Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation folgt aus der
entsprechenden Eigenschaft von K, denn fiir drei Matrizen A, B,C' € K™*™ gilt

(ajﬁ)] {=1,...n (Z Bﬁm’}/mk))g 1 = <Z Qjp Z Bﬁm/Ymk) 1
m:l ..... 621 m:l =1,... n
= (; 7nzl ijz(ﬁem%nk))ml ..... o= <m1 2 (%zﬁm)%m)jvkl ..... i

— (AB)C,

wobei man fiir das letzte Gleichheitszeichen, die davor getéitigte Rechnung wieder
riickwérts machen muss.
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Das Einselement ist die Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

I= Do . :<5jk)j,k=1 ..... n
00 ... 1

.....

/=1 JR=1,.

und umgekehrt genauso.
Die Nichtkommutativitéit sieht man schliefflich fiir jedes n > 2 an

0 0 0 0 01 0O ... 00
0 0 of[: il fo .o 00
1 0 0 0 00 0 01
und
0 0 1 00 0 10 0
0 00 T 00 0
) . . . . — ) l:‘
: P 00 ... 0 T Lo
0O ... 00 10 ... 0 00 ... 0

.....

...........

.....

die zu A transponierte Matriz.

Beispielsweise ist

32 5\
12 3) ~

vgl. Beispiel B.1.2) .

Fiir das Transponieren gelten die folgenden Rechenregeln:

ot N W
W N
=
=
o,
—~
—_
w
~J
~—
!
Il
~N W
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

Satz 3.7.9. (a) Fir alle A, B € KP*" und alle A € K gilt
o (A+B)T = AT + BT,
o (AT = A,
o (A\A)T = \AT.
(b) Fiir alle A € K¥P und B € KP*" gilt (AB)T = BT AT.
Beweis. Wir beweisen nur beispielhaft den dritten Punkt von [(a)] der Rest ver-
bleibt als Ubung.

Sei also A = (ajk)j=1,.. ph=1,..n € KP*" und A € K. Dann gilt nach der Definition
der Skalar-Multiplikation in KP*"

)\0411 )\0612 Ce )\Oéln g )\0411 )\0421 e )\Oépl
()\A)T _ )\0421 )\O(QQ e )\O[Qn _ )\0412 )\Oégg e )\Ong _ )\AT
Ayt Aagy .. Ay, Aag, Aag, .. Aoy

O

Ubungsaufgabe 3.7.10. Es sei A € K™*" eine Matrix und (-|-) das Standards-
kalarprodukt auf K™. Zeigen Sie, dass dann fiir alle z,y € K™ gilt

(Azly) = (z|ATy).

Im Lichte dieser Ubungsaufgabe ist auch das Vertauschen der Reihenfolge in
Satz [3.7.9 @ zu sehen:

((AB)"z|y) = (x|ABy) = (ATz|By) = (BT A" z|y).

3.7.2. Die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung

Was haben nun Matrizen mit linearen Abbildungen zu tun? Dieser Frage wollen
wir jetzt nachgehen. Dazu sei ® : V' — W eine linere Abbildung zwischen zwei
endlichdimensionalen K-Vektorraumen, sowie B = {b, b, ..., b,} eine Basis von
Vund C = {c1,¢2,...,¢,} eine Basis von W.

In dieser Situation haben wir in Bemerkung folgendes gesehen: Bestimmt
man oy, fir j =1,...,pund k =1,...,n so, dass ®(b,) = E§:1 ajrc; gilt und
stellt man 2 € V durch seinen Koordinatenvektor ¥ = (&;,&,...,&,)7 € K
beziiglich B dar, so gilt

p

O(x) = i(z": ajk§k> cj = Z(Af)jcja

j=1 k=1 j=1

d.h. der Vektor A% enthélt die Koordinaten des Vektors ®(x) beziiglich der Basis
C.

91



3. Lineare Algebra

Definition 3.7.11. Es seien V., W, B, C, n, p und ® : V. — W wie oben.
Die Matriz A = (o) j=1,. ph=1,.n € KP*™ heifit dann Darstellungsmatrix oder
Abbildungsmatrix von ® beziiglich B und C. Wir bezeichnen diese mit A =
ME(®).

Im Kopf haben sollten Sie die folgende

Merkregel: | In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koordinaten
der Bilder der Basisvektoren.

Beispiel 3.7.12. Es sei ® : R? — R? die Spiegelung an der z,-Achse. Das ist
nach Beispiel B.6.5l[(b)| eine lineare Abbildung. Statten wir R? mit der Standard-
basis B = {b1,b2} = {(§),(?)} aus, so kénnen wir die Abbildungsmatrix von ®
beziiglich B und B angeben, indem wir die Bilder der Basisvektoren bestimmen:

ow=o(()) () --rnms
owr=o(()- () -0 ve

-1 0

0 1

Tatsdchlich ist zum Beispiel fiir x = (2) der Koordinatenvektor # beziiglich B
gleich dem Vektor x und wir bekommen

s (3 9)()-(7) -5

Beispiel 3.7.13. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R? — R? mit

o((2) = (nr)

(a) Es sei zundchst B=C = {(}),(9)}. Dann ist

e(()) ) o
o) () --wore

M@ = mago) = (7 7).

Also ist ME(®) =

und

Also ist
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

(b) Andert man die Basen, bekommt man auch eine andere Abbildungsma-
trix fiir die selbe Abbildung. Wir behalten B = {({),(?)} wie oben, aber
ersetzen C durch D = {dy,ds} = {(3),(7?)}. Dann ist

O(by) = G’) =d; und ®(by) = <_12> = dy.

Also ist damit
10
Mg (®) = (0 1).

Damit ist M5(®) (1) = (1), aber es ist doch ®((1,1)7) = (1,2)7? Was ist
hier schief gegangen?

Nichts! Wir miissen nur richtig interpretieren. Nach unserer Definition der
Abbildungsmatrix ist das Ergebnis von ME(®) (1) der Koordinatenvektor
von ®(z) beziiglich D und nicht ®(z) selbst! Da nun D nicht die Standard-
basis ist, sind Vektor und Koordinatenvektor nicht mehr identisch. Aber
tatséchlich gilt

vaera=(3)+ () = (5) = et

Beispiel 3.7.14. Wir wahlen V = W und betrachten die Identitat id : V — V
auf V. Diese ist linear, also hat sie zu einer gegebenen Basis B = {by, by, ...,b,}
von V' eine Abbildungsmatrix beziiglich B und B, die wir nun bestimmen wollen.
Es ist id(b;) = b;, also ist der Koordinatenvektor von id(b;) der j-te Einheitsvek-
tor. In der Abbildungsmatrix Mg (id) der Identitit steht also in der j-ten Spalte
der j-te Einheitsvektor, also

1 0 0
R DO B
0 ... 0 1

d.h. die Abbildungsmatrix ist die Einheitsmatrix.

Bemerkung 3.7.15. Es seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorrdume
und B = {b1,bs,...,b,} eine Basis von V und C = {¢y,¢2, ..., ¢, } eine Basis von
W. Dann haben wir nun gesehen, dass es zu jeder linearen Abbildung ® : V' — W
eine Abbildungsmatrix MZ(®) gibt. Aber auch umgekehrt wird ein Schuh daraus:

.....
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3. Lineare Algebra

Fiir diese Abbildung gilt dann MZ(®,4) = A (warum?).

Damit haben wir zusammengefasst folgendes gesehen: Wahlt man die Basen B
und C fest, so gibt es eine eins-zu-eins-Beziehung zwischen den linearen Abbil-
dungen von V nach W und den Matrizen aus K?*". Das bedeutet, dass wir jede
lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen, also ein u.U.
durchaus uniibersichtliches Objekt, durch eine solche Matrix, also etwas recht
iiberschaubares, beschreiben konnen und dass uns jede Erkenntnis iiber Matrizen
eine Erkenntnis iiber lineare Abbildungen beschert und umgekehrt.

Definition 3.7.16. Es sei A € KP*" eine Matriz und ay,as, . ..,a, € KP seien
die Spalten von A. Dann heifit

(a) Rang(A) := dim({ay, as, ..., a,)) (Spalten-)rang von A.
(b) der Untervektorraum ker(A) :={x € K™ : Az = 0} von K™ Kern von A.

Der folgende Satz zeigt ein paar Beziehungen zwischen einer linearen Abbildung
und ihrer Abbildungsmatrix auf. Er bleibt hier ohne Beweis stehen.

Satz 3.7.17. Es seien V und W endlichdimensionale K - Vektorrdume mit Basen
B, bzw. C, ® : V — W eine lineare Abbildung und A = ME(®). Dann gilt

(a) Rang(®) = Rang(A).

(b) Rang(A) ist die Mazimalanzahl linear unabhdngiger Spalten von A.
(c) dim(ker(®)) = dim(ker(A)).

(d) dim(V') = Rang(A) + dim(ker(A)).

Im Abschnitt iiber lineare Abbildungen haben wir in Ubungsaufgabe B.6.3 gese-
hen, dass die Verkettung von linearen Abbildungen und die Umkehrfunktion von
Isomorphismen wieder lineare Abbildungen sind. Wie bestimmt man nun deren
Abbildungsmatrizen, d.h. wie bekommt man M5 (¥o®) und Mg(®~1) aus MF(P)
und MS(W)?

Zuerst zeigen wir, dass die Abbildungsmatrix der Verkettung genau das Matrix-
produkt der beiden Abbildungsmatrizen von ¥ und ® ist.

Satz 3.7.18. Es seien V., W und X endlichdimensionale K-Vektorriume mit
Basen B, C, bzw. D. Weiter seien ® : V. — W und ¥ : W — X lineare Abbil-
dungen. Dann gilt

ME(W 0 ®) = ME(W) - ME(®).

Beweis. Es sei B = {by,bs,...,b,}, C ={c1,¢c2,...,¢,} und D = {dy,do, ...,d,}.

-----
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3.7. Matrizen und lineare Abbildungen

Um die Abbildungsmatrix von ¥ o ® zu bestimmen, miissen wir die Koordinaten
von (Vo ®)(by) beziiglich der Basis D fiir jedes k = 1,...,n bestimmen. Es gilt
nach der Definition der Abbildungsmatrix

(W0 @)(b) = W(@(0) = ¥ (D Bace).

Verwenden wir nun die Linearitdt von ¥ und dann die Abbildungsmatrix von WV,
so erhalten wir

(Vo d)(by) = Z BV (ce) = Z Bex Z ajed; = Z (Z Oéjéﬁék) dj.

j=1 =1

Also ist die Abbildungsmatrix von W o ® gegeben durch

p
Vik = g Otjeﬁzk
(=1

und das ist genau die Definition des Matrixprodukts. O

Beispiel 3.7.19. Die lineare Abbildung in R?, die man bekommt, wenn man
zunéchst die Abbildung ® in Beispiel B.7.13 ausfithrt und dann die Spiegelung an
der x,-Achse, vgl. Beispiel B.7.12), hat also beziiglich der Standardbasis in R? die

Abbildungsmatrix
-1 0\ (3 =2\ _ (-3 2
0 1 1 1) \1 1/)°

Wir wenden uns der Abbildungsmatrix der Umkehrfunktion zu. Es seien also V'
und W endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen B, bzw.Cund ® : V — W
ein Isomorphismus.

Wir bemerken zunéchst, dass ® nur bijektiv sein kann, wenn die Dimensionen
von V und W {ibereinstimmen, denn nach der Dimensionsformel gilt

dim(W) * 2% Rang(®) = dim(V) — dim(ker(®)) “2 dim(V)).

Also muss die Abbildungsmatrix einer solchen bijektiven Abbildung quadratisch
sein.
Es gilt nun ® o ®~! = idy und &' o ® = idy,, also ist nach Beispiel B.7.14]

ME(®) - MG(@™) = M(idy) = I und  M§(@") - ME(®) = ME(idy) = 1.

Nach Satz ist I das neutrale Element der Multiplikation im Ring K™*". Wir
haben also gerade gezeigt, dass man einen Vektorraum-Isomorphismus daran er-
kennt, dass seine Abbildungsmatrix in diesem Ring ein multiplikatives Inverses
besitzt. Und dieses mulitplikative Inverse ist dann die Abbildungsmatrix der Um-
kehrfunktion. Wir gielen das in eine Definition.
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3. Lineare Algebra

Definition 3.7.20. Es sein € N* und K ein Korper. Fine Matriz A € K™
heifit invertierbar oder regulir, falls ein A~ € K™ " existiert mit A- A=t =1
und A=Y - A= 1. Die Matriz A~! heifit dann die Inverse von A.

Ist A nicht reguldr, so nennt man A singuldr.

Bemerkung 3.7.21. (a) Nicht jede von der Nullmatrix verschiedene quadra-
tische Matrix ist invertierbar, d.h. K™*" ist kein Korper. Z.B. ist

10\ (0 0y (00
10 3 7/ \0 0)’
d.h. (19) ist ein linker Nullteiler.

(b) Die Inverse ist eindeutig, denn sind A" und A” zwei Inverse von A, so ist mit
dem schon mehrfach bemiihten Argument A’ = A’(AA”) = (A/A)A” = A”.

Satz 3.7.22. FEs sein € N*, K ein Korper und A € K™™. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.
(b) Rang(A) = n.
(c) ker(A) = {0}.

Beweis. Nach unseren obigen Uberlegungen ist A genau dann invertierbar, wenn
die Abbildung ® 4, vgl. Bemerkung B.7.15] bijektiv ist. Dies wiederum ist wegen
Satz B.6.17 und Satz B.717|(a)| dquivalent dazu, dass Rang(A) = Rang(®4) = n
ist. Damit haben wir @ — @ gezeigt.

Mit Hilfe der Dimensionsformel n = Rang(A) + dim(ker(A4)) aus Satz BZI7[(d)|

sieht man, dass[(b)| genau dann gilt, wenn dim(ker(A)) = 0 ist, was wiederum zu

dquivalent ist. O
Beispiel 3.7.23. Die Matrix

_ 2 3 2%2 . . . . 71_l 2 -3
A—<_1 2) eR ist invertierbar mit A =211 2 )
denn 1 1
(2 3\ 1/2 =3\ _ 1/7 0\ _
A4 _(—1 2) 7(1 2)_7<0 7)—]
und

G 2) ()07

3
Q) € Z2** nicht invertierbar,

Im Kontrast dazu ist

vy

Il
N
L
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3.8. Lineare Gleichungssysteme

(4)-(5)-06)

Das bedeutet, dass die zweite Spalte von B ein Vielfaches der ersten Spalte ist,
die beiden sind also linear abhingig. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von B ist folglich 1 und Satz liefert, dass Rang(B) = 1
ist. Das bedeutet wiederum nach Satz das Aus fiir die Invertierbarkeit.

denn es ist

Bemerkung 3.7.24. (a) Sind A, B € K™*" invertierbare Matrizen, so ist auch
ihr Produkt AB invertierbar mit (AB)™! = B~1A~1, denn

(AB)(B'A™Y) = A(BB™)A ™' = ATA™ = AA' = |

und genauso gilt umgekehrt B~1A-'AB = 1.
Man beachte, dass sich die Reihenfolge der beiden Matrizen umkehrt!

(b) AuBerdem gilt fir jedes A € K \ {0} und jedes invertierbare A € K™*"
AA)L= At
Ubungsaufgabe 3.7.25. Die Menge
GL(n,K) :={A € K™" : A invertierbar}

ist mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe. Diese heifit all-
gemeine lineare Gruppe. Die Abkiirzung kommt von der englischen Bezeichnung
“general linear group”.

3.8. Lineare Gleichungssysteme

In vielen Zusammenhéngen stof8t man in der Linearen Algebra (und auch anders-
wo) auf die Problematik lineare Gleichungssysteme losen zu miissen.

Die Problemstellung ist die folgende: Gegeben Koeffizienten oy, j € {1,2, ..., p},
ke {1,2,...,n}, aus einem Korper K und weitere Elemente by,b,...,b, € K,
bestimme x1, xo,...,x, € K mit

Q1171 + Q19To + - - - + Q1T = by

Q91%1 + QoTo + « - - + Qop Ty, = by

Qp11 + Qpolo + -+ QppLp = bp'
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3. Lineare Algebra

Setzt man b := (by,ba,...,b,)7 € KP und A := (ai)j=1. ph=1
kann man jedes lineare Gleichungssystem in der Matrizform

.....

Ax =0
schreiben.

Definition 3.8.1. (a) Fin lineares Gleichungssystem (LGS) ist die Gleichung
Ax = b, wobei A € KP*" und b € KP gegeben und der Vektor x € K"
gesucht ist.

(b) Ein LGS heifst homogen, falls b = 0 ist. Sonst heiffit es inhomogen.

(¢) Das LGS Ax = b heifst 1osbar, falls ein x € K™ existiert mit Ax = b und
es heifit eindeutig losbar, wenn genau ein solches x € K" existiert. Gibt es
kein x € K™ mit dieser Figenschaft, so nennt man das LGS unlosbar.

3.8.1. Losbarkeitstheorie

Bemerkung 3.8.2. In folgenden Spezialféllen ist es leicht, das Losungsverhalten
von linearen Gleichungssystemen zu bestimmen:

(a) Ist p = n und A € K™ invertierbar, so ist Az = b fiir jedes b € K"
eindeutig losbar durch z = A~'b, denn mit dieser Wahl gilt

Az = A(A™') = (AA b= Tb=1b

und ist y € K" eine weitere Losung, gilt also Ay = b, so ist x = A™1b =
A7 Ay = .

(b) Ist A € KP*™ die Nullmatrix, so ist Az = b nur fiir b = 0 16sbar, dann aber
ist jedes x € K" eine Losung.

(c) Das homogene System Az = 0 ist fiir jede Matrix A 16sbar, da der Nullvek-
tor eine Losung ist. Auflerdem bilden alle Losungen den Untervektorraum
ker(A), vgl. Definition B.7.16l

Kennt man den Kern von A, so ist zur Losung des Systems Ax = b schon ein
Grofiteil der Arbeit getan, denn es gilt der folgende Satz iiber die Struktur der
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.

Satz 3.8.3. Es seien A € KP*™ und b € KP. Hat das LGS Ax = b eine Lésung
xs € K", so sind alle Losungen des LGS gegeben durch

{re K" : Av =b} ={zs;+y:y € ker(A)}.

Kennt man also eine Losung, so erhdlt man alle Losungen als die Elemente der
Restklasse dieser einen Losung in V/ker(A).
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Beweis. Wir beweisen zunéchst ,,C*. Sei dazu x € K" eine Losung von Az = b.
Dann gilt
Alx —z5) = Az — Azs =b—b=0.

Also ist x — x; € ker(A) und es gibt ein y € ker(A) mit x = x, + y.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei y € ker(A). Dann gilt
Alzs +y) = Az, + Ay =b+0=b.
Somit ist x; + y eine Losung von Az = b und wir sind fertig. O

Man nennt die Losung x4, deren Existenz man irgendwoher bekommen muss,
um obigen Satz anwenden zu konnen, eine spezielle Losung oder auch Parti-
kuldrlésung des LGS.

Der folgende Satz bietet ein Kriterium fiir die grundséitzliche Losbarkeit eines

LGS.

Satz 3.8.4. Es seien A € KP*" und b € KP. Bezeichnen wir mit Alb die Matriz
in KP*D - die durch anfiigen von b als (n + 1)-te Spalte an A entsteht (man
nennt diese auch erweiterte Koeffizientenmatrix), so gilt

(a) Das LGS Az = b ist genau dann lésbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b) gilt.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) Das LGS Ax = b ist eindeutig lGsbar.
it) Ax = b ist losbar und ker(A) = {0}.
iii) Rang(A) = Rang(A|b) = n.
Beweis. (a) Wir bezeichnen mit aq,as,...,a, € K? die Spalten von A. Zum

Nachweis von ,=“ bemerken wir zunéchst, dass auf jeden Fall Rang(A) <
Rang(A|b) gilt. Sei nun x € K" eine Losung von Ax = b, d.h. es gilt

(a1 ay ... a,)-x =b. Dann ist nach der Definition der Matrixmultiplikation
n
Z l‘ja]‘ = b,
j=1
was uns sagt, dass b eine Linearkombination der Vektoren aq,as,...,a,,

also der Spalten von A, ist. Damit ist der Rang von A|b sicher nicht grofer
als der von A und wir haben die behauptete Gleichheit gezeigt.

Wir beweisen ,,<=“. Rang(A|b) = Rang(A) bedeutet, dass die beiden Un-
tervektorraume (aq, as, . .., a,,b) und (ay,as,...,a,) von K? die selbe Di-
mension haben. Es muss also schon b € (ay,aq,...,a,) gelten. Das be-
deutet, dass es xi,29,...,2, € K gibt mit Z;;lxjaj = b. Damit ist
r = (11,2,...,2,)7 € K" eine Losung des LGS Az = b und wir sind
fertig.
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3. Lineare Algebra

(b)

Wir zeigen |(b)i)F= |(b)il)={(b)iii)] ={(b)i)}

Ist Ax = b eindeutig losbar, so ist das LGS natiirlich 16sbar und enthielte
ker(A) mehr als die Null, so gidbe es nach Satz mehr als eine Losung,

somit haben wir [(b)i)={(b)ii)}

Gilt [(b)ii)|, so haben wir mit Teil [(a)] sofort Rang(A|b) = Rang(A). Weiter
folgt dank der Dimensionsformel fiir Matrizen, vgl. Satz BZI7 [(d) aus
dim(ker(A)) = 0 auch Rang(A) = n.

Zum Nachweis von |(b)iii)={(b)i)| sehen wir zunédchst, dass die Losbarkeit
des LGS aus @ folgt. Es bleibt die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen.

Wegen Rang(A) = n und wiederum der Dimensionsformel bekommen wir
ker(A) = {0} und damit liefert Satz[3.8.3 die gewiinschte Eindeutigkeit. [

3.8.2. Der GauB-Algorithmus

Nachdem wir nun im letzten Abschnitt einiges Wissen iiber die Struktur der
Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen gesammelt haben, wollen wir
uns nun der Frage zuwenden, wie man konkrete Systeme algorithmisch 16sen

kann.

Das meist verwendete Verfahren heifit Gaufs-Algorithmus. Dieser soll hier

intuitiv anhand von Beispielen behandelt werden, ohne exakte mathematische
Begriindung.

Ist A

= (k) j=1, ph=1,.n € K" und b = (by,...,b,)" € K? so éndern folgende

Umformungen die Menge der Losungen des linearen Gleichungssystems

nicht:

Q1171 + Q19To + -+ - + Q1T = by

91 L1 + 2o + * + + + QAopTy = b2

ap11 + Qpolo + -+ QppLp = bp'

1. Vertauschen zweier Zeilen (Gleichungen),

2. Multiplizieren einer Zeile (Gleichung) mit einem A # 0 aus K,

3. Addition des Vielfachen einer Zeile (Gleichung) zu einer anderen Zeile (Glei-

chung).

Man nennt diese Umformungen FElementarumformungen. Der Gaufi’sche Algo-
rithmus zur Losung von linearen Gleichungssystemen beruht nun auf der Anwen-

dung
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Beispiel 3.8.5. Wir betrachten das LGS:

I + ) + T3 + Ty = 5
2017 + 19 —2x3 —3x4 =
—T1 — X2 + 2[L‘3 — X4 =1
201 4+ x9y —x3 +2x4 =1,

bzw. in Matrixform

1 1 1 1 7
2 1 -2 —3| [
1 -1 2 —1]| |
2 1 -1 2 74

— = s Ot

Wir specken die Notation noch weiter ab und schreiben das LGS als

11 1 115
2 1 -2 =-3|4
-1 -1 2 -I|1
2 1 -1 2|1

Als erstes muss man nun durch das Vertauschen von Zeilen dafiir sorgen, dass
links oben in der Ecke ein Eintrag steht, der nicht Null ist. Das ist hier schon
der Fall, so dass wir gleich damit beginnen kénnen die erste Spalte aufzurdumen.
Wir addieren nach Elementarumformung 3. die erste Zeile zur dritten dazu und
addieren ihr (—2)-faches zur 2. und 4. Zeile. Das notiert man folgendermaflen:

1 1 1 1]5\(-2) -1 11 1 1]5
2 1 -2 -3|4| « | |0 -1 —4 -5/ -6
-1 -1 2 -11 |« 00 3 0|6
2 1 -1 2|1} « 0 -1 =3 0[-9

Nun arbeiten wir mit der zweiten Zeile. Diese multiplizieren wir zunéchst mit
(—1), so dass wir wieder eine fithrende 1 haben. Im Falle, dass dort Null steht, so
tauscht man sich wieder eine passende Zeile dorthin. Ist die zweite Spalte sogar
in allen Zeilen nach der ersten Null, so geht man gleich zur dritten Spalte iiber.
Also

1 1 1 115 1 1 1 15\ «
0 -1 —4 —5/—-6]-(-1) 0 1 4 5/6 |(~1) -1
0 0 3 0|6 o 0o 3 o6 |
0 -1 -3 0]|-9 0 -1 -3 0/ -9 —
10 -3 —4|-1
01 4 5|6

“ oo 3 o0]6
00 1 5/|-3

101
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Auf diese Weise haben wir dafiir gesorgt, dass auch in der zweiten Spalte nur
noch eine Eins und sonst nur Nullen stehen.

Nun ist die dritte Spalte dran, wir multiplizieren zunéchst die dritte Zeile mit
1/3 und rdumen dann wieder auf:

10 -3 —4] -1 10 —3 —4] -1\ «
01 4 5|6 o e sje | 1 o«
00 3 0|6 [:3 00 1 0]2]3 (=4 (-1
00 1 5|-3 00 1 5|-3 —
100 —4] 5
010 5|2

AN
001 02

000 5|5

Nun noch mal das selbe Spielchen in der vierten Spalte mit der 5 in der vierten
Zeile:

—4] 5 100 —4] 5 -
5| -2 010 5|-2| « |
0| 2 T loo1 o] 2 | |

000 1|-1/:(=5) -4

oL O OO+~ O

coo—~ oo o
o~ o0 o oo
ot
|
ot
ot

0

Abschlielend haben wir damit das urspriingliche LGS durch Elemtarumformun-
gen auf die Form
I =1
i) =3
T3 =2
Ty = —1
gebracht und haben damit die Losung dastehen. Das LGS ist eindeutig l6sbar
mit x = (132 —1)7.

Bemerkung 3.8.6. Formt man ein LGS Az = b mit Hilfe von Elementarumfor-
mungen um, so dndert sich nichts an der Losungsmenge und insbesondere auch
nichts an allen Eigenschaften der Koeffizientenmatrix und der erweitereten Koef-
fizientenmatrix, die mit dem Losungsverhalten des LGS zu tun haben. So bleiben

z.B. Rang(A) und Rang(A|b) erhalten.

Beispiel 3.8.7. Der Gauf-Algorithmus funktioniert auch fiir nicht-quadratische
lineare Gleichungssysteme. Fiir a € R betrachten wir z.B.

T2 +3r3 +5r4 =a
—2I1 — X2 + 23 + 24 =0
al + i) + T3 + 2.1’4 = 1.
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3.8. Lineare Gleichungssysteme

Also
0 1 3 5la\ « 1 1 1 2|1\ -2
-2 —1 1 1/0 ‘ s -2 —1 1 110 | «
1 1 1 2|1) <« 0 1 3 5Hla
111 201\ « 10 -2 -3 -1
~s 01 3 5/2]|(=1) =~ 01 3 5 2
01 3 5|a — 00 0 O|la—2

Nun miissen wir zwei Fille unterscheiden. Ist a # 2, so gilt Rang(A) =2 # 3 =
Rang(Alb), also ist in diesem Fall das LGS unlosbar.
Im Fall a = 2 ist die letzte Zeile eine komplette Nullzeile und damit sind der Rang
der Matrix und der erweiterten Koeffizientenmatrix beide 2. Das LGS ist also nach
Satz B.8.4(a)| 16sbar. Nach Satz ist weiterhin die Losungsmenge von der
Form z; + ker(A), wobei z; eine spezielle Losung und A die Koeffizientenmatrix
des LGS ist.
Da der Rang von A nach obiger Rechnung 2 ist, vgl. Bemerkung[3.8.6] bekommen
wir mit dem [(b)} Teil von Satz B.84] dass dim(ker(A)) = 2 ist. Die Losung des
verbleibenden LGS

1 0 -2 =3/—-1

01 3 512

00 0 0]0
erhalten wir nun so: wir setzen die noch ,,unbearbeiteten“ Variablen x3 = A und
x4 = p. Dann liefern uns die beiden verbliebenen Gleichungen zy = —1+2A+3u
und x5 = 2 — 3\ — 5u. Also sind alle z € R* mit

1 —14+2X+3u —1 2 3
x| | 2=3XA=5un | | 2 -3 -5
Sl P A “{o | TM |0
Ty 7 0 1

die Losungen des LGS. Wir erhalten also als Losungsmenge

—1 2 3
2 -3 —

L= 0 + A | A 0 A peR
0 1

Beispiel 3.8.8. Ein weiteres Beispiel {iber dem Kérper Zs:

33 1|0\ 2 130\ (50 I 1 205
1141 - [1131] « -~ |03 3|1
i3 1|3 303 « 0 -1 1|2
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3. Lineare Algebra

430 1330\ « [0 22| 12
w (o3 3il3 - [0ii3].y ~ (01 il 3
0 113 001 i3 « 00 0|-10
933
— 0113
00 00

Der Losungsraum ist damit eindimensional. Wir setzen x3 = A und bekommen
aus den beiden ersten verbliebenen Gleichungen z; = 3— 3\ und 2, = 3—\. Also
ist L
3—3A
L=¢|3-XA|:x€Z =

—|—>\ Z)\GZ5

O QI LI
= DO

A

Bemerkung 3.8.9. Der GauB-Algorithmus ist auch ein Mittel zur Berechnung
von Inversen invertierbarer Matrizen, denn dieses lasst sich folgendermaflen als
das Losen mehrerer linearer Gleichungssysteme auffassen. Ist A € K™ eine
invertierbare Matrix und ist z; € K" fiir jedes j € {1,2,...,n} die j-te Spalte von
A7' so muss AA™! = I gelten, d.h. es ist Az; die j-te Spalte der Einheitsmatrix
I, was gerade der Vektor e; := (d,)}_; ist.

Die Inversion der Matrix A entspricht also dem Losen der n linearen Gleichungs-
systeme Axz; = e; fir j = 1,2,...,n. Diese kann man mit Hilfe des Gaufl’schen
Algorithmus simultan 16sen.

1 -1 0
Beispiel 3.8.10. Essei A= |0 1 2| e R¥>3,
2 -1 3
Wir losen die drei LGSe simultan:
1 =1 0[1 0 0\ -(—2) 1 -1 0/ 1 0 0\«
0 1 20010 I~ [0 1 200 10]1 (=1
2 —1 3/0 0 1 — 0 1 3/—-2 0 1 —
1 0 2|1 1 0 — 1 0 0] 5 3 =2
s 01 20 1 0 — s 010 4 3 =2
00 1]-2 -1 1 -(—2) 00 11-2 -1 1
5 3 =2
Alsoist A=t =1 4 3 =2
-2 -1 1

3.9. Basiswechsel

Es seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume, B eine Basis von V'
und C eine Basis von W. Ist ® : V' — W eine lineare Abbildung, so haben wir zu
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3.9. Basiswechsel

dieser in Abschnitt die Abbildungsmatrix MZ(®) gefunden. Nun seien B’
eine weitere Basis von V und C’ eine weitere Basis von W und wir wollen uns der
Frage zuwenden, wie man die Abbildungsmatrix M% (®) aus MZ(®) bestimmen
kann.

Die Idee dazu ist die Abbildung ® kompliziert als idy, o ® oidy zu schreiben und

dann nach Satz B.7.18
ME (®) = ME (idy o ® oidy) = MS, (idy) - ME(®) - M5 (idy)
zu berechnen.

Satz 3.9.1. Es seien V und W zwei endlichdimensionale K -Vektorraume mit
Basen B und B', bzw. C und C" wie oben. Ist dann ® : V — W linear, so existieren
invertierbare Matrizen S und T mit

ME (®) = TME(®)S.
Beweis. Nach obigen Voriiberlegungen ist nur noch zu zeigen, dass die Matrizen
T := MS(idy) und S:= M5 (idy)

invertierbar sind. Dazu iiberlegen wir uns mit Hilfe von Satz B.7.18 und Bei-

spiel B.7.14]
S ME(idy) = M5 (idy) - M5 (idy) = ME(idy oidy) = ME(idy) = I
und genauso
ME (idy) - S = ME (idy) - M5 (idy) = M5 (idy) = 1.
Die Argumentation fiir T verlauft analog. O

Besonders wichtig ist der Spezialfall V' = W also fiir lineare Abbildungen & :
V=V.

Satz 3.9.2. Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, B und B' Ba-
sen von V und ® : V. — V linear. Sind A := ME(®) und A" := ME (®) die
Abbildungsmatrizen von A beziiglich B, bzw. B', so existiert eine invertierbare
Matriz S mit

A =S71AS.

Die Matrix S in obigem Satz, die die Abbildungsmatrizen beziiglich der verschie-
denen Basen ineinander iibersetzt, heifit Basiswechselmatriz.

Beweis. Nach Satz B.9.1] gilt fiir S := M§ (id) und T := M} (id) die Beziehung
A" =TAS. Da auflerdem

TS = ME (id)M§ (id) = M (id) = I und
ST = ME (id) M5 (id) = MB(id) = I
gilt, ist T'= S~! und wir sind fertig. O
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3. Lineare Algebra

Bemerkung 3.9.3. Es bleibt natiirlich die Frage, wie man denn die Basiswech-
selmatrix S im konkreten Fall berechnet. Dazu bezeichnen wir B = {by, b, ..., b,}
und B' = {b),b),...,b,} und erinnern uns, dass S = ME (id) gilt.

In den Spalten von S stehen also die Koordinaten von id(d}),id (), .. .,id(b),),
d.h. von b}, b, ..., b, beziiglich der Basis B. Um die Matrix S zu erhalten, muss
man also die Basisvektoren b/, b}, ..., b in der Basis B ausdriicken, das bedeutet
man hat im schlimmsten Fall n lineare Gleichungssysteme zu l6sen.

Ein wichtiger und sehr einfacher Spezialfall ist der, wenn V' = K™ und B die
Standardbasis ist, denn dann sind die Koordinaten von 0},b, ..., b, beziiglich B
einfach die Vektoren b/, b,, ..., selbst, d.h. diese bilden dann die Spalten der

Basiswechselmatrix 5.

Beispiel 3.9.4. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R3 — R? mit

xr1 — 4[L‘2 — 4[L‘3 1 —4 —4 X1
O(z) = 3o + 23 =10 3 2 To
—2ZL‘1 - 7l‘2 - 4l‘3 -2 =7 —4 xI3

Ist B die Standardbasis von R3, so ist also

1 —4 —4
A=ME®) =0 3 2
—2 -7 —4

Wir wollen nun die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der Basis

~1 4 2
B = 1], {-2],1-1
~1 1 3

berechnen. Da B die Standardbasis ist, gilt fiir die Basiswechselmatrix

-1 4 2
S=(1 -2 -1

L[5 10 0
St=—(2 1 -1
S\1 3 2
Damit haben wir nach Satz [3.9.2)
L[5 10 0 1 —4 —4\ /-1 4 2
ME(®)=5"14A5==[2 1 -1 0 3 2 1 -2 -1
S\1 3 2/ \2 7 —4/\1 1 3
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3.9. Basiswechsel

Lf510 0\ (-1 8 6 5 0 0
2 1 1)1 =4 3|==(010 o0
S\1 3 2/ \21 2 -9 0 0 —15
10 0
— (o2 o
00 -3

Dieses Beispiel zeigt auch, dass man durch eine angepasste Wahl der Basis die
Abbildungsmatrix sehr stark vereinfachen kann. Mit der Frage, wie man eine
solche Basis findet, werden wir uns im Abschnitt B.11] beschéftigen.

Beispiel 3.9.5. Die Technik des Basiswechsels kann auch dazu genutzt wer-
den, die Abbildungsmatrix einer durch geometrische Angaben definierten linea-
ren Abbildung zu ermitteln. Beispielhaft betrachten wir als lineare Abbildung

® : R? — R3 die Projektion auf den Unterraum ((?) : (%>> in Richtung <(:;11>>
Gesucht ist die Abbildungsmatrix dieser Abbildung beziiglich der Standardbasis

B. Da es sehr schwierig ist, die Abbildung direkt in dieser Basis zu beschreiben,
betrachten wir zunéchst die dem Problem angepasste Basis

0 1 —4
B=41].[2).[-1]} =160,
1 1 2

Nach der Definition von ¢ gilt dann (b)) = b0}, (b)) = b und P(b}) = 0.
Also ist

1 00
ME@)=(0 1 0
000
Mit der Basiswechselmatrix
01 —4
S=\(12 -1}/,
1 1 2

die den Basiswechsel von B nach B’ vermittelt, gilt nun M5 (®) = S~ ME(®)S.
Also ist SME (®) = ME(®)S und schlieBlich ME(®) = SME ()S~*.

Mit dem Gauf3-Verfahren kann man wieder
5 —6 7

St=[-3 4 —4
-1 1 -1
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3. Lineare Algebra

bestimmen. Also ist die gesuchte Abbildungsmatrix

01 —4\ /100
ME(®)=SME(®)St=(1 2 1|0 1 0 —3 4 -~
11 2/)\0 0 0 1
01 —4\ /5 -6 7 3 4 —
=12 1) (-3 4 —4]=[-1 2 —1
11 2 0 0 0 2 -2 3

Definition 3.9.6. Zwei: Matrizen A, B € K™ " heiflen dhnlich, wenn es eine
invertierbare Matriz S € K™ gibt mit B = S~1AS.

Bemerkung 3.9.7. (a) Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung beziig-
lich verschiedener Basen sind immer zueinander dhnlich.

(b) Die Ahqlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation. Machen Sie sich
das als Ubung klar!

(c) Sind alle Matrizen zueinander dhnlich? Nein!

o117 12 ... A1p
Qg1 Qg ... Q9 n

Ist A = . o = K™ ™ so heifit Spur(A) = Zajj die
Qp1 OQp2 ... Qpp

Spur von A.

Man kann zeigen: Sind A und B #hnliche Matrizen, dann gilt Spur(A) =
Spur(B).

Eine weitere charakteristische Grofie einer Matrix, die sich beim Basiswech-
sel nicht dndert, werden wir im Abschnitt [3.10 kennenlernen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch den Spezialfall, dass die
beiden Basen B und B’, zwischen denen gewechselt wird, jeweils Orthonormalba-
sen sind.

Lemma 3.9.8. Sind B und B' Orthonormalbasen eines n-dimensionalen R-Vek-
torraums V' mit Skalarprodukt (-|-)v, so gilt fir die Basiswechselmatriz S =
ME'(id) € R™", dass ihre Spalten eine Orthonormalbasis des R™ beziiglich des
Standardskalarproduktes (-|-)gn bilden.

Beweis. Es sei B = {by,bs,...,b,} und B = {¥},0,,...,0,}.

Die j-te Spalte s; von S ist nach Bemerkung [3.9.3 fiir Jedes j=1,2,...,n gegeben
durch den Koordinatenvektor von b beziiglich B. Wie wir in Bemerkung
gesehen haben, ist dieser Koordinatenvektor gegeben durch

(05161)v
(b51b2)v

8j:

(b16n)v
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3.9. Basiswechsel

Also ist fiir alle j, k € {1,2,...,n}

n n

(sklsj)zn = 3 (Blbe)y - (B1be)y = (b; Z@;\bg)vbz)v.

/=1 (=1

Die Summe im zweiten Argument ist nun nach Bemerkung [B.4.15 gerade der
Vektor b). Also haben wir

(sklsj)mn = (V}|bh)v = G
und sind fertig. O

Definition 3.9.9. Fine Matrix A € R™*™ heifst orthogonal, falls die Spalten von
A eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarproduktes bilden.

Man beachte, dass eine orthogonale Matrix immer invertierbar ist, da ihre Spalten
eine Basis bilden und der Rang somit gleich der Spaltenanzahl ist.

Ubungsaufgabe 3.9.10. Es sei A € R™". Beweisen Sie, dass die folgenden
Aussagen &quivalent sind:

(a) A ist orthogonal.
(b) A ist invertierbar und es gilt A=! = AT.

(c) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardska-
larproduktes.

(d) A ist invertierbar und A~! ist orthogonal.
(e) AT ist orthogonal.

Bemerkung 3.9.11. Beim Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen ist vor al-
lem die Beziehung A~! = AT niitzlich, denn das Transponieren einer Matrix ist
vom Rechenaufwand her viel einfacher als das Invertieren.
Ubungsaufgabe 3.9.12. Die Menge

O(n,R) := {A € R"™" : A orthogonal}

ist eine Untergruppe von GL(n,R), genannt orthogonale Gruppe.
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3. Lineare Algebra

3.10. Determinanten

Wie sieht man einer Matrix A = (2%) € K?*? an, ob sie invertierbar ist? Be-
rechnet man allgemein die Inverse, so findet man

1 _
A= —— (dc ab), falls ad — be 2 0.
aa — 0cC -

Anscheinend ist also der Wert ad — bc von besonderer Bedeutung. Man nennt ihn
die Determinante. Allgemein ist diese folgendermaflen definiert.

Definition 3.10.1. (a) Es seien A € K™ und j,k € {1,2,...,n}. Dann
bezeichne Aj, € K@=0x(=1"die Matriz, die aus A durch Streichen der
j-ten Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

(b) Fiir A= (a) € K definieren wir die Determinante durch det(A) := a.

(c) Fiir ein A = (ajx)}jr=y € K™" mit n > 1 erkliren wir die Determinante
als

n

det(A) = Z(—l)”kalk det(Ax). (Entwicklung nach der ersten Zeile)
k=1

(d) Fir die Determinante einer Matriv A = (k) =y € K™*" schreibt man

auch
11 12 ... A1n
Qo1 Qoo ... Qo
det(A) =
Ap1 Qp2 ... Opp

Beispiel 3.10.2. (a) Im Fall n = 2 gilt nach obiger Definition tatséchlich

a b
c d

) = (=1)%adet((d)) + (—1)*bdet((c)) = ad — be.

(b) Schon fiir n = 3 wird die Berechnung allerdings ein bisschen miihsamer:

0 5
6 8

4 5

—_— 3- .
’+( 1)°-1 ’7 3

e

7 6

=~ o~ N

1 3
0 5:(—1)2-2-’
6 8

=2.(0-8-5-6)—1-(4-8—=5-7)+3-(4-6—0-7)
—60 — 32+ 35 + 72 = 15.

Von grofler praktischer Bedeutung ist die folgende Beobachtung.
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Beispiel 3.10.3. Es sei A € K™*" eine sogenannte untere Dreiecksmatriz, d.h.

11 0 0
* 99
A= ,
' 0
* * Apn

wobei anstelle der Sterne ,x“ irgendwelche Elemente aus K stehen. Dann gilt
nach der Definition der Determinante

99 0 ce 0 Q33 0 ce 0
* Q33 * (e 7V :
det(A) = 11 ) ) ) = (V11092 * . )
: 0 : 0
* e * [67%%%) * e * [67%%)
== 011092 ... Qpp.

Insbesondere gilt damit immer
det(I) = 1.

Im folgenden Satz fassen wir einige grundlegende Rechenregeln fiir die Determi-
nante ohne Beweis zusammen.

Satz 3.10.4. Es sei

ai
A= .| € K",
Qn,
wobei al,al, ... al € K™ die Zeilen von A seien. Dann gilt

(a) Vertauscht man zwei beliebige Zeilen der Matriz, so dndert sich das Vor-
zeichen der Determinante, z.B. ist

a2
ay
as
Gy

= —det(A).

Qp
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3. Lineare Algebra

(b) Die Determinante det(A) ist linear in jeder Zeile, d.h. fir jeden Vektor
be K", fir alle \,u € K, sowie jedes j € {1,2,...,n} gilt

ay a1
Qi1 Qi1

Aaj+ pbl = Adet(A) + | b
Q1 aj+1
Qp, Qp,

(c) Sei A € K. Addiert man zu einer Zeile von A das \-fache einer anderen
Zeile von A hinzu, so dndert sich die Determinante nicht.

(d) Man kann statt nach der ersten Zeile zu entwickeln, vgl. die Definition
der Determinante, auch nach der j-ten Zeile fir jedes j € {1,2,...,n}
entwickeln. Genauer gesagt gilt fiir jedes solche j

n

det(A) = > (1) ay, det(Ay).

k=1

(e) Es ist det(A) = det(AT).
(f) Ist B € K™*" eine weitere Matriz, so ist det(AB) = det(A) det(B).

Korollar 3.10.5. (a) Die Aussagen in Satz[3.10.4|(a)}{(d) gelten auch fiir Spal-
ten statt Zeilen. Als Formel fir das Entwickeln nach der k-ten Spalte be-

kommt man
n

det(A) = > (1) ay, det(Ay).

j=1
(b) Ist \ € K und A € K™*", so gilt det(AA) = A" det(A).
Beweis. (a) Das folgt aus Satz BI0.4[(e)]

(b) Mit A = (:1

Anwendung von [(b)] aus Satz BI04

Aai
) wie in Satz [B.10.4 gilt AA = ( :

Aan,

) , also ist durch n-malige

Aaq ai aq
Ao Ao as

det(NA)=| . |=A| . |=--=A"| .| =A"det(A4). O
Aay, Aay, an,
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Die praktische Relevanz obiger Rechenregeln liegt unter Anderem darin, dass @
bis|(c)|laus SatzB.I10.4luns sagen, was mit der Determinante unter den Elementar-
umformungen aus dem Gauf3-Verfahren passiert und dass wir dieses Werkzeug da-
mit zur Berechnung von Determinanten nutzen kénnen. Dank Korollar @
kénnen wir es sogar sowohl auf die Zeilen als auch auf die Spalten der Matrix
anwenden. Wir betrachten die Berechnung von Determinanten anhand zweier
Beispiele.

Beispiel 3.10.6. (a) Wir berechnen

1 -2 3 5 8
0 -1 -1 2 3
D=2 4 -1 3 1
0 0 5 0 0
1 3 0 4 -1

Zuerst ist es sinnvoll nach der vierten Zeile zu entwickeln, denn dabei sind
vier der fiinf Summanden Null:

1 -2 5 8
0 -1 2 3
D__5'2431
1 3 4 —1

Nun konnen wir los, gaulen®. Wir machen zunéchst ein paar der schon ge-
wohnten Zeilenumformungen. Dabei bleibt die Determinante unveréndert.

1 -2 5 8 — 0 -5 1 9
_ 0 -1 2 3 | 0 -1 2 3
D==51 4 3 1| |_50—2—53
1 3 4 —1|-(-2) (1) 1 3 4 -1

Nun haben wir die Sache so weit vereinfacht, dass wir mit Gewinn nach der
ersten Spalte entwickeln konnen, vgl. Korollar [3.10.5

-5 1 9
D=-5-(-1)-1-|]-1 2 3|.
-2 —5 3

Im néchsten Schritt verwenden wir @ aus Satz [3.10.4l um die dritte Spalte
durch drei zu teilen und machen dann wieder ein paar Gaufi’sche Zeile-
numformungen, um eine neue Spalte mit nur einem von Null verschiedenen
Eintrag zu bekommen:

-5 1 3 — 1 16 0
D=5-3-|-1 2 1] « | =15-]1 7 0
—2 =5 1[-(=1) -(-3) —2 -9 1
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3. Lineare Algebra

Nun entwickeln wir nach der extra préparierten dritten Spalte und rechnen
fertig:
1 16

D:15-1~‘1 -

‘:15~(7—16):—15-9:—135.

Fiir jede Wahl von a, b € K berechnen wir die folgende (nxn)-Determinante

a b b b
a b l.).<_1) b—a a—2»> 0 0
D= .a <_ =lb—a 0 a—2b :
: - . b : b_ 4 : 0

al < b—a 0 0 a—0»

Nun addieren wir die zweite bis n-te Spalte zur ersten Spalte und erhalten:

a+(n—10 b b ... b
0 a—b 0 ... 0
D = 0 0 a—0 :
: : .0
0 0 0 a—b

Der Sinn der ganzen Aktion erschliefit sich nun: Es ist eine obere Drei-
ecksmatrix iibriggeblieben. Wenn wir diese transponieren, éndert sich nach
Satz BHI)E] die Determinante nicht und wir erhalten eine untere Drei-
ecksmatrix, deren Determinante wir nach Beispiel [3.10.3] einfach bestimmen
konnen:

a+(n—-10>0 0 o ... 0
b a—b 0 ... 0
D= b 0 a—b D | =(a+(n—=1)b)(a—0b)""".
: : .0
b 0 0 a—0»

Ubungsaufgabe 3.10.7. Rechnen Sie die Formel von Sarrus nach:

=aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi.

L Qe
> o o
S 0

Satz 3.10.8. Ist A € K" mit Rang(A) < n, so ist det(A) = 0.

Beweis. 1. Schritt: Ist die erste Spalte von A der Nullvektor, so gilt det(A) = 0.
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Es seien as, as, ..., a, € K" die weiteren Spalten von A. Dann ist dank der Linea-

ritdt der Determinante in jeder Spalte, vgl. Satz B]ﬂ@ und Korollar @

det(A):}O ay as ... an‘:‘0+0 ay as ... an‘
:}O ay as ... an’—l—}() ay as ... an’:det(A)—l—det(A).

Also ist det(A) = 0.

2. Schritt: Beweis des Satzes.

Die Voraussetzung Rang(A) < n bedeutet, dass die Spaltenvektoren ay, ..., a, €
K" von A linear abhéngig sind. Also existieren Aj, s, ..., A\, € K, die nicht alle
Null sind, mit > 7, Aja; = 0. Sei jo € {1,...,n} ein Index mit \;, # 0. Dann
gilt nach den verschiedenen Rechenregeln fiir Determinanten und abschliefend
Schritt 1

det(A) =|ay as ... aj, ... ap| = —|a1 a2 Njo G ap|
)‘jo
1 - 1
:Talaz...ZAjaJ...an:T|a1a2. 0 |
J0 j=1 Jo
:—)\—|0a2...a1...an|:(). O

Jo

Satz 3.10.9. Eine Matriz A € K™*™ ist genau dann invertierbar, wenn det(A) #
0 gilt. In diesem Fall ist det(A™") = det(A)~ .

Beweis. Ist A invertierbar, so gilt A- A~! = I. Mit Hilfe von Beispiel B.10.3 und
Satz BI0.A|() ist dann

1 =det(I) =det(A- A7) = det(A) - det(A™).

Damit haben wir sowohl det(A) # 0 als auch det(A™1) = det(A)~! gezeigt.
Gilt umgekehrt det(A) # 0, so muss nach Satz der Rang von A voll, d.h.
gleich n sein. Also ist mit Hilfe von Satz die Matrix A invertierbar. O

Korollar 3.10.10. Es seien A, B € K™ zwei dhnliche Matrizen. Dann gilt
det(A) = det(B).

Beweis. Nach Definition der Ahnlichkeit gibt es eine invertierbare Matrix S €
K™ mit B = S7'AS. Also gilt mit vorstehendem Satz

det(B) = det(S™'AS) = det(S™1) det(A) det(S)

1
= 3et(S) det(A) det(S5)

= det(A). O
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3. Lineare Algebra

Bemerkung 3.10.11. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und ¢ : V' —
V eine lineare Abbildung, so besagt Korollar B.I0.10, dass der Wert det(ME(®))
fiir jede Wahl der Basis B derselbe ist. Die Determinante ist also eine charakte-
ristische Grofle der linearen Abbildung und héngt nicht von der speziellen Wahl
der Basis und damit der Abbildungsmatrix ab. Man schreibt deshalb auch det(®)
fiir diesen Wert und spricht von der Determinante der linearen Abbildung.
Anschaulich ist det(®) der Faktor, um den die Abbildung ® bei ihrer Anwendung
Volumina veréndert.

Ubungsaufgabe 3.10.12. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fir jede orthogonale Matrix A € R™*" gilt |det(A)| = 1.

(b) Fiir alle A, B € K™*" gilt det(A + B) = det(A) + det(B).

3.11. Eigenwerttheorie

In diesem abschlieSfenden Kapitel zur linearen Algebra wollen wir der schon in
Beispiel B.9.4] angekiindigten Frage nachgehen, wie man zu einer gegebenen linea-
ren Abbildung ® : V' — V eine Basis finden kann, in der die Abbildungsmatrix
ME (®) moglichst einfach wird.

Definition 3.11.1. Es set V' ein K-Vektorraum und ® : V. — V eine lineare
Abbildung. Fin A\ € K heifit Eigenwert von ®, falls es einen Vektor v € V' gibt
mit v # 0 und ®(v) = A\v. Ein solches v heifft dann Eigenvektor von ® zum
Eigenwert X.

Beispiel 3.11.2. Ist ® : R?> — R? die Spiegelung an der x,-Achse, vgl. Bei-
spiel B.7.12 so gilt fiir den ersten Standardbasisvektor e; = () die Beziehung
®(e1) = —ey, dieser ist also ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert —1. Weiter ist

der zweite Standardbasisvektor e; = (V) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, denn

®(ey) = eq, vgl. Abbildung

Definition 3.11.3. Es sei A € K™ eine Matriz. Ein A € K heiffit Eigenwert
von A, falls es ein x € K™ mit x # 0 und Ax = Ax gibt. Ein solcher Vektor x
heifst dann Eigenvektor von A zum FEigenwert .

Wir wollen nun zeigen, dass die beiden Definitionen fiir Eigenwerte von linearen
Abbildungen und Matrizen zusammenpassen. Dazu machen wir uns zunéchst
klar, dass Eigenwerte bei Basiswechseln erhalten bleiben.

Satz 3.11.4. Ist A € K ein Figenwert von A € K™ und ist S € K™"™ inver-
tierbar, so ist A auch ein Eigenwert von B = S71AS.
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3.11. FEigenwerttheorie

X2
A &=%(e)
®(e,) & X

Abbildung 3.2.: Die Spiegelung an der xs-Achse ® mit Eigenvektoren

Beweis. Es sei x € K"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\. Da §
invertierbar ist und z # 0 gilt, muss auch y := S~z # 0 gelten. Fiir diesen
Vektor gilt

By = (ST'AS)(S7'2) = STTA(SS N = ST (Ax) = ST (x) = AS Tt = My,

er ist also ein Eigenvektor von B zum Eigenwert . Insbesondere hat B den
Eigenwert \. O

Satz 3.11.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® : V. — V
eine lineare Abbildung. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von ®, wenn
\ fiir jede Basis B von V ein Eigenwert von ME(®) ist.

Beweis. ,,=* Es sei B eine beliebige Basis von V und v € V ein Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert \. Weiter bezeichnen wir wie iiblich mit v den Koor-
dinatenvektor von v beziiglich B. Dann ist auch ' # 0 und es gilt beziiglich
dieser Basis auch

_> —
O(v) = Av = M.

Also ist nach der Definition der Abbildungsmatrix
Mg ()7 = <1>(v§ =\

und wir haben gezeigt, dass A auch ein Eigenwert von Mg (®) ist.

w<=" Essei B= {by,by,...,b,} eine Basis von V und ) ein Eigenwert von M (®)
mit zugehorigem Eigenvektor x = (z1, 29, ...,2,)T € K™ Dann ist z # 0
und damit auch v := 377 | ;b; # Oy. AuBerdem ist

B(v) = ME(®)5 = ME(B)x = Ax = AT = Mo

Also ist ®(v) = Awv. O
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3. Lineare Algebra

Bemerkung 3.11.6. Gibt es geniigend linear unabhingige Eigenvektoren einer
linearen Abbildung, so kann man tatséchlich eine einfache Darstellungsmatrix fin-
den. Wir betrachten auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V eine linea-
re Abbildung @ : V' — V und setzen voraus, dass es eine Basis B = {b, bs,...,b,}
von V' gibt, die aus Eigenvektoren von ® besteht. Wir nennen A\, Ao, ..., A\, die
jeweils zugehorigen Eigenwerte, d.h. es gelte ®(b;) = \;b; fiir jedes j = 1,2,...,n.
Beziiglich der Basis B ist dann ®(b;) = (0,...,0,);,0...,0)" mit dem Eintrag
A;j an der j-ten Stelle. Also ist dann die Abbildungsmatrix

A0 ... 0
o= |0
0 ... 0 X\

Solch eine Matrix nennt man eine Diagonalmatriz.

Definition 3.11.7. (a) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Eine
lineare Abbildung ® : V' — V' heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B
von V. gibt, so dass ME(®) eine Diagonalmatriz ist.

(b) Fine Matric A € K™™ heift diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matriz S € K™ gibt, fiir die ST*AS eine Diagonalmatriz ist.

Die néchste Frage ist nun wie man die Eigenwerte und Eigenvektoren einer kon-
kret gegebenen linearen Abbildung, bzw. Matrix, bestimmt. Dazu iiberlegen wir
uns fiir eine Matrix A € K™*™:
A € K ist Eigenwert von A.

<= Es gibt ein z € K"\ {0} mit Az = Az.

<= Es gibt ein z € K" \ {0} mit Az — Az = 0.

<= Es gibt ein . € K"\ {0} mit (A — )z =0.

<= ker(A — XI) # {0}.

<= A — \I ist nicht invertierbar.

<= det(A— ) =0.

Wir haben also gezeigt:

Satz 3.11.8. Fin A € K ist genau dann ein FEigenwert von A € K™", wenn
det(A — AI) =0 ist.

Ist A € K™ so ist der Ausdruck det(A — AI) ein Polynom vom Grad n mit
Koeffizienten in K. Dieses heiflt charakteristisches Polynom von A.

Die folgende Ubungsaufgabe zeigt, dass nicht nur die Eigenwerte sondern das
gesamte charakteristische Polynom bei einem Basiswechsel unverdndert bleibt.
Man kann also auch vom charakteristischen Polynom einer linearen Abbildung
sprechen.
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3.11. FEigenwerttheorie

Ubungsaufgabe 3.11.9. Sind A, B € K™*" dhnliche Matrizen, so gilt det(A —
M) = det(B — ).

Beispiel 3.11.10. Wir betrachten die lineare Abbildung ® : R? — R? mit

Ty + 3
(I)<<.CL’1, T, SL’3)T> = T+ X3
—T1 + X9

Auflerdem sei B die Standardbasis. Dann ist

0 11
A=ME@®) =1 01
-1 10
und
-A 1 1 - 1 1
det(A=X)=]1 =X 1|« =]0 =X+1 =A+1
-1 1 =) -1 1 -\
A1 1] « -2 0 0
=(1-XN]0 1 1/|(-1) =1-=-XN][0 1 1
-1 1 =X -1 1 =X
1 1
= (1 =X (=) 1 =AA=1)(=A—1).

Die Eigenwerte der Abbildung sind die Nullstellen dieses Polynoms, also A\; = 0,
A =1und \3 = —1.

Zur Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren 16st man nun die linearen Glei-
chungssysteme (A — \;I)z =0 fiir j = 1, 2 und 3.

Hier ist die Rechnung beispielhaft fiir Ay = 1. Es ist

-1 1 1
A-1-I=11 -1 1
-1 1 -1
Wir 16sen also
-1 1 1|0\ « 0 0 2[0\:2 (-1 0 0 1/0
1 -1 1(0] -1 ~ 1 -1 1]0 — ~ |1 =1 0]0
-1 1 -1|/0/ « 0 0 0]0 0 0 0]0
Wir haben also x3 = 0 und x; = x5. Alle Eigenvektoren zu Ay = 1 bilden also die

Menge

« 1
ker(A— 1)\ {0} = ((J)z e R\ {0} :< (1) >\{O}
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3. Lineare Algebra

Satz 3.11.11. Es sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und ® : V — V
linear. Weiter sei A € K™". Dann gilt

(a) Fiir jedes A € K ist der Eigenraum von ® zum Eigenwert \
E(@,\) ={veV:®(w) =}
ein Untervektorraum von V und der Eigenraum von A zum Figenwert A
EA N ={zre K": (A= X)x =0} =ker(A— \)
ein Untervektorraum von K.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von ® (bzw. A) sind linear

unabhdngig.

(c) Sind A1, g, ..., \. verschiedene Eigenwerte von ® (bzw. A) und By, Bs,
..., B, Basen von E(®, ), E(®, X)), ..., E(®,\) (bzw. von E(A,\),
E(A X)), ..., E(A)N)), so ist die Menge B := By UBy U ... U DB, linear
unabhdngig.

Der Beweis von Teil @ ist eine direkte Anwendung des Untervektorraumkriteri-

ums, die Aussagen in @ und wollen wir ohne Beweis hinnehmen.

Ubungsaufgabe 3.11.12. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit
Basis B, ® : V. — V eine lineare Abbildung und A := ME(®). Zeigen Sie,
dass der Eigenraum von A zu einem Eigenwert A genau die Koordinatenvektoren
(beziiglich B) der Vektoren aus dem Eigenraum von ¢ zum selben A enthélt.

Wir beweisen nun die folgende wichtige Konsequenz aus obigem Satz.

Satz 3.11.13. Es set V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und ® : V' — V eine
lineare Abbildung. Dann ist ® genau dann diagonalisierbar, wenn die Summe der
Dimensionen aller Figenrdume gleich n ist.

Beweis. ,,=* Ist ® diagonalisierbar, so gibt es nach Definition eine Basis B =
{b1,bs,...,b,} von V fiir die

aq 0 e 0
0 « :
Mg(®) = ’
: .. 0
o ... 0 ao,
gilt. Dann gilt fiir jeden Basisvektor nach der Definition der Abbildungs-
matrix
_ S : : .
o(b) = ME@), = | O ] = | = a0
T ¢ ) .
0 0 « 0 0
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3.11. FEigenwerttheorie

Also ist ®(b;) = «;b;, d.h. B ist eine Basis von Eigenvektoren, was bedeutet,
dass tatsdchlich die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich n ist.

Es sei nun die Summe der Dimensionen der Eigenrdume gleich der Raumdi-
mension n. Wir wéihlen dann in jedem Eigenraum eine Basis und erhalten so
Basen By, Bs, ..., B, zu jeweils verschiedenen Eigenwerten von ®. Dann ist
nach Satz BITIT[(c)| die Menge B := B; U B, U - - - U B, linear unabhéingig
und enthélt nach Voraussetzung n Vektoren, ist also eine Basis von V.

Beziiglich dieser Basis aus Eigenvektoren ist dann M5 (®) diagonalisierbar,
vgl. Bemerkung [3.11.6] O

Beispiel 3.11.14. Leider gibt es Matrizen und damit auch lineare Abbildungen,
die nicht diagonalisierbar sind. Als Beispiel diene A = () € R**2. Dann ist

-2 1

det(A — ) :) 0 )

-

Also ist nur A\; = 0 ein Eigenwert von A. Dessen Eigenraum berechnet sich als
Losungsmenge des LGS
0 10
(O 0 0)

{ORES

Der Eigenraum hat Dimension 1, es gibt also nur einen linear unabhéngigen
Eigenvektor.

zu

Bemerkung 3.11.15. Wir haben gesehen, dass die Eigenwerte genau die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms sind. Das Problem Eigenwerte zu finden,
ist also ein Nullstellenproblem fiir Polynome. Zumindest in theoretischer Hinsicht
ist dieses mit dem Fundamentalsatz der Algebra 2.5.14] befriedigend gelost: Jedes
komplexe Polynom zerfallt {iber C in Linearfaktoren.

Das ist der Grund, warum Eigenwerttheorie eigentlich immer iiber C betrieben
wird, selbst wenn alle beteiligten Matrizen rein reell sind.

Auch hier sind alle folgenden Betrachtungen in diesem Sinne zu verstehen.

Satz 3.11.16. Es sein € N* und A € Q™*", R™™™ oder C™"™. Dann hat A
mindestens einen komplexen Figenwert.

Beweis. Das charakteristische Polynom von A ist ein Polynom vom Grad n mit
Koeffizienten in Q, R oder C. Die Existenz einer komplexen Nullstelle, und damit
eines Eigenwertes, folgt nun aus dem Fundamentalsatz der Algebra 2514 O

Definition 3.11.17. Eine Matriv A € K™ ™ heifst symmetrisch, falls A = AT
qgilt.
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3. Lineare Algebra

Es gilt der folgende Hauptsatz fiir symmetrische Matrizen, den wir wieder nicht
beweisen wollen.

Satz 3.11.18. Es sei A € R™" symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte reell
und es gibt eine Orthonormalbasis von R™ aus Figenvektoren von A. Insbesondere
st jede symmetrische Matrixz also diagonalisierbar.

Beispiel 3.11.19. Es sei A = (31 _45)

Dann ist
1—A 4
4 -5 —=A

und wir erhalten fiir die Eigenwerte:

det(A — \I) =

':A2+4A—21

AMpp=—-2EV4+21=-245, alsor =-7, =3

Die Eigenvektoren zu \; = —7 ergeben sich als Losungen des linearen Gleichungs-

systems
8§ 4|0\ :4 - 2 1]0\ (-1 — 2 10
4 210):2 2 110) <« 0 0]0/)"

Also ist 7 = ( 9

) ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —7.

Genauso findet man xy = (?

s (a) 5 0

eine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A.

) als einen Eigenvektor zu Ay = 3.

Damit ist

Definition 3.11.20. Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt auf R™. Eine sym-
metrische Matrix A € R™™ heifit

(a) positiv definit, falls (z|Azx) > 0 fir alle x € R™ \ {0} gilt.

(b) positiv semidefinit, falls (z|Ax) >0 fir alle z € R™\ {0} gilt.

(c¢) negativ definit, falls (x|Az) < 0 fir alle x € R™\ {0} gilt.

(d) negativ semidefinit, falls (x|Az) <0 fir alle x € R™\ {0} gilt.

(e) indefinit, falls es Vektoren x,y € R™ gibt mit (z|Az) > 0 und (y|Ay) < 0.

Bemerkung 3.11.21. Man beachte, dass alle Definitheitsbegriffe von vornherein
nur fiir symmetrische Matrizen A definiert sind. Spricht man von einer positiv
oder negativ definiten Matrix, so ist damit immer, auch wenn es nicht dasteht,
auch gemeint, dass die Matrix symmetrisch ist.
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Im folgenden Satz sind zum Abschluss dieses Abschnitts noch einige Kriterien
zum Nachweis von positiver und negativer Defintheit gesammelt. Wir werden
diesen Begriffen in einem ganz anderen Zusammenhang in der Matehmatik II
noch einmal begegnen.

Satz 3.11.22. Es sei A = (i)}, € R™" symmetrisch.
(a) A ist genau dann positiv definit, wenn —A negativ definit ist.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist positiv definit.
ii) Alle Eigenwerte von A sind grofier als Null.
i) Es gilt fir jedes m € {1,2,...,n}, dass det(ap)Th—; > 0.
(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist negativ definit.
ii) Alle Eigenwerte von A sind kleiner als Null.

ii) Es gilt fir jedes m € {1,2,...,n}, dass (—1)"*" det(a;p)]s—; < 0.

Bemerkung 3.11.23. Die Teildeterminanten det(a;)7}—; in |(b)iii)| und |(c)iii)|
heiflen Unterminoren der Determinante. Man kann sich merken: Eine symmetri-
sche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Unterminoren positiv sind
und genau dann negativ definit, wenn die Unterminoren alternierende Vorzeichen
haben, wobei es mit einer negativen Zahl losgehen muss.

Dass es genau so sein muss, macht man sich am besten an Diagonalmatrizen klar.

Wir betrachten noch beispielhaft zwei Matrizen

Beispiel 3.11.24. Es seien

1 -2 2 -2 3 0
A=1-2 5 0 und B=|3 -5 0
2 0 30 0 0 -1

det(A) = 150 — 20 — 120 = 10 > 0,

also ist A positiv definit.
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3. Lineare Algebra

Die Unterminoren von B sind
det((—2)) =-2<0

—2 3
det(3 _5)_10—9_1>0

-2 3

det(B) = —1- ‘ s _p

):—1-1:—1<0,

und wir erhalten, dass B negativ definit ist.

Ubungsaufgabe 3.11.25. Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt auf R und
A € R™" positiv definit. Zeigen Sie, dass durch

(z|y)a == (z]Ay), x,y€R",

ein Skalarprodukt auf R™ definiert wird.
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4. Analysis — Teil I: Konvergenz
und Stetigkeit

4.1. Die reellen Zahlen

Wir erinnern uns an den Begriff eines angeordneten Korpers:
Dies ist ein Korper K mit einer Totalordnung <, fiir die gilt:

e Va,bce K:a<b=—a+c<b+cund
e Va,b,ce K:(a<bund 0 <c¢) = ac < bc.

Definition 4.1.1. Die Menge der reellen Zahlen R ist der kleinste angeordnete
Korper, der Z enthdlt, und das Vollstdndigkeitsaxiom

Jede nichtleere Teilmenge, die eine obere Schranke besitzt, hat ein Supremum.

erfillt.

Bemerkung 4.1.2. Auch die rationalen Zahlen Q sind ein angeordneter Korper,
der Z enthilt, aber dieser erfiillt nicht das Vollstandigkeitsaxiom, denn {z € Q :
2% < 2} hat obere Schranken aber kein Supremum in Q, vgl. Beispiel [L331[(b)]

Definition 4.1.3. Fine Teilmenge M C R heifit

(a) nach oben (unten) beschrénkt, wenn sie eine obere (untere) Schranke be-
sitzt.

(b) beschréankt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.

Satz 4.1.4. Jede nach unten beschrdinkte, nichtleere Teilmenge von R besitzt ein
Infimum.

Beweis. Es sei M C R eine nach unten beschréinkte und nichtleere Menge. ]/D\ann
gibt es eine untere Schranke C' von M. Wir betrachten nun die Teilmenge M :=
{—z : 2 € M} von R, die ebenfalls nichtleer ist. Da C' eine untere Schranke von
M ist, gilt €' < z fiir alle z € M. Das bedeutet, dass —C' > —x fiir alle z € M
ist. Anders formuliert, erhalten wir —C' > y fiir jedes y € M.

Also ist —C eine obere Schranke von M. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert
nun s := sup(M) und wir wollen zeigen, dass —s das Infimum von M ist.
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Dazu zeigen wir zunéchst, dass —s eine untere Schranke ist: Es sei # € M beliebig.
Dann gilt —z € M und es gilt nach der Konstruktion von s auf jeden Fall —z < s.
Also ist x > —s fiir jedes x € M, was zeigt, dass —s eine untere Schranke von M
ist.

Sei nun ¢ € R eine weitere untere Schranke von M. Dann ist mit der selben
Argumentation wie oben —t eine obere Schranke von M. Nun ist s die kleinste
obere Schranke von M, also muss s < —t gelten. Damit ist aber auch —s > t.
Also ist —s die grofite untere Schranke von M, d.h. das Infimum. O

Eine wichtige Rolle in der Analysis spielt die Betragsfunktion, an die wir ebenfalls
noch schnell erinnern wollen.

Definition 4.1.5. Die Funktion | -|: R — R mit

2] = {:c, falls x > 0,
= falls x < 0,
heifft Betragsfunktion und |z| heifst Betrag von x.
Es gelten die folgenden Rechenregeln, vgl. Satz und Beispiel BZ2[(a)}
Satz 4.1.6. Fir alle v,y € R gilt
(a) Ja] >0,
(b) |z = |=xl,
(c) 43 < Ja],
(d) |xy| = || - [yl,
(e) |z| =0 genau dann, wenn x =0,
(f) lz+y| <|z| + |y| (Dreiecksungleichung),
Ubungsaufgabe 4.1.7. Zeigen Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung
2] = Jy|| < |z —y| fiir alle z,y € R.
Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Definition von Intervallen.
Definition 4.1.8. Es seien zwei Zahlen a,b € R mit a < b gegeben. Dann heifien
o (a,b) :={z € R:a <z < b} offenes Intervall,
e [a,b] :=={z € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,

e (a,b] :={reR:a<z<b} und
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e [a,0) :={z € R:a <z < b} halboffene Intervalle.

Um auch die Fdille von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:
e [a,00) :={xr eR:a<z}, o (—00,a] :={reR:z<a},
o (a,0):={zeR:a<ua}, o (—00,a) :={reR:z<a},
o (—00,00) :=R.

Schliefilich schreiben wir

o R, :=[0,00), e R_:=(—00,0].

4.2. Wurzeln, Fakultaten und Binomialkoeffizienten

Eine wichtige Schlussfolgerung aus dem Vollstéandigkteitsaxiom ist die Existenz
der n-ten Wurzeln in R, .

Bevor wir in diese Betrachtungen einsteigen, definieren wir der Vollstandigkeit
halber noch die ganzzahligen Potenzen.

Definition 4.2.1. Flir jedes © € R und jedes n € N* ist

(a) " =g -x-...-x,

n Faktoren
_ 1 :
(b) ™" = —, falls x # 0, sowie
:L‘n

(c) 2°:=1.

Satz 4.2.2. Fir jedes a € Ry und alle n € N* gibt es genau ein v € Ry mit
" =a.

Beweisidee. Man zeigt zunéchst, dass 2" < y" <= x < y fiir jede Wahl von
x,y € Ry und alle n € N* gilt.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit seien z,y € R mit 2" = a = y" gegeben.
Dann gilt 2™ < ¢ und y™ < z". Nach der Voriiberlegung ist dann z < y und
y < x,also x =y.

Fiir die Existenz betrachtet man zunéchst den Fall @ = 0. Dann ist offensichtlich
x = 0 eine Losung. Sei also ab jetzt a > 0. Wir betrachten die Menge M :=
{r € Ry : 2" < a}. Dann ist 0 € M, also ist M # (). Weiterhin ist M nach oben
beschrankt, z.B. ist 1 + a eine obere Schranke (Achtung, a ist im Allgemeinen

keine!).
Also hat die Menge M nach dem Vollstandigkeitsaxiom ein Supremum z und fiir
dieses gilt 2™ = a. O
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Definition 4.2.3. Es seien a € R, und n € N*. Die eindeutige Zahl x € Ry mit
™ = a heifst n-te Wurzel von x und man schreibt © = {/a. Fiir den wichtigsten
Fallm =2 gibt es die Konvention \/a := a.

Satz 4.2.4. Es seien ¢ € Q und m,p € Z, sowie n,r € N* so, dass ¢ = m/n =
p/r ist. Dann gilt fir jedes v € R

(2)" = (Vo
Bewers. Fiir jedes z € R, gilt
(V3)™)" = (Y™ = (Vay™ = (Vo))" =2 und
((ﬁ)p)r _ (\T/E)pr — ((ﬁ)r)p — P
Also folgt aus der Eindeutigkeit der Wurzel die Behauptung. O

Definition 4.2.5. Fiir jedes © € Ry und jedes ¢ = n/m € Q mit n € Z und
m € N* ist die rationale Potenz definiert durch

zf = g™ = ()"

Bemerkung 4.2.6. Auch fiir rationale Exponenten gelten die bekannten Re-
chenregeln fiir Potenzen: Fiir alle z,y € Ry \ {0} und alle p,q € Q gilt

o Pyl = xPta ° ;_Z — ppa
_ P P
o PyP = (ay)? o = =1(%)

o (zP)1 = xPd
Definition 4.2.7. (a) Es sein € N*. Dann wird die Zahl
nl:=1-2-...-n
als n Fakultit bezeichnet.
Weiterhin definieren wir 0! := 1.

(b) Es seienn,k € N mit k <n. Dann heifst

(1) = mmr

Binomialkoeffizient ,n tiber k “.

Bemerkung 4.2.8. Die beiden Gréfien n! und (Z) haben auch eine anschauliche
Bedeutung:

n! ist die Anzahl der moglichen Reihenfolgen von n unterscheidbaren Dingen.
(Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten aus n unterscheidbaren Dingen genau k
auszuwahlen.

128
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Satz 4.2.9. Es seienn,k € N mit k <n und a,b € R. Dann gilt

() =C) = e () G0)-(0)

n

(b) anJrl - anrl _ (a . b) Zanfkbk‘

k=0
n

(c) (a+0b)" = <k> a"**.  (Binomialformel)
k=0

Beweis. (a) Es ist

n n! n! n n! n!
=————=—=1 und = —F = —=1.
0 Ol(n—0)! nl! n nl(n—n)! n!

Auflerdem ist

n n n! n!
(k) i <k:—1) W =R k= Din—kt 1)
nl(n —k+1) nlk nln—k+1+k)

TRkt ) Rm—k+D) Mo—kt1)
nln+1) (n+1) _ (n—l—l).

T RHm—k+1) kK(n+1—Fk) k
(b) Es gilt
(a—10) Z a" Y =a Z a" R — bz a"rur
k=0 k=0 k=0
_ Z an—k-i—lbk _ Z an—kbk—l—l
k=0 k=0
n n—1
_ an+1 + Zan—k—i—lbk _ Zan—kbk—l—l _ bn—l—l
k=1 k=0
n—1 n—1
— an+1 + Zan—kbk—l—l o Zan—kbk—l—l _ bn—l—l
k=0 k=0
— anJrl o bn+1.
(c) Dies ist eine gute Auffrischungsiibung in vollstdndiger Induktion. O

Eine Summe, wie sie im Beweis von Teil [(b)| auftritt, bei der sich bis auf zwei alle
Summanden gegenseitig wegheben, nennt man auch anschaulich Teleskopsumme.
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Bemerkung 4.2.10. Mit der zweiten Formel aus SatzZ.2.9](a)| kann man sich die
Binomialkoeffizienten gut merken. Schreibt man diese in ein dreieckiges Schema:

so sagt diese Formel gerade, dass man einen Eintrag bekommt, indem man die
beiden diagonal links und rechts dariiber zusammenzahlt. Das ergibt das soge-
nannte Pascal’sche Dreieck

Aus diesem kann man nun nach Teil des obigen Satzes z.B. direkt ablesen,
dass
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*

gilt.

4.3. Konvergenz von Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Grofien. Bei-
spielsweise kann es darum gehen, unendlich viele Zahlen aufzuaddieren, wie in
der unendlichen Summe

] 11 1 1

+§+Z+§+E—|—...,

der wir im Folgenden einen exakten Sinn geben werden.
Hierbei ist einige Vorsicht geboten, denn beim Umgang mit dem Unendlichen
kénnen sehr unintuitive Dinge passieren, so dass anschauliche Argumentationen
schnell in die Irre fithren konnen. Unser Ziel wird also zunéchst sein, eine exakte
mathematische Definition fiir solche Grenzwertfragen zu geben. Diese Aufgabe
wollen wir in diesem fiir alles weitere zentralen Kapitel angehen.
Wir erinnern noch einmal an den Begriff einer Folge aus Beispiel B.L2[(d)} Eine
Folge war dort eine Abbildung von N in einen Kérper K. In Erweiterung der
dortigen Definition lassen wir nun statt einem Korper allerdings eine beliebige
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4.3. Konvergenz von Folgen

nichtleere Menge X zu und sagen, dass eine Folge eine Abbildung a : N — X
ist. Um klar zu machen, was die Zielmenge dieser Abbildung ist, nennen wir a
genauer eine Folge in X. Statt Folge in R, bzw. C sagt man auch oft reelle Folge,
bzw. kompleze Folge.

Wir schreiben wieder a,, statt a(n) und bezeichnen die Folge a mit (a,),en oder
(@n)n>0 oder (ag,as,as,...). Manchmal werden wir auch etwas verkiirzt einfach
(ay) schreiben.

Zuweilen ist es praktisch mit der Zahlung nicht bei Null, sondern einer anderen
natiirlichen Zahl zu beginnen. Wir schreiben dann beispielsweise (a,),>4 oder
(a4, as, dg, . . . )

Die meisten Betrachtungen in diesem Abschnitt gelten fiir die Kérper Q, R und C
gleichermaflen. In diesem Abschnitt steht deshalb K fiir einen dieser drei Kérper.

4.3.1. Der Konvergenzbegriff und wichtige Beispiele

Definition 4.3.1. (a) Es sei (a,) eine Folge in K und a € K. Die Folge (a,)
heifst konvergent gegen a, falls fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert mit

la, —a| < e fir alle n > ny.
In diesem Fall heif$t a der Grenzwert oder Limes von (a,) und wir schreiben

lim a, =a oder a,— a(n— c0).
n—oo

(b) Ist (a,) eine Folge in K, die gegen kein a € K konvergiert, so heifit diese
divergent.

Man kann zeigen, dass eine Folge in K hochstens einen Grenzwert haben kann.
Wenn eine Folge konvergiert, ist der Limes also eindeutig.

Beispiel 4.3.2.
(a) Wir betrachten die Folge (a,) = (1/n),>1 = (1,1/2,1/3,1/4,...).
Behauptung: (a,) ist konvergent und es gilt lim,,_,, a, = 0.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit ng > 1/e. Alsoist 1/ng < e
und wir haben fiir alle n > ng

1
)

< < €. O

S|

lan —a| = |a, — 0] = |a,| =

Eine solche Folge, die gegen Null konvergiert, nennt man auch eine Nullfol-
ge.
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(b) Essei (a,) = ((—=1)")pen = (1,—-1,1,—-1,1, -1, ...).
Behauptung: Die Folge (a,,) divergiert.
Beweis. Wir nehmen an, es gébe ein a € K mit a,, — a (n — 00). Dann gibt

eszue = 1 ein ng € N, so dass fiir jedes n > ng die Ungleichung |a,, —a| < 1
gilt. Fiir n > ng gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2=la, — aps1] = lan —a+a—any1| <lap—al+|a— a1 <1+1=2.
Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch. O
n?+2n—1
Sei a, = —————, neN.
(c) Seia g "

Behauptung: (a,) konvergiert und lim,, ,, a, = 1.

Beweis. Es gilt

n*+2n—1-n?-2 _|2n—3\<|2n—3\<2n+3
n? + 2 Con242 - on2 — op2

lan — 1| =

wobei wir bei der letzten Abschéitzung die Dreiecksungleichung angewendet
haben. Nun verwenden wir noch, dass fiir alle n > 1 gilt 2n+3 < 2n+3n =

5n und erhalten damit
50 5
la, — 1| < — =—.
n n

Sei nun £ > 0. Dann gibt es wieder ein ng € N mit ng > 5/e. Also haben
wir nach obiger Abschitzung fiir alle n > ng

5) 5
la, — 1] < =< = <. O
)

3

Ubungsaufgabe 4.3.3. Es sei (a,) eine Folge in K und a € K. Zeigen Sie:
(a) Gibt es eine reelle Nullfolge () mit
la, —a| <, firallen €N,
so konvergiert (a,) gegen a.

(b) Die Folge (a,) konvergiert genau dann gegen a, wenn die Folge (|a, — al)
gegen Null konvergiert.

Definition 4.3.4. (a) Fine Folge (a,) in K heiffit beschrinkt, wenn die Menge
{an :n € N} = {ag, a1,aq, ...} beschrinkt in K ist.
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4.3. Konvergenz von Folgen

(b) Ist K =R oder K = Q, so setzen wir weiter

sup a, = sﬁp a, :=sup{a, : n € N},
neN n=0

o
inf a,, := inf a, := inf{a, : n € N}.
neN n=0

Satz 4.3.5. Jede konvergente Folge in K ist beschrdnkt.
Beweis. Sei (a,,) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a. Nach der Definiti-
on der Konvergenz existiert zu ¢ = 1 ein ny € N mit |a, — a| < 1 fiir alle n > ny.

Wir setzen C' := max{|ao|, |ai1|, |as], . .., |an,—1]|, 1 + |a|}. Dann gilt fiir alle n < ng
sofort |a,| < C und auch fiir alle n > ng gilt diese Ungleichung, denn

|an| = lan —a+a| <lap —a| +[a] <1+ |af <C.

Zusammengenommen gilt also |a,| < C fiir alle n € N und somit die Behauptung.
O

Warnung 4.3.6. Die Umkehrung von Satz [£.3.5] ist falsch! Es gibt durchaus
beschréinkte Folgen, die nicht konvergieren, vgl. Beispiel .3.21[(b)]

Die Berechnung von Grenzwerten ist allein {iber die Definition sehr miihsam und
wird bei grofleren Ausdriicken mehr oder weniger unmoglich. Eine grofie Hilfe ist
der folgende Satz, der es erlaubt, die Berechnung komplizierter Grenzwerte auf
die Betrachtung einfacherer Einzelteile zu reduzieren.

Satz 4.3.7 (Grenzwertsitze). Es seien (ay), (b,) und (¢,) Folgen in K. Dann
qgilt:

(a) Ist lim, . a, = a, so gilt lim,_, |a,| = |a].
(b) Gilt lim,,_, a, = a und lim,,_,. b, = b, so folgt
i) lim, oo (a, +b,) = a+b.
it) lim, o (a,) = aa fir alle a € K.
ii1) limy, oo (ap - by) = a - b.
w) Ist zusdtzlich b, # 0 fir allen € N und b # 0, so ist lim,,_, a,, /b, =
a/b.
Ist K entweder R oder Q, so gilt auflerdem

(c) Ist a, < b, fir allen € N und lim,,_,, a, = a sowie lim,_,, b, = b, so folgt
a <b.

(d) Ist a, < ¢, < b, fir alle n € N und sind (a,) und (b,) konvergent mit
limy, 00 @, = lim,, o0 by, = @, so ist auch die Folge (c,) konvergent und es
gilt lim,, o, ¢, = a (Sandwich-Theorem).
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Beweis. (a) Seie > 0. Da (a,) gegen a konvergiert, gibt es dann ein ny € N mit

134

|a, —al < ¢ fiir alle n > ng. Fiir alle diese n gilt dann nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung, s. Ubungsaufgabe 4. 1.7]

llan| = la]| < la, —a| <e.
Also konvergiert die Folge (|a,|) gegen |a.

Die Teile [(b))H(b)iii)] verbleiben als Ubungsaufgabe. Wir beweisen hier
(b)iv)

Da (b,) gegen b konvergiert, konvergiert nach |(a)| auch (|b,|) gegen |b|. Da
weiter b # 0 ist, gilt [b] > 0. Zu € := [b|/2 > 0 gibt es also ein n; € N
mit ||b,| — [b|| < [b]/2 fiir alle n > ny. Fiir all diese n gilt dann mit der
Dreiecksungleichung

6]
61 = 18] = 1181 = [bal + 15l < [18] = [bal [+ 15a] < 5+ [Bal.
Zieht man |b|/2 auf beiden Seiten ab, haben wir also fiir alle n > n;

b 2
|6, > u, bzw. — < —.
2 |bn| ~ 0]

Das liefert wiederum fiir alle diese n

) }w_w—&l_ﬂm—ﬂ<2mf44_ji
O o e S R

b, — b].

Sei nun ¢ > 0 und ny € N so, dass |b, — b| < ¢[b|?/2 fiir alle n > ny. Dann
gilt fiir alle n € N mit n > max{ny, no}

11 2 elb]*

b bl SR 2

Also konvergiert (1/b,,) gegen (1/b).
Die Konvergenz von (a,/b,) gegen a/b folgt nun aus|(b)iii)|

Wir nehmen an, es wiare @ > b. Dann ist ¢ := (a — b)/2 > 0 und dank
der Konvergenz von (a,) und (b,) gibt es nun ein n; € N, so dass b, €
(b—e,b+¢) und a, € (a —e,a + ¢) fir alle n > n, gilt. Da

a—b

bte=b+— =

a a—2b
2 2

2

+b
—=a-— =a—c¢
2

gilt, haben wir also fiir diese n auch b, < a,, im Widerspruch zur Voraus-
setzung.



(d)

4.3. Konvergenz von Folgen

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng sowohl |a,—a| < &
als auch |b, — a| < ¢ gilt. Hieraus und aus der Voraussetzung folgern wir
fiir alle diese n

a—c<a,<c¢c,<b,<a+e.

Also ist a — e < ¢, < a + € oder, anders ausgedriickt, —e < ¢, —a < ¢,
d.h. |¢, — a| < ¢ fiir alle n > ny und damit konvergiert die Folge (¢,) gegen
a. U

Warnung 4.3.8. Die Aussage in gilt nicht mit ,<* statt ,<“! Als Beispiel
kénnen die Folgen (a,) = (0),>1 und (b,) = (1/n),>1 dienen. Dann gilt ndmlich
a, < b, fir alle n > 1, aber die beiden Grenzwerte sind gleich.

Wir wollen nun an zwei Beispielen zeigen, wie mit Hilfe dieses Satzes komplizierte
Grenzwerte angegangen werden konnen.

Beispiel 4.3.9. (a) Sei p € N* fest gewdhlt und a, = 1/n® fir n € N*. Dann

gilt fiir alle n € N* die Ungleichung n < n? und damit

Ogan: S
T

bS]
S

Da sowohl die Folge, die konstant Null ist, als auch die Folge (1/n) gegen
Null konvergiert, ist damit nach Satz E3.7[(d)] auch die Folge (a,) konver-
gent und ebenfalls eine Nullfolge.

Wir untersuchen
n?+2n+3

n2+3
Dazu kiirzen wir den Bruch durch die hochste auftretende Potenz:

a, = , nelN.

n?+2n+3 1+24+3% 1+0+0
a, = = = — =1 (n— ).
n? + 3 1+ 3 140

Dabei stiitzen wir uns auf fiir die Berechnung des Grenzwertes von (1/n?)
auf das Beispiel in @ und zum Zusammenbau des Gesamtausdruckes auf

(b))}, [(b)ii)| und [(b)iv)| aus Satz E3.7

Dieses Vorgehen (Kiirzen durch die hchste auftretende Potenz) ist bei allen
Grenzwerten der Form , Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg
versprechend.

Bemerkung 4.3.10. Hier finden Sie weitere wichtige Beispiele von konvergenten
Folgen.

(a)

Ist (a,) eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a und gilt a,, > 0 fiir
alle n € N, so ist fiir jedes p € N* auch lim,,_,o, ¢/a, = Va.
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(b) Die Folge (¢")neny mit g € R konvergiert genau dann, wenn ¢ € (—1,1] ist

und es gilt
. " 1, falls ¢=1,
lim ¢" =
n—00 0, falls —1<qg<1.

Ist ¢ € C mit |g| < 1, so gilt ebenfalls lim,,,,, g™ = 0.
(¢) lim, 0 /c =1 fiir jedes ¢ € R,.
(d) limy, o W/n = 1.
(e) Die Folge
Qp = (1+l>n, n>1,
n

ist konvergent. Thr Grenzwert

) 1\~
e = hm<1+—>
n

n—oo

heiit Fulersche Zahl. Diese ist eine irrationale Zahl mit

e~ 2,718281828459.

Warnung 4.3.11. Die Folge (a,,) aus Teil[(e)]in obiger Bemerkung bietet eine gu-
te Gelegenheit vor einem verbreiteten Fehler bei der Bestimmung von Grenzwer-
ten zu warnen, der Unterteilung in ,eiligere” und , tragere” n. Falsch ist ndmlich
folgende Uberlegung: Die Folge (1 4+ 1/n) geht offensichtlich gegen 1, also geht
(an) gegen 1" und das ist immer 1, was zu dem Ergebnis fiihre (a,) wiirde gegen
1 streben. Das ist, vgl. oben, grob falsch. Der Grund ist folgender: Bei dieser
Uberlegung werden nicht alle n in der Formel gleich behandelt. Das n innerhalb
der Klammer wird (quasi als Vorhut) zuerst nach oo geschickt, wéhrend das n
im Exponenten noch warten muss, also zum ,tragen* n ernannt wird. Das geht
nicht. Merke: Alle n sind gleich!

Mit der gleichen Berechtigung konnte man auch argumentieren, dass 1 4+ 1/n
immer echt grofler als 1 ist und da ¢" fiir alle ¢ > 1 divergiert, divergiert der
Ausdruck in der Klammer, also auch die ganze Folge. Nun ist das andere n zum
Warten gezwungen worden, und das Ergebnis ist genauso falsch wie das erste.
Diese Erorterung zeigt aber, was hier passiert. Das 1/n in der Klammer bringt
den Ausdruck immer ndher an 1, wihrend es grof§ wird, und macht es dem n im
Exponenten damit immer schwerer, die Werte von a,, zu vergréflern. Die beiden
beeinflussen den Wert also in verschiedene Richtungen und die Frage ist, wer
dabei erfolgreicher ist: Schafft es das n in der Klammer, die Sache nach 1 zu
driicken, oder ist das n im Exponent stédrker und die Folge divergiert? Daran,
dass das Ergebnis irgendwo zwischen 2 und 3 liegt, sieht man, dass die beiden
sich in magischer Weise im Gleichgewicht halten.
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Beispiel 4.3.12. Es bleiben noch zwei wichtige Beispiele nachzutragen.

(a) Den folgenden Trick muss man mal gesehen haben. Es ist fiir alle n € N

Vit 14+/n Vntl+yn

OS\/W_\/EZ(\/H—H—\/E)(\/H—H+\/E) (n+1)—n

1 1 1 /1
NIES TSN 2\/;

Da wegen [(a)] aus Bemerkung und Beispiel [(&)] auch (1/1/n)
gegen Null geht, folgt damit aus dem Sandwich-Theorem

lim (vn+ — \/ﬁ) = 0.

n—oo

(b) Wir betrachten fiir jedes ¢ € C die Folge

n

=Y ¢"=14+¢+¢+¢@++q', neN

k=0
Dann gilt
n n n n n—1
(1 o q) qk _ qk o qk+1 _ qo + qu qu+1 _n+l
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
-1 qn+1 4 qk - qk -1 — qn+1.
k=1 k=1

Wir erhalten so fiir ¢ # 1 die geometrische Summenformel
n 1— anrl
Z q" = H_g q# 1.
k=0 q
Mit Bemerkung EL3101[(D)] gilt also fiir |g| < 1

1— n+1 1
lim a, = lim 7 : lq| < 1.
n—00 n—oo 1 —gq 1—¢q

Definition 4.3.13. Eine Folge (a,) in R oder Q divergiert bestimmt nach oo
(—o0) und wir schreiben lim, o a, = 0o (—o00), wenn es fir jedes C > 0 ein
no € N gibt, so dass a, > C (a, < —C) fir alle n > ny gilt.
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4.3.2. Konvergenzkriterien

Wir wollen uns als néchstes mit dem Monotonie-Verhalten von Folgen auseinan-
dersetzen. Das geht naturgeméf nicht in C, so dass wir uns auf R einschrinken
missen.

Definition 4.3.14. Eine relle Folge (a,) heifit

(a) monoton wachsend, wenn a,.1 > a, fir allen € N gilt.
(b) monoton fallend, wenn a,.1 < a, fir allen € N gilt.

(¢) monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.
Damit konnen wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 4.3.15 (Monotonie-Kriterium). Ist die reelle Folge (a,) nach oben (bzw.
unten) beschrinkt und monoton wachsend (bzw. fallend), so ist (a,) konvergent
und es gilt

lim a, =supa, (bzw. lim a, = inf a,).

n—00 neN n—00 neN
Beweis. Es sei (a,) nach oben beschrankt und monoton wachsend, sowie a :=
SUP,,en - Wéhlen wir nun ein € > 0, so ist sicherlich a — ¢ keine obere Schranke
von {a, : n € N}. Damit muss aber ein ny € N existieren, so dass a,, > a — ¢
ist und somit haben wir unsere Folge umzingelt, denn es gilt nun wegen der
Monotonie und der Beschrianktheit von (a,,) fiir alle n > nq:

a—e<ap, <ap,<a<a+e

und hiermit |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng. Da € > 0 beliebig war, sind wir mit
der ungeklammerten Aussage fertig. Die Aussage fiir monoton fallende Folgen
beweist man analog. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes.

Beispiel 4.3.16. Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist

durch
ap:=v6 und ani1 =6+ an, neN.
Also ist

3
a1 = \/6+ V6, ay=\/6+1/6+ 6, asz\/6+\3/6+\3/6+\3/5,

So abstrus dieses Beispiel auch aussieht, in dieser Weise gegebene Folgen treten
sehr haufig auf, so liefert z.B. jedes iterative Naherungsverfahren eine solche Folge.
Wie untersuchen wir aber ein solches Monstrum auf Konvergenz? Wir wenden
unser Monotoniekriterium an, zeigen also, dass (a,) nach oben beschréankt und
monoton wachsend ist. Genauer gesagt beweisen wir
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1. a, <2 und a,, > a, fir alle n € N,
2. (a,) konvergiert und lim,,_,, a, = 2.

Das erste ist eine Induktionsiibung;:

Induktionsanfang: Es gilt ag = V6 < v/8=2und a; = V6 + ag > V6 = ag, da
ap > 0 ist. Also ist die Aussage fiir n = 0 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,, < 2 und a,11 > a,.
Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

i1 =6+ a, <V6+2=v8=2

und
_ 3/ 3E o
Anio = /64 api1 > V6 +a, = apiq.
Wir wenden uns also der Konvergenz in 2. zu.

Nach Satz wissen wir nun, dass (a,) konvergiert, und dass lim, . a, =
SUP,,cpy Gn < 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. Auerdem wissen wir,
dass a3, = 6 + a, fiir alle n € N gilt. Nach den Rechenregeln fiir Grenzwertbil-
dung aus Satz[.3.7 konvergieren bei dieser Gleichung die Folgen auf beiden Seiten
des Gleichheitszeichens. Gehen wir also in dieser Gleichung zum Limes iiber, so
erhalten wir fiir a := lim,,_, a,, die Beziehung a® = 6 + a, bzw. a®> —a — 6 = 0.
Eine Losung dieser Gleichung ist a = 2. Dividieren wir diese ab, so erhalten wir
(a—2)(a*+2a+3)=0und a* +2a+3 = (a+ 1)* + 2 = 0 hat keine weiteren
reellen Losungen. Also muss a = 2 sein und wir haben lim,, ,., a, = 2.

Noch ein Kommentar zum Verfahren. Obwohl es nicht immer zum Ziel fiihrt, ist
dieses doch ein starkes Hilfsmittel zur Behandlung rekursiver Folgen, das man
immer wieder mit Gewinn verwenden kann.

Ubungsaufgabe 4.3.17. (Babylonisches Wurzelziehen). Zeigen Sie, dass fiir je-
des z € R und jeden beliebigen Startwert aq > 0 die Folge (a,) mit a,11 =

an+x/an
P) )

Definition 4.3.18. Fine Folge (a,) in K heiffit Cauchy-Folge, wenn fiir jedes
e >0 ein Index ng € N existiert, so dass

n € N, konvergiert mit Grenzwert /x.

la, —an| < e fiir alle n,m > ny
qgilt.
Satz 4.3.19. Jede konvergente Folge in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a und sei ¢ > 0.
Dann gibt es ein ng € N, so dass |a, — a| < ¢/2 fiir alle n > ny. Also ist fiir alle
n, m > ng mit der Dreiecksungleichung

3 g
|an—am\:|an—a+a—am|g\an—a‘jL‘am_a‘<§+§:€_ 0
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Tatséchlich gilt fiir reelle und komplexe Folgen auch die Umkehrung, die wir hier
nicht beweisen wollen.

Satz 4.3.20 (Cauchy-Kriterium). Eine reelle oder komplexe Folge konvergiert
genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. (Fir Folgen in Q ist das falsch!)

Bemerkung 4.3.21. (a) Bemerkenswert an den beiden behandelten Konver-
genzkriterien ist, dass sie beide eine Konvergenzaussage liefern, ohne dass
man eine a-priori Vermutung iiber den Grenzwert braucht.

(b) Wihrend die Aussage, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist,
allgemeingiiltig ist, geht in den Beweis der umgekehrten Implikation mas-
siv das Vollstéandigkeitsaxiom ein. Dass die Implikation ohne dieses Axi-
om falsch wird, kann man sich klarmachen, wenn man sich die Folge aus
Ubungsaufgabe A3.17 mit a = 2 als Folge in Q anschaut.

Da sie in R konvergiert, ist sie dort (und dann auch in Q) eine Cauchy-
Folge, aber in Q ist sie nicht konvergent, denn ein etwaiger Grenzwert in
Q wiére dann auch ein Grenzwert in R und wegen der Eindeutigkeit des
Grenzwertes also v/2, was nun mal nicht in Q liegt.

4.3.3. Teilfolgen und Haufungswerte

Definition 4.3.22. Fs sei (a,,) eine Folge in K. Fin a € K heifft Hiufungswert
der Folge, falls fir jedes € > 0 die Menge {n € N : |a,, — a| < €} unendlich viele
Elemente hat.

Offensichtlich ist der Grenzwert einer konvergenten Folge ein Haufungswert der-
selben, denn fiir jedes ¢ > 0 liegen ja dann sogar alle bis auf die ersten paar
Folgeglieder ndher als € am Grenzwert. Aber es gibt auch divergente Folgen die
Haufungswerte haben, z.B. hat ((—1)"),en die Haufungswerte 1 und —1 und die
komplexe Folge (i"),en hat deren vier, namlich i, —1, —i und 1. Es gibt sogar reel-
le (bzw. komplexe) Folgen, die jede reelle (bzw. komplexe) Zahl als Hiufungswert
haben.

Definition 4.3.23. Es sei (a,) eine Folge in K. Ist {ny,ng,n3,...} C N eine
unendliche Menge von Indizes mitny < ny < ns < ..., so heifit die Folge (an, )ken
eine Teilfolge von (ay,).

Beispielsweise ist (ag, as, a4, ag, . .. ) die Teilfolge der Folgeglieder mit geradem
Index. Eine andere Teilfolge ist (ag,ai, aq, ag, aye, - - . ). Keine Teilfolgen wéren
(ag, ag, as, as, ay, ay, . ..) oder (as, ai, ay, as, ag, as, . .. ).

Den engen Zusammenhang zwischen Teilfolgen, Haufungswerten und Konvergenz
beschreibt der folgende Satz.

Satz 4.3.24. Es sei (ay,) eine Folge in K. Dann gilt
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(a) Fin o € K ist genau dann ein Haufungswert von (a,), wenn eine Teilfolge
(an,) von (ay,) existiert, die gegen o konvergiert.

(b) Ist (a,) konvergent mit Grenzwert a, so konvergiert auch jede Teilfolge von
(a,) gegen a.

(c) Ist (a,) konvergent, so hat (a,) genau einen Hiufungswert, ndamlich den
Grenzwert lim,,_ o G, .

Beweis. Wir behandeln hier nur den Beweis von die Teile [(b)] und ver-
bleiben als Ubungsaufgabe.

»=" Es sei a € K ein Haufungswert von (a,). Dann existiert insbesondere fiir
e =1ein n; € N mit |a,, — a| < 1. Da es auch fiir ¢ = 1/2 unendlich viele
Folgenglieder von (a,) gibt, die weniger als 1/2 von « entfernt sind, muss
es auch ein ny € N mit ny > ny geben, so dass |a,, —a| < 1/2 gilt. Genauso
finden wir ein n3 € N mit n3 > ns, so dass |a,, — o < 1/3 gilt.

Verfahren wir immer weiter so, erhalten wir schliellich eine Folge von Indi-
7€es Ni,MNo, N3, ... Mit ng < ng <ng < ..., s0 dass

fir alle k € N (4.1)

| =

|a’nk - Oz| <

gilt. Nun ist (ay,, ) eine Teilfolge von (a,), und diese konvergiert nach Ubungs-
aufgabe [4.3.3] gegen «.

Sei nun (ay, ) eine Teilfolge von (a,), die gegen ein « € K konvergiert. Zu
gegebenem e > 0 existiert dann ein kg € N, so dass |a,, —a| < ¢ fir alle
k > ko gilt. Insbesondere gilt damit |a,, — a| < ¢ fiir die unendlich vielen
Indizes ng,, Nkygt1, Nkore, - - -, d.h. a ist ein Haufungswert von (a,). O

Ubungsaufgabe 4.3.25. Erkliren Sie jemandem aus ihrem Semester, warum
die Umkehrung der Aussage in Teil von Satz [4.3.24]im Allgemeinen falsch ist.

4.4. Asymptotik

Ein Thema, bei dem Folgen in der Informatik prominent auftauchen, ist die
Laufzeit- bzw. Aufwandsabschéatzung von Algorithmen. Dabei ist a,, die Laufzeit
(der Aufwand) des Algorithmus’, wenn der verarbeitete Datensatz den Umfang
n € N hat.

Bei genauerer Betrachtung kommt es nicht auf den genauen Wert von a, an,
sondern nur auf das qualitative Verhalten, d.h. wie schnell a, mit wachsendem
n grofl wird. Ist also z.B. die Laufzeit bei der Bearbeitung von n Eingabedaten
an, = 3n*+2 ps , so ist die ,,+2% reichlich egal, und auch das ,,3-“ interessiert nur
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am Rande, die wichtige Information ist, dass der Aufwand in der vierten Potenz
wéchst.

Wir wollen dieses ,,ungefdhr rechnen nun ,exakt“ formalisieren. Das ist kein
Widerspruch, sondern diese Idee fiithrt zum sehr leistungsfihigen ,,O-Kalkiil®,
dem Sie in Threm Studium noch héufig begegnen werden.

Definition 4.4.1. (a) Wir bezeichnen mit

F, .= {(an) Folge in R : a,, > 0 fir alle n € N}.

(b) Es sei (b,) € Fy. Dann definieren wir die Landau-Symbole durch

Qn ..
O(by) :== {(an) eF,: (E)%N beschmnkt}, (Gro8-O von b,)
o(b,) = {(an) € Fy: lim In 0}, (Klein-O von by,).

n

Andere dbliche Schreibweisen fir (a,) € O(b,), gesprochen (a,) ist ein
Grof-/Klein-O von b, “, sind a, € O(b,) und a, = O(by,), bzw. a, € o(b,)
und a, = o(by,).

Bemerkung 4.4.2. (a) Zur oben angefiihrten, sehr oft verwendeten, Schreib-
weise a, = O(by,), bzw. a,, = o(b,) ist eine deutliche Warnung angebracht,
denn das ,,=“-Zeichen wird hier nicht im mathematisch iiblichen Sinne ge-
braucht. Z.B. ist n = O(n) und 3n + 2 = O(n), aber n # 3n + 2.

Im Folgenden wird die Kompromiss-Notation a,, € O(b,) verwendet werden.

(b) Es gilt immer o(b,) C O(b,,), denn jede Nullfolge ist nach Satz [£.3.5 auch
beschrénkt.

(c) Aus dem gleichen Grund gilt das folgende wichtige Kriterium:

(a_") konvergent = a,, € O(b,).
bn neN

(d) Anschaulich bedeutet a, € O(b,), dass die Folge (a,) hochstens so schnell
wéchst wie ein Vielfaches von (b,), vgl. die folgende Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 4.4.3. Zeigen Sie fiir (a,), (b,) € Fy die folgenden Aussagen:

(a) a, € O(b,) genau dann, wenn es ein C' > 0 und ein ny € N gibt mit
a, < Cb, fir alle n > ny.

(b) a, € o(b,) genau dann, wenn es fiir jedes C' > 0 ein ny € N gibt mit
a, < Cb, fir alle n > ng.
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Beispiel 4.4.4. Es seien (a,) = (2n® + 3n + 1)nen, (bn) = (n?)peny und (c,) =
(n")nen. Dann gilt a,, € O(b,) und a, € o(c,), denn

_an .. 20+3n4+1 . 243+
lm —=Ilim —— = lim —2—" =2
n—oo b n—o00 n2 n—o00 1

und

poGn 2P 43n41 s st
n—o0 Cp, n’ 1

Allgemein gilt fiir jedes Polynom p(n) = ag + ayn + - - - + axnk

p(n) € O(nk) ist.

vom Grad k, dass

Satz 4.4.5. Es seien (a,), (b,), (¢cn), (dn) € Fy und o, B € Ry. Dann gilt
(a) Sind ay,b, € O(c,), so ist auch aa, + b, € O(cy).

(b) Gilt a,, € O(b,) und ¢, € O(d,), so ist a,c, € O(b,d,).

(¢) Aus a, € O(b,) und b, € O(c,) folgt a, € O(cy,). ( Transitivitdit)
1 1
(d) a, € O(b,) genau dann, wenn 0 € O(a)

Weiterhin gelten alle diese Aussagen auch mit Klein-O anstelle von Grof$-O.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir groBe Os, die kleinen verbleiben als Ubung.

(a) Nach Voraussetzung sind die Folgen (a,/c,) und (b,/c,) beschrankt, also
gibt es Konstanten C7,Cy > 0 mit a,/c, < C; und b,/c, < Oy fiir alle
n € N. Dann ist auch

M:aa_+ﬁc_ < aCy + BC,,

Cn Cn
d.h. die Folge ((aa, + £b,)/c,) ist beschriankt, woraus aa, + 8b, € O(c,)
folgt.

(b) Nach Voraussetzung existieren wieder C1,Cy > 0 mit a,/b, < Cj und
Cn/d, < Cy fur alle n € N. Also ist

fiir alle n € N und damit a,c, € O(b,d,).
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(¢) Gilt a,/b, < C; und b, /¢, < C, fiir alle n € N, so haben wir fiir all diese
n auch

b
s S 01027

Cn

G, Qn

=3
woraus die Behauptung folgt.

n

Fiir die Richtung ,,=“ sei a,, € O(b,). Dann gibt es ein C' > 0, so dass
a, /b, < C fiir alle n € N gilt. Damit ist dann ebenfalls fiir alle n € N

/b, ay

— <C
1/a, b, =

also haben wir 1/b, € O(1/ay).

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung wendet man obiges Argument nochmals
auf 1/b,, an. O

Bemerkung 4.4.6. Am héufigsten findet man die folgenden Landau-Symbole.
Die entsprechende Komplexitéit eines Algorithmus wird auch mit passenden Na-
men versehen:

Landau-Symbol ‘

Bezeichnung ‘ Bemerkung ‘

O(1) beschrankt

O(log,(n)) logarithmisch a>1
O(n) linear

O(nlog,(n)) »1 log n® a>1
O(n?) quadratisch

O(n?) kubisch

O(n¥) polynomial k e N*
O(a™) exponentiell a>1

Die Darstellung in obiger Tabelle ist nach Gréfle der Menge sortiert. Es gilt
also O(1) € O(log,(n)) € O(n) C O(nlog,(n)) € O(n?) C O(n®) C O(nF) C
O(n*) C O(a") fiir 3 < k < /.

Beispiel 4.4.7. (a) Was ist die kleinste Klasse aus Bemerkung .40 in der
an = 5n —31n(n) +9n* + 3nin(n) + n® +0.1-2"

liegt. Nach Satz E.45l[(a)] ist die Summe von mehreren Termen immer in
der grofiten der beteiligten O-Mengen enthalten. Das grofite Wachstum hat
nach der Aufstellung in dieser Bemerkung hier der Term 0.1 - 27, also ist
a, € O(2").

(b) Exponentielle Algorithmen sind viel schlechter als polynomiale. Fiir die
Laufzeit in Mikrosekunden gilt
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4.5. Reihen

In diesem Abschnitt steht der Buchstabe K fiir R oder C. Den Fall K = Q
werden wir hier nicht behandeln, einfach weil zu vieles des hier gesagten auf das
Cauchy-Kriterium und damit auf das Vollstéandigkeitsaxiom aufbaut.

Definition 4.5.1. Es sei (a,) eine Folge in K. Dann heifst

Zan:ao+a1+a2+a3+...
n=0

die Reihe tiber (a,). Fir jedes k € N heifit dann sy = Zﬁ:o a, die k-te Teil-
summe oder Partialsumme der Reihe.
Ist die Folge (sk)ren konvergent, so nennen wir die Reihe konvergent mit dem

Reihenwert
o k
E a, = lim s = lim E an,
k—o00 k—ro00
n=0 n=0
ist (sg) divergent, so nennen wir auch die Reihe divergent.

Beispiel 4.5.2. (a) In Beispiel @.312|[(b)] haben wir schon eine Reihe betrach-
tet ohne sie so zu nennen, nédmlich die geometrische Reihe Y~ ¢". Diese
ist nach dem dortigen Resultat konvergent, wenn ¢ € C mit |¢| < 1 ist und

dann gilt
o . 1
Yoa"=—,  lal<L
n=0 1 — 4

(b) Wir betrachten die Reihe

) PR E SIS S NS S A
nn+1) 2 6 12 20 30

n=1

Es gilt fiir jedes k € N*

k Fndlon a1l 1 G A |
Zn Znn—i—l _Z(E_nle):ZE_Zn—i—l

n=1 n=1 n—1 —1 —
Sloydo Lo L
—n =n k+1
Also ist
o0 k 1
ZnnJrl k%ooz n+1 _l}Ln;o<1_k—+1>:1

n=1 =
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4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

(c) Die Reihe

[e o]

1
2

heifit harmonische Reihe. Fiir die 2k-te Partialsumme sq), = Zik:l 1/n gilt
1 1 1 1 1
= —+—+—+ ... — > k-— = —.
D D e R T R IR L il
n=1 N N R —~—
>1/(2k)  >1/(2k) . >1/(2k)

Nehmen wir nun an, dass die Reihe konvergent ist, so ist nach Definition der

Reihenkonvergenz die Folge (si)r>1 konvergent. Den Grenzwert nennen wir

s. Nach Satz @ konvergiert dann auch die Teilfolge (sox)r>1 gegen
s und wir bekommen nach Satz EL3.7[(c)] die Ungleichung

. . 1 1

5= Jim o> Jim (s +5) =5+

und damit einen sauberen Widerspruch. Die harmonische Reihe ist also
divergent.

Der folgende Satz ergibt sich direkt aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen.

Satz 4.5.3. Seien )y a, und > - b, zwei konvergente Reihen in K und o, B €
K. Dann ist auch . (o, + Bb,) kovergent und es gilt

Z(aan + pb,) = OzZan + BZ by,.
n=0 n=0 n=0

Im Allgemeinen ist das konkrete Ausrechnen eines Reihenwertes ein sehr schwieri-
ges Unterfangen. Deshalb sind die wenigen Reihen, bei denen man den Wert exakt
angeben kann, wertvolle Schétze. Einen besonders wichtigen solchen wollen wir
nun noch ohne Beweis heben:

[e.9]

1
Satz 4.5.4. Es qilt Z =
n=0
Da es fiir kompliziertere Reihen schon schwer genug ist, {iberhaupt herauszube-
kommen, ob sie konvergieren oder nicht (vom Berechnen des Reihenwertes reden
wir schon gar nicht), sind Konvergenzkriterien essentiell wichtig. Wir beginnen
mit einem notwendigen Kriterium

Satz 4.5.5. Ist > a, eine konvergente Reihe in K, so ist (a,) eine Nullfolge
n K.
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Beweis. Da die Reihe konvergiert, gilt limy_, o Zizo a, = limg_ o Zi;é a, =

Yoo gan =: s. Da auBerdem fiir jedes k € N*

k k-1
=YY
n=0 n=0
gilt, ist limy oo ap =5 — 5 = 0. ]

Hier sind noch zwei Kriterien, die sich direkt aus den entsprechenden Aussagen
fiir Folgen ergeben:

Satz 4.5.6. Fs sei (ay,) eine Folge in K und sy, := Zi:o an, k € N. Dann gilt

(a) Ist a, >0 fir allen € N und (sy)ren nach oben beschrinkt, so ist >~ an
konvergent. — (Monotonie-Kriterium)

(b) Die Reihe ", ay ist genau dann konvergent, wenn fir jedes € > 0 ein
ng € N existiert mit
k

PO

n=~+1

<e fir alle k, € N mit k> ¢ > ng. (Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Die Konvergenz der Reihe ist nach Definition gleichbedeutend mit
der Konvergenz der Folge (si)ren. Da alle a,, > 0 sind, gilt fiir diese

k+1

k k
Sk+1 = E an = E ap + A1 Z E an = Sk

fiir alle & € N. Also ist (sg)keny monoton wachsend und nach Voraussetzung
nach oben beschriankt. Die Konvergenz folgt damit aus Satz [4.3.15]

(b) Wir zeigen, dass (sk)ren eine Cauchyfolge ist, dann folgt die Konvergenz
aus dem Cauchy-Kriterium, Satz [£.3.20 Sei dazu € > 0. Dann gibt es nach
Voraussetzung ein ng € N, so dass fiir alle k£, £ > ng mit & > ¢ gilt

k Y4 k
== [ =Y = | 3
n=0

n=0 n=~+1

< €. ]

Das folgende Konvergenzkriterium behandelt reelle Folgen, deren Summanden
wechselnde Vorzeichen haben.

Satz 4.5.7 (Leibniz-Kriterium). Es sei (a,) eine monoton fallende Folge in R
mit lim,,_,o a, = 0. Dann ist die Reihe Y~ (—1)"a, konvergent.

Beispiel 4.5.8. Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. sehr schnell die Konvergenz
der alternierenden harmonischen Reihe

a1
Z(_l) n+1

n=0

Der Reihenwert (In(2)) ist dagegen deutlich schwerer zu bestimmen.
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4.5.1. Absolute Konvergenz

In diesem Abschnitt geht es vor allem darum, weitere, alltagstauglichere Konver-
genzkriterien fiir Reihen anzugeben. Dazu benétigen wir zunéchst einen weiteren
Begriff, der eine Verscharfung der Konvergenz bedeutet.

Definition 4.5.9. Fine Rethe )"~ a, in K heifit absolut konvergent, wenn die
Reihe Y7 |an| in K konvergiert.

Satz 4.5.10. Jede absolut konvergente Reihe >~ a, in K ist auch konvergent
i K und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

o o0
> a| <Dl
n=0 n=0

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium. Sei dazu € > 0 gegeben. Dann
gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ng € N, so dass

Y ol = 3 fonl <2

n=~0+1 n=~0+1

fiir alle k > ¢ > ng gilt. Mit der Dreiecksungleichung gilt dann sofort auch

k

’ Z an| = |app1 + agpo + -+ ag| < aga| +ago| + -+ |ax] = Z lan| < e.
n=~+1 n=~+1

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.
Mit demselben Dreicksungleichungs-Argument erhalten wir nun

00 k
N TS oPAENT) oYRES SUNED S
n=0 =0

Bemerkung 4.5.11. (a) Ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung dieses Satzes
nicht gilt, ist die alternierende harmonische Reihe aus Beispiel [1.5.8 Diese
ist nach dem dortigen Ergebnis konvergent, aber nicht absolut konvergent,
denn die zugehorige Reihe mit Betrdgen ist die harmonische Reihe und diese

divergiert, vgl. Beispiel 4.5.2] .

(b) Absolut konvergente Reihen haben gegeniiber konvergenten einen grofien
Vorteil: Ist eine Reihe nur konvergent, aber nicht absolut konvergent, so
kann man durch blofles Umsortieren der Summanden den Reihenwert ver-
andern. Dieser Effekt tritt bei absolut konvergenten Reihen nicht auf. Deren
Reihenwert ist von der Summationsreihenfolge unabhéngig.
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Eine héufige Methode zur Konvergenzuntersuchung ist der Vergleich der zu un-
tersuchenden Reihe mit einer bekannten Reihe. Der folgende Satz ist mit Hilfe
des Cauchy-Kriteriums schnell zu beweisen, er ist aber so intuitiv, dass wir auf
den Beweis hier auch verzichten koénnen.

Satz 4.5.12. Es seien (a,) und (b,) reelle Folgen.

(a) Ist |a,| < b, fir alle n € N und konvergiert die Reihe Y " by, so ist
Y oo an absolut konvergent.  (Majorantenkriterium)

(b) Ist a, > b, > 0 fir alle n € N und divergiert die Reihe Y - b,, so
divergiert auch die Reihe Y~ ja,. (Minorantenkriterium)

Bemerkung 4.5.13. (a) Die Vergleichsfolge (b,) im obigen Satz heifit im Fall
von Teil @ konvergente Majorante und im Teil @ divergente Minorante.

(b) Mit Hilfe der O-Notation kann man den Satz auch folgendermaflen formu-
lieren:

Es sei (a,) eine Folge in R und (b,) € F}.
o Ist > ° b, konvergent, so konvergiert die Reihe >  a, absolut, falls
la,| € O(by) gilt.

o Ist > ° b, divergent, so divergiert auch die Reihe > 7 ja,, falls
(a,) € F, gilt und b, € O(a,) gilt.

Beispiel 4.5.14. (a) Da die harmonische Reihe divergiert, divergieren nach
dem Minorantenkriterium die Reihen iiber alle langsamer fallenden Folgen.

Insbesondere ist
o0

1

no
n=1

fiir alle a < 1 divergent, denn dann gilt

(b) Die Reihe
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ist. Weiter gilt fiir alle n € N* die Abschitzung (n + 1) > n(n + 1) und

damit
1 1

<
(n+1)2 7 n(n+1)
Die Reihe iiber b, ist nach Beispiel E25.2)[(b)] konvergent, kann uns also als

konvergente Majorante dienen und wir erhalten die behauptete Konvergenz
aus dem Majorantenkriterium.

=:b,.

Bemerkung 4.5.15. Tatséchlich ist die Reihe >~ | n% genau dann konvergent,
wenn « > 1 ist. Die harmonische Reihe ist also genau der Grenzfall.

Wir kommen nun zu zwei weiteren hiaufig verwendeten Konvergenzkriterien.
Satz 4.5.16. Es sei )~ a, eine Reihe in K.
(a) (Wurzelkriterium) Existiert der Grenzwert lim,,_,o, {/|an| oder ist die Folge
(/]an|) unbeschrinkt, so ist die Reihe

e absolut konvergent, wenn lim,_,o, {/|a,| <1 ist und

o divergent, wenn lim, . {/|a,| > 1 ist oder die Folge unbeschrdnkt ist.

(b) (Quotientenkriterium) Ist a, # 0 fir alle n € N und existiert der Grenz-
wert lim,, o0 |ani1/an| oder ist die Folge (|an,i1/an|) unbeschrinkt, so ist

die Reihe

e absolut konvergent, wenn lim,, |“Z“‘ < 1 st und

|an|

e divergent, wenn lim,, |aZ+1| > 1 ist oder die Folge unbeschrinkt ist.

|an|

Beweis. Wir beweisen nur exemplarisch das Wurzelkriterium. Es sei also (a,)
eine Folge in K, fiir die o := lim,, (L/m existiert.

Ist a < 1, so withlen wir ein ¢ € (@, 1). Dank der Konvergenz von ({/]a,|) gegen
a, muss es ein ng € N geben, so dass |(L/m — af fiir alle n > ny kleiner ist als
der Abstand von « zu ¢. Insbesondere ist also

Ve, <g<1 fiir alle n > ny.

Daraus folgt |a,| < ¢" fiir alle n > ny. Das impliziert wiederum, dass die Fol-
ge (an|/q") beschrinkt ist und wir haben |a,| € O(¢"). Da ¢ € (0,1) ist, ist
die Reihe ) > ¢" nach Beispiel @ konvergent. Also liefert uns das Ma-
jorantenkriterium, Satz @, vgl. Bemerkung @ auch die absolute
Konvergenz unserer Reihe Y7 a,.

Es sei nun a > 1. Dann gibt es ein ng € N, so dass {/|a,| > 1 fir alle n > ng
gilt. Damit ist auch |a,| > 1 fiir alle n > ng und (a,) ist definitiv keine Nullfolge.
Nach Satz kann dann die Reihe ) a, nicht konvergent sein. O
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Bemerkung 4.5.17. Liefert der Grenzwert in einem der beiden Kriterien genau

Eins,

so kann man daraus keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz der

Reihe ableiten, vgl. das folgende Beispiel.

Beispiel 4.5.18. (a) Wie wir gesehen haben, ist die Reihe Y7

ne1 na Jje nach
der Gréfie von o konvergent oder divergent, vgl. Beispiel [A.5.14] und Bemer-
kung 4.5 15| Fiir jedes o € Q gilt allerdings

n

lim
n—oo

Dies zeigt, dass im Falle, dass das Wurzelkriterium als Grenzwert 1 liefert,
keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe moglich ist.

Gleiches gilt fiir das Quotientenkriterium.

Fiir jedes z € C betrachten wir die Reihe

o0 n

z
>

n=0

Im Fall z = 0 ist die Konvergenz der Reihe offensichtlich, da sie dann nur
einen Summanden hat. Sei also nun z # 0. Dann gilt mit a,, := 2" /n!

zn+1 1
jans] _ ol _ e e
|a| E Clzr(n 1) 1
Also ist fiir jedes z # 0
TR IEE G T I

Nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe fiir jedes z € C absolut
konvergent.

Man nennt diese iiberaus wichtige Reihe die Ezponentialreihe. Diese defi-
niert uns eine Funktion

5. C —=C
|z mEE) =2

die Ezponentialfunktion. Wie es zu diesem Namen kommt, wird in Kiirze
klar werden.
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4.5.2. Das Cauchy-Produkt

In Satz B.5.3 haben wir gesehen, dass die Summe konvergenter Reihen wieder
konvergent ist. Wir wollen uns nun dem Produkt zuwenden. Naiv konnte man
folgendermaflen rechnen:

(;a"ﬂ%b") =(@+a+a+az+...)(bo+b+btbs+...)

= aopbo
+ apby + a1by
+ apbs + a1by + azby
+ apbs + a1bs + asby + azby
+...

(e}

= Z Z akbn_k.

n=0 k=0

Diese Rechnung ist allerdings im Allgemeinen falsch! Wir haben hier ndmlich
die Summanden in einer willkiirlichen Reihenfolge aufsummiert und nach Bemer-
kung L5.ITI[(b)] ist der Reihenwert nicht immer von der Summationsreihenfolge
unabhéngig. Bei absolut konvergenten Reihen allerdings schon und tatséchlich
gilt der folgende Satz.

Satz 4.5.19. Es seien Y .- a, und Y~ b, zwei absolut konvergente Reihen in
K. Dann konvergiert auch die Reihe > " > 7 ayb,_i absolut und es gilt fir
die Reihenwerte

i Zb _ (i o) (f; ).

Die Reihe "7 (>0 akbn—y heiBt Cauchy-Produkt der beiden Reihen Y7 a,,
und Y by

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen sondern einmal anwenden, indem wir
die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion zeigen.

Satz 4.5.20. Fir alle z,w € C gilt E(z +w) = E(2)E(w).

Bewers. Es gilt mit Hilfe des Cauchy-Produkts, da alle beteiligten Reihen absolut
konvergent sind,

s 5 B o peg o w” B co n Zk w” k
Gew = () (2 0) =X an e
n=0 n=0 n=0 k=0
_Ooln n! kn—k_oolnnkn—k
=2 Kn— k)~ " =2 (k)“" '
n=0 k=0 n=0 k=0
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Nun gilt nach der Binomialformel

n

also ist zusammengefasst

E(z)E(w) =)

(z+w)"
I
n=0 n

= E(z+w). U

Das ist aber nur der erste Streich. In Satz [£.5.4] haben wir gesehen, dass

oo

ﬂUzEZ%:e

n=0

gilt. Mit obigem Resultat ist damit fiir jedes k € N*
Ek)=E(l+1+---+1)=E(1)"=¢"
—_—

k Mal
Weiter sieht man sofort, dass
o On
Em)zzgﬁle+0+o+o+-~=1

gilt. Also muss fiir jedes k € N* gelten
1=FE0)=FEk+ (=k)) = E(k)E(—k).

Das liefert uns, dass E(k) # 0 ist und E(—k) = E(k)~! = (e¥)~! = e7* fiir jedes
k € N gilt. Zusammen haben wir nun schon E(k) = e* fiir jedes k € Z.
Doch hier héren wir nicht auf. Es sei nun ¢ = k/¢ € Q mit £ € Z und ¢ € N*.
Zunéchst beobachten wir, dass mit dem gleichen Trick wie oben
1 1 1 1 1\¢
:E1:E@~):E@ = ~-—)=E@)
e=E) 0 (it 0

—~
¢ Mal

ist und damit

Das liefert schliefllich

E(q) = E<k : %) = E(%)k = (/) = M/l = et fiir alle ¢ € Q.

Es liegt also nahe e” fiir alle reellen Zahlen = ebenfalls durch die Exponentialreihe
zu definieren. Wir sind sogar gleich noch mutiger:

Definition 4.5.21. Fiir alle z € C ist
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4.6. Konvergenz in normierten Raumen

Folgen und Reihen kann man nicht nur in R oder C, sondern auch in R?, C?,
d € N*, oder noch anderen Vektorrdumen betrachten. Allerdings muss man, um
den Begriff der Konvergenz einfithren zu konnen, in irgendeiner Form Abstédnde
messen konnen. Das fiihrt uns wieder auf den Begriff des normierten Raums
aus Abschnitt B.4l Wie schon dort betrachten wir hier nur den Fall reeller Vek-
torrdume. Im gesamten Abschnitt sei also V' ein normierter R-Vektorraum mit
Norm || - ||v.

Die Konvergenzdefinition ist genau identisch, wir ersetzen nur Betrdge durch
Normen:

Definition 4.6.1. (a) Fine Folge (a,)nen in V' heif$t konvergent gegen ein a €
V', wenn fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|an, —al|ly < e fir alle n > ng
qgilt.
Die Folge heifst divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

(b) Fine Folge (a,)nen in V' heifit Cauchy-Folge, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein
ng € N gibt mit

lan — am|lv < e fiir alle n,m > ny.

(¢) Eine Reihey . a, inV heifit konvergent mit Rethenwert s € V', wenn die
Folge der Partialsummen s := Zi:o an, k € N, in 'V gegen s konvergiert.

Konvergiert die Reihe Y ||a,||v in R, so heifit die Reihe Y-, a, absolut
konvergent.

Ist die Reihe nicht konvergent, so nennt man sie divergent.

Definition 4.6.2. Fine Menge M C V heifit beschréankt, falls es ein C' > 0 gibt,
so dass ||z||v < C fir alle x € M gilt.

Beispiel 4.6.3. (a) In V = R? mit der 1-Norm betrachten wir die Folge

—_

a, =\ = |, n € N*.

Dann gilt lim,,_, a, = (1,0, 1)7. Das sieht man so: Fiir jedes n € N* gilt

n—1

1 I m—1-n| 2
Han—(l,o,nTHl:\1—1|+)——0}+’ —1’ :—+)u) z
n n n n
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Ist nun € > 0 vorgegeben, so gibt es ein ny € N mit ng > 2/¢ und fiir alle
n > ng gilt dann
2 2

- E.

2
n 17071T =—-< < =
o = (L0 = < < 2

(b) Die Folge a, = (n,1/n), n € N*, in R? mit der 2-Norm ist wegen

lanllz = v/n2+1/n2>Vn2=n fiir alle n € N*

unbeschriankt. Da auch im normierten Raum jede konvergente Folge be-
schriankt ist, vgl. Ubungsaufgabe [£.6.4] ist (a,) damit divergent.

Ubungsaufgabe 4.6.4. Ubertragen Sie die Aussagen in Ubungsaufgabe F.3.3]
Satz {35 Satz L37[(a)] bis [(b)ii)} Satz L3319, Satz E.5.3 und Satz in den

Kontext von metrischen Raumen und beweisen Sie sie.

Satz 4.6.5. Es sei (ay)neny = ((aml, Ap2, .- . ,an,d)T)neN eine Folge in R? mit der

2-Norm ||z|ls = /2% + 2% + - + 22. Dann ist (a,) in R? genau dann konvergent,
wenn fir jedes j € {1,2,...,d} die Koordinatenfolge (a, ;)nen in R konvergent
ist. In diesem Fall ist

Qp,1 hmn%oo Qp,1
. Qp,2 hmn%oo Qp 2
lim ) =
n—oo .
Qp,d hmn—)oo Qp.d
Beweis. ,,=“ Es sei (a,) konvergent in R? mit Grenzwert a = (ay, as, . .., a,)" €

R?. Dann gilt fiir jedes j € {1,2,...,d} und alle n € N

d

lang — a5l = \/(an; = ;)% <\ | Y (ank — ar)® = [lan — a2
k=1

Letzteres ist dank der Konvergenz von (a,) eine Nullfolge in R. Also kon-
vergiert (a, ;) in R gegen a;.

Es seien nun fiir jedes j € {1,2,...,d} die Koordinatenfolgen (a, ;) en
konvergent in R mit jeweiligem Grenzwert a; € R. Dann gilt fiir jedes
solche j auch lim, o |a,; — a;] = 0 nach Ubungsaufgabe E33[(b)] Nach

den Grenzwertsétzen ist dann Z?Zl(aw» — a;)? ebenfalls konvergent mit

Grenzwert Z;l:l 02 = 0. SchlieBlich folgern wir aus Bemerkung E.3.101[(a)]

d
lim [la, — ally = lim | > (an; - a;)? =0.
n—o0 n—oo

J=1

Nach Ubungsaufgabe 6.4l folgt daraus die Konvergenz von (a,,) in R? gegen
a=(a,as,...,a,)"%. O
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Beispiel 4.6.6. Die Folge in R? mit

2n%—n
4n2—3n+5
an = | (1% 1)

{L/ﬁ

ist mit Hilfe dieses Satzes sehr schnell auf Konvergenz untersucht. Wir miissen
uns nur die Koordinatenfolgen anschauen. Es ist

2n? — 1 1\»
lim 2 " _ 2 lim <1+—> =e und lim Vn =1,
n

n—oo 4n2 — 3n+5 - 27 n—00 n—00
also ist (a,) konvergent in R? (mit der 2-Norm) und der Grenzwert ist (1/2,e,1)7.

Bemerkung 4.6.7. Ein identischer Satz gilt fiir jede mogliche Norm auf RY. Wir
werden spéater sehen, dass in endlichdimensionalen R-Vektorrdumen die Wahl der
Norm fiir die Frage der Konvergenz keine Rolle spielt: Wenn eine Folge beziiglich
einer Norm konvergiert, dann auch beziiglich jeder anderen und die Grenzwerte
sind gleich.

In R haben wir offene und abgeschlossene Intervalle betrachtet. Mengen, zu denen
ihr Rand gar nicht oder komplett dazugehort, spielen auch in normierten Rdumen
eine wichtige Rolle. Wir wollen nun die entsprechenden Begriffe definieren.

Definition 4.6.8. (a) Es seien o € V und r € (0,00). Dann heifst die Menge
B.(z0) :={z €V : ||z —zo|v <r}

(offene) Kugel um zy mit Radius r.

(b) Eine Menge M C V heifit offen, falls es fiir jeden Punkt xo € M einen
Radius v > 0 gibt, so dass B,(xy) C M gilt.

(c) Eine Menge M C V heifst abgeschlossen, wenn die Menge M¢ =V \ M
offen ist.

Bemerkung 4.6.9. (a) Ist eine Menge abgeschlossen, so bedeutet das anschau-
lich, dass ihr Rand zur Menge dazugehort. Umgekehrt ist eine offene Menge
eine, die keinen ihrer Randpunkte enthélt. Die Begriffe ,,Rand“ und ,,Rand-
punkt® definieren wir hier nicht. Trotzdem sollte dies ein richtiges intuitives
Gefiihl fiir die Begriffe offen und abgeschlossen geben.

(b) Achtung: Mengen sind keine Tiiren! Die meisten Mengen sind weder offen
noch abgeschlossen, betrachten Sie z.B. ein halboffenes Intervall in R. Hiiten
Sie sich also vor dem Fehlschluss: Ich habe festgestellt, dass meine Menge
nicht offen ist, also ist sie abgeschlossen. . .
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Beispiel 4.6.10. (a) Fiir jeden Mittelpunkt zp € V und jeden Radius r > 0
ist die eben definierte Kugel B,.(z) eine offene Menge.

Um das einzusehen wihlen wir ein = € B, (). Wir miissen nun zeigen, dass
es einen Radius p > 0 gibt, so dass B,(z) C B,(x¢) gilt. Da x € B,(x) ist,
gilt || — x|y < r. Die Zahl

_r =l -l
) 2

ist also strikt groBer als Null.
Sei nun y € B,(x). Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

ly —xollv =lly — 2+ 2 —x0|lv < |ly — zl|v + [z — 20|y

Der erste Summand ist kleiner als o = (r — ||z — x¢|v)/2, denn y ist ja in
der Kugel um z mit Radius p. Also erhalten wir

r r=r r T—x
Iy — ol < 5~ 22 gy = 2y I2 =l

Weiter war ||z — x|y < r, also finden wir

I v <= +=
—x —+ - =7
Yy ollv 5735

Damit haben wir B,(z) C B, () gezeigt und sind fertig.

(b) Die Kugel mit Rand {z € V : ||z — x¢||y < 1} ist dagegen fiir jedes zop € V
und alle » > 0 eine abgeschlossene Menge. Das sieht man am einfachsten
mit Hilfe des folgenden Satzes ein.

Satz 4.6.11. FEine Teilmenge M von V' st genau dann abgeschlossen, wenn fiir
jede Folge in M, die in V' konvergiert, der Grenzwert ein Element aus M ist.

Beweis. ,,=* Es sei M C V abgeschlossen und (a,) eine Folge in M, die in
V' konvergiert. Wir nehmen nun an, es wére a := lim, . a, € M, d.h.
a € M-

Da M abgeschlossen ist, ist die Menge M¢ nach Definition offen. Es gibt
also ein r > 0 mit B,(a) C M¢. Weiter ist a der Limes der Folge (a,). Also
gibt es ein ny € N, so dass

|a, —ally <r fir alle n > ng

gilt. Das bedeutet a,, € B.(a) C M€ fiir alle n > ny und wir haben einen
Widerspruch zu der Voraussetzung, dass a,, € M fiir alle n € N gilt.
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»<="“ Wir nehmen an, M wére nicht abgeschlossen, d.h. M€ ist nicht offen. Dann
gibt es ein zy € M€, so dass die Kugeln B, () fiir kein r > 0 ganz in M*
liegen. Anders gesagt, fiir jedes r > 0 gilt B,(x¢) N M # (). Betrachten wir
speziell = 1/n fiir jedes n € N*| so erhalten wir fiir jedes n € N* ein
an € Byjn(wo) N M.

Die so konstruierte Folge (a,,) ist nun eine Folge in M, fiir die
1 " .
lan — zollv < — fir allen € N
n

gilt. Damit ist die Folge (a,) konvergent in V' mit lim,, ,., a,, = zo. Nach
Voraussetzung muss also o € M liegen, was ein Widerspruch zu zy € M¢
ist. 0

Damit kénnen wir nun die Behautpung aus Beispiel ELG.I0[(b)] fertig begriinden.
Es sei also (a,,) eine Folge in M :={z € V : ||z —z¢||v < r}, die in V konvergiert
und wir setzen a := lim,,_,., a,. Da fiir jede konvergente Folge (b,) in V/

| im b,|v = lUm ||b,]|v
gilt (vgl. Satz E3.7(a)| und Ubungsafgabe @6.4)), haben wir
la = zolly = || lim a, — oy = || lim (@, — zo)[[y = lim |la, — zo||v.

Weiter liegt jedes a, in M, also folgt nun aus der Monotonie des Grenzwertes

(Satz EE370[(c))

la — zo|ly < lim r =r.
n—oo
Damit ist auch a € M und M somit nach Satz [4.6.11] abgeschlossen.

Ubungsaufgabe 4.6.12. Diskutieren Sie, ob () und V offene und/oder abge-
schlossene Mengen in V' sind.

Definition 4.6.13. Ist V ein endlichdimensionaler normierter R-Vektorraum, so
heifsit eine Teilmenge M C 'V kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt
15t.

Warnung 4.6.14. Auch in unendlichdimensionalen Rdumen gibt es den Begriff
einer kompakten Teilmenge (und eigentlich wird er sogar erst dort richtig wichtig).
Dann sieht allerdings die Definition vollig anders aus, und es gibt dann Mengen,
die abgeschlossen und beschréinkt aber nicht kompakt sind!

Im Moment kann Thnen das egal sein. Diese Warnung soll nur vorbeugen, dass
Sie gewarnt sind, wenn Sie in IThrem Leben einmal iiber unendlichdimensionale
normierte Rdume stolpern und den Kompaktheitsbegriff brauchen.

Die Definitionen von Teilfolge und Haufungswert konnen wir wieder aus der ein-
dimensionalen Situation abschreiben, indem wir Betrédge durch Normen ersetzen.
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Definition 4.6.15. Es sei (a,) eine Folge in (V.|| - ||v).
(a) Ein a € V' heifit Haufungswert von (a,,), falls fir jedes ¢ > 0 die Menge
{neN:|a,—a|y<e}={neN:a, € B.(a)}
unendlich viele Elemente hat.

(b) Ist {ni,ng9,ns,...} eine unendliche Teilmenge von N mit ny < ny < ng <
.., S0 heifit (an, )ren eine Teilfolge von (ay,).

Ubungsaufgabe 4.6.16. Ubertragen Sie Satz B.3.24] mitsamt Beweis in die Si-
tuation von normierten Rédumen.

Satz 4.6.17 (Satz von Bolzano-WeierstraB). Ist (V.|| - ||v) ein endlichdimensio-
naler normierter Raum und M C 'V kompakt. Dann besitzt jede Folge in M eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.

Bemerkung 4.6.18. Haufig findet man die Aussage dieses Satzes auch in der fol-
genden Formulierung: ,Ist (V|| - ||y/) ein endlichdimensionaler normierter Raum,
so besitzt jede beschrénkte Folge in V' mindestens einen Haufungswert.“

Anschaulich bedeutet das: In einer beschrinkten Teilmenge des R™ ist nicht ge-
nug Platz, als dass man mit einer Folge so wild herumspringen kann, dass sie
sich nirgends héuft. Anders gesagt: Wenn man unendlich viele Punkte in einer
beschrinkten Menge unterbringen will, so miissen die irgendwo klumpen.

Definition 4.6.19. FEin normierter R-Vektorraum (V.|| - ||v) heifit vollstédndig,
wenn jede Cauchy-Folge in V' konvergiert. Ein vollstandiger normierter R-Vek-
torraum wird auch Banachraum genannt.

Wird die Norm ||-||v auferdem durch ein Skalarprodukt auf V' induziert, so nennt
man V Hilbertraum.

Beispiel 4.6.20. (a) Der Standardvektorraum R ist fiir jedes d € N* mit jeder
darauf definierten Norm ein Banachraum. W&hlt man speziell die durch das
Standardskalarprodukt induzierte 2-Norm, so ist (R, || - ||2) sogar ein Hil-
bertraum.

(b) Die Menge
* :={(ay) : (ay) reelle Folge, so dass Zai konvergent }
n=0

ist ein R-Vektorraum. Weiter ist die Abbildung (-|-) : £ x ¢ — R, die fiir
zwei Folgen (a,), (b,) € ¢* durch
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definiert ist, ein Skalarprodukt. Mit der davon induzierten Norm

el = V@@ = ()

n=0
wird ¢? zu einem Hilbertraum.

(c) Die Menge

/= {(an) : (ay,) reelle Folge, so dass Z |ay| konvergent}
n=0

ist mit der Norm ||(an)||1 == > .-, |an| ein Banachraum, der kein Hilbert-
raum ist.

Ubungsaufgabe 4.6.21. Die folgenden Resultate aus den Abschnitten und
gelten in beliebigen Banachrdumen: Satz 319 Satz 510, Satz L5.12((a)|
(Majorantenkriterium) und SatzE5.16 (Wurzel- und Quotientenkriterium). Uber-
tragen Sie die Aussagen und Beweise.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch einen wichtigen Satz bewei-
sen, den Banach’schen Fixpunktsatz. Dieser gibt unter anderem ein einfaches
Kriterium an eine Iterationsvorschrift an, das deren Konvergenz garantiert.

Satz 4.6.22 (Banach’scher Fixpunktsatz). Es sei (V)| - ||v) ein Banachraum,
M C V abgeschlossen und f : M — M eine Funktion. Weiter existiere ein
q € (0,1), so dass

1f(2) = fWllv < dglle—yllv  fir alle z,y € M

qgilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau ein v € M mit f(v) =v. (D.h. f hat genau einen Fixpunkt
(b) Fiir jedes xo € M konvergiert die Folge (z,,) mit x,41 = f(z,), n € N,
gegen v und es gelten die folgenden Fehlerabschdtzungen fir jedes n € N*:

n

|z — vy < |x1 — zol|v (A-priori-Abschditzung),

S
q
1—gq

|zn — vy < |en — Zn_1|lv (A-posteriori-Abschitzung).

Beweis. Wir wihlen ein beliebiges o € M und betrachten die in der Formulie-
rung des Satzes schon erwihnte Folge mit x,.1 = f(x,) fiir jedes n € N. Wir
zeigen zunéchst

| Tt — xallv < ¢"||21 — ol|v fir allen € N
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per Induktion. Fiir n = 0 lautet diese Ungleichung ||z — x|y < ||z1 — 2ol|v, ist
also wahr. Wir wenden uns dem Induktionsschritt von n nach n+1 zu. Tatséchlich
gilt mit der Voraussetzung an f

[ 2042 = Tnially = 1f (2nga) = f@n)llv < gllane — znllv
und dann der Induktionsvoraussetzung
< qq"[lz1 = ollv = ¢" |1 — wollv-
Nun wollen wir als néchstes zeigen, dass (x,) eine Cauchyfolge in V' ist. Seien

dazu zwei Indizes n,m € N mit m > n gegeben. Dann gilt mit dem Ergebnis von
eben

me - anV = me — Ty 1+ Tl — Ty + -+ — Tp+1 + Tp+1 — xn”V
m—1 m—1 m—1
= [ —a)| <3 e = wly <37 dlle = wollv
k=n v k=n k=n
m—1 m—1—n
=q" Z ¢z — xollv = ¢" Z q" ||y — xollv
k=n k=0
o qn
<¢" Y ¢ lles — ol = Tl — wollv- (42)
k=0 —4

Wir beobachten nun zunéchst, dass im Fall x; = xg aus dieser Ungleichung x,, =
x,, fir alle m > n > 0 folgt. Wir haben dann also eine konstante Folge (), die
offensichtlich konvergent gegen z ist. Es sei also in allen weiteren Uberlegungen
1 # Tp.

Sei nun € > 0. Da ¢ € (0,1) gilt, konvergiert die Folge (¢™) gegen Null, also gibt
es ein ng € N mit ¢" < e(1 — q)/||x1 — zol|v fiir alle n > ng. Fiir alle m > n > ny
gilt dann

q" e(1—q)
|21 — 2olly <
—q (1= q)|lr1 — zollv

|Zm — wallv < 1 |21 — 20l = €.

Damit haben wir gezeigt, dass (z,,) eine Cauchyfolge in V" ist. Da V nach Voraus-
setzung vollstandig ist, ist dies also eine konvergente Folge in V', deren Grenzwert
wir v := lim,,_, o, x,, nennen.

Von diesem Grenzwert wollen wir nun natiirlich zeigen, dass er ein Fixpunkt von
f ist. Dazu beobachten wir, dass fiir jedes n € N gilt

1f () = vlly = [f(v) = 20 + 20 —0llv < [f(v) = 2allv + |20 = vllv
= [If(v) = F@n)llv + llzn = ollv < gllo = zaallv + [[zn = vllv.
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Geht man nun in dieser Ungleichung zum Grenzwert n — oo iiber, so bekommt
man

[ £0) vy = Tim [[f(0) ~lly < lim (gllo—zaslly + a0 —vlv) = g-0+0 =0.

Die Definitheit der Norm liefert also f(v) = v.

Es bleiben noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes und die beiden Fehlerabschitz-
ungen zu zeigen. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei w ein weiteres Element von
M mit f(w) = w. Dann gilt nach der Voraussetzung an f

[v = wlly = I/ (v) = f(w)llv < ¢llo —wllv.

Nehmen wir nun an, es wire v # w, so folgt ||v — w||yy > 0 und wir kénnen durch
diesen Ausdruck teilen. Das liefert den Widerspruch 1 < ¢. Der Fixpunkt ist also
eindeutig.

Die A-Priori-Abschéatzung haben wir schon weiter oben fast gezeigt. Geht man
néamlich in der Ungleichung (4.2 zum Grenzwert fiir m — oo iiber, so erhilt man

n n

. . q
lo = aully = Tim Jjzm = 2all € lim (= llor = zolly ) = = llo = aollv-
m—o00 m— 1

—q 1—g¢q

Zum Beweis der A-posteriori-Abschitzung iiberlegen wir uns, dass fiir jedes n €
N* gilt
lv—@nlly = 1£(v) = flza-1)llv < allv—znsllv < a(llv—zallv + |2 — 2a-illv).

Daraus folgt
(1= gllv = zallv < gllan = znllv,

was nach Division durch 1 — ¢ > 0 die behauptete Abschiatzung impliziert. [
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4.7.

4.7. Stetigkeit reeller Funktionen

Stetigkeit reeller Funktionen

Nach der Behandlung von Folgen und Reihen wollen wir uns nun dem Haupt-
untersuchungsgegenstand der Analysis zuwenden: Funktionen von (Teilmengen
von) R nach R, bzw. spéter auch von (Teilmengen von) R™ nach R™. An dieser
Stelle lohnt es sich also, die elementaren Definitionen zum Thema Funktionen
aus Abschnitt [[L4] wieder prisent zu haben.

4.7.1. Der Grenzwertbegriff fiir Funktionen

Definition 4.7.1. Es sei D C R eine Menge, f : D — R eine Funktion und
Xo € R.

(a)

(b)

(¢)

(d)

Wir nennen xo einen Haufungspunkt von D, falls es eine Folge (a,) in D
mit a, # xo fir alle n € N gibt, die gegen xy konvergiert.

Ist xo ein Hdaufungspunkt von D, so sagen wir, dass f fir x gegen xq den
Grenzwert y hat, wenn fir jede Folge (a,) in D, die gegen xy konvergiert
und fiir die a,, # xo fir allen € N gilt, die Folge (f(a,)) gegeny konvergiert.
Wir schreiben dafiir

lim f(z)=vy.

T—T0
Ist xy ein Hiufungspunkt von D, = {x € D : x > xo}, so hat f fir
x gegen xy den rechtsseitigen Grenzwert y, wenn fir jede Folge (a,) in
D, die gegen x¢ konvergiert, die Folge (f(ay)) gegen y konvergiert. Wir
schreiben
Ist xy ein Haufungspunkt von D_ :={x € D : x < xo}, so hat f fir x gegen
xo den linksseitigen Grenzwert y, wenn fir jede Folge (a,) in D_, die gegen
xo konvergiert, die Folge (f(a,)) gegen y konvergiert. Wir schreiben

lim f(z)=y.

Tr—Tro—

Bemerkung 4.7.2. (a) Der Begriff des Hiufungspunkt dient hier nur der tech-

nisch nétigen Voraussetzung, dass es in[(b)] [(¢)]und [(d)] iiberhaupt eine Fol-
ge wie dort gefordert gibt. Dass xg ein Haufungspunkt von D ist, bedeutet
anschaulich, dass man zy aus D \ {zg} heraus annihern kann.

Beispielsweise hat (0, 1] alle Punkte in [0, 1] als Haufungspunkte und die
Menge {1/n : n € N*} hat nur einen Haufungspunkt, ndmlich Null.

Eine besondere Betonung sollte beim Lesen der Grenzwertdefinitionen auf
den Worten ,,jede Folge* liegen.

165



4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

(c) Die folgenden Sétze und Definitionen sind jeweils nur fir den Grenzwert
lim,_,,, formuliert. Sie gelten, wann immer diese Sinn machen, aber auch
fiir die rechts- und linksseitigen Grenzwerte lim,_,,,+ und lim, . .

Beispiel 4.7.3. Wir setzen D = (0, 1] und betrachten die Funktion

7 0<z<i
Y 27
1
f@) 1, falls 3 <z <1,
2, r=1.

Wie wir schon oben beobachtet haben, ist jedes x € [0, 1] ein Haufungspunkt von
D. Wir kénnen also Grenzwertbetrachtungen in all diesen Punkten anstellen. An
den interessanten Stellen 0, 1/2 und 1 gilt

lim f(x)=1lim f(z) =0 und  lim f(z) nicht definiert,

z—0+ z—0 z—0—

. 1 . . L .
m%hlr??i f(x) = 7 mi11%+ f(x) = und ;,;Lllng(x) existiert nicht,

lim f(z)=1lim f(z) =1 und  lim f(x) nicht definiert.

z—1— z—1 z—1+4

Der folgende Satz ergibt sich aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen, vgl. Satz 437
Er ermoglicht genau wie dort, die Berechnung von Grenzwerten durch Zerlegen
des Problems in einfachere Bausteine.

Satz 4.7.4. Es sei D C R und xy ein Hiufungspunkt von D. Desweiteren seien
drei Funktionen f,g,h : D — R gegeben, so dass die Grenzwerte lim,_,,, f(x)
und lim,_,,, g(z) ezistieren. Dann gilt:

(a) Die Grenzwerte fiir x gegen xoy von f + g, fg und |f| existieren und es gilt

lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z),

lim (f(2)g(x)) = lim f(x) - lim g(z) und
lim [f(@)] = | lim £(z)].

(b) Gilt f(x) < g(z) fir alle x € D\ {xo}, so ist lim, ., f(x) <lim, ., g(z).
(c¢) Istlim, ., f(z) = lim, ., g(x) und gilt
f(x) < h(z) < g(x) firallexe D\ {xo},

so gilt auch lim,_,,, h(x) = lim,_,,, f(x) = lim,_,,, g(x).
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(d) Isty :=lim, ., g(z) # 0, so existiert ein 6 > 0, so dass |g(x)| > |y|/2 fiir
alle x € (DN (zg — 0,20 +0)) \ {0} ist. Wir kénnen also die Funktion

i. To — 0,T T mi ix:@
g.(DF‘I(o 0,20 +0)) \ {zo} = R t g() g9(z)

definieren. Fir diese existiert dann der Limes fir x gegen xq mit

i 1@ limes, f(2)

ey g(x)  limg_,, g(z)

Mit Hilfe der bestimmten Divergenz aus Definition [£.3.13] kénnen wir nun zum
Einen auch entsprechende Grenzwerte von Funktionen definieren, und zum An-
deren den Grenzwerten lim, 1., f(x) einen Sinn geben.

Definition 4.7.5. (a) Es seien D C R, f: D — R eine Funktion und zo ein
Haufungspunkt von D. Wir schreiben

lim f(z) =oco (bzw. lim f(z) = —o00),

T—x0 T—T0
wenn fiir jede Folge (ay,) in D, die gegen xo konvergiert und fir die a, #
xo fir alle n € N gilt, die Folge (f(ay)) bestimmt gegen oo (bzw. —o0)
divergiert.

(b) Es sei D C R nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt, f : D — R eine
Funktion und y € RU{oco0, —oo}. Wir sagen

lim f(z) =y (bzw. $1_i>lfloof(37) = y),

T—00
wenn fiir jede Folge (a,) in D, die bestimmt gegen oo (bzw. —o0) divergiert,
lim,, . f(a,) =y gilt.
Beispiel 4.7.6. (a) Es gilt
1 o1 1

lim — =0, lim — = oo, lim — = —o0, lim z = oo.
r—00 I r—0+ 1 r—0— 1 T—00

(b) Wir betrachten wieder die Exponentialfunktion £ : R — R mit F(z) =
" =3, % und bestimmen ihre Grenzwerte fiir x gegen Fo0.

Fir alle x > 0 gilt

also ist auch

lim e > lim x = 0o, d.h. lim e* = oo.
T—00 T—r00 T—r00

Damit bekommen wir auch

) } 1 1
lim ¢ = lim
T——00 r——00 @~ T t—oo et
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4.7.2. Stetigkeit

Stetigkeit ist ein in der Analysis fundamentaler Begriff. Flapsig gesprochen, be-
deutet diese, dass ein kleines Wackeln an der Variablen den Funktionswert einer
Funktion auch nur wenig veréndert, d.h. kleine Stérungen haben auch nur kleine
Wirkungen. Damit ist Stetigkeit, zumeist unbemerkt, eine haufige Grundannah-
me unseres Lebens.

Definition 4.7.7. Es sei D C R und xqg € D. Fine Funktion f : D — R heifst
stetig in xq, falls fir jede Folge (ay,) in D, die gegen xo konvergiert, auch die
Folge (f(a,)) konvergiert und lim,,_, f(a,) = f(xo) gilt.

Weiter heifit f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xq € D stetig ist.
Schliefilich setzen wir noch

C(D):={f:D — R: f stetig auf D}.

Bemerkung 4.7.8. (a) Wieder sollte die Betonung auf ,jede Folge“ liegen,
vgl. Bemerkung !lﬂ

(b) Anschaulich bedeutet das: Wie auch immer man sich auf der z-Achse an die
Stelle g € D herantastet, die entsprechenden Funktionswerte néhern sich
immer dem Wert f(xy) an. Das heifit, um den Bogen zu obiger Beschrei-
bung zu schlagen: Wenn man sich schon nahe herangepirscht hat, muss der
Funktionswert auch nahe am Wert f(xg) liegen.

Beispiel 4.7.9. (a) Die Funktion f(z) = |z|, x € R, ist stetig auf R. Das sieht
man folgendermafen: Sei xy € R und (a,) eine Folge in R, die gegen zy
konvergiert. Dann gilt

lim f(a,) = lim |a,| = | lim a,| = |zo| = f(x0)
n—oo n—oo n—oo

nach Satz @BZZI@

(b) Die Funktion f(x) = cz*, x € R, ist fiir jedes ¢ € R und alle k € N stetig
auf R, denn fiir jede konvergente Folge (a,,) in R mit lim, o, a, = 29 € R
gilt nach den Grenzwertsétzen

lim f(a,) = lim ca® = c(lim a,)" = cal = f(x0).
n—o0 n—oo n—o0

(c) Dagegen ist die Signum-Funktion sign : R — R, gegeben durch

-1, x <0,
sign(z) := <0, falls z=0,
1, x>0,
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in Null nicht stetig, denn die Folge a,, = 1/n, n € N* ist eine Nullfolge,
aber

lim sign(a,) = lim sign(1/n) = lim 1 =1 # 0 = sign(0).
n—o0 n—oo

n—oo

Satz 4.7.10. Es sei D C R und f : D — R eine Funktion. Ist xo € D ein
Haufungspunkt von D, so ist f in xo genau dann stetig, wenn

lim f(x) = f(zo)

T—xT0
qgilt.

Bemerkung 4.7.11. In dieser Form ist die Stetigkeit am einprigsamsten: Damit
f in zq stetig ist, muss

lim f(z) = f(z0) = f(lim z)

T—T0 T—T0

gelten. Stetigkeit bedeutet also, dass man den Grenziibergang mit der Funktions-
auswertung vertauschen kann.

Ubungsaufgabe 4.7.12. Diese Aufgabe ist eher eine Diskussionsanregung. Auf
der Menge D = [0, 1] U {2} sei die Funktion

2%, falls x € 0, 1],
flx) = B
43, falls x = 2,

gegeben. Skizzieren Sie den Graphen und diskutieren Sie, ob diese auf D stetig
ist.

Der folgende Satz erlaubt wieder, wie schon Satz 4.3.7 fiir Folgen, Stetigkeits-
untersuchungen komplizierter Funktionen auf die Untersuchung einfacherer Bau-
steine zu reduzieren. Sein Beweis ergibt sich aus der Kombination der Stetigkeits-
definition mit den entsprechenden Aussagen aus Satz 3.7

Satz 4.7.13. Es sei D CR und f,g: D — R seien stetig in xqg € D. Dann sind
die Funktionen f + g, fg und |f]| stetig in x.

Ist xg € D* := {x € D : g(x) # 0}, so ist die Funktion f/g : D* — R stetig in
Zg-.

Genauso wichtig ist die folgende Moglichkeit durch Verkettung komplizierte ste-
tige Funktionen zu basteln:

Satz 4.7.14. Es seien D, E CR und f : D — FE, sowie g : E — R Funktionen.
Ist f stetig in xg € D und g stetig in f(xq), soist go f: D — R stetig in xo.
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Beweis. Es sei (a,) eine Folge in D, die gegen z konvergiert. Da f in z stetig
ist, gilt dann lim,, ., f(a,) = f(zo). Also ist dank der Stetigkeitsvoraussetzung
an g

lim (g o f)(an) = lim g(f(an)) = g(f(x0)) = (g 0 f)(w0)

n—oo

und wir sind fertig. O

Beispiel 4.7.15. (a) Mit Satz [£.7.13] bekommt man in Kombination mit Bei-
spiel [1.7.9 @ sofort, dass jede Polynomfunktion auf ganz R stetig ist.

(b) In Zusammenarbeit liefern Satz und Satz [L.7.14 z.B. die Stetigkeit
auf R der Funktion

Jal"(z = 5)* — 15|
fw) = 22 4 |z]? + 4

, x€R.

Neben der Addition, Multiplikation und Verkniipfung von Funktionen, kann man
(zumindest bijektive) Funktionen noch umkehren. Es erhebt sich also die Fra-
ge, ob die Umkehrfunktion einer bijektiven, stetigen Funktion wieder stetig ist.
die Antwort ist im Allgemeinen nein, doch unter geeigneten Zusatzvoraussetzun-
gen geht das gut. Um diese zu formulieren, benoétigen wir jedoch noch ein paar
Begriffe:

Definition 4.7.16. Es sei D C R. Fine Funktion f: D — R heifst
(a) monoton wachsend, falls fir alle z,y € D gilt x <y = f(x) < f(y),
(b) monoton fallend, falls fir alle x,y € D gilt x <y = f(x) > f(y),
(c) streng monoton wachsend, falls fiir alle x,y € D gilt x <y = f(z) < f(y),

(d) streng monoton fallend, falls fiir alle x,y € D gilt x <y = f(z) > f(y)
und

(e) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Beispiel 4.7.17. Die Exponentialfunktion ¢* = E(z) = >~ 2"/nl, x € R, ist
streng monoton wachsend.
Um das einzusehen, bemerken wir zunéchst, dass fiir alle z > 0 gilt

) ©  n > (o

Da e ™ = 1/¢” fur alle z € R ist, muss damit fiir negative x der Wert e* € (0,1)
liegen. Insbesondere ist €* > 0 fiir alle z € R.
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Seien nun z,y € R mit x < y gegeben. Dann ist y —x > 0, d.h. wir haben

oY
l<eV%=—.
el‘
Nun ist e” strikt positiv, wir diirfen also die Ungleichung damit multiplizieren
ohne das Relationszeichen zu drehen und erhalten damit e* < eY.

Nun kommen wir zur Stetigkeit der Umkehrfunktion. Das entsprechende Resultat
wollen wir nicht beweisen.

Satz 4.7.18. Es sei I C R ein Intervall und f € C(I) streng monoton. Dann ist
f I — f(I) bijektiv, f(I) ein Intervall und f=1 : f(I) — I ist stetig auf f(I)

und streng monoton.

Ebenfalls ohne Beweis erwéhnen wir noch das e-d-Kriterium, eine dquivalente
Bedingung fiir Stetigkeit, die vor allem von theoretischem Interesse ist.

Satz 4.7.19. Fs sei D C R und xo € D. Eine Funktion f : D — R ist in xg
genau dann stetig, wenn es fir jedes € > 0 ein d > 0 gibt, so dass

|f(x) — f(xo)| < e fiir alle x € D mit |v — xo| < 0
qgilt.
Definition 4.7.20. Es set D C R. FEine Funktion f : D — R heifit Lipschitz-
stetig, falls es ein L > 0 gibt mit
|f(z) = fW)| < Llxz —y|  fir alle x,y € D.
Lipschitz-Stetigkeit ist ein strengerer Begriff als Stetigkeit:

Satz 4.7.21. Ist D C R und f : D — R Lipschitz-stetig, so ist f stetig auf D.
Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch.

Beweis. Es sei f : D — R Lipschitz-stetig und xq € D beliebig. Ist ¢ > 0 und
d:=¢/L, so gilt fiir alle z € D mit |z — x| < ¢ dank der Lipschitz-Stetigkeit
€

/(@) = f(zo)] < Ll — o] < L6 = L+

=¢&.

Also ist f mit Hilfe von Satz stetig in xg.

Zum Nachweis, dass die Umkehrung falsch ist, betrachten wir ein Gegenbeispiel
mit D = R und f(z) = 2?, z € R. Dann ist f nach Beispiel EZ7.91[(b)] stetig auf
R. Wir nehmen nun an, f wére Lipschitz-stetig, d.h. es gibt ein L > 0 mit

F@) = f)| < Lz —y| fiir alle 2,y € R.
Dann bekommen wir mit x := 2L und y := L
L= LRL— L] = Lz — gl = |f(x) - f{y)| = |2L)? — 17 = 3L2,
was, dank L > 0, den Widerspruch 1 > 3 liefert. 0
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Bemerkung 4.7.22. (a) Die strikten Kontraktionen aus Satz [4.6.22] sind Lip-
schitz-stetig mit Konstante L = ¢q € (0,1).

(b) Anschaulich bedeutet Lipschitz-Stetigkeit, dass die Steigung des Graphen,
vgl. Abschnitt B.1], beschréinkt bleibt. Wir werden spéter in Beispiel B.2.5]
darauf zuriickkommen.

4.7.3. Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt sammeln wir einige wichtige Sétze, die fiir stetige Funktionen
auf R gelten und die wir immer wieder verwenden werden. Das erste ist der
Zwischenwertsatz, auf dessen Beweis wir verzichten wollen.

Satz 4.7.23 (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b gegeben und f €
C([a,b]). Ist yo eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein xy € [a, b]

mit f(zo) = yo.

f(x)
A

f(b) -
y 4

0

f(a) -

Abbildung 4.1.: Der Zwischenwertsatz

Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist die folgende.

Satz 4.7.24 (Nullstellensatz von Bolzano). Es seien a,b € R mit a < b und
f € C(la, b)) erfille f(a)f(b) <0. Dann gibt es ein xo € (a,b) mit f(xg) = 0.

Beweis. Wir miissen uns nur klarmachen, dass die Voraussetzung f(a)f(b) < 0
bedeutet, dass entweder f(a) > 0 und f(b) < 0 oder f(a) < 0 und f(b) > 0 ist.
Dann folgt die Behauptung sofort aus Satz E.7.23 O

Definition 4.7.25. Es sei D C R. Fine Funktion f : D — R heifit beschrinkt,
falls die Menge f(D) beschrinkt ist, d.h. falls ein C > 0 existiert, so dass | f(z)| <
C fir alle x € D gilt.

Wir kénnen nun den fundamentalen Satz formulieren, der das Verhalten stetiger
Funktionen auf kompakten Mengen beschreibt.
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Satz 4.7.26. Es sei K C R kompakt und nicht-leer, sowie f € C(K). Dann gibt
es ., % € K, so dass

fla) < flo) < fa*) fir allex € K
gilt. Insbesondere ist f beschrankt.

Man beachte, dass damit insbesondere max f(K) = f(z*) und min f(K) = f(x,)
existieren. In Worte gefasst lautet dieser Satz damit:

Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum nimmt ihr Maximum und
ihr Minimum auf dem Kompaktum an.

Dass dabei jede der Voraussetzungen zwingend notig ist, veranschaulichen die
folgenden Beispiele.

Beispiel 4.7.27. (a) Ist K =[0,1] und

x, fallsx € (0,1),
flx) =41

3 falls x = 0 oder x =1,

so ist zwar f(K) = (0,1), aber es gibt keine z,,z* € [0,1] mit f(z,) =0
und f(z*) = 1. Wir brauchen also die Stetigkeit von f.

(b) Ist K = (0,1] und f(z) = 1/x fiir x € K, so ist f auf K stetig, aber die
Menge f(K) ist nicht beschrénkt, da lim, oy f(z) = oo ist. Wir brauchen
also die Abgeschlossenheit von K.

(c) Ist schlieflich K = R und f(x) = E(z), so ist diese Funktion wieder auf
ganz K stetig und K ist abgeschlossen, aber f nicht beschrinkt. Wir brau-
chen also die Beschranktheit von K.

Beweis von Satz[{.7.26: Wir zeigen zunéchst, dass unter den Voraussetzungen
des Satzes die Funktion f beschréankt ist. Wére dem nicht so, gébe es fiir jedes
n € Nein a, € K mit |f(a,)| > n. Wegen der Kompaktheit von K kénnen
wir nun nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl [.6.17 aus der Folge (a,) eine
konvergente Teilfolge (ay, )ken mit zo = limy_,o a,, € K auswéhlen. Da weiter
[ stetig auf K ist, muss dann die Folge (f(an,))ren gegen f(zo) konvergieren.
Insbesondere ist damit die Folge (f(an,)) beschrénkt, was im Widerspruch zur
Konstruktion der Folge (a,) steht, nach der |f(an,)| > ng fir alle k € N gilt.

Da nun f(K) beschriankt ist, existieren zumindest sup f(K') und inf f(K) nach
dem Vollsténdigkeitsaxiom. Wir betrachten hier nur S := sup f(K), die Untersu-
chung fiir das Infimum verlauft analog. Zu zeigen ist, dass es ein z* € K gibt mit
f(z*) = S. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass fiir jedes n € N* die Zahl S —1/n
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keine obere Schranke von f(K) sein kann. Also gibt es jeweils ein y, € f(K),
und damit ein z,, € K mit f(x,) = y,, so dass

1
S—E<f(:vn)§5 fiir alle n € N*

gilt. Fiir die so gewonnene Folge (z,,)nen+ gilt nach dem Sandwich-Theorem

o, f(n) =5
Auflerdem enthélt sie wie jede Folge in K nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
eine konvergente Teilfolge (z,, )ren. Wir setzen

z* = lim x,, .

k—o0

Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von K sofort z* € K und dank der Ste-
tigkeit von f haben wir limy_, f(2,,) = f(2*). Wie wir oben gesehen haben,
konvergiert aber die gesamte Folge (f(25,))nen+ gegen S. Nach Satz E3.24[(b)] hat
dann auch jede Teilfolge diesen Grenzwert. Das liefert schliefSlich

f(z*) = kh_)m f(@n,) = nlggo f(zn) = S. [

4.8. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen

Auch der Stetigkeitsbegriff iibertréigt sich direkt auf den Fall von normierten R-
Vektorrdumen. Zunéchst miissen wir den Grenzwertbegriff fiir Funktionen zwi-
schen normierten Rdumen verallgemeinern.

Definition 4.8.1. Es seien V und W normierte R-Vektorriaume, D C V' und
f:D — W eine Funktion.

(a) Wir nennen xo € D Haufungspunkt von D, falls es eine Folge (ay) in D
mit a, # xy fir alle n € N gibt, die gegen x¢ konvergiert.

(b) Sei xg ein Hiufungspunkt von D. Dann ist

lim f(z) =y,

T—TQ
falls fiir jede Folge (ay,) in D, die gegen xy konvergiert und a,, # xo fir alle
n € N erfillt, die Folge (f(a,)) gegen y konvergiert.

Bemerkung 4.8.2. Die Begriffe links- und rechtsseitiger Grenzwert konnen wir
nicht auf normierte Réume iibertragen, da es dort nicht so eindimensional zugeht
und es insofern Unmengen Richtungen gibt, aus denen sich eine Folge auf den
Punkt xy zubewegen kann, zumal sie ja noch nicht mal aus einer definierten
Richtung kommen muss, sondern auch auf den Grenzwert zuspiralen kann.
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Definition 4.8.3. Es secien V,W zwei normierte R-Vektorrdume, D C V und
xo € D. Fine Funktion f : D — W heifit stetig in xy, wenn fir jede Fol-
ge (ay) in D, die gegen xo konvergiert, auch die Folge (f(a,)) konvergiert und
lim oo (@) = f(zo) gilt.

Weiter heifit f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xo € D stetig ist.
Auflerdem setzen wir wieder

C(D;W):={f:D — W : f stetig auf D}.

Im Falle, dass W = R ist, schreibt man oft auch einfach C'(D) statt C(D;R),
vgl. Definition L.7.7].

Von besonderem Interesse ist natiirlich der Fall, dass V und W endlichdimensional
sind, also, bis auf Isomorphie, V = R? und W = RP fiir irgendwelche d,p € N*
gilt und etwas anderes wollen wir vorerst auch gar nicht betrachten.

Ist also D C R%und f : D — RP eine Funktion, so ist f(x) = f((x1, za,. .., 24)7),
eine Funktion, die jedem Vektor in R? einen Vektor in R zuordnet. Die Funktion
hat also d reelle Eingabewerte, woher die Sprechweise ,, Funktion mehrerer Varia-
blen®“ in der Kapiteliiberschrift kommt. Tatséchlich nimmt man in der Analysis
meist diesen Standpunkt ein, dass die Funktion von d reellen Eingangsparame-
tern xy, o, . . ., x4 abhingt und schreibt, nicht ganz korrekt, f(xy, za, ..., x4) statt
fl(z1,29,...,24)7).

Der Wert f(z) ist fiir jedes € D ein Vektor in R”. Man hat also

f(x) fi(x)
fz) = f<55)2 _ fo() ’

f(é’)p fp(@

mit den p sogenannten Koordinatenfunktionen fi, fa,..., f, : D — R.
Der néchste Satz zeigt, dass es in Bezug auf Stetigkeit sogar ausreicht den Fall
p = 1 zu betrachten.

Satz 4.8.4. Es sei D C R? und zo € D. Dann ist f: D — RP genau dann in x
stetig, wenn alle Koordinatenfunktionen fi, fa,..., f, : D — R in zy stetig sind.

Beweis. Nach Defintion haben wir genau dann Stetigkeit in xg, falls fiir jede
Folge (a,) in D, die gegen xy konvergiert, die Folge (f(a,)) in R? gegen f(xg)
konvergiert. Nach Satz ist diese Konvergenz dquivalent zur Konvergenz der
Koordinatenfolgen (f(an);) = (f;i(an)) gegen f;(zo) fiir alle j =1,2,...,p. Diese
Bedingung ist wiederum fiir alle solchen Folgen (a,,) genau dann erfiillt, wenn die
Koordinatenfunktionen in xz, stetig sind. O

Da wir damit Stetigkeit aus der Stetigkeit der einzelnen Koordinaten bekommen,
kénnen wir uns im folgenden Satz auf den Fall p = 1 beschrinken. Er enthilt
die Verallgemeinerung von Satz [L.7.13] und Satz [ 7.14 auf Funktionen mehrerer
Variablen.
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4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

Satz 4.8.5. Es seien D C R%, 2y € D und f,g : D — R stetig in xq, sowie
h : f(D) — R stetig in f(xg). Dann sind auch f + g, fg, |f| und ho f als
Funktionen von D nach R stetig in xy.

Ist auflerdem zq € D* :={x € D : g(x) # 0}, so ist auch f/g: D* — R stetig in
Zg-.

So einfach, zumindest auf einem formalen Level, die Ubertragung des Stetig-
keitsbegriffs auf Funktionen mehrerer Variablen war, so uniibersichtlich kénnen
leider Stetigkeitsuntersuchungen am konkreten Beispiel werden. Wir betrachten
ein paar Beispiele im fiir die Anschauung noch zugénglichen Fall d = 2 und p = 1.

Abbildung 4.2.: Der Graph der Funktion (z,y) — 7

Beispiel 4.8.6. Wir betrachten die beiden Funktionen f, g : R?> — R mit

vy = [ Tl (20) 2 0.0)
7 0, falls (z,y) = (0,0),
s(oy) = L falls (2,y) # (0,0),
’ 0, falls (z,y) = (0,0),

vgl. Abbildungen und Zunéchst ist in beiden Funktionsvorschriften der
Nenner fur alle (z,y) # (0,0) immer ungleich Null, also sind beide Funktionen
f und g in allen Punkten (zg,y0) # (0,0) nach Satz stetig. Es bleibt uns
nur die Stetigkeit in (0,0) zu iiberpriifen. Hier nutzt obiger Satz nichts und wir
miissen mit der Definition der Stetigkeit arbeiten.
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4.8. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen

Abbildung 4.3.: Der Graph der Funktion (z,y) — xQLﬂlQ
Zu f: Wir betrachten die Folge

(an)nEN* - ((1/71, 1/n)T)neN*>

in R2. Diese konvergiert gegen (0,0)7, wobei a, # (0,0)T fiir alle n € N* gilt.
Dabher ist

flan) = f(1/n,1/n) = %f% _ %

n n

fiir alle n € N*. Das liefert uns aber lim, . f(a,) = 1/2 # 0 = f(0,0) =
f(lim,, o0 a,,). Also ist f in (0,0)7 nicht stetig.

Zu g: Es sei (a,) eine Folge in R? mit lim,_,o a, = (0,0)T. Dann ist a, =
(2, yn)" fiir n € N mit den beiden reellen Koordinatenfolgen (z,,) und (y,,).
AuBerdem gilt fiir alle n € N fiir die a,, # (0,0)7 ist

2 2
. | = in|yn|2 < xn|2yn| _ |yn|

Ist a, = (0,0)7, so gilt auf jeden Fall |g(a,)| = 0 < |y,|, also haben wir diese
Ungleichung fiir alle n € N.

Da (y,) und damit auch (]y,|) eine Nullfolge ist, gilt damit nach dem Sandwich-
Theorem lim,,,, g(a,) =0 = g(0,0) = g(lim,,_,, a,), was gerade bedeutet, dass
g in (0,0)7 stetig ist.
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Ubungsaufgabe 4.8.7. Zeigen Sie, dass jede lineare Abbildung ® : R — R?
stetig ist.

Hinweis: Dazu reicht es zu zeigen, dass fiir jedes A € RP*¢ die Abbildung ®4 :
R? — RP mit ® 0 = Az, x € R?, stetig ist.

Wie fiir Funktionen in einer Variablen gilt der folgende wichtige Satz iiber stetige
Funktionen auf kompakten Mengen, vgl. Satz 4.7.26]

Satz 4.8.8. Es sei K C RY kompakt und nicht-leer, sowie f € C(K). Dann gibt
es ., ¥ € K, so dass

fl) < fo) < f(a*)  firalex € K
qilt. Insbesondere ist f beschrdnkt.

Ubungsaufgabe 4.8.9. Es sei K C R? kompakt und nicht-leer. Zeigen Sie, dass
| [l : C(K) — R mit

1 flloo :=max|f(z)],  f e C(K),

eine Norm ist. Diese heif3t Supremums-Norm

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun auflerdem ein Versprechen aus Bemerkung [4.6.7]
eingelost werden. Wir beweisen dazu zunéchst das folgende Resultat.

Satz 4.8.10. Es sei || - || irgendeine Norm auf R® und || - ||2 die 2-Norm auf RY.
Dann gibt es zwei Konstanten ¢ und C' mit 0 < ¢ < C, so dass

cllzlls < flz]| < Cllalla  fiir alle z € R?
qgilt.

Beweis. Es sei # € R? und {e}, ey, ..., eq} die Standardbasis von R¢. Dann ist
x = E;l:l xje; und wir bekommen mit der Dreiecksungleichung

d d d
lall = | X wies| < Do laesll = Y- laslles
j=1 j=1 j=1

Auf diese Summe wenden wir nun die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Satz[3.4.9]
an und erhalten

d

d d

1/2 1/2 1/2

loll < (3" 1asf) (3 lleal®) ™ = el (3 lesll®) ™
j=1 j=1

=1

1/2
Setzen wir nun C' := (Z?:1 HejHQ) , so erhalten wir den rechten Teil der Be-

hauptung.
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Nun betrachten wir auf D := {x € R?: ||z||y = 1} C (R%,|| - ||2) die Funktion f :
D — R mit f(z) = ||z]|. Wir zeigen zunéchst, dass dies eine stetige Funktion auf
D ist. Sei dazu (a,) eine Folge in D, die gegen xy konvergiert. Damit ist gemeint,
dass (a,) beziiglich der Norm || - ||2 konvergiert, d.h. lim,,_,« ||an, — zoll2 = 0. Wir
miissen nun zeigen, dass f(a,) gegen f(xo) konvergiert. Dazu beobachten wir mit
der umgekehrten Dreiecksungleichung und dem ersten Teil des Beweises

| (an) = f(z0)| = [llanll = llzoll] < llan = zoll < Cllan — zoll2.

Mit dem Sandwich-Theorem folgt nun tatséchlich, dass lim,, o | f(a,) — f(x0)| =
0 und damit lim,, . f(a,) = f(zo) gilt.

Weiter ist D abgeschlossen. Das sieht man folgendermaBen: Fiir jede Folge (a,)
in D, die gegen ein xy € R? konvergiert, haben wir

|zoll2 = || Im a,|l2 = lim ||a,| = lim 1 =1.
n—00 n—00 n—00

Also ist auch xg € D und wir erhalten die Abgeschlossenheit aus Satz [£.6.11. Da
D auBerdem beschrinkt ist (Die Norm aller Elemente iibersteigt z.B. 4/17 nicht),
ist D kompakt.

Also ist f eine stetige Funktion auf einem Kompaktum und wir erhalten aus
Satz L8 dass es ein y, € D gibt mit ||y|| = f(y) > f(y«) = ||y«|| fiir alle y € D.
Ist nun = € R? beliebig, so ist z/||z||s € D und es gilt also

2]l = 1l

|| = el
— Il = [IT||21|Yx*]||-
el *

Setzt man also ¢ := ||y.||, so ist zum Einen ¢ > 0, denn y, € D und damit kann
nicht y, = 0 sein. Zum Anderen gilt damit nach dem oben gezeigten c||z||2 < ||z||
fiir alle z € R? und wir sind fertig. O

Aus diesem Satz kénnen wir nun einiges folgern.

Satz 4.8.11. (a) Sind ||-|| und |||-||| zwei Normen aufR¢, so gibt es Konstanten
0<c<C, sodass

cllz] < |=||| < C||=|| fiir alle x € R¢ (4.3)
gilt.

(b) Ist eine Folge (a,) in R beziiglich einer Norm konvergent, so konvergiert
sie auch beziiglich jeder anderen Norm und der Grenzwert ist derselbe.

Beweis. (a) Nach Satz L8810 gibt es Konstanten ¢y, ¢o, C1, Cy mit

cflzlls < flzfl < Ciflzlls und esjzfls < fllz[]] < Csffzl2
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fiir alle z € R%. Also ist fiir alle z € R? auch
Ch Ch

C2 C2

e

[z]| < Cillz|ls < —||lz]]] £ —Chllz|ls < ——|=|.
C2 C

Das liefert o
Co 2
—zll < |zl < —||x
01” | <Illz]]] < - |||

fiir alle z € R%.

(b) Es sei (a,) eine beziiglich || - || in R? gegen x5 € RY konvergente Folge und
Il - ||| eine weitere Norm in RY. Dann gilt lim,, o ||an, — 20]| = 0 und wegen
der Aquivalenz der Normen gilt

0 < llan = wolll < Cllan = wol-

Daraus folgt dem Sandwich-Theorem lim, . [||a, — zoll| = 0, d.h. (a,)
konvergiert beziiglich ||| - ||| ebenfalls gegen z. O

Bemerkung 4.8.12. (a) Gilt fiir zwei Normen eine Abschétzung in beide Rich-
tungen wie in (4.3]), so nennt man die beiden Normen auch dquivalent.

(b) Da die Konvergenz von Reihen und die Stetigkeit von Funktionen mit Hilfe
von Folgenkonvergenz definiert sind, sind damit auch diese Begriffe von der
konkreten Wahl der Norm unabhéngig.

(c¢) Ein entsprechender Satz gilt in unendlichdimensionalen Raumen nicht, z.B.
sind auf dem Raum der endlichen Folgen ¢, die 1- und die co-Norm nicht
dquivalent.

Ubungsaufgabe 4.8.13. Ubertragen Sie den Begriff der Lipschitz-Stetigkeit und
Satz 721 in den Kontext von Funktionen auf R?.

4.9. Potenzreihen

In Abschnitt haben wir festgestellt, dass fiir die Exponentialfunktion gilt
Lo 2" 1, 1.,
e :;m:1+z+§z +62 +..., zeC.

Sie ist damit durch eine Entwicklung in ein ,,unendlich langes Polynom“ gegeben.
Solche Reihendarstellungen gibt es fiir viele elementare Funktionen und wir wollen
uns nun der Theorie dieser sogenannten Potenzreihen zuwenden.

In diesem Kapitel steht der Buchstabe K wieder entweder fiir R oder C.

'Das muss in ganz groBen Anfithrungszeichen bleiben, denn Polynome sind immer nur endliche
Summen.
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4.9. Potenzreihen

Definition 4.9.1. Es sei (a,,) eine Folge in K. Eine Reihe der Form
Zanx" = ap + a1 + asx® + azx® + ...
n=0

heifst Potenzreihe.

Arbeitet man mit Potenzreihen in C, so schreibt man natiirlich eher z statt x,
aber das dient nur der grofleren Ubersichtlichkeit.

Beispiel 4.9.2. Neben der Exponentialreihe haben wir schon eine weitere Po-
tenzreihe kennengelernt, ndmlich die geometrische Reihe

oo
>
n=0

mit a, = 1 fiir jedes n € N. In Beispiel [1.5.2] @ haben wir gesehen, dass diese
fir || > 1 divergiert und fiir |z| < 1 konvergiert mit

[oe) . 1
HZ:O:E T 11—z

Die beiden Beispiele der Exponential- und der geometrischen Reihe zeigen, dass
die Frage, fiir welche = eine Potenzreihe konvergiert, verschiedene Antworten ha-
ben kann. Das einzig offensichtliche ist, dass jede Potenzreihe fiir z = 0 konver-
giert. Zur weiteren Untersuchung der Konvergenz einer Potenzreihe verwenden
wir das Wurzelkriterium.

Es sei also ), a,z" eine Potenzreihe. Wir betrachten also

VNana"| = ¥/lanl /12l = /lan]l2].

Existiert nun der Grenzwert fiir n gegen unendlich dieses Ausdrucks und ist dieser
grofer als Eins, so haben wir Divergenz und fiir einen Grenzwert kleiner als Eins
absolute Konvergenz nach dem Wurzelkriterium. Wir formulieren diese wichtige
Erkenntnis als Satz.

Satz 4.9.3 (Satz von Hadamard). Es sei (a,) eine Folge in K, so dass der
Grenzwert ¢ := lim,,_,« {/|a,| existiert oder die Folge ({/|a,|) unbeschrinkt ist.
Dann gelten die folgenden Konvergenzaussagen fiir die Potenzreihe Y~ a,z":

(a) Ist die Folge ({/|a,|) unbeschrinkt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir
x = 0.

(b) Ist o =0, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € K absolut.
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(c) Ist o € (0,00), so ist die Potenzreihe fir alle x € K mit |x| < 1/0 absolut
konvergent und fir alle x € K mit |x| > 1/ divergent.

Wir erben vom Wurzelkriterium auch die Unsicherheit, die dort fiir den Grenzfall
auftrat, dass der betrachtete Limes den Wert 1 annimmt. Diese macht sich hier
insofern bemerkbar, als wir im dritten Punkt dieses Satzes fiir |z| = 1/p, also auf
dem Rand des Konvergenzgebietes, keine Aussage treffen kénnen.

Beachten Sie, dass der Konvergenzbereich K einer Potenzreihe damit immer ent-
weder K = {0} oder K = K ist, oder wir haben

1 1
{xEK:m<—}§K§{x€K:\x|§—}.
0 0

Der Konvergenzbereich hat also die Form eines Intervalles in R, bzw. eines Kreises
in C. Das erklart die folgende Begriffsbildung fiir die Zahl 1/p.

Definition 4.9.4. Es sei - a,z™ eine Potenzrethe die die Voraussetzungen
von Satz[{.9.3 erfillt und o wie in diesem Satz definiert. Dann heifit die Zahl

0, falls in obigem Satz qgilt,
o0, falls in obigem Satz[(b) gilt,

1
—, falls in obigem Satz gilt,
0

der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Wir betrachten einige Beispiele in R, die verdeutlichen, dass am Rand des Kon-
vergenzintervalls alles passieren kann.

Beispiel 4.9.5. (a) Wir beginnen mit a, := 1, n € N, d.h. der Potenzreihe

o0
E z".
n=0

Ja genau, das ist unsere altbekannte geometrische Reihe und insofern ist
es auch nicht verwunderlich, dass hier lim, ., {/|a,| = lim, ,o 1 = 1 gilt
und damit der Konvergenzradius 1 ist, d.h. diese Potenzreihe konvergiert
absolut fiir || < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Uber das Konvergenzverhalten
am Rand des Konvergenzintervalls gibt uns der Konvergenzradius keine
Auskunft. Fiir diese Reihe haben wir offensichtlich sowohl fiir x = —1 als
auch fiir x = 1 eine divergente Reihe.

(b) Nun sei a,, = 1/n, n € N*, wir betrachten also

(e}

"
>
n=1
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Auch hier ist der Konvergenzradius 1, denn

i ¢ 1 I 1 1

1m — = l1In = =
vgl. Beispiel @ Damit konvergiert diese Reihe fiir z € (—1,1) ab-
solut und divergiert fiir || > 1. An den Réndern des Intervalls (—1,1)
erhalten wir fiir = 1 genau die harmonische Reihe (divergent) und fur

L

x = —1 die alternierende harmonische Reihe (konvergent), so dass wir al-
so Konvergenz fiir alle z € [—1,1) und Divergenz fiir alle anderen z € R
haben.

(c) SchlieBlich nehmen wir a,, = 1/n?, d.h. die Potenzreihe

o0 n

x
>
n=1 n

Fiir diese ist ebenso der Konvergenzradius 1, aber diese Reihe konvergiert an
beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls, denn fiir x = 1 erhalten wir
die nach Beispiel 5.1 [(b)] konvergente Reihe iiber 1/n? und fir z = —1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe Y 7 (—1)"/n?. Also
ist in diesem Fall das Konvergenzintervall der Potenzreihe [—1, 1] und wir
haben Divergenz fiir alle x € R mit |z| > 1.

Eigentlich haben wir bisher nur einen Spezialfall von Potenzreihen angeschaut,
der allerdings reprisentativ ist, d.h. alle wesentlichen Eigenschaften lassen sich
daran untersuchen und die Ergebnisse dann leicht auf den allgemeinen Fall er-
weitern.

Wir wollen nun also den Potenzreihen-Begriff noch einmal erweitern.

Definition 4.9.6. Es sei (a,,) eine Folge in K, ng € N und xy € K. Dann nennt

man eine Reithe der Form
o

Z an(x — xo)"

n=ng
Potenzreihe. Der Punkt xq wird Entwicklungspunkt der Potenzreihe genannt.

Bemerkung 4.9.7. Den Konvergenzradius einer solchen Potenzreihe berechnet
man genauso wie oben zu 0 oder co oder

-1
r= (lim \"/|an|) :
n—oo

Allerdings ist zu beachten, dass dann das Konvergenzgebiet der Reihe der Kreis
mit Radius » um z( statt um 0 ist. Es ist eine gute Ubung, wenn Sie sich das
analog zu den Uberlegungen zu Satz [4.9.3] klarmachen.
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Beispiel 4.9.8. Wir wollen herausfinden fiir welche z € R die Potenzreihe

Z (_4)n (x _ 1)n

n

n=1

. . . —4)\" .
konvergiert. Dazu bemerken wir, dass hier a,, := ( n) ,n € N* und g = 1 ist.
Dann berechnen wir zunéchst den Konvergenzradius r mittels

hm Van] = hm \/ n_wo — = lim \/_ = 4.

r= . 4.
Also haben wir auf jeden Fall absolute Konvergenz fiir alle z € R mit |x—1| < 1/4,
also fiir z € (3/4,5/4) und Divergenz fiir alle x € R mit |z — 1| > 1/4, d.h. fiir
x € (—00,3/4) U (5/4, 00).

Es bleiben die beiden Randpunkte x = 3/4 und = = 5/4 zu kldren. In z = 5/4
ist unsere Potenzreihe

zu

[e o]

Y-

Dies ist die alternierende harmonische Reihe, die nach Beispiel [4.5.8 konvergiert.
Fiir x = 3/4 bekommt man mit einer analogen Rechnung, dass die betrachtete

Potenzreihe die Form
= (—4)" (3 )n 1
° 1) = -

n=1

hat. Dies ist nun die harmonische Reihe, die nach Beispiel 4.5.21 divergiert.
Also konvergiert unsere Potenzreihe genau dann, wenn x € (3/4,5/4] ist und
divergiert in allen anderen Fillen.

Bemerkung 4.9.9. Die Sétze und Definitionen im Rest dieses Abschnitts sind
wieder fiir den Spezialfall x5 = 0 und ny = 0 formuliert. Sie gelten aber, geeignet
abgeéndert, auch im allgemeinen Fall.

Natiirlich kann man auch das Quotientenkriterium zur Untersuchung der Kon-
vergenz von Potenzreihen verwenden. Das liefert das folgende Ergebnis.

Satz 4.9.10. Es sei (a,) eine Folge in K mit a,, # 0 fir alle n € N, so dass
o = lim, o |2 ezistiert oder die Folge (|*£t|) unbeschrdnkt ist. Dann gilt

fiir den Konvergenzradius r von » .~ a,z"

0, falls (|ant1/ayn|) unbeschrinkt ist,
r=1q2%  falls o€ (0,00),

0o, falls o =0.

184



4.9. Potenzreihen

Der Beweis verbleibt als Ubung. Wir betrachten noch zwei Beispiele

Beispiel 4.9.11. (a) Zunéchst betrachten wir die Potenzreihe mit a,, = n"/n!,

also
o0 n

n
S
n!

n=0

Fiir das Quotientenkriterium bestimmen wir zunéchst

n+1 | n
o oe Tim |2t = im’(n+1) nty (n+1)(n+1)
1\ 1\n
= lim (n+ ) = lim (1—1——) =e.
n— 00 n n— o0 n

Also ist der Konvergenzradius gegeben durch

r=—=—.
o e

Eine Falle ist bei der folgenden Reihe eingebaut:

0 pdn
Durch den Exponenten ,,3n* sind der Satz von Hadamard E9.3] und der
Satz [A.9.10] nicht anwendbar. Es gibt nun zwei Moglichkeiten, die Sache
anzugehen. Die erste ist, das Wurzel- bzw. Quotientenkriterium fiir Reihen,
d.h. Satz L5710 direkt anzuwenden.
3

Wir verwenden die zweite Moglichkeit, ndmlich die Substitution y := x°.
Dann haben wir die Reihe > 32’—:, fiir die wir nach dem Satz von Hada-
mard wegen

lim ¢
n—o0

1 .11
—’: lim - = -
n—oo 2 2

den Konvergenzradius 2 bekommen.

Nun miissen wir aber aufpassen: Das bedeutet Konvergenz fiir alle y = 2 €
(—2,2) und Divergenz aulerhalb von [—2, 2]. Also haben wir Konvergenz fiir
alle z € (—v/2,+/2) und Divergenz auBerhalb des abgeschlossenen Intervalls
mit denselben Grenzen. Der Konvergenzradius der urspriinglichen Reihe ist

also v/2.

Ubungsaufgabe 4.9.12. Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen

in C.

— (D) o, S G Ve
Z(Qn)!z und Z(Qn—l—l)!z

Diese werden uns spéter noch einmal begegnen.
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4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

Im Abschnitt haben wir das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen
mit Hilfe des Cauchyprodukts bestimmt. Die entsprechende Rechnung fiir Potenz-
reihen ergibt das folgende Resultat, dessen Beweis als Ubungsaufgabe verbleibt.

Satz 4.9.13. Es seien Y - a,z" und Y~ b,a™ Potenzreihen in K mit Kon-
vergenzradien 1,73 > 0. Dann hat die Potenzreihe

Z Z akbn,kx"

n=0 k=0

mindestens den Konvergenzradius r := min{ry, ro} und es gilt fir alle x € K mat
lz| <7

i z": apby,_px" = (i an:c"> (i bnx"> )
n=0 k=0 n=0 n=0

Von grofler Bedeutung fiir die Analysis ist der folgende Satz, den wir hier nicht
beweisen wollen.

Satz 4.9.14. Es sei )~ a,z" eine Potenzrethe in K mit Konvergenzradius
r > 0. Dann ist die dadurch gegebene Funktion f : {x € K: |z| < r} — K mit
f(x) =377 Jana™ stetig auf {v € K: |z| < r}.

Bemerkung 4.9.15. Damit ist insbesondere die Exponentialfunktion eine ste-
tige Funktion auf R, bzw. C. Wir kénnen das nun nutzen um fiir das Bild

ER)={e":2z € R} =(0,00)

7ZU zeigen.

Bereits in Beispiel .7.17 haben wir gesehen, dass e* > 0 fiir alle x € R gilt. Also
ist E(R) C (0,00) und es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.

Sei dazu yo € (0,00). Wir wissen aus Beispiel L.7.6][(b)] dass

lim E(z)=0 und lim E(z) =00
T—r—00 T—r00

gilt. Also gibt es ein a € R, so dass F(a) < yo gilt und ein b € R mit E(b) >
yo. Da damit zwangsliaufig F(a) < E(b) gilt und die Exponentialfunktion nach
Beispiel A.7.17 streng monoton wachsend ist, muss a < b gelten. Mit der soeben
festgestellten Stetigkeit der Exponentialfunktion sind alle Voraussetzungen des
Zwischenwertsatzes erfiillt. Es gibt also ein zy € R mit E(xg) = yo. Damit
ist yo € E(R) und wir sind fertig.

Beispiel 4.9.16. Die Stetigkeit von Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben
sind, kann man auch ausnutzen, um Grenzwerte zu bestimmen. Wir betrachten

als Beispiel
et —1
lim .
z—0 xT
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Fiir alle z € R gilt

e’ —1 1 /= 2™ 1 = z" 2, gt
x :;<ZOH_1>:;;H:; n!

n=

[e.9]

>

n=0

Mit dem Quotientenkriterium stellt man leicht fest, dass die Potenzreihe, die
wir so am Ende erhalten haben, ebenfalls Konvergenzradius Unendlich hat. Die
dadurch gegeben Funktion ist also auf R und insbesondere in Null stetig. Damit
gilt

4.10. Wichtige Funktionen

4.10.1. Exponentialfunktion und Logarithmus
Satz 4.10.1. Die Exponentialfunktion E : R — (0, 00) ist bijektiv.

Beweis. Nach Beispiel .7 17 ist FE streng monoton wachsend. Da auflerdem nach
der Uberlegung in Bemerkung £.9.10] E(R) = (0, 00) ist, liefert Satz A.7.I8 die
Bijektivitat von F. O

Definition 4.10.2. Die Umkehrfunktion von E : R — (0,00) wird mit In :=
E71:(0,00) = R bezeichnet und heifit natiirlicher Logarithmus.

Der Logarithmus hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 4.10.3. (a) Die Funktion In ist auf (0,00) stetig und wdchst streng mo-
noton.

(b) Es gilt In(1) = 0 und In(e) = 1.

(¢) lim In(z) = oo und lim In(z) = —oco.
T—00 z—0+

(d) Fir alle x,y € (0,00) und q € Q gilt

Xz

In(zy) = In(x) + In(y), 1n<§> = In(x) — In(y), In(z?) = qIn(z).

Beweis. (a) Dies liefert Satz 718
(b) Ergibt sich aus ¢® = 1 und e' = e, vgl. die Uberlegungen nach Satz 520

(c) Ergibt sich aus lim, ., ¢* = oo und lim,_, ., e = 0, vgl. Beispiel .7.0] @

187



4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

(d) Wir setzen £ := In(z) und 7 := In(y). Dann gilt nach der Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion in Satz

T = efe = @) — gy

Also ist
In(zy) = In(e*7) = £ + 5 = In() + In(y).

Die zwei anderen Rechenregeln verbleiben als Ubungsaufgabe. O

—
—_—
e

E(x) — — In(x)
Abbildung 4.4.: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

Sehen wir uns die Aussage in @ noch einmal an, so folgt daraus insbesondere
fiir alle a € (0,00) und alle ¢ € Q die Beziehung a? = (@) = 7" Diese
verwenden wir nun um die allgemeine Potenzfunktion zu definieren.

Definition 4.10.4. Fiir alle a € (0,00) und alle x € R definieren wir die allge-

meine Potenz durch

a® = ex-ln(a).

Satz 4.10.5. Es sei a € (0,00). Dann ist die Funktion x — a® stetig auf R und
es gelten die bekannten Rechenregeln fiir Potenzen wie beispielsweise

a™ =a"a¥, a'==, (a®)=a".

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass die beiden Funktionen z — z - In(a)
und y — e¥ jeweils auf R stetig sind, also ist auch die Potenzfunktion als deren
Verkettung nach Satz [4.7.14 stetig.

Die Rechenregeln lassen sich alle direkt aus jenen fiir die Exponentialfunktion
ableiten. Wir behandeln deshalb hier nur beispielhaft

ax_l,_y _ e(x+y) In(a) _ ea:ln(a)—i—yln(a) — exln(a)eyln(a) — a*aY. O
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4.10. Wichtige Funktionen

4.10.2. Trigonometrische Funktionen

In Ubungsaufgabe haben Sie herausgefunden, dass der Konvergenzradius
der beiden dort betrachteten Potenzreihen jeweils unendlich ist. Beide definieren
also je eine auf ganz C, bzw. R, stetige Funktion. Diese beiden bekommen jetzt
(wahrscheinlich vertraute) Namen.

Definition 4.10.6.

: - (_1>n 2n+1 :
sin(z) := — """ ze€(C, Sinus
R s
cos(z) 1= i (_1)722", z e C, (Cosinus)
— (2n)!

Bemerkung 4.10.7. Die so definierten Funktionen stimmen natiirlich mit den
Ihnen bekannten Kreisfunktionen tiberein, die iiber die Verhéltnisse von Dreiecks-
seiten definiert sind. Zumindest solange man alle Winkel im Bogenmaf} ausdriickt.
Dieses ist in der gesamten Mathematik {iblich.

Ein Winkel wird im Bogenmaf$ durch die Linge des Bogens des Einheitskreises
beschrieben, der durch diesen Winkel gebildet wird, vgl. Abbildung

A

=

|2

Abbildung 4.5.: Das Bogenmafl eines Winkels

In der folgenden Tabelle finden Sie die wichtigsten Werte von Sinus und Cosinus,
zusammen mit den Winkeln in Grad und im Bogenmaf3.

0° | 30° | 45° | 60° | 90°
Flilsls
sin | 0 5 | L] 1
CoS @ % % 0

Die Graphen von Sinus und Cosinus finden Sie in Abbildung [4.7)

189



4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

Aus der geometrischen Anschauung ergibt sich sofort der folgende Zusammen-

hang, vgl. Abbildung (.6l

Satz 4.10.8 (Trigonometrischer Pythagoras).
sin(z) 4 cos®(z) =1 fiir alle v € R.

Einen analytischen Beweis dieser Behauptung werden wir in Bemerkung [5.2.3]
sehen.

[

1

ON . sin@) R

cos() 1

Abbildung 4.6.: Trigonometrischer Pythagoras

Definition 4.10.9. Eine Funktion f : R — R oder f: C — C heifst
(a) ungerade, falls f(—z) = —f(x) fir alle x € R, bzw. C, gilt.
(b) gerade, falls f(—x) = f(x) fir alle z € R, bzw. C, gilt.

(c¢) periodisch mit Periode L € R, bzw. C, wenn f(x + L) = f(z) fir alle
x € R, bzw. C gilt.

Betrachtet man die Definitionen von Sinus und Cosinus, so findet man fiir alle
zeC

Sin(—z) = EOO ﬂ 2n+1 EOO 3n+1 2n+1 — So (_1)n ZZn—l—l
(2n + 1) 2n+ (2n+ 1)!
= —sin(z)

und

Z -y <<2n>, .

n=0 ’ n=0

3

" = cos(z).

Also haben wir

Satz 4.10.10. Der Cosinus ist gerade und der Sinus ist ungerade.
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Der Beweis des folgenden wichtigen Zusammenhangs zwischen den trigonome-
trischen Funktionen und der Exponentialfunktion ergibt sich durch geradliniges
Umformen der Potenzreihen. Er verbleibt als Ubungsaufgabe.

Satz 4.10.11 (Eulersche Formel). Fiir alle z € C gilt
¢ = cos(z) + sin(2)i.
Insbesondere gilt fiir alle x € R damit
Re(e'”) = cos(w) und Im(e) = sin(z).

Daraus ergeben sich nun einige wichtige Formeln fiir die trigonometrischen Funk-
tionen.

Satz 4.10.12. Fir alle x,y € R gilt
(a) |sin(z)| <1 und |cos(z)| < 1.
(b) Additionstheoreme:

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z),

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

(c) Rechenregeln fiir verschobene Funktionen.:

sin(z + 7/2) = cos(x), cos(z + 7/2) = —sin(x),
sin(z + 7) = —sin(x), cos(x + ) = — cos(z),
sin(x + 27) = sin(x), cos(x + 2m) = cos(x).

Insbesondere sind Sinus und Cosinus periodisch mit Periode 27.

Beweis. (a) Mit der Eulerschen Formel gilt fiir alle x € R

| = }cos ) + sin(x ’ = \/(3052 ) + sin®(z) = 1
nach dem trigonometrischen Pythagoras, vgl. Satz[4.10.8 Insbesondere sind
| cos(z)| = |[Re(e™)| < [e] =1 und

[sin(a)] = [Im(e”)] < || = 1,

(b) Es gilt mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und der Eu-
lerschen Formel

i@ty — olrely — (cos(z) + sin(x)i) (cos(y) + sin(y)i)
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + (cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y))i.
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4. Analysis — Teil I: Konvergenz und Stetigkeit

Betrachtet man nun den Real- und den Imaginérteil dieser Gleichung, so
findet man

cos(x +y) = Re(e!@®*)) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
und
sin(z 4 ) = Im(e!@*)) = cos(x) sin(y) + sin(z) cos(y).

(c) Die Formeln ergeben sich direkt aus den Additionstheoremen und den be-
kannten Werten cos(m/2) = 0 und sin(7/2) = 1. So erhélt man z.B.

sin(x 4 m/2) = sin(z) cos(m/2) + sin(7/2) cos(z) = sin(x) - 0+ 1 - cos(z)

= cos(z).

und die Aussage fiir den Cosinus in einer analogen Rechnung. Damit kann
man dann beispielsweise weiter machen:

sin(z + 7) = sin(z + 7/2 + 7/2) = cos(x + 7/2) = —sin(z).
Die {ibrigen Formeln ergeben sich auf die selbe Weise. O

Im folgenden Satz werden alle Nullstellen von Sinus und Cosinus beschrieben.
Dieser bleibt hier ohne Beweis.

Satz 4.10.13. FEs ist

sin(z) < z=kn fir eink € Z,

=0
cos(z) =0 < z:g+kﬂfﬁreink€Z.

Neben Sinus und Cosinus taucht eine weitere trigonometrische Funktion haufiger
auf, der Tangens:

Definition 4.10.14. Die Funktion tan : C\ {w/2+ k7 : k € Z} — C mit

sin(z)

tan(z) = cos(z2)

heiffit Tangens.

Den Graphen der Tangens-Funktion finden Sie ebenfalls in Abbildung [4.7]
In dieser Abbildung erkennt man auch, dass die folgenden Setzungen fiir Um-
kehrfunktionen von Sinus, Cosinus und Tangens sinnvoll sind.

192



4.10. Wichtige Funktionen

Sinus = — Cosinus Tangens = = Arcustangens |

Abbildung 4.7.: Die Graphen von Sinus, Cosinus, Tangens und Arcustangens

Definition 4.10.15.

arcsin : [—1,1] = [-7/2,7/2] (Arcussinus),
arccos : [—1,1] — [0, 7] (Arcuscosinus),
arctan : R — (—7/2,7/2) (Arcustangens).

Vor allem der Arcustangens taucht immer mal wieder auf. Sein Graph ist auch

in Abbildung 4.7 dargestellt.

Beispiel 4.10.16. Wir wollen im R? den Winkel o bestimmen, den ein Vektor
(z,y)T # (0,0)T zur positiven 2-Achse hat. Dazu macht man sich klar, dass mit

r=|[(z,y)|l2 = /2% + y? gerade

. ) X
= — d = —
sin(a) . un cos(a) )
also .
tan(a) = sin(a) _Y
cos(a)

gilt. Mit der einfachen Schlussfolgerung, dann sei o« = arctan(y/x) sollten wir
nun allerdings vorsichtig sein, denn das gilt nur fiir o zwischen —7/2 und 7 /2,
vgl. den obigen Wertebereich des Arcustangens. Die volle Wahrheit ist:

'arctan(%), x>0,
arctan(%) +, xr<0und y >0,
o= arctan(%) —m, falls z <0 undy <0,
55 x=0und y > 0,
[~ x=0und y < 0.
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4.10.3. Die Polardarstellung komplexer Zahlen

Unsere neuen Erkenntnisse geben uns ein sehr wertvolles Werkzeug zur Beschrei-
bung von komplexen Zahlen in die Hand, das wir nun kennenlernen.

Wir haben komplexe Zahlen als Elemente der Ebene R? bisher durch ihren Real-
und Imaginérteil, sozusagen in kartesischen Koordinaten, beschrieben. Einen Vek-
tor der Ebene kann man aber auch anders beschreiben, indem man seine Lange
und den in Beispiel betrachteten Winkel, den er zur positiven z-Achse
bildet, angibt. Das fiihrt auf die sogenannten Polarkoordinaten.

Definition 4.10.17. Es sei z = v+ yi € C\ {0} mit z,y € R. Dann heifst
r = \/x2+y? der Betrag von z und der Winkel o, der zwischen z und der
positiven reellen Achse eingeschlossen wird das Argument von z.

Beide Werte (r, ) zusammen sind die Polarkoordinaten von z.

Bemerkung 4.10.18. (a) Man beachte, dass das Argument so eigentlich gar
nicht ordentlich definiert ist, da es mehrdeutig ist. Die Polarkoordinaten
(1,7) und (1,37) beschreiben dieselbe komplexe Zahl, ndmlich —1. Um
diese Mehrdeutigkeit zu eliminieren, legt man sich iiblicherweise auf ein
Intervall der Lange 27 fest, aus dem das Argument gewéhlt wird. Meist
wird mit (—m, 7] oder mit [0, 27) gearbeitet.

(b) Ist das Argument auf den Bereich (—, 7] festgelegt, so gelten die folgenden
Umrechnungsformeln zwischen den Darstellungen fiir eine komplexe Zahl
z = x + yi mit Polarkoordinaten (r, ), vgl. Beispiel [L.10.T6

x = rcos(p),
y = rsin(p),
-

SN

(

arctan (%), x>0,

arctan(%) +m, falls < 0undy >0,
Y= arctan(%) -, r<0und y <0

5 xr=0und y > 0,

=3 r=0und y < 0.

(c) Fir jede komplexe Zahl z auf dem Einheitskreis, d.h. |z| = 1, gilt z =
cos(p) + sin(p)i mit einem geeigneten ¢ € (—m, x|, vgl. Abbildung 4.6l
Tatséchlich gilt fiir jedes z € C\ {0} mit Polarkoordinaten (r, ¢)

z .
z = |z|g = r(cos(p) + sin(p)i) = re'.

Das ist die gebriduchlichste und praktischste Art mit Polarkoordinaten zu
arbeiten. Die Bedeutung sieht man z.B. im folgenden Satz.
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Satz 4.10.19. Es seien z = rel¥,w = sel¥ € C\ {0} mit Polarkoordinaten (r, ),
bzw. (s,v) gegeben. Dann hat z - w die Polarkoordinaten (rs, o + 1) und z/w die
Polarkoordinaten (r/s, p — 1))

Beweis. In der Exponentialschreibweise sieht man sofort

2w = re¥se® = rsel@t?)

und

2T T e
w o oseY s ’
woraus die Behauptung folgt. O
Beispiel 4.10.20. (a) Wir berechnen (1+i)?"!!. Die Polarkoordinaten von 1+1i
ergeben sich nach Bemerkung @ITIR|(b)| (oder durch Anschauung) zu r =
V2 und ¢ = 7/4. Also ist
(14 )21 = 2012011 _ V2O G OEE 4 3E) _ 91005, /5 oir502m (i

N——
=1

— 91005, /501 _ 21005(_1 4 j).

(b) Wir bestimmen alle komplexen Lésungen von z° = 1 in Polardarstellung.
Ist z = re'¥, so muss also gelten

1=2%= ('r’eig")5 = r9e?,
Also muss r° = 1 und damit r = 1 sein, sowie e®? = 1. Das ist dann der
Fall, wenn 5¢ = 2kr fiir ein k € Z gilt, also falls ¢ = 2kn /5 fiir ein k € Z
ist. Das liefert fiinf mogliche Argumente zwischen —7 und 7:

5T 2= T = 0, @4= =7 und @5 = =T
Ubungsaufgabe 4.10.21. Beweisen Sie die Formel von De Moivre: Ist z =

rei¥ € C\ {0}, so gilt fiir jedes n € N

Y1 = —

2" = 1" (cos(ny) + sin(np)i).

4.10.4. Hyperbolische Funktionen
Definition 4.10.22.

sinh(z) := i, z2eC Sinus hyperbolicus
2
osh(z) := 1, z € osinus hyperbolicus
cosh = C Cosinus hyperbol
inh
tanh(z) := (S:;r;h((z))’ zeC\ {(kﬂ + g)l ke Z} (Tangens hyperbolicus)
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sinh(x) = = cosh(x) tanh(x)l

Abbildung 4.8.: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens hyperbolicus

Ubungsaufgabe 4.10.23. Zeigen Sie die folgenden Beziehungen
(a) Fiir alle z € R gilt cosh?(x) — sinh?(z) = 1.
(b) Fiir alle z =z +yi € C mit z,y € R gilt

sin(z + yi) = sin(z) cosh(y) + cos(z) sinh(y)i und
cos(zx + yi) = cos(x) cosh(y) — sin(z) sinh(y)i.
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und Integralrechnung

5.1. Differenzierbarkeit von Funktionen in einer
Variablen

5.1.1. Der Ableitungsbegriff

Schon aus der Schule werden Sie das Thema dieses Abschnitts kennen. Man
mochte das Anderungsverhalten einer Funktion in einem Punkt, d.h. anschaulich
gesprochen die Steigung des Funktionsgraphen an dieser Stelle quantitativ fassen.
Dazu nidhert man die Tangentensteigung mit den bekannten Sekantensteigungen
an und kommt auf den Differenzenquotienten. Dessen Grenzwert, die Ableitung,
gibt dann die Steigung an. Auch die Differenzierbarkeit einer Funktion ist so im
Grunde nichts anderes als ein Grenzwertproblem, das wir mit unseren bisherigen
Erkenntnissen behandeln kénnen.

In der Differentialrechnung gibt es sehr grofie Unterschiede in der Behandlung von
Funktionen auf R oder C. Wir werden in dieser Vorlesung nur den reellen Fall
behandeln. Die Untersuchung der Differenzierbarkeit von Funktionen komplexer
Variablen ist Gegenstand der sogenannten Funktionentheorie.

In diesem ganzen Kapitel sei I C R immer ein Intervall.

Definition 5.1.1. (a) Es sei xyg € I. Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar in xq, wenn der Grenzwert

N OEICD

T—T0 T — X

in R existiert. In diesem Fall heif$it dieser Grenzwert die Ableitung von f
in o und wird mit f'(xy) bezeichnet.

(b) FEine Funktion f : I — R heifft differenzierbar auf I, falls sie in allen
Punkten xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch x — f'(z)
fiir x € I eine Funktion ' : I — R definiert. Diese Funktion heifit die
Ableitung oder auch Ableitungsfunktion von f auf I.
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Bemerkung 5.1.2. Der Grenzwert in obiger Definition existiert genau dann,

wenn der Grenzwert
lim f(zo+h) — f(x0)
h—0 h

existiert, und die Werte der beiden stimmen dann {iberein. Man kann also je
nachdem, was in der jeweiligen Situation {ibersichtlicher erscheint, den einen oder
den anderen Grenzwert untersuchen.

Beispiel 5.1.3. (a) Es sei zunédchst f(x) = ¢ € R konstant fir alle z € I.

Dann ist
lim M: lim LIQ’
T—xT0 T — Xo T—=r0 T — X
also ist f in [ differenzierbar und es gilt f'(x) = 0 fiir alle z € I.
(b) Wir betrachten I =R, 2y = 0 und
@) =lel, zeR

Dann gilt

T — X x —1, fir x < 0.

f(z) = fzo) o] { 1, fiir z > 0,
Also existiert der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir © — x¢ = 0 nicht, d.h. f
ist in 0 nicht differenzierbar. Man beachte, dass f aber in 0 stetig ist.
Wir haben soeben gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, die nicht differen-
zierbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass aber umgekehrt jede differenzierbare
Funktion notwendigerweise stetig ist.
Satz 5.1.4. Es sei f : I — R in xg € I differenzierbar. Dann ist [ stetig in xq.

Beweis. Es gilt
f(x) = f(wo)

lim f(z) — f(zo) = lim (f(x) - f(xo)) = lim —————(z — xo)
T—T0 T—T0 T—T0 T — X
= fl<.§L’0) -0=0.
Damit haben wir lim, ., f(z) = f(x¢), also ist f in zq stetig. O

Warnung 5.1.5. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Umkehrung
dieses Satzes falsch ist, vgl. Beispiel B.13|[(b)l

Wir berechnen beispielhaft noch weitere Ableitungen.
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Beispiel 5.1.6. (a) Wir betrachten
f(zr) =2 xR
Dann gilt fiir jedes o € R

flx) = fzo) _ a*—af _ (x— wo)(x + o) st
r—x9 = T—x9 x — 2 o

Also ist

lim Jl@) = Jlzo) = lim (z + z¢) = 2xo.

T—T0 xr — ,I‘O T—IT0

Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt f'(z) = 2z, x € R.

Allgemein ist fiir jedes n € N* die Funktion g(z) := 2", x € R, auf ganz
R differenzierbar und es gilt ¢'(z) = na™"!. Das kann man mit Hilfe von

Satz L.29[(b)] zeigen.

(b) Es sei wieder I = R und jetzt

Dann gilt
fl@o+h) — f(zo) e™th—e™  emeh — e e —1
h h h h
Mit Hilfe von Beispiel [£.9.16] folgt daraus

lim f(xo +h) — f(xo)

h—0 h

=" .1 =",

Also ist die Exponentialfunktion auf R differenzierbar und es gilt E'(x) =
e’ = E(x).

Die folgende Umformulierung der Differenzierbarkeits-Definition wird uns spéter
retten, wenn wir Funktionen in mehreren Variablen differenzieren wollen.

Satz 5.1.7. Eine Funktion f : I — R ist in xg € I genau dann differenzierbar
mit f'(zo) = a, wenn

f(x) = f(xg) +alx —x9) +7(x), z€I,

ist und fir die Funktion r: I — R gilt
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Beweis. Es gilt r(x) = f(x) — f(x¢) — a(x — xp) und damit

r(z) _ f(z) = flzo) a. (5.1)

T — 2o T — 2o

»=" Ist f in zy differenzierbar mit f'(zy) = a, so konvergiert fiir x gegen x
nach der Definition der Differenzierbarkeit die rechte Seite der Gleichung
gegen Null. Also gilt dann auch

lim 7@

»<=" Gilt umgekehrt diese Grenzwertbeziehung fiir r, so bekommen wir aus (5.1)

sofort

i | L&) = f@0) 1

T—T0 T — g
und das bedeutet gerade lim,_,,, %ﬁm) = a, d.h. wir haben Differenzier-
barkeit von f in zq mit f'(zo) = a. O

Bemerkung 5.1.8. Diesen Satz kann man auch grafisch-anschaulich interpretie-
ren. Die Funktion ¢g(z) = f(x)+a(z —x¢) ist eine lineare Funktion, deren Graph
eine Gerade durch (zg, f(x¢)) mit Steigung a ist. Der Satz sagt, dass die Ablei-
tung von f in zy gerade die Zahl a ist, fiir die der Fehler r bei Approximation der
Funktion f durch die Gerade mit Steigung a am kleinsten wird und diese Gerade
ist genau die Tangente an den Graphen von f, die durch f(xg) + f'(zo)(x — x0),
x € R, beschrieben wird.

5.1.2. Ableitungsregeln
Um kompliziertere Ableitungen berechnen zu kénnen, brauchen wir Rechenregeln.
Satz 5.1.9. Es seien f,g: I — R in xg € I differenzierbar und o, 8 € R. Dann
qilt

(a) af + Bg ist in xqy differenzierbar und

(af + B9)'(w0) = af (x0) + Ag'(zo).  (Linearitit)
(b) fg ist differenzierbar in xoy und
(fg)(zo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x9).  (Produktregel)

(c) Ist g(xg) # 0, so existiert ein Intervall J C I mit xy € J und g(x) # 0 fir
alle x € J. Auflerdem ist die Funktion f/g : J — R differenzierbar in xg
und es gilt

JAY ) = f'(xo)g(xo) — f(fb’o)gl(l’o).
<g) o) (9(x0))”

(Quotientenregel)
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Beweis. Die Aussagen @ und @ behandeln wir als Ubungsaufgaben.

Zum Beweis von |(¢)| miissen wir zuerst die Existenz von J begriinden. Da ¢ in x
stetig ist, gibt es nach der e-0-Charakterisierung der Stetigkeit in Satz ein
d > 0, so dass |g(x) — g(z)| < |g(z0)|/2 fiir alle z € (¢ — 0,20 + 0) =: J gilt.
Fiir diese x ist dann |g(z)| > |g(z0)|/2 > 0, also insbesondere g(z) # 0.

Weiter gilt fiir alle z € J

f(x) _ f=zo)

9(z)  glzo) _ 1 ) f(@)g(@o) — f(wo)g(x)
T — To g(x)g(wo) T — T
_ 1 ) f(z)g(zo) — f(xo)g(xo) + f(x0)g(x0) — f(20)g(2)
g(x)g(wo) T — Xy
L (f@ =S gl = glw)
B g(x)g(x0) ( T — T 9(x0) T — X i 0)>'

Da g in xq differenzierbar ist, ist diese Funktion insbesondere in x, stetig (vgl.
Satz B.I.4), also kénnen wir in obiger Gleichung zum Grenzwert fiir = gegen zg
iibergehen und erhalten die Behauptung. O

Es folgt sogleich die Rechenregel fiir die Verkettung differenzierbarer Funktionen.

Satz 5.1.10 (Kettenregel). Es seien I,J C R Intervalle und g : I — J sei
differenzierbar in xo € I. Weiter sei f : J — R differenzierbar in yo = g(xo).
Dann ist auch die Funktion f o g: I — R differenzierbar in xo und es gilt

(f 0 9)'(z0) = f'(g(x0)) - 9 (o).

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion f :J — R mit

. —f(y) — f<y0), fiir y € J mit y # yo,
fly) = Y=Y
f'(wo), fiir y = yo.
Dann gilt
FW)y—wo) = fy) — fwo) (5.2)
fiir alle y € J (auch fiir yo!). Da f in yo differenzierbar ist, haben wir nun

lim f(y) = f(yo) = f'(o) = f'(g(x0)),

Y—Yo

insbesondere ist f stetig in yo. Nach Satz .14l ist ¢ stetig in zo, und da die
Verkettung von stetigen Funktionen wieder stetig ist, sehen wir damit

lim f(g(x)) = f(g(llfo)) = f'(g9(x0))-

T—T0
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Daher folgt schlielich mit Hilfe von (5.2])
o Fe@) — flelw) L Fa@) (g(@) — g(w0))

T—x0 T — X T—T0 T — o
= lim f(g(:c))M = ['(9(x0)) - ¢'(w0). DO
T—T0 T — Xo

Beispiel 5.1.11. Es sei a > 0 gegeben. Wir betrachten auf I = R die allgemeine

Potenzfunktion
X

a®, =z €R,

p(x)
vgl. Definition E10.4. Dann gilt p(z) = (@, Um die Kettenregel anzuwenden,
setzen wir f(y) :=eY, y € R und g(x) := zln(a), x € R, und haben so ¢ = fog.
Da sowohl f als auch g auf ganz R differenzierbar sind, sind die Voraussetzungen
von Satz erfiillt und es gilt

¢'(x) = f(9(x))g () = @ In(a) = e*™ @ In(a) = a” In(a).

Wir konnen sogar eine allgemeine Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion angeben.

Satz 5.1.12. Es sei f € C(I) streng monoton und in xy € I differenzierbar
mit f'(xo) # 0. Dann ezistiert die Umkehrfunktion f~' : f(I) — R, diese ist
differenzierbar in yo = f(zo) und es gilt
1
—1y/
(f ) (yO) fl(xO) :
Beweis. Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der strengen Monoto-
nie von f, vgl. Satz [L.7.18
Zu gegebenem h # 0 setzen wir

ko= f""yo+h)— f (o) = (yo+ h) — .

Da f~! nach Satz in yo stetig ist, folgt aus h — 0 sofort & — 0. AuBerdem
ist zo +k = f~Yyo + h), d.h. f(zg+ k) = yo + h und wir erhalten

Nun ist damit fiir h # 0

Pt ) = ) F (ot R) — a0 wgtk— g
h fxo+ k) — f(wo) f(zo+ k) — f(xo)
k

 flzo+ k) = f(zo)

und wir erhalten

B e R R U S _ 1
h—0 h k=0 f(xo+ k) — f(z0o) f'(x0)’
da f'(zo) # 0 gilt. O
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Bemerkung 5.1.13. Man beachte, dass die Voraussetzung f’(z¢) # 0 notwendig
ist. Als Beispiel diene hierzu I = [0,00) und f(z) = 2. Dann ist f/(x) = 2z und
somit f'(0) = 0. Tatséchlich ist die Umkehrfunktion f~!(z) = \/z in 2y = 0 nicht
differenzierbar, denn es gilt

lim M: lim @I lim L:
z—=0+ 1 —0 z—0+ I z—0+ \/E

0.

Beispiel 5.1.14. (a) Wir bestimmen die Ableitung des Logarithmus als Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Sei dazu I = R und f(x) = e* auf I.
Dann ist f~!(z) = In(x), x € (0,0), und mit Satz gilt fiir y = f(2)
die Beziehung

W) (y) = (F V() = e = — = :5, y € (0,00).

(b) Fiir z > 0, a € R und f(z) := 2® = *™®) erhalten wir

a—1

f(z) = 2@ (aIn(z)) = z°

8[Q

= QT

Die Ableitungsregel fiir die ganzzahlige Potenz aus Beispiel lﬂlﬂ verall-
gemeinert sich also auch auf die allgemeine Potenz, solange x > 0.

Insbesondere haben wir im Fall o = 1/2

(V) () = sz o0

(c) Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion des Tangens. Seine Ableitung
ergibt sich also iiberall da wo die Ableitung des Tangens tan’ nicht Null ist

Zu
1

- tan’(arctan(x))

arctan’(z)

Unsere Aufgabe bleibt es die Ableitung des Tangens zu bestimmen. Dazu
dient der folgende Satz.

Satz 5.1.15. Es sei f(x) =) " a,a™ eine Potenzreihe in R mit Konvergenzra-
dius v > 0. Dann hat auch die Potenzreihe Y > na,z™ ' den Konvergenzradius
r, die Funktion f ist in allen x € (—r,r) differenzierbar und es gilt

f(z) = inanxnl, x € (—r,r).
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In Worten formuliert bedeutet dieser Satz, dass man eine Potenzreihe im Inneren
ihres Konvergenzgebietes summandenweise, unter dem Summenzeichen differen-
zieren darf. Das ist nicht selbstverstédndlich, da dabei die Reihenfolge von zwei
Grenzwertprozessen vertauscht wird, einmal bildet man die Ableitung der Reihe,
im Anderen Fall die Reihe der Ableitungen.

Auf einen Beweis wollen wir hier verzichten, sondern direkt den Nutzen dar-
aus ziehen, dass wir nun die Ableitungen unserer durch Potenzreihen gegebenen
Funktionen bestimmen koénnen.

Beispiel 5.1.16. (a) Die Potenzreihen von Sinus und Cosinus konvergieren
beide auf ganz R. Also sind beide nach Satz L1153 auf ganz R differen-
zierbar und die Ableitungen berechnen sich zu

— (D" o) (=D)" on
(> ent )" ") :Z(2n+1)!(2”“)x

(="
(2n)!

sin’(x)

*" = cos(z)

Mgﬁ

Il
o

n

und analog

cos'(z) = —sin(x).
(b) Damit haben wir nach der Quotientenregel fiir alle z € R mit cos(z) # 0

sin’(z) cos(x) — cos'(x)sin(z)  cos?(z) + sin®(z)

tan'(z) = cos?(x) B cos?(x)

Das lasst sich nun auf zwei verschiedene Weisen vereinfachen, durch kiirzen
und mit Hilfe des trigonometrischen Pythagoras. Damit erhdlt man

1

tan’(r) = 1 + tan?(x) = o (2

Je nach Kontext sind beide Darstellungen von Nutzen.

Damit kénnen wir nun die Ableitung des Arcustangens aus Beispiel B.1.14]
fertig bestimmen. Dort hatten wir

1 1 !
t / _ — pu— .
et () = G arctan(e)) 1+ tan(arctan(@)) | 1427

Wir sammeln unseren Funktionenzoo noch einmal in einer Tabelle:
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Name ‘ Symbol ‘ Definitionsbereich ‘ Bild ‘ Ableitung ‘
E-funktion e R (0, 00) e

(nat.) Logarithmus | In (0, 00) R =

Sinus sin R [—1,1] cos

Cosinus cos R [—1,1] — sin

Tangens tan R\ {(k+1/2)x} | R — =1+ tan’
Arcussinus arcsin | [—1,1] [—7/2,7/2] 1£12
Arcuscosinus arccos | [—1,1] [0, 7] — \/1177
Arcustangens arctan | R (=m/2,7/2) | 1 Jrle

Sinus hyperbolicus | sinh R R cosh

Cosinus hyp. cosh R 1, 00) sinh

Tangens hyp. tanh R (-1,1) mihg =1 — tanh?

Den Satz iiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen kénnen wir aber auch
andersherum gewinnbringend verwenden, um den Reihenwert von Potenzreihen
auszurechnen. Wir betrachten das an einem Beispiel.

Beispiel 5.1.17. Wir betrachten die Potenzreihe > > | na™. Diese hat nach dem
Satz von Hadamard den Konvergenzradius 1. Also ist auf (—1,1) durch diese
Reihe eine Funktion gegeben. Aber welche?

Dazu iiberlegen wir uns, dass fiir alle z € (—1, 1) nach Satz gilt

o o o o ’
E nz" = g nz" ' =ux g (™) = x( g x") :
n=1 n=1 n=1

n=1

Die Reihe, die nun ganz rechts steht, ist, bis auf den fehlenden ersten Summanden,
die uns schon bekannte geometrische Reihe. Also bekommen wir fiir alle z €
<_17 1)

X

%nx” :x<1ix — 1)/ :xﬁ(—l) = m

5.1.3. Hohere Ableitungen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem abschreckenden Beispiel.

Beispiel 5.1.18. Wir betrachten auf I = [0, c0) die Funktion

23%sin(1/z), falls z >0,
f(a) = e -
0, falls x = 0,

vegl. Abbildung B.11
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Abbildung 5.1.: Der Graph der Funktion f(z) = 2*/?sin(1/z)

Dann ist f in allen x > 0 offensichtlich differenzierbar und es gilt
3 1

f(z) = 5\/55111(1/:6) + 23/% cos(1/x) (——2>
x

= g xsin(l/z) — Lcos(l/:zc).

VT

Um f auf Differenzierbarkeit in 0 zu untersuchen, betrachten wir den Differen-
zenquotienten

, — £(0 . 12%%sin(1 . .
=0 2y
<tV =0

Da der Grenzwert selbst iiber etwas Positives gebildet wird, muss er auch grofier
oder gleich Null und damit gleich Null sein. Somit ist f auf ganz [0, c0) differen-
zierbar, wobei f/(0) = 0 gilt.

Anhand dieses Beispiels sieht man nun, dass etwas Abstruses passieren kann.
Wiéhrend f in Null differenzierbar ist, ist die Funktion f’ : [0,00) — R in
Null nicht einmal mehr stetig. Um das zu sehen, betrachten wir die Folge z,, :=
1/(2nm), n € N*. Dann gilt fiir jedes n € N*

31
2\ 2nm

Also ist die Funktion f” auf dem kompakten Intervall [0, 1] nicht beschrénkt, sie
kann also nach Satz [.7.26] nicht stetig sein.

f(xn) sin(2nm) — \/%cos(an) = —Vonr 1= —V2rvn.

Definition 5.1.19. Ist f : [ — R eine in I differenzierbare Funktion und ist f’
auf I stetig, so nennt man f stetig differenzierbar.
Man schreibt CM(I) :={f : I — R : f stetig differenzierbar}.
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Ist eine Funktion stetig differenzierbar, so konnen wir uns natiirlich die Frage
stellen, ob ihre Ableitungsfunktion selbst wieder differenzierbar ist. Das fiihrt
auf den Begriff der zweiten und allgemeiner n-ten Ableitung, die wir rekursiv
definieren.

Definition 5.1.20. (a) Es sei f : I — R differenzierbar auf I, zo € I und
n € N mit n > 2. Dann heif$t die Funktion f in xy (bzw. auf I) n mal
differenzierbar, falls sie auf I schon (n — 1) mal differenzierbar ist und die
Funktion f=Y in zy (bzw. auf 1) wieder differenzierbar ist.

In diesem Fall heifit f™(z¢) = (f™ VY (x0) die n-te Ableitung von f in
zo, bzw. x+— ™ (z) die n-te Ableitungsfunktion von f auf I.

(b) Ist die n-te Ableitung von f auf I selbst sogar wieder stetig auf I, so sagt
man f sei n-mal stetig differenzierbar auf I. Man schreibt

C*"(I):={f:1—R: f n-mal stetig differenzierbar}.

(c) Ist f € C™"(I) fir alle n € N, so nennt man f beliebig oft differenzierbar.
Man verwendet dafiir auch die Bezeichnung

fec>(1):=c).

Bemerkung 5.1.21. Es ist oft praktisch die Funktion selbst als ihre nullte Ab-
leitung aufzufassen und entsprechend £ := f zu setzen.

Beispiel 5.1.22. (a) Ist f(z) = sin(x), so gilt

f'(x) = cos(x), f"(x) = —sin(x),
f"(x) = —cos(x), fU(x)=sin(z)= f(z).

(b) Betrachten wir auf R die Funktion

22, falls ¢ > 0
flx) =

—22 falls z < 0,

so ist f auf ganz R differenzierbar mit f'(z) = 2|z|, * € R (nachrech-
nen!), aber da die Betragsfunktion in Null nicht differenzierbar ist (vgl.
Beispiel , ist diese Funktion in Null nicht mehr differenzierbar,
d.h. f ist in o = 0 stetig differenzierbar aber nicht zweimal differenzierbar.

(c) Es sei f(z) = > % gan(® — x0)", d.h. f sei durch eine Potenzreihe gege-
ben, von der wir annehmen wollen, dass der Konvergenzradius r» > 0 ist.
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In Satz B.IT5 haben wir gesehen, dass f dann auf I := (zg — r, 29 + 1)
differenzierbar ist mit

f'(z) = Z apn(z —xo)" ', wel,
n=1

und dass dies wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r ist. Also ist
nach nochmaliger Anwendung dieses Satzes f sogar zweimal differenzierbar
auf I mit

f(z) = iann(n —1)(z—x0)" 2, wel

Durch weitere Iteration dieses Arguments (Formalisten mogen eine saubere
Induktion fithren), ist dann f auf I beliebig oft differenzierbar und es gilt
fiir jedes k € N*

)= ammn—1)-(n—(k—=1))(x—z0)" ", zel
n=~k

Setzt man speziell x = x( ein, so erhélt man die fiir spatere Betrachtungen
wichtige Beziehung

FO (o) = apk(k —1)---2- 1 = Klay.

Diese verrat uns insbesondere die Gestalt der Koeffizienten a;, fiir Funktio-
nen, die durch eine Potenzreihe dargestellt werden:

f(k) ($o)
T

Qg

Ubungsaufgabe 5.1.23. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

Z n(n—1
S,

n=1

und geben Sie eine geschlossene Darstellung, der durch diese Potenzreihe gege-
benen Funktion an.

5.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Wir sammeln wertvolle Eigenschaften differenzierbarer Funktionen. Den Start
bildet der Mittelwertsatz, den wir hier nicht beweisen wollen.
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Satz 5.2.1 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Es seiena,b € R mita < b
und f € C([a,b]) sei differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

f(b) = f(a)

A (&), bzw. gleichbedeutend f(b) — f(a) = f'(£)(b— a)

qgilt.

Anschaulich bedeutet dieser Satz, dass die Sekantensteigung der Funktion, die
man anhand der beiden Punkte a und b erhélt, irgendwann dazwischen tatséchlich
als Tangentensteigung angenommen wird, vgl. Abbildung Man kann sich das
verdeutlichen, indem man versucht, eine differenzierbare Funktion zu zeichnen,
fiir die das nicht gilt, was (hoffentlich) nicht klappen wird.

f@) 7

Abbildung 5.2.: Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz ziehen.

Satz 5.2.2. (a) (Satz von Rolle) Es seien a,b € R mit a < b und f €
C(la,b)). Ist f auf (a,b) differenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein
€ € (a,b) mit /(€)= 0.

(b) Es sei f: 1 — R auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt

Ist f' = 0 aufl, soist f auf I konstant.

Ist f' > 0 aufl, soist f auf I streng monoton wachsend.
Ist f' < 0 aufl, soist f auf I streng monoton fallend.
Ist f' > 0 aufl, soist f auf I monoton wachsend.

Ist f' < 0 aufl, soist f auf I monoton fallend.

(c) Sind f,g: 1 — R auf I differenzierbare Funktionen und gilt f' = ¢" auf I,
so gibt es eine Konstante ¢ € R, so dass f(x) = g(x) + ¢ fir alle x € I gilt.

Beweis. (a) folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.
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(b) Es seien a,b € I mit a < b. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ € (a,b) mit f(b) — f(a) = (b —a)f'(§). Ist die Ableitung von f nun
konstant Null auf I, so muss also f(a) = f(b) gelten. Da a und b in [
beliebig waren, ist f auf I konstant.

Weiter ist der Ausdruck b—a immer positiv, also ergibt sich das Vorzeichen
von f(b) — f(a) direkt aus dem Vorzeichen von f’(§). Daraus kann man die
4 restlichen Behauptungen sofort ablesen.

(c) Wir setzen h := f — g. Dann ist ' = f' — ¢’ = 0 auf I, d.h. h ist konstant

nach [(b)] O

Bemerkung 5.2.3. Mit Hilfe von Satz IWM konnen wir nun einen schnellen
Beweis des trigonometrischen Pythagoras aus Satz [4.10.8 geben. Wir berechnen
die Ableitung der Funktion f(z) = sin?(z) + cos?(x), x € R, zu

f'(z) = 2sin(x) cos(z) + 2 cos(z)(—sin(z)) = 0,

also ist f konstant. Den Wert der Konstante kénnen wir leicht bestimmen, denn

es ist
£(0) = sin?(0) + cos?(0) = 0% + 1% = 1.

Beispiel 5.2.4. Wir haben in Beispiel B0 [(b)| gesehen, dass tan’(z) = 1 +
tan?(z) gilt. Damit ist die Ableitung des Tangens auf seinem gesamten Defini-
tionsbereich positiv, vgl. Abbildung [4.7l Trotzdem ist er nicht auf dem ganzen
Definitionsbereich strikt monoton wachsend, wie ein Blick auf die selbe Abbildung
sofort zeigt.

Dieses Beispiel zeigt, dass Satz B.22[(b)| wirklich nur gilt, wenn das Vorzeichen
der Ableitung auf einem Intervall die jeweilige Voraussetzung erfiillt.

Beispiel 5.2.5. Der Mittelwertsatz ist auch ein wertvolles Hilfmittel um Dif-
ferenzen abzuschétzen. Als Beispiel zeigen wir, dass der Arcustangens auf R
Lipschitz-stetig ist. Wir miissen ein L > 0 finden, so dass fiir alle x,y € R
gilt

’arctan(:p) — arctan(y)’ < Llx —yl,
vgl. Definition Seien also z,y € R mit x < y gegeben. Da der Arcustan-

gens auf [z, y] differenzierbar ist, kénnen wir den Mittelwertsatz anwenden und
bekommen ein £ € (z,y) mit

arctan(x) — arctan(y) = arctan’(§)(z — y) = (xr —vy).

Da fiir alle ¢ € R die Abschéitzung
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gilt, liefert das

|z —y| < 1|z -y,

1
|arctan(z) — arctan(y)| = ’?&2

wir konnen also L = 1 wahlen.

Die Differenzialrechnung liefert auch ein starkes Werkzeug zur Bestimmung von
Grenzwerten, ndmlich den folgenden Satz.

Satz 5.2.6 (Satz von de I'Hospital). Es sei (a,b) ein offenes Intervall in R
(dabei ist hier a = —oo oder b = oo zugelassen) und f,g : (a,b) — R seien
differenzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Gilt dann

lim f(z) = limg(z) =0 oder limg(x) = +o0
T—a r—a T—a

und existiert der Grenzwert

/
L :=lim S(@)
T—a g’(x)
(hierbei ist wieder L = £oo zugelassen), dann gilt

limM =L.

z—a g(T)
Die Aussage dieses Satzes bleibt richtig, wenn man tberall x — a durch x — b
ersetzt.

Warnung 5.2.7. Dieser Satz hat viele Voraussetzungen und diese sind wirk-
lich alle notig! Im Eifer des Gefechts gegen einen hartnéckigen Grenzwert wird
hier gerne die eine oder andere vergessen. Besonderer Beliebtheit erfreut es sich,
nicht nachzupriifen, ob es sich wirklich um einen sogenannten ,,uneigentlichen®
Grenzwert der Form 0/0 oder +o00/ + oo handelt. Nur solche kann dieser Satz
behandeln!

Beispiel 5.2.8. (a) Es seien «, f > 0. Wir wollen den Grenzwert
. o — ﬁ:}:
lim
z—0+ x

untersuchen. Wir betrachten das Intervall (0, 1) und die Funktionen f(x) =
a® — % und g(z) = x auf (0,1). Diese sind dort beide differenzierbar und
es gilt ¢'(x) = 1 # 0 fur alle x € (0,1). AuBerdem ist

Wir kénnen also den Satz von de I’Hospital anwenden und erhalten

L0 ot In() — 7 In(d)
r—0+ x z—0+ 1

= In(a) —In(f),

was wohl nur sehr schwer zu erraten gewesen wire.
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(b)

Ebenso kann man zeigen:

l
lim n(z) = lim
T—00 €x T—00

=0.

— |8 =

In diesem Fall hat man es mit einem uneigentlichen Grenzwert der Form
00 /00 zu tun.

Eine kleine Umformung fiithrt dazu, dass man mit der Regel von de 'Hospi-
tal auch Grenzwerte der Form 0- oo behandeln kann. Das geht exemplarisch
S0:

1 1
lim zln(z) = lim n(lx) = lim % = lim (—z) = 0.
z—0+ z—0+ p z—0+ —2 z—0+
Man beachte, dass hier u.a. wegen lim, oy In(z) = —oo und lim, o, 1/ =

oo die Anwendung des Satzes gerechtfertigt war.
Dieser Grenzwert ermoglicht uns nun zusammen mit der Stetigkeit der Fx-

ponentialfunktion noch die Berechnung von

lim 2% = lim exln(x) — elimz%()‘karln(x) — eO —1.
z—0+ z—0+

Das ist auch eine nachtréigliche Rechtfertigung fiir die in Definition Z.2.T[(c)|
so willkiirlich erscheinende Setzung 0° = 1.

Wir haben in Beispiel [b.1.22] gesehen, dass eine Funktion, die auf einem In-
tervall durch eine Potenzreihe 7 o a,(z — )" gegeben ist, immer Koeffizienten
a,, der Form

f(n) (z0)

fiir alle n € N
n!

Ap =

aufweist. Haben wir umgekehrt eine Funktion aus C*°(I) vorliegen, kénnen wir fiir
ein zy € I obige Koeffizienten ausrechnen und die dadurch gegebene Potenzreihe
betrachten. Diese bekommt zunéchst einen Namen.

Definition 5.2.9. Es sei I C R ein offenes Intervall, xo € I und f € C*(I).

(a) Die Potenzreihe

n

£ (g,
Zf (' )(l‘—ZL‘Q)n

heifit Taylorreihe von f um z.

(b) Fiir jedes k € N heifit das Polynom
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Bemerkung 5.2.10. Das Taylorpolynom k-ten Grades von f in x, ist das ein-
deutige Polynom, das an der Stelle xy in der nullten bis k-ten Ableitung mit der
Funktion f {ibereinstimmt. Anschaulich sollte es also so etwas wie die bestmogli-
che Approximation an die Funktion f sein, die durch ein Polynom vom Grad k
moglich ist.

Es erhebt sich die Frage, ob die Approximation wirklich gut ist, ob sie zum Bei-
spiel mit steigendem Grad immer besser wird und im Grenzwert die Taylorreihe
wirklich die Funktion exakt darstellt, d.h. ob in einer Umgebung von x, in der
Situation obiger Definition gilt

) (2,
fo) =3 )y

n=0

Ein solches Verhalten hort sich plausibel an und wére auch sehr wiinschens-
wert, denn es gidbe ein Mittel an die Hand, um die Auswertung komplizierter
Funktionen nédherungsweise auf die Auswertung eines der Funktion angepassten
Néherungspolynoms zuriickzufiihren.

Leider ist die Anwort auf die Frage in obgiger Bemerkung ein entschiedenes
y,manchmal“. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 5.2.11. Wir wéhlen I = R, x5 = 0 und

e’l/”‘ﬂ, falls x # 0,
fla) = ’
0, falls x =0.

Dann ist f offensichtlich in jedem Punkt x # 0 differenzierbar, aber wir sind
ja gerade an xy = 0 interessiert. Um Differenzierbarkeit in Null zu untersuchen,
miissen wir {iber den Differenzenquotienten gehen. Es ist mit ¢ := 1/x

fa) — f0) _ e et

z—0 T 1/t et

Dieser Ausdruck strebt fiir x gegen 0, d.h. t gegen o0, gegen Null. Das sieht
man z.B. mittels der Regel von de ’'Hospital. Also ist f in Null differenzierbar
und es gilt f/(0) = 0. Mittels Induktion kann man nun zeigen, dass f in 0 sogar
beliebig oft differenzierbar ist und f™(0) = 0 fiir alle n € N gilt. Also ist in
diesem Fall die Taylorreihe

. f) >
Zf (O)xn:ZO.x":();éf(x) fiir alle x # 0.
n=0 n=0

n!

Da die Taylorreihe nach einem vielversprechenden Mittel aussieht, um kompli-
zierte Funktionen zu untersuchen und Ihre Potenzreihenentwicklungen auszurech-
nen, und da diese ein unverzichtbares Hilfsmittel der Analysis, der Physik, der
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Ingenieurwissenschaften und vieler anderer Bereiche sind, hétten wir gerne ein
Kriterium, wann die Taylorreihe brav zu ihrer Funktion passt. Diese Frage ist das
Thema des Satzes von Taylor.

Satz 5.2.12 (Satz von Taylor). FEs seien I C R ein offenes Intervall, x,zq € 1
und fir ein k € Ny sei f: I — R eine k+ 1-mal differenzierbare Funktion. Dann
qibt es ein & zwischen x und xg, so dass gilt

FED(E)
(k+1)!

Bemerkung 5.2.13. (a) Im Fall £ = 0 ist dieser Satz genau der Mittelwert-

satz (vgl. Satz B.2.1)).
(b) Der Fehlerterm

k+1

fx) =T p(520) + (z — o)

FEE)
(k+1)!

der die Differenz zwischen f(z) und der Naherung durch das Taylorpolynom
k-ten Grades beschreibt, wird auch als Restglied bezeichnet.

)k+1

Ry ¢(x; 20) == (x — z¢

Y

(c) Der Wert von ¢ héngt natiirlich jeweils von z, g und k& ab und ist im
Allgemeinen nicht zu bestimmen. Das wére auch sehr erstaunlich, denn
dann wiére ja die Berechnung von f auf den Schwierigkeitsgrad eines Poly-
noms zuriickgefiihrt, was dann fiir einfach nur (k + 1)-mal differenzierbare
Funktionen doch ein bisschen zu simpel wére. Im & steckt sozusagen die
Komplexitat der Funktion f.

Trotzdem ist der Satz Gold wert, denn er iibersetzt jede Information iiber
die (k + 1)-te Ableitung in eine Information dariiber wie genau das Taylor-
polynom k-ten Grades die Funktion f ann&hert.

Beweis von Satz[5.2.12. Wir betrachten nur den Fall 2o < x (der andere geht
analog) und setzen

0= s (Fl0) ~ Tusloia)
Dann gilt
(x — xo)kH?
f(x) = T y(z;20) = QW

und unsere Aufgabe ist es ein & € (a,b) zu finden, so dass o = fF+1(¢) ist. Dazu
schreiben wir die letzte Gleichung so um, dass auf der rechten Seite Null steht
und definieren dann die Hilfsfunktion

k

o f)EHL (n) x — )kl
g(t) = f(@) ~ T f(as) - @% (GRS Q%

n=0

214



5.2. FEigenschaften differenzierbarer Funktionen

fiir t € [xg, x]. Da in g hochstens die k-te Ableitung von f auftaucht ist nach den
Voraussetzungen ¢g noch einmal differenzierbar auf [xg, z]. AuBerdem gilt direkt
g(x) = f(z)— f(x) = 0 und so wie wir p gewihlt haben gilt auch g(zy) = 0. Nach
dem Satz von Rolle gibt es also ein £ € (xg, x), so dass ¢'(§) = 0 gilt.
Andererseits ist (nachrechnen!)

J() = (z ;!t)k _ g (z ;!t)k’
womit . .
0=g(6) = T pn 28

und schlieflich o = f*+1(¢) folgt. O

Beispiel 5.2.14. Wir betrachten die Funktion f : (—1,00) — R mit f(z) =
In(1+4 x) um zg = 0. Zur Aufstellung der Taylor-Polynome und der Taylor-Reihe
miissen wir alle Ableitungen von f bestimmen. Es ist fiir x > —1

1 " o —1 " o 2

f(z)
und per Induktion allgemein

wey_ (D" —1)! "
() = eI n € N*.

Insbesondere ist also fiir alle n € N*

F0) _ (=1t

n! n

Da f(0) = 0 gilt, ist damit das k-te Taylorpolynom von f um Null

und die Taylorreihe

K
L
&3

n=1
Die spannende Frage ist nun natiirlich, ob diese zumindest in der Néhe der Null
eine brauchbare Ndherung des Logarithmus liefern. Zunéchst sieht man mit dem
Satz von Hadamard, dass die Taylorreihe Konvergenzradius Eins hat, wir miissen
uns also auf jeden Fall auf x € (—1,1] beschrinken und wir werden, um den
Rechenaufwand einzuddmmen ab jetzt nur noch x € [0, 1] behandeln.

Die Graphen der ersten Taylorpolynome in Abbildung [5.3] sehen ja schon mal
sehr ermutigend aus, aber das ist natiirlich noch kein Beweis.
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1.0
0.8—- 7
0.6+ 7
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X

7 024

Yy 0.4+

7

-0.6

In(l+x) — — x - -- - - XX"2/2— - — x-x"2/2 + x3/]

Abbildung 5.3.: Die Funktion = — In(1+ ) mit den Taylorpolynomen 1., 2. und
3. Grades um Null

Wir schlachten nun den Satz von Taylor aus. Dieser besagt, dass es fiir jedes
x > —1 ein ¢ zwischen Null und z gibt mit

FEDE)

(k+1)!
(_1)k ka

(I+ &1 (k+1)

Um zu zeigen, dass das Taylorpolynom tatséchlich eine Ndherung der Funktion
f darstellt, d.h. dass die Taylorreihe von f auf dem Intervall [0, 1] gleich f ist,
miissen wir das Restglied

In(1+2) = f(z) = Ty ;(z;0) +

= Tk7f(ZL‘; 0) +

(—1)* K1
Ry ¢(x;0) = s
ks (;0) (14 M1 (k+1)
untersuchen und zeigen, dass dieses fiir k£ gegen unendlich gegen Null geht. Im
von uns behandelten Fall z € [0, 1] muss 0 < £ < z < 1 gelten und wir bekommen

deshalb fiir jedes k € N*

k+1 k+1 1

a <X <
1+ k+1) — k+1 " k41

0 S }Rhf(l’; 0)’ =

was mit dem Sandwich-Theorem fiir jedes z € [0, 1] bedeutet, dass

l};ﬂ;o Rhf(l’; 0) =0
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1st.
Damit haben wir nun fiir alle = € [0, 1]

In(1+2z) = i (=1

und es sei der Vollstdndigkeit halber erwéhnt, dass diese Darstellung tatséchlich
fir alle z € (—1, 1] gilt.

Damit haben wir zum Einen die fiir uns neue Potenzreihendarstellung des Loga-
rithmus gewonnen, zum Anderen finden wir im Spezialfall z = 1

SOV )

n

n=1

den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe (vgl. Beispiel .5.§]).
Um etwaigen Mikeleien zuvorzukommen: Wer meint, dass das aber viel Aufwand
fiir so einen mickrigen Reihenwert war, hat noch nie selbst versucht einen Rei-
henwert zu bestimmen.

Beispiel 5.2.15. Als zweites Taylor-Beispiel noch ein klassisches Naherungspro-
blem: Man bestimme den Wert 1,052 mit einer Genauigkeit von mindestens
1074

Wir verwenden die Funktion f : [1,00) — R mit f(z) = "% und betrachten ihr
Taylorpolynom 1. Ordnung mit Entwicklungsstelle 1. Dazu berechnen wir

fl(x) =1,02-2°%  f"(x)=1,02-0,02- 2z "%
und f(1) =1, sowie f'(1) = 1,02. Damit gilt
Tip(x;1) = f(1)+ f/(1)(x—1)=1+1,02(x — 1).

Fiir den Néherungsfehler Ry ¢(1,05;1), der uns interessiert, erhalten wir
1
Ry 4(1,051) = 5f”(g)(L 05—1)*=1,02-0,01-£%%.0,05% = 2,55-107>. £ 0%

mit einem ¢ zwischen 1 und 1,05. Nun ist die Funktion g(t) := t~%% auf dem
Intervall (1;1,05) monton fallend, denn fiir die Ableitung gilt auf diesem Intervall
g'(t) = —0,98 -t~ 19 < 0. Also nimmt g auf dem Intervall (1;1,05) maximal den
Wert ¢g(1) = 1 an und wir kénnen

|Ry4(1,05;1)] =2,55-107° - £ < 2,55-107° < 107*
abschétzen. Damit ist der Wert
Ty (1,05;1) =1+ 1,02(1,05 — 1) = 1+ 1,02 - 0,05 = 1,051

ein fiir die Aufgabenstellung ausreichend exakter Niherungswert von 1, 05502,
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5.3. Extremwerte
Definition 5.3.1. Es sei D CR und f: D — R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in xy € D ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum) hat, falls f(z) < f(xg) (bzw. f(z) > f(xg)) fir alle x € D gilt.

(b) f hatin xg € D ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum ), falls ein
d > 0 emistiert, so dass f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fiir alle x € D
mit |x — xo| < 0 gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. relativen Extremum in x,
wenn f dort ein entsprechendes Mazimum oder Minimum hat.

Bemerkung 5.3.2. Statt ,relatives Extremum/Maximum/Minimum ist auch
die Bezeichnung lokales Eztremum/Mazimum /Minimum {iblich.

Wir fithren noch einen weiteren topologischen Begriff ein.

Definition 5.3.3. Es sei V ein normierter R-Vektorraum und D C V eine
Menge. Ein xy € D heif$t innerer Punkt von D, falls es ein € > 0 gibt, so dass
B.(x¢) € D ist. Man nennt

D° :={x € D : z innerer Punkt von D}
das Innere von D.
Machen Sie sich klar, dass D genau dann offen ist, wenn D = D° gilt.

Satz 5.3.4. Es sei f: I — R differenzierbar in xg € 1. Ist xg ein innerer Punkt
von I und hat f in xy ein relatives Extremum, so gilt f'(xq) = 0.

Warnung 5.3.5. Da dieser Satz so oft verwendet wird, wird er auch gerne falsch
verwendet. Darum hier (aus vielfach gegebenem Anlass) zwei Warnungen.

(a) Die Voraussetzung , o ist innerer Punkt“ ist wesentlich. Ein einfaches Bei-
spiel ist die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0, 1]. Diese hat ein relatives
Minimum in zg = 0, aber f/(0) = 1.

(b) Die Umkehrung gilt nicht! Das sieht man sofort an dem Beispiel f(x) = 23

auf I = R. Dann ist ndmlich f'(x) = 322, also f'(0) = 0, aber diese Funktion

hat in 0 kein Extremum, denn fiir jedes € > 0 finden sich im Intervall (—¢, €)

Punkte mit f(z) > 0 = f(0), z.B. x = 1/(2¢), und mit f(z) < 0 = f(0),

z.B. x = —1/(2¢).
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Beweis von Satz[5.3.4 Wir gehen zunéchst davon aus, dass f in z; ein relatives
Maximum hat. Dann existiert ein 6 > 0, so dass fir alle z € (zg — 0,9 + 0)
gleichzeitig x € I und f(z) < f(xg) gilt. Die erste Bedingung kénnen wir erfiillen,
weil x( innerer Punkt von [ ist, die zweite ist genau die Definition des relativen
Maximums. Fiir alle solchen = aufler x = xq ist

f(z) — f(xo) { <0, falls x > z,

T — To > 0, falls < xg.
Da f auflerdem in z( differenzierbar ist, muss damit gelten

f(zo) = lim @) = f(x) <0 und f'(zo) = lim @) = f(xo)
=0+ xr — X LT~ T — o
Also ist f'(xg) = 0.
Wir widmen uns nun dem Fall, dass f ein relatives Minimum in x( hat. Dann gibt
es ein § > 0, so dass fir alle z € I mit |z —zo| < J§ die Ungleichung f(z) > f(xo)
erfiillt ist. Also ist fiir alle diese z auch — f(z) < — f(z() und wir sehen, dass die
Funktion — f in g ein relatives Maximum hat. Nach dem ersten Teil des Beweises

gilt also f'(zg) = —(—f) (x9) = =0 = 0. O

> 0.

Mogliche Extremstellen finden wir also an den Nullstellen der Ableitungen, aber
wie konnen wir nun klaren, ob an einer solchen kritischen Stelle tatséchlich ein
Extremum vorliegt und wenn das der Fall ist, ob es ein Minimum oder ein Maxi-
mum ist?

Wenn unsere Funktion zumindest zweimal stetig differenzierbar ist, hilft dabei
wieder der Satz von Taylor. Wir betrachten also eine Funktion f € C?*(I) auf
einem Intervall / und nehmen an, dass in einem zy € I°, also einem inneren
Punkt, f’(z¢) = 0 gilt. Dann sagt der Satz von Taylor mit £ = 1, dass es
fiir jedes x € I ein £ zwischen xy und x gibt mit

£() = Fla) + f (@) = 20) + 5 €)= 20)* = flao) + 3w — 20)?

Also ist
1

f(z) = f(zo) = éf”(f)(x — x0)”.
Ist nun f”(zg) > 0, so gilt dieses Vorzeichen dank der Stetigkeit von f” auch in
einer ganzen Umgebung von z(. Fiir alle  in dieser Umgebung muss auch das
zugehorige ¢ in der Umgebung sein, es gilt also dann f(x) — f(z9) > 0, denn
(r — 20)? ist ja immer positiv. Also ist dann f(z) > f(zo) fiir alle x in dieser
Umgebung, was gerade bedeutet, dass in x ein lokales Minimum vorliegt.
Mit einer analogen Vorzeichenbetrachtung kann man auch den Fall eines Maxi-
mums erledigen.
Ist auch die zweite Ableitung an der kritischen Stelle Null, so kann man, geniigen-
de Differenzierbarkeit vorausgesetzt, die Ordnung des betrachteten Taylorpoly-
noms weiter nach oben treiben und erhélt dann das folgenden Resultat.
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Satz 5.3.6. Es sei I C R ein Intervall, xy € I° und f € C™(I) fir ein n > 2.
Weiter gelte f'(z0) = f"(w0) = --- = f"V(x) = 0, aber fO(x) # 0. Ist
nun n ungerade, so hat f in xq kein Extremum, ist n gerade, so liegt in xq ein
Eztremum vor, und zwar falls f™(z¢) > 0 ein Minimum und falls f™ (xo) < 0
etn Mazimum.

Beispiel 5.3.7. Wir bestimmen die lokalen und globalen Extrema der Funktion
f:[0,00) = R mit f(z) = ze™™. Esist f'(z) = e ® —ae ™, z € [0,00), also
haben wir genau dann f'(xy) = 0, wenn e 0 = zge ™, d.h. 5 = 1 ist. Wegen
f'(x) = —e " —e " +ae® =xe® —2e" ist f'(xg) =1/e—2/e=—1/e <0,
wir haben also nach obigem Satz in ¢y = 1 ein lokales Maximum.
Um festzustellen, ob dieses auch ein globales Maximum ist, miissen wir noch die
Rénder des Definitionsbereiches betrachten. Es gilt f(0) = 0, f(1) = 1/e und
nach der Regel von de I’'Hospital
. . - . T .1 -
lim f(z) = lim ze™ = lim — = lim — = lim e * = 0.

T—00 T—00 z—o0 T z—o0 T T—00
Also liegt in zy = 1 tatsédchlich das globale Maximum vor. Das globale Minimum
findet sich in Null, denn es ist f(x) > 0 fiir alle x € [0,00). Dieses ist dann
natiirlich auch ein lokales Minimum.

0.5
0.4
0.3+

02

0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.4.: Der Graph der Funktion = +— ze™* auf [0, 10]

5.4. Differenzieren von Funktionen mehrerer
Variablen — Partielle Ableitungen

Wir betrachten nun wieder Funktionen f : G — R? mit G € R? und wollen den
Ableitungsbegriff und die Differentialrechnung auf diese erweitern.
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Die direkte Ubertragung der Definition iiber den Differenzenquotienten, vgl. De-
finition B.T.T] und Bemerkung B.1.2]

f(z) = f(z0) — lim f(xo+h) — f(xo)

z—To T — T h—0 h

ist nicht moglich, denn nun sind ja z, 2o € G C R% und damit Vektoren und durch
Vektoren kann man nicht teilen. Wir haben hier also ein strukturelles Problem.

In diesem und dem néchsten Abschnitt werden wir zwei Ansétze kennenlernen,
um dieses Problem zu umgehen, die beide im Wesentlichen zum selben Ergebnis
fithren. Trotzdem sind beide Zugéinge wichtig, da der erste ohne den zweiten
keine verniinftige Theorie ergibt und der zweite ohne den ersten zu einer nicht
praktikabel zu berechnenden Ableitung fiihrt.

Wir versuchen zunéchst den Differenzenquotienten zu retten, indem wir uns da-
rauf beschréinken mehrere eindimensionale Ableitungen zu berechnen, die zusam-
men das Verhalten der Funktion f beschreiben sollen. Dazu berechnen wir die
Ableitung zunéchst nur in eine Richtung.

Definition 5.4.1. Es sei G C R? offen, f : G — RP eine Funktion, xo € G und
v € R4\ {0}. Ezistiert dann der Grenzwert

oy S (@ + h) — flao)
(8vf)($0) T }111—% 3 ’
so heifst f in xy in Richtung v differenzierbar und (0, f)(x¢) die Richtungsablei-
tung von f in xy in Richtung v.

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass wir uns nur die Funktionswerte von f
entlang der Geraden {zo+Av : A € R} in G anschauen und den Schnitt von f ent-
lang dieser Geraden im eindimensionalen Sinne differenzieren. Wir bestimmen die
Steigung am Hang, wenn wir stur in Richtung v laufen. Dies ist in Abbildung
angedeutet.

Ubungsaufgabe 5.4.2. Definiert man g,(h) := f(z¢ + hv) fiir alle h € R, fiir
die ¢ + hv in G liegt, so gilt

(0uf) (o) = g,(0).
Im Normalfall werden wir den R? mit der Standardbasis ausstatten. Die Ablei-
tungen in Richtung der Standardbasisvektoren bekommen einen eigenen Namen.

Definition 5.4.3. Es seien G C R? offen, f : G — RP eine Funktion und
{e1,e9,...,eq} die Standardbasis des R®.

(a) Existieren in einem xo € G die Richtungsableitungen von f in alle Rich-

tungen eq, e, ..., eq, so heifit f in xy partiell differenzierbar. Man schreibt
dann fir 7 =1,2,...,d auch
af

J

@f(xo) = aT(xO) = ij(xO) = (aejf)(xo)

fiir die partielle Ableitung von f in xy nach der j-ten Koordinate.
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Abbildung 5.5.: Eine Funktion von R? nach R und der Schnitt, der zu einer par-
tiellen Ableitung fiihrt

(b) Ist f in allen xo € G partiell differenzierbar, so sagt man f ist in G partiell
differenzierbar und schreibt 0;f = o — Je; © G — R fiir die partielle

Ox
Ableitung(sfunktion). ’

(c) Ist f in G partiell differenzierbar und sind samtliche partiellen Ableitungen
O f,0of,...,0qf : G — R stetig, so nennt man f stetig partiell differen-
zierbar in G.

Bemerkung 5.4.4. Die Notation ist im Bereich der partiellen Ableitungen leider
ziemlich vielféltig. Alle oben angefiihren Bezeichnungen sind synonym und in der
Literatur iiblich, so dass man sich wohl oder iibel an alle gew6hnen muss.

Beispiel 5.4.5. Wir betrachten die Identitit f : R® — R3 mit f(z) = z. Dann
gilt fiir jede Richtung v € R?\ {0} und jedes zy € R?

o flwo+hv) = f(xe) .. w0+ hv— 30
(00 f)(z0) = lim . = lim h
Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen

0; f(xo) = e; fiir alle j =1,2,...,d.

Bemerkung 5.4.6. Die praktische Berechnung der partiellen Ableitungen ist
einfach: Will man die j-te partielle Ableitung von f bestimmen, so behandelt
man die anderen Variablen 1, ..., %1, %41, ..., Zq als konstante Parameter und
leitet ganz wie gewohnt nach der einen Variablen z; ab. Das siecht man z.B. fiir
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J =1 an der Rechnung
(1, a)T + B0, 0)T) = fla,. )

O f(zy,...,zq) = lim

h—0 h
o St b ag) — fan s, x)
h—0 h '

Beispiel 5.4.7. Fiir die Funktion f : R® — R mit f(x,y,2) = 2™t gilt nach
obiger Bemerkung damit

Nf(x,y,2) = ™ 4 2™tV . 5 = (1 4 a2)e™ Y,

:vz+y2 .9 :rz+y2
)

Yy = 2zye

xz+y? .= x2e:vz+y2

a2f(x7 Y, Z) = xe
a?)f(xa Y, Z) = xe

Der Fall einer Funktion mit Vektoren als Werten lasst sich wie schon bei der
Stetigkeit auf den Fall p = 1 zuriickspielen.

Satz 5.4.8. Ist G C R? offen, f : G — RP eine Funktion und ro € G, so
ist fin xg genau dann partiell differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen
fi, fa, ..o, fp 1 G = R in x¢ partiell differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

0;f (x0) = (9£1(x0), &y folo), ... 0; fy(0)) "

Beweis. Die Funktion f ist in xy genau dann partiell nach der j-ten Koordinaten
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(xo + hej) — f(xo)
h—0 h

in R? existiert und der Wert ist dann die partielle Ableitung. Da Konvergenz in
R? das selbe wie koordinatenweise Konvergenz ist, vgl. die Sétze und 4.8.4]
existiert dieser Grenzwert genau dann, wenn der entsprechende Grenzwert fiir
jede Koordinatenfunktion existiert und der Grenzwert ist dann der Vektor der
Grenzwerte. O

Bemerkung 5.4.9. Mit Bemerkung und diesem Satz haben wir das Pro-
blem der konkreten Berechnung von partiellen Ableitungen auf den Fall von Funk-
tionen von R nach R zuriickgespielt. Wir brauchen also keine neuen Ableitungsre-
geln, sondern kénnen mit unserem bisherigen Wissen alle partiellen Ableitungen
berechnen, sofern diese existieren.

Definition 5.4.10. Es sei G C R offen und f : G — RP in 2y € G partiell
differenzierbar. Die p X d-Matriz aller partiellen Ableitungen

g1f1 (o) g2f1 (zo) .. gdfl (o)
Jy(0) = 1f25($0) 2f2;($o) : deE(xO)
81fp(xo) 82fp(l‘0) P 8dfp(l‘0)
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heifst Jacobi-Matrix von f.
Im Spezialfall p = 1 nennt man die 1 x d-Matriz, d.h. den R%-Zeilenvektor

V f(xg) := Jf(ﬂfo) = (31f(370)7 02 f (o), . .. ,adf(ﬂfo))
den Gradient von f.

Bemerkung 5.4.11. (a) Es gilt in dieser Notation

Vfi(x)

V 2{T
J() = f'( )

V()

(b) Der Gradient einer Funktion f : G — R mit G C R hat auch eine anschau-
liche Bedeutung. Ist f glatt genug, so gibt der Vektor V f(z¢) die Richtung
an, in der der Graph von f an der Stelle xy am stérksten ansteigt und seine
Lange entspricht dieser maximalen Steigung. Einen Beweis dieser Aussage

konnen wir erst in Bemerkung [5.5.11] geben.

Auf dieser Eigenschaft beruhen viele numerische Optimierungsverfahren,
die zum Suchen des Optimums in Richtung des Gradienten der zu opti-
mierenden Grofle gehen (,, Gradientenmethoden®), getreu dem Motto: Der
schnellste Weg zum Gipfel ist immer in die steilste Richtung den Hang

hinauf und das ist eben die Richtung des Gradienten.

Wir veranschaulichen uns das am Graph der Funktion f : {(z,y)" € R? :

|(z,9)T]]2 < 1} = R mit f(z,y) = y/1 — 22 — y2, deren Graph die obere
Halbkugelschale mit Radius 1 beschreibt. Der Gradient ist dann gegeben

durch
2z

Vf(z,y)= (alf(xay),an(x,y)) = <

1
= (7, Y).
ﬁ_gﬂ_w( y)

_ —2y )
2 1—x2—y2’2\/1—x2—y2

An den Punkt (z,y) € R? angeklebt zeigt der Vektor —(z,y)? genau in
Richtung des Ursprungs und das ist auf der Kugeloberflache die Richtung
des steilsten Anstiegs. Der Betrag des Gradienten, also die Stérke dieses
Anstiegs wird Null, wenn wir uns in den Ursprung bewegen und unendlich

grof}, wenn wir uns dem Rand des Definitionsbereiches ndhern.

Da wir jede Richtung v € R?\ {0} durch die Standardbasis darstellen kénnen, liegt
die Hoffnung nahe, dass wir durch die Kenntnis aller partiellen Ableitungen jede
Richtungsableitung bestimmen konnen, dass uns also die Jacobi-Matrix ausreicht.

Dass es dabei ein Problem gibt, zeigt das néchste Beispiel.
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Beispiel 5.4.12. Wir betrachten wieder die Funktion f : R? — R mit
i falls (z,y) # (0,0),
flay) =4
0, falls (z,y) = (0,0),

vgl. Beispiel L.8.6. AuBerhalb von (0,0)7 ist diese offensichtlich partiell differen-
zierbar mit

(®+y°)—2z-xy Y’ —aPy

O f(x,y) = Yy e = Z 1 und
2 2) _ 9. 3 .9
0uf(a) = LIS I () £ 0.0

Die partiellen Ableitungen im Ursprung berechnen sich iiber den Differenzenquo-
tienten:

0
— = —0
01 f(0,0) = }lliH(l) f(h,0) - f(0.0) = hir% h = 0, und
— —
. f(0,h) — f(0,0) . & -0

Also ist V£(0,0) = (0,0).
Versuchen wir nun die Richtungsableitung im Ursprung in eine Richtung v =
(v1,v2) € R*\ {0} zu bestimmen, so bekommen wir den Grenzwert
hvi hvs
. fO+hv)—f(0) . Golrtem? . V1V
lim = lim ———— = lim ——-.
h—0 h h—0 h h=0 h(v? + v3)

Sobald v; und v, beide nicht Null sind, wir uns also nicht in Richtung einer Ko-
ordinatenachse bewegen, existiert dieser Grenzwert aber gar nicht. Die einzigen
Richtungen in die hier Richtungsableitungen existieren, sind also gerade die Rich-
tungen der Standardbasis, die zu den partiellen Ableitungen gehoren. Betrachten
Sie dazu auch noch einmal den Graphen der Funktion f in Abbildung
Damit sieht man, dass man aus der Existenz der partiellen Ableitungen alleine
nicht auf irgendwelche anderen Richtungsableitungen schliefen kann.

Das Beispiel zeigt dariiber hinaus auch aus einem anderen Grund, dass alleine
mit dem Begriff der partiellen Differenzierbarkeit kein Staat zu machen ist. Wir
haben hier ndmlich eine im Ursprung partiell differenzierbare Funktion, die dort
aber noch nicht einmal stetig ist wie wir in Beispiel gesehen haben.

Beachten Sie, dass f im vorstehenden Beispiel nicht stetig partiell differenzierbar
ist. Tatséchlich ist dies ein entscheidendes Detail, denn wenn die partiellen Ablei-
tungen stetig sind, kénnen solche Sauereien nicht passieren. Bis wir das exakter
formulieren kénnen brauchen wir aber noch einen Stapel Theorie.

Wir definieren zunéchst die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung. Die Defini-
tion diirfte keine groBe Uberraschung sein.
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Definition 5.4.13. Es seien G C R? offen, n € N* mit n > 2, z9 € G und
f: G — RP eine Funktion. Diese nennt man n-mal (stetig) partiell differenzierbar
in xo, wenn sie schon (n—1)-mal (stetig) partiell differenzierbar auf G ist und alle
(n — 1)-ten partiellen Ableitungen in xy wieder (stetig) partiell differerenzierbar
sind.

Notiert werden mehrfache partielle Ableitungen durch Hintereinanderschreiben
der einzelnen Ableitungen, also z.B.

& f

alafialfu agalfa W
2

oder [y zy2s)

je nach der verwendeten Notation.

Beispiel 5.4.14. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(x,y) = 23y +
zeY. Dann haben wir fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

O f(z,y) =32y +e¥ und Oof(x,y) = 2° + xe’.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten

8ff(:p,y) = by 0 0sf(x,y) = 322 + e¥
0200 f (2,y) = 32* + ¢ 03 f(z,y) = we?.

So kann man nun natiirlich ewig weitermachen. Hier ist noch die dritte Ordnung:

d; f(x,y) = 6y 05 f(x,y) = e

01050, f(z,y) = 6z 8281 f(x,y) = ¢

020y f (x,y) = 6x 828162]‘(90, y) =-¢eY
0y f(2,y) = 6 S f(2,y) = xe

Betrachtet man die partiellen Ableitungen in obigem Beispiel noch einmal genau-
er, so stellt man fest, dass das Ergebnis der Ableiterei nicht von der Reihenfolge
der Differenziationen, sondern nur von der Anzahl abzuhédngen scheint, wie oft
jeweils nach der ersten bzw. der zweiten Koordinaten differenziert wird. So ist
in obigem Beispiel z.B. 0,05 f(x,y) = 0201 f(x,y). Das ist tatséchlich kein Zufall,
denn es gilt der folgende Satz, den wir hier nicht beweisen wollen.

Satz 5.4.15 (Satz von Schwarz). Ist G C R? offen und f : G — RP eine n-
mal stetig partiell differenzierbare Funktion, so ist die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung n vertauschbar.

Kein Satz bleibt ohne die Warnung auf die Voraussetzungen zu achten. Ist f nur
partiell differenzierbar, aber sind die partiellen Ableitungen nicht stetig, so gilt
der Satz von Schwarz nicht, wie das néchste Beispiel zeigt.
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Beispiel 5.4.16. Wir betrachten die Funktion f :R? — R mit

Fay) o ViR falls (@) # (0,0
7o, falls (z,y) = (0,0).

Dann ist f auf ganz R? partiell differenzierbar mit

o f(@.q) = yEEES falls (2,y) # (0,0)
’ 0, falls (z,y) = (0,0),
O (1) = x%, falls (z,y) # (0,0)
’ 0, falls (z,y) = (0,0).
Damit ist
h=t -0
T ! _
0201 £(0,0) = flzli% — 1 und
B
6182f(0,0> == flzg% ;54 == 1

5.5. Differenzieren von Funktionen mehrerer
Variablen — Totale Differenzierbarkeit

Wir wollen nun die unbefriedigenden Anteile des vorigen Abschnittes auflosen
und das Differenziationsproblem im R? noch mal ein wenig abstrakter anschauen.
Dazu erinnern wir uns daran, dass die Ableitung iiber die Tangente eine lineare
Approximation der Funktion darstellt. Dieser Gedanke kam in Satz [B.1.7 schon
einmal vor.

Wir konnen nun natiirlich nicht mehr durch eine Gerade approximieren, aber
weiterhin durch eine lineare Abbildung. Schauen wir uns die Umformulierung der
Differenzierbarkeit in dem gerade erwiahnten Satz an, so stellen wir tatséchlich
fest, dass dort nicht mehr durch das Argument geteilt wird und wir diese Cha-
rakterisierung der Differenzierbarkeit tatsdchlich auf mehrere Variablen verallge-
meinern konnen.

Definition 5.5.1. Es sei G C R? offen und o € G. Eine Funktion f : G — RP
heift (total) differenzierbar in xg, wenn es eine lineare Abbildung ® : R — RP
qibt, so dass gilt

f(z) = f(xo) + ®(x — o) + r(2), r€G,

mit einer Funktion r : G — RP, die
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erfillt.

Die lineare Abbildung D f(zo) := ® heifft dann (totale) Ableitung von f in x.
Ist f in allen xo € G total differenzierbar, so nennt man die Funktion Df : G —
{U:RY — RP: U linear}, die Ableitung(sfunktion) von f.

Bemerkung 5.5.2. (a) Bei den beiden Normen in obiger Definition miisste
man eigentlich dazu sagen, welche hier gemeint sind. Wir haben jedoch
in Satz MKEE gesehen, dass es in R? fiir die Konvergenz einer Folge
unerheblich ist mit welcher Norm man misst. Man kann sich hier also immer
die Norm aussuchen, die gerade am besten passt, bzw. am leichtesten zu
bestimmen ist.

In diesem Sinne werden wir auch in allen weiteren Betrachtungen in R?
einfach || - || schreiben, wenn die konkrete Wahl der Norm unerheblich ist.

(b) Eigentlich miissten wir obige Definition noch insofern rechtfertigen als nicht
klar ist, dass die Bedingung, wenn sie zutrifft, die lineare Abbildung &
eindeutig festlegt. Wir glauben das jedoch einfach und betrachten lieber
ein Beispiel.

Beispiel 5.5.3. Es sei y € R? fest gewihlt, (+]-) das Standardskalarprodukt in
R? und f : R? — R gegeben durch f(z) = (y|r). Dann gilt fiir jedes z9 € R?
dank der Linearitat des Skalarprodukts

f(x) = (ylz) = (ylwo) + (ylz — o) = f(wo) + y" (x — x0).

Die Abbildung w + yTw, w € R? ist linear. Man kann 37 z.B. als eine 1 x d-
Matrix auffassen. Wir haben also eine Darstellung fiir f(z) wie in Definition [£.5.1]
gefunden, sogar mit r(z) = 0, z € RY, womit die Grenzwertbedingung sicher
erfiillt ist. Die Ableitung D f(z) ist also die konstante Funktion mit der linearen
Abbildung, die durch die Multiplikation mit 7 gegeben ist, als Wert.

Bemerkung 5.5.4. Allgemein gilt, dass die Ableitung einer linearen Abbildung
® : R? — RP in jedem Punkt die Abbildung ® selbst ist. Rechnen Sie das doch
mal nach!

Ubungsaufgabe 5.5.5. Diskutieren Sie, eine Abbildung von wo nach wo die
zweite totale Ableitung D(Df) ist.

Wir wollen nun zunéchst zeigen, dass die totale Differenzierbarkeit Stetigkeit
der Funktion impliziert, im Gegensatz zur partiellen Differenzierbarkeit, vgl. Bei-
spiel ©.4.12]

Satz 5.5.6. Ist G C RY offen und f : G — RP in xq € G total differenzierbar, so
st f auch stetig in .
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Bewers. Fiir alle © € G gilt nach der Definition der totalen Differenzierbarkeit

f(@) = f(wo) + Df(wo)(z = wo) + r(x).

Ist nun (a,) eine Folge in G, die gegen x¢ konvergiert, so gilt dank Ubungsaufga-

be [4.8.7 auch

lim D f(zo)(an — o) = Df(xo)(r}i_{go(an - 900)) = D f(x)(0) = 0.

n—o0

Weiter impliziert die totale Differenzierbarkeit von f insbesondere lim, ., 7(z) =
0. Also haben wir

lim f(a) = Tim (f(x0) + Df(x0)(an — w0) +r(a)) = f(z0) +0+0 = f(x0)

n—o0

und das bedeutet gerade Stetigkeit von f in xg. O

Im Abschnitt zur linearen Algebra haben wir lineare Abbildungen sehr erfolgreich
durch Matrizen beschrieben. Dazu miissen wir zunéchst in den beiden beteiligten
R&umen Basen wihlen und die Standardbasis ist die natiirliche Wahl. Tatséachlich
gilt der folgende Satz, der die Briicke zu den Richtungsableitungen und damit
auch zu den partiellen Ableitungen schlégt.

Satz 5.5.7. Es sei G C R? offen, f : G — RP eine in xo € G total differenzierbare
Funktion und v € R\ {0}. Dann ezistiert in xy die Richtungsableitung von f in
Richtung v und es gilt

(0o f)(0) = D f(z0)(v).

Beweis. Wir wenden fiir h € R\ {0} die Definition der totalen Differenzierbarkeit
mit * = z¢ + hv an. Das ergibt

f(xo+ hv) = f(xg) + D f(x0)(xo + hv — xg) + r(x)
mit einer Funktion r : G — RP, fiir die

()]l lr)l _ 1 llr@)f _ 1 HL;;U)H

0=1lm-———~—"—=1 = = li
oo o —wol|  woo ol ol aso [R] ol noo

gilt. Also ist limy,,07(z)/h = 0 und damit dank der Linearitdt von D f(z)

o {010 = Fao) D (ao) (o) +7(a)

= lim

hes0 h h—0 h
= lim | D f(x0)(v) + th) = D f(x0)(v),

was nach der Definition der Richtungsableitung genau die Behauptung ist. [

Damit konnen wir nun den folgenden zentralen Zusammenhang zwischen der
totalen Ableitung und den partiellen Ableitungen beweisen.
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Satz 5.5.8. Es sei G C R? offen, o € G und f : G — RP eine Funktion. Ist
f in xg total differenzierbar, so ist f in xog auch partiell differenzierbar und die
Abbildungsmatriz von D f(xq) beziiglich der Standardbasen von R? bzw. RP ist die
Jacobi-Matriz Jy(xo).

Beweis. Es sei By := {ej,e€a,...,e4} die Standardbasis in R? und B, die Stan-
dardbasis in RP. Wir miissen nun die Bilder der Basisvektoren ej,es, ..., e, un-
ter der linearen Abbildung D f(xy) bestimmen. Das ergibt nach Satz 5.7 fiir
i=1,2,....d
D f(wo)(e;) = (Oc, [)(@0) = 0;f(x0),

also enthdlt die j-te Spalte von ng(D f(zo)) die Koordinaten der partiellen
Ableitung 0; f(x) beziiglich B,. Da dies aber die Standardbasis ist, sind die
Vektoren ihre eigenen Koordinatenvektoren und die j-te Spalte ist 0; f(x¢) genau
wie in der Jacobi-Matrix. O

Bemerkung 5.5.9. (a) Man beachte, dass die Umkehrung dieses Satzes falsch
ist. Das folgt aus Beispiel und Satz [B.5.6l

(b) Im Folgenden werden wir oft D f(xy) mit der Jacobi-Matrix identifizieren,
d.h. wir trennen nicht sauber zwischen der linearen Abbildung und der
Abbildungsmatrix. Was in der linearen Algebra noch strikt verboten war,
ist hier opportun, um unnétige Haarspaltereien zu vermeiden. Das geht gut,
weil wir im Folgenden nie von der oben getroffenen Wahl der Standardbasen
abweichen werden.

Unter der Voraussetzung totaler Differenzierbarkeit bekommen wir nun auch den
Zusammenhang wie man aus den partiellen Ableitungen jede Richtungsableitung
bestimmen kann, den wir im letzten Abschnitt noch so vermisst haben.

Korollar 5.5.10. Ist G C R? offen und f : G — RP in xy € G total differenzier-
bar, so gilt fiir jedes v € R%\ {0}

Oy f(z0) = Jy(zo)v.

Bemerkung 5.5.11. Nun konnen wir auch einen Beweis fiir die Behauptung
in Bemerkung EE:U@ geben, dass der Gradient in die Richtung des steilsten
Anstiegs zeigt. Es sei also G C R? offen, 7o € G und f : G — R in z, total dif-
ferenzierbar mit V f(zg) # 0. Dann gilt fiir die Richtungsableitung mit Richtung
v € R\ {0} in 2 nach Korollar und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung, vgl. Satz [3.4.9]

10uf (0)| = |V f(zo)v| = [((Vf(20))" V)] < IV f(2o)lla]lv]l2

und wenn Gleichheit gilt, so miissen V f(xg) und v linear abhéngig sein, d.h. es
gibt ein A € R mit Vf(z¢)? = Av. Nehmen wir an A wiire negativ, so ist

Ouf(z0) = Vf(x0)v = v -v=\v||* <0
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und damit ganz sicher nicht maximal. Also miissen V f(z¢) und v die gleiche
Richtung haben, wenn 9, f(z) maximal ist.

Wir sind damit schon in einer ziemlich komfortablen Situation. Die totale Diffe-
renzierbarkeit verallgemeinert unser Konzept der Differenzierbarkeit in einer Va-
riablen ins mehrdimensionale und wenn wir die Ableitungen konkret ausrechnen
miissen, konnen wir uns an die einfach zu berechnenden partiellen Ableitungen
halten, denn die totale Ableitung ergibt sich ja aus der Jacobi-Matrix. Es bleibt
noch eine Frage zu kldren: Konnen wir irgendwie an den partiellen Ableitungen
auch schon sehen, ob eine Funktion total differenzierbar ist? Ja, es gibt ein sehr
brauchbares notwendiges Kriterium:

Satz 5.5.12. Ist G C R? offen und f : G — RP in g € G stetig partiell
differenzierbar, so ist f in xo sogar total differenzierbar.

Den Beweis schenken wir uns, es lohnt sich aber die verschiedenen Beziehungen
zwischen totaler, partieller und Richtungs-Differenzierbarkeit noch mal zusam-
menzufassen:

stetig partiell differenzierbar =— total differenzierbar —> stetig
Y \
partiell differenzierbar <= alle Richtungsabl. existieren

Wichtig ist noch zu bemerken, dass bei allen Implikationen in diesem Diagramm
die Riickrichtung falsch ist.

Auch wenn wir die praktische Berechnung der Ableitungen durch die partiellen
Ableitungen schon auf den eindimensionalen Fall zuriickgespielt haben und damit
von dort alle Ableitungsregeln iibernehmen konnen, ist es eine gute Idee zumin-
dest die Kettenregel noch einmal in Matrixschreibweise zu formulieren, da man
sie immer wieder gewinnbringend in dieser Form nutzen kann.

Satz 5.5.13 (Kettenregel). Es seien G C R und H C RP offen, sowie g : G —
RP mit g(G) € H und f : H — RY Funktionen, so dass g in xg € G und f in
g(xo) total differenzierbar sind. Dann ist auch die Funktion fog:G — R? in x
total differenzierbar und es gilt

D(f o g)(xo) = Df(g(x0)) - Dg(xo).

Bemerkung 5.5.14. Man beachte, dass obige Gleichung eine brav definierte
Matrixmultiplikation enthélt, denn D(f o g)(zo) € R??, withrend D f(g(zo)) €
R?? und Dg(xq) € RP*? sind.

Beispiel 5.5.15. Wir betrachten f : R? — R mit f(z,y) = 2%y + ze?, vgl.
Beispiel 5.4.14] und interessieren uns fiir
d

pr (f(2, 7).
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Damit ist gemeint, dass wir die ganz normale eindimensionale Ableitung der
Funktion ¢ +— f(t2,t%) suchen. Wir setzen also g : R — R? g(t) = (¢,#*)T und
berechnen mit der Kettenregel

d

T (&) = (fo9)'(t) = D(f o 9)(t) = Df(9(t)) - Dg(t) = Vf(g(1)) - Dyg(t)-

Es ist Dg(t) = (2t,3t?)T und in Beispiel 5. 414 haben wir
Vf(z,y) = (32%y +e¥, 2> + ze¥)
berechnet. Das liefert zusammen mit (x,y) = g(t) = (2, 3)

d
o (F.10)) = (3t + e 10 4 £27) <

2t

. tz) = 65 + 2te” + 3t° + 3te”

= 0% + (2t + 3tY)e"”.

Um den Mittelwertsatz, vgl. Satz[5.2.1] auf Funktionen meherer Verdnderlicher zu
iibertragen, miissen wir ein wenig tricksen. So ist z.B. nicht klar was es bedeuten
soll, dass ein Vektor zwischen zwei anderen liegen soll. Dazu definieren wir fiir
a,b € R? die Schreibweise

ab:={a+Xb—a):\c[0,1]}

fiir die Verbindungsstrecke von a nach b.
Damit gilt nun der folgende Satz.

Satz 5.5.16 (Mittelwertsatz). Es sei G C R? offen und f : G — R eine total
differenzierbare Funktion. Sind a,b € G so gewdhlt, dass ab C G, so gibt es ein
& € ab mit

f(b) = fla) = Vf(&)(b—a).
Beweis. Wir definieren ¢ : [0, 1] — G durch g(A\) = a+A(b—a) und F': [0,1] - R
als fog. Da g mit Dg(\) = b — a stetig partiell differenzierbar und damit auch

total differenzierbar ist, vgl. Satz (B.5.12] ist auch F' total differenzierbar und es
gilt nach der Kettenregel in Satz [5.5.13

F'(A) =V f(g(N)-Dg(A),  Ae(0,1).

Auf diese Funktion kénnen wir nun den Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer
Variablen, Satz B.2.T], anwenden. Es gibt also ein 7 € (0, 1), fiir das

f(b) = f(a) = f(g(1)) = f(9(0)) = F(1) = F(0) = F'(r)(1=0) = Vf(g(7))(b—a)

gilt. Mit £ := g(7) folgt also die Behauptung. O
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Man beachte die geometrische Einschrankung, dass die Verbindungslinie von a
und b ganz in G liegen muss. Das fiithrt uns auf folgenden Begriff.

Definition 5.5.17. Eine Menge M C R? heifit konvex, wenn fiir alle a,b € M
auch ab € M gilt.

Satz 5.5.18 (Schrankensatz). Es sei G C R? offen und konvex, sowie f : G — R
total differenzierbar. Gibt es ein L > 0 mit ||V f(x)||s < L fir alle x € G, so gilt

[f(@) = fWI < Lllw =yl fir alle z,y € G,
d.h. f st Lipschitz-stetig auf G.

Bewers. Es seien z,y € GG. Dann ist dank der Konvexitédt von GG die Verbindungs-
strecke Ty in GG enthalten und wir bekommen aus dem Mittelwertsatz [5.5.16] ein

¢ € Ty mit
[f (@) = f(y)| = [VF(E)(z —y)|
Man beachte, dass das Produkt auf der rechten Seite nun ein Skalarprodukt ist.

Also kénnen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, vgl. Satz[3.4.9] anwenden
und erhalten

(@) = f@) < [IVF©ll2llz = yll2 < Lijz — yll2. O
Beispiel 5.5.19. Wir betrachten die Abbildung F' : R? — R? mit

arctan(z)

F(xy,120) = (sin(z2) + 3)?
_esin(:vlerg)/B

4

Dann gilt fiir die Koordinatenfunktionen F; und F,

1 1 —2arctan(z;) COS(ZL‘Q))

VA = (G TaP T (e -5

und

1/ . 1 : 1
VEy(x1,29) = 1 (65111(“”2)/35 cos(zy + z3), e51n($1+$2)/3§ cos(xy + xz))

1 .
_ Ees1n(:z:1+:z:2)/£:’. cos(a:l + :L,2>(17 1)_

Nun gilt fiir alle (21, 75)7 € R?

_I_

1 1 2 2 arctan(xy) cos(zy)
VAl = | ]+
H 1(1’1 $2)H2 (S1n<x2) + 3)2 1+ LL’% (sm x2 + 3

<o e w0 <w%ritT

16

1\7|=1

e~ =
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da m < 4 gilt. Also ist

VRl < % = L
Weiter ist fiir alle (11, 22)7 € R?
HVB@hmmf=Q@Wﬁ““wmm+xﬂnl>m
1 1
< e et/3.1. \f< 81/3 2:5::L2.

Nun ist R? offen und konvex und F; und F, sind wie gerade gesehen total diffe-
renzierbar auf R2. Also kénnen wir auf beide den Schrankensatz anwenden und
erhalten so fiir alle z = (71, 22),y = (y1,¥y2) € R?

|F(@) = Fy)l3 = |Fi(x) = Bi()|” + [ Fala) — Ba(y)]

< (Lullz = yllo)* + (Lallz — ylla)* =

5 4 9
< (2 E N — a2 = Ll — 12
< (5 + 25 ) Il =yl = e — w3

Wir haben also gezeigt, dass ' auf R? Lipschitz-stetig ist mit L = 3/4 < 1. Und
was soll das nun? Damit ist F eine strikte Kontraktion auf R?, also hat F' nach
dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt in R?. Wir haben
also gezeigt, dass das Gleichungssystem

) 1
Sz =yl + lle — ol

1 (sin(z2) + 3)2 = arctan(z;)
Ay = esin(ml+x2)/3
genau eine Losung in R? hat. Hiitten Sie das dem Gleichungssystem angesehen?

Wir wollen nun noch den Satz von Taylor in mehreren Variablen betrachten.
Diese Verallgemeinerung ist sehr weitreichend moglich, benétigt aber eine Menge
an neuen Notationen. Im Sinne eines Kompromisses zwischen Allgemeinheit und
Darstellbarkeit beschréinken wir uns auf den Fall einer Funktion f : G — R mit
G C R? und auf die Betrachtung des Taylor-Polynoms erster Ordnung.

Dazu definieren wir uns zunéchst die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ablei-
tungen, die auch im n#chsten Abschnitt noch einmal Verwendung finden wird.

Definition 5.5.20. Es sei G C R? offen und f : G — R in 2y € G zweimal
partiell differenzierbar. Dann heifst die Matriz der zweiten partiellen Ableitungen

Hy(xg) = (3j3kf(x0))j,k:1 d

.....

Hesse-Matrix von f in xg.
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Bemerkung 5.5.21. (a) Man beachte, dass die Hesse-Matrix immer ein qua-

dratische Matrix ist. Ist f sogar stetig partiell differenzierbar in x, so ist
die Hesse-Matrix nach dem Satz von Schwarz [B.4.15] symmetrisch.

(b) Machen Sie sich klar, dass Hy(zo) = Jv(zo) ist.

Satz 5.5.22 (Satz von Taylor). Es sei G C R? eine offene und konveze Menge
und [ : G — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar (und damit auch zweimal
total differenzierbar, vgl. Satz[5.5.12) in G. Zu jeder Wahl von xy,xz € G gibt es
dann ein £ € Tox mit

(&) = Flan) + ¥ F(a) & — 20) + 5z — 20)" Hy(€) (x — o).

5.6. Extremwertprobleme in mehreren Variablen

Die Fragestellung ist nun die selbe wie in Abschnitt 5.3t Gegeben eine Funktion f :
G — R mit G C R, finde die Stellen € G, an denen die Werte von f maximal,
bzw. minimal werden. Der einzige Unterschied ist nun, dass f von mehreren
Variablen abhingt. Wir werden aber sehen, dass die Losung des Problems im
Prinzip genauso aussieht wie in einer Variablen.

Noch ein Wort zum betrachteten Zielbereich. Wir betrachten hier nur Funktionen
mit Werten in R, denn Vektoren in RP sind nicht vergleichbar, die Frage nach
maximalen, bzw. minimalen Werten hat dort also einfach keinen Sinn.

Die Definition von relativen, bzw. globalen Extrema bekommen wir per Co-
py&Paste:

Definition 5.6.1. Es sei G C RY und f : G — R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in xo € G ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum) hat, falls f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(x0)) fiir alle z € G gilt.

(b) f hatin zg € G ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum ), falls ein
d > 0 existiert, so dass f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xg)) fir alle x € G
mit ||z — x| < & gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. relativen Extremum in x,
wenn [ dort ein entsprechendes Mazimum oder Minimum hat.

Wie in einer Dimension gilt das folgende notwendige Kriterium. Die Warnungen
dazu aus Warnung [5.3.5] bleiben alle auch hier giiltig!

Satz 5.6.2. Es sei G C R? und xy ein innerer Punkt von G, sowie f : G — R
total differenzierbar in xo. Hat f in xq ein relatives Extremum, so gilt V f(zq) = 0.
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Beweis. Da x( ein innerer Punkt von G ist, gibt es ein € > 0, so dass B.(z9) C G
ist. Fiir jedes j € {1,2,...,d} betrachten wir nun die Funktion g, : (—¢,¢) - R
mit ¢;(t) = f(xo+te;), wobei e; der j-te Basisvektor der Standardbasis ist. Dann
ist nach der Kettenregel jedes g; eine in Null differenzierbare Funktion (in einer
Variablen) und da f ein lokales Extremum in z hat, hat g; ein lokales Extremum
in Null.

Nun liefert uns der entsprechende eindimensionale Satz [5.3.4] sofort

0 =g;(0) = Vf(zo+ 0¢;)e; = 9 f (x0).
Da j beliebig war, liefert das V f(xy) = 0. O]

Ein Beispiel einer Funktion mit einer Nullstelle des Gradienten, die keine Extre-
malstelle ist, ist der sogenannte Affensattel, der durch die Funktion f : R? — R
mit f(z,y) = 2® — 3zy?, vgl. Abbildung 5.6, gegeben ist.

Abbildung 5.6.: Der Graph der ,, Affensattel“-Funktion f(z,y) = 23 — 3zy?

Um ein hinreichendes Kriterium zu erreichen, konnen wir nun wie im eindimen-
sionalen Fall den Satz von Taylor bemiihen. Es sei also nun f : G — R eine
Funktion auf G C R? die in einem inneren Punkt zy € G eine Nullstelle ihres
Gradienten habe. Dann gibt es fiir jedes x in einer kleinen Kugel um zy nach dem
Satz von Taylor ein & € Ty mit

(@) = f(x0) + 0+ (x — w0) " Hy (&) (w — o).

Damit wir ein relatives Maximum haben, muss also der Ausdruck

(x = 20)" Hy (&) (2 — o) = ((z — wo) |[Hs (&) (x — o))

236
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fiir alle ¢ nahe bei xy negativ sein. Nun miissen wir tief im Gedéchtnis kramen
und Definition B.TT.20 finden, in der die Begriffe positiv/negativ definit eingefiihrt
wurden. Genau das brauchen wir hier!

Man beachte, dass fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f die Hesse-
Matrix immer symmetrisch ist, es macht also Sinn von positiver Definitheit zu
sprechen.

Tatséchlich gilt folgender Satz, vgl. Satz fiir n = 2.

Satz 5.6.3. Es sei G C R? offen, f : G — R zweimal stetig partiell differenzierbar
und fir xg € G gelte V f(x) = 0. Ist dann die Hesse-Matriz H(zo)

(a) positiv definit, so hat f in x¢ ein relatives Minimum.
(b) negativ definit, so hat f in xo ein relatives Mazimum.

(c¢) indefinit, so hat f in x¢ kein relatives Extremum.

Fiir Methoden zum Nachweis der (In-)Definitheit sei an Satz B.IT.22] erinnert.

Beispiel 5.6.4. Wir bestimmen die relativen Extrema von f : R? — R mit

fla,y) = (@ +2y%)e ™,

vegl. Abbildung 5.7

Abbildung 5.7.: Der Graph der Funktion f(z,y) = (22 + 2y?)e % V"

Wir bestimmen die kritischen Punkte mit V f(z,y) = (0,0). Da

Vie,y) = (2ze Y = 2u(a” + 2y")e Y dye ™V = 2y(a” + 2y)e V)
— 9e Y (:L‘(l _ 2 2y2), y(2 — 22 _ 2y2))’
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ist, bekommen wir die kritischen Punkte als die Losungen des Gleichungssystems

r(l—2*—2y%) = 0
y(2—12*—2y%) = 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall x = 0. Dann ist die erste Gleichung erfiillt und
die zweite vereinfacht sich zu y(2 — 2y?) = 0. Diese hat die drei Losungen 0, 1
und —1. Also haben wir bereits die drei Nullstellen des Gradienten (0,0), (0,1)

und (0, —1).
Im Fall z # 0 kénnen wir die erste Gleichung durch z dividieren und verbleiben
mit —2% — 2y*> = —1. Setzen wir das in die zweite Gleichung ein, so erhalten

wir 0 = y(2 — 1) = y. In diesem Fall muss also y = 0 sein. Dann ist die zweite
Gleichung auf jeden Fall erfiillt und nun vereinfacht sich die erste Gleichung zu
1 — 2% =0, also muss dann z = 1 oder z = —1 sein.

Insgesamt haben wir finf kritische Stellen (0, 0), (0, 1), (0,—1), (1,0) und (—1,0).
Wir bestimmen nun die Hesse-Matrix zu

22 (1 —92% — 292 + da* + 82%y? —2zy(3 — 2% — 2y?)
_ 9e—T—y
Hy(w,y) = 2e ( —2zy(3 — 2% — 2y?) 2 — 2% — 10y + 2222 + 4% ) -
Damit ist
10 . ..
H(0,0) = 0 2)° Eigenwerte: 2, 4 ~» pos. def. ~~ Minimum,
2 (— -2 =8
Hg(0,1) = - 1o , Eigenwerte: —, — ~- neg. def. ~» Maximum,
e O —4 (§] (&
H(0,—1) = Hf(0,1) ~» Maximum,
2 /_ -8 2
H(1,0) = - 40 ,  Eigenwerte: —8, — ~ indefinit ~ kein Extr.,
e\ 0 1 e e
H¢(—1,0) = H¢(1,0) ~ kein Extr..

Bemerkung 5.6.5. In R? kénnen ein paar Dinge passieren, die im eindimensio-
nalen nicht vorkommen, z.B. kann eine auf ganz R? definierte Funktion zwei rela-
tive Maxima haben, ohne ein relatives Mimimum zu besitzen, vgl. Abbildung 5.8
Hiiten Sie sich also vor eindimensionalem Denken!

5.7. Integration in R

5.7.1. Definition des bestimmten Integrals

Wir haben nun zunéchst unsere Betrachtungen zur Differenziation abgeschlos-
sen und wollen uns einem auf den ersten Blick ganz anderen Problem zuwenden,
der Berechnung von Flidcheninhalten von krummlinig begrenzten Flichen. Wir
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1.0-_

0.75-

0.5

0.251

0.0

Abbildung 5.8.: Der Graph der Funktion f(z,y) = e * ¥ 4 e (#=3*-v

werden jedoch feststellen, dass sich uns dabei ein sehr iiberraschender Zusam-
menhang zur Differenziation offenbart.

Wir betrachten das Problem der Fldchenberechnung unter einem Funktionsgra-
phen, d.h. fiir a,b € R mit ¢ < b und eine gegebene beschriankte Funktion
f :]a,b] = R wollen wir den Flicheninhalt der Fliche bestimmen, die von der
x-Achse, den beiden Geraden z = a und x = b und dem Graphen der Funktion
eingeschlossen wird.

Die grundlegende Idee der Integration nach Riemann ist es, die Fldache unter dem
Graphen durch die Summation der Flacheninhalte von Rechtecken anzunéhern,
die parallel zu den Koordinatenachsen liegen und deren Hohe sich nach dem
grofiten bzw kleinsten Funktionswert der Funktion im Rechteck richtet. Damit
bekommt man eine Anndherung von oben und von unten, an den wahren Flachen-
inhalt, die man durch Verfeinerung der Rechtecke (Gutmiitigkeit der Funktion
sei erst einmal unterstellt) beliebig gut machen kann. Die Stdrke der analyti-
schen Betrachtung ist, dass wir durch den Grenzwertbegrift diese , beliebig gute
Annéherung®“ mathematisch exakt fassen und formalisieren konnen. Dabei wer-
den wir den oben schon angedeuteten Zusammenhang zur Differentialrechnung
entdecken, und so schliefSlich tatséchlich in der Lage sein, den Fliacheninhalt unter
Umstédnden exakt angeben zu koénnen.

Fiir die oben angedeutete Konstruktion brauchen wir ein paar Begriffe.

Definition 5.7.1. Es seien a,b € R mit a < b. Fine endliche Menge Z :=
{xo,x1,..., 2.} C [a,b] heifit Zerlegung des Intervalls [a,b], wenn gilt

Aa=2)0<T1 < Ty < - < Tp_1<zT,=0>0
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Fiir eine solche Zerlegung und eine gegebene beschrinkte Funktion f : [a,b] — R
setzen wir nun fir jedes j =1,...,n

L= [zj_,x5, |L]:=z;—x;-1 m;:=inf f(I;) M;:=sup f(I;).

Mit Hilfe dieser Notationen koénnen wir nun unsere Summen iiber die Rechtecke
definieren.

Definition 5.7.2. FEs seien a,b € R mit a < b, Z = {xq,...,x,} eine Zerlequng
von |a,b] und f: [a,b] — R beschrinkt. Dann heifit der Wert

5;(Z) = ij|lj| die Untersumme von f zu Z und

j=1

5¢(Z) = ZMj|Ij| die Obersumme von f zu Z.

J=1

Bemerkung 5.7.3. Offensichtlich ist jeder Summand der Untersumme kleiner
oder gleich dem entsprechenden Summanden der Obersumme, d.h. wir haben
immer s;(7) <3;(2).

Definition 5.7.4. Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R sei beschrankt.
Wir nennen

b
/ f(x) dz = sup{s;(Z) : Z Zerlegung von [a, b}
unteres Integral von f auf [a,b] und

/bf(x) do :=inf{5¢(Z) : Z Zerlegung von [a,b]}

oberes Integral von f auf [a,b].
Weiter heift f auf [a,b] (Riemann-)integrierbar, wenn

/Lbf(x) do = ff(x) da

gilt. In diesem Fall nennen wir

/abf(x) do == /—abf(x) da

das (Riemann-)Integral von f auf [a,b].
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Bemerkung 5.7.5. (a) Auch fiir das obere und das untere Integral gilt analog
zu Bemerkung B.7.3] immer die Ungleichung

/Lb fla) do < ff(x) .

(b) Das Integral von f auf [a,b] gibt nun also, falls es existiert, den exakten
Flacheninhalt unter dem Graphen an. Dabei wird allerdings das Vorzei-
chen beachtet: Flachenanteile unter der x-Achse zédhlen negativ. Will man
auch diese positiv rechnen, muss man statt iiber f iiber die Funktion |f|
integrieren. Machen Sie sich das an einem Bild klar!

Wir betrachten einige einfache Beispiele.

Beispiel 5.7.6. (a) Essei f : [a,b] — R eine konstante Funktion mit f(z) = ¢
auf [a,b]. Dann gilt fir jede Zerlegung Z = {xy,1,...,2,} von [a,b] und
jedes j € {1,...,n} natiirlich m; = M; = ¢ und damit

n

5;(2)=34(2) = Z Mj|Li| = ¢ (2 — 2j-1) = c(wn — 70) = c(b — a).

J=1

Also haben auch das obere und das untere Integral diesen Wert, woraus
b
/ cdz =¢(b—a)

(b) Wir untersuchen auf dem Intervall [0, 1] die etwas gewohnungsbediirftige
Funktion

folgt.

) Lfallsz €[0,1]NQ
Jx) = 0, falls x € [0,1] und = ¢ Q,

die sogenannte Dirichletsche Sprungfunktion. Sei also Z eine beliebige Zer-
legung von [0, 1]. Dann liegt in jedem Teilintervall je eine irrationale und
eine rationale Zahl, also gilt immer m; = 0 und M; = 1. Damit ist jede
Untersumme Null und damit auch das untere Integral

/Llf(:v) dr = 0.

Jede Obersumme ist

n n

5p(Z) =Y UL =Y ||=1-0=1

J=1 J=1
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und damit gilt fiir das obere Integral

Zf(:v) de = 1.

Wir haben damit also ein Beispiel einer beschrénkten aber nicht Riemann-
integrierbaren Funktion.

Auf dem Intervall [0, 1] sei die Funktion

flx) ==

gegben. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall einer dquidistanten Zerle-
gung, d.h. wir setzen Z,, :={0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1} fiir jedes n € N*,
dh. z; =j/n, j =0,1,...,n. Dann ist |[;| = 1/n fiir jedes j = 1,...,n
und Dank der Monotonie von f gilt
j-1 j
my = f(zj1) ="—— und M;= f(z;) =

Damit gilt wegen 7, j = n(n +1)/2, vgl. Beispiel [L5.3]

s 11T G 1 (n—-1n
§f(Zn)_ij|Ij|_A T ne 2 (]_1)_ET

7=1 7j=1 7j=1

_7’L2—TL

o2

und damit lim,, . 8;(Z,) = 1/2. Fiir die Obersummen bekommen wir ge-
nauso wegen

_ g1 1 nn+1) n?>+n
Zn g —_—— = — g
55(Zn) ;nn n2 2 2n?

den Grenzwert lim,,_,.5¢(Z,) = 1/2.

Das schone daran, dass schon diese beiden Grenzwerte iibereinstimmen,
ist nun, dass wir damit gar keine anderen Zerlegungen mehr betrachten
miissen, denn nun gilt fiir jedes n € N* mit Hilfe von Bemerkung liﬂﬂ

1 L
5;(Zn) < / rdr < / xdr <35¢(Z,).
J0 0

Da die Untersumme links und die Obersumme rechts beide gegen 1/2 gehen,
miissen das obere und das untere Integral in der Mitte beide den Wert 1/2

haben und es gilt
1
1
/ rdr=—.
0 2
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Die Flacheninhalte in den Beispielen @ und sind natiirlich auch mit einfa-
chen geometrischen Uberlegungen bestimmbar. Die Bestimmung von Integralen
fiir kompliziertere Funktionen iiber das obere und untere Integral ist offensicht-
lich nicht praktikabel, wir miissen also nach weiteren Methoden suchen. Fiir den
Moment vertagen wir diese Frage noch und sammeln zunéchst einige elementare
Rechenregeln fiir Integrale.

Satz 5.7.7. Es seien a,b € R mit a < b und integrierbare Funktionen f, g :
[a,b] — R gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) (Monotonie) Ist f(z) < g(x) fir alle x € [a,b], so ist auch

tébf@ﬁdxfiébg@ﬁdx

(b) (Homogenitét) Ist a € R, so ist auch of integrierbar und es gilt
b b
/ af(x) de = a/ f(z) dz.
(¢) (Additivitat) Auch die Funktion f + g ist integrierbar und es gilt
b b b
/g@+mmmz/ﬂ@m+/ﬂ@m

(d) (Dreiecksungleichung) Die Funktion |f| ist ebenfalls integrierbar und es gilt

[ 1w < [ ar

(e) Ist c € (a,b), soist f auch integrierbar auf [a,c| und [c,b] und es gilt

fﬂ@mzfﬂ@m+fﬂ@m

Beweis. Wir fithren nur exemplarisch den Teil @ aus.

Es sei Z = {xo,21,...,2,} eine Zerlegung von [a,b] und I;, |/;| und m; fiir
die Funktion f wie in den vorherigen Nummern. Weiter setzen wir fiir g analog
m; =inf g(1;), j =1,2,...,n. Da f(z) < g(x) auf ganz [a, b] gilt, gilt das auch
auf jedem Intervall I; und wir bekommen m; < m; fiir alle j = 1,2,...,n. Das
liefert fiir die Untersummen

sp(Z2) =Y mylLI < ig|L] = 5,(2).
p =1
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Also ist dank der Integrierbarkeit von f und g

/ f(z) dz = / f(z) dv = sup{s;(Z) : Z Zerlegung von [a, b]}

b
< sup{s,(Z) : Z Zerlegung von [a,b]} = / ) dx —/ g(z) dz.Od
Die folgende Abschéitzung fiir den Wert eines Integrals ist zwar duflerst grob, aber
trotzdem haufig hilfreich.

Satz 5.7.8 (Standardabschitzung). Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] —
R integrierbar. Dann ist

) dz| < (b—a) sup [f(2)| = (b= a)|[flle-

z€[a,b)

Beweis. Zunéchst gilt mit der Dreiecksungleichung in Satz 5.7.7[(d)]

z) dx) < /ab|f(x)| dz.

Die konstante Funktion g : [a,b] — R mit g(x) = sup,c,4 [f(y)], © € [a,b], ist
nach Beispiel 5.7.0](a)] integrierbar mit Integral (b—a) SUDye(a |f (¥)]- AuBerdem
gilt | f(z)| < g(x) fir alle z € [a, b]. Also liefert die Monotonie des Integrals aus
Satz B.7.7[(a)]

dx’</ xz)dr = (b—a) sup |f(z)]. O

z€a,b]

Definition 5.7.9. Es seien a,b € R mita < b und f : [a,b] — R sei integrierbar.
Dann setzt man fiir jedes ¢ € [a, b]

/ccf(x)dx::O und /baf(x)dx::—/abf(x)dx

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch sicherstellen, dass die Menge
der integrierbaren Funktionen grof} ist. Dazu dient der folgende Satz, den wir mal
wieder nicht beweisen wollen.

Satz 5.7.10. Es seien a,b € R mit a < b. Jede stetige und jede monotone
Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Bemerkung 5.7.11. Man beachte, dass sowohl stetige als auch monotone Funk-
tionen f : [a,b] — R automatisch beschrinkt sind. Fiir stetige Funktionen folgt
das aus Satz [£.7.20] fiir monotone Funktionen ist einfach einer der beiden Werte
am Rand am grofiten bzw. kleinsten.
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Ubungsaufgabe 5.7.12. Es seien a,b € R mit a < b gegeben.
(a) Weisen Sie nach, dass C([a, b]) ein R-Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass durch

(flg) := / f(@)g(@) de,  f.g € Cllab)),

auf C([a,b]) ein Skalarprodukt gegeben ist.
(c) Begriinden Sie, warum die Abbildung || - ||2 : C([a,b]) — R mit

Il = ([ seran)™ recua,

eine Norm ist.

(d) Ist die Norm ||| auf C([a, b]) dquivalent zur Supremumsnorm, vgl. Ubungs-
aufgabe [£.8.9]/

5.7.2. Stammfunktionen und der Hauptsatz

Definition 5.7.13. Es seien a,b € R mita < b und f, F : [a,b] — R Funktionen.
Man sagt F ist eine Stammfunktion von f, wenn F auf [a,b] differenzierbar ist
und F" = [ auf [a,b] gilt.

Bemerkung 5.7.14. Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist fiir jede Konstante
¢ € R auch F + ¢ eine Stammfunktion, denn es ist auch (F +¢) = F' +0 = f.

Sind umgekehrt F' und G zwei Stammfunktionen von f, so gilt (F' — G) =
F'—G" = f— f =0, also gibt es nach Satz eine Konstante ¢ € R mit
F—G = c. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich also nur um eine Konstante.

Wir kommen nun zum zentralen Zusammenhang zwischen Integration und Dif-
ferentiation

Satz 5.7.15 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung).
Es seien a,b,c € R mit a < ¢ < b und eine stetige Funktion f : [a,b] — R
gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktion F : [a,b] — R mit F(z) == [ f(s) ds, x € I, ist eine
Stammfunktion von f.

(b) Ist ® : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, so gilt

O(z) = P(c) + /m f(s)ds  fiir alle x € [a,].
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Beweis. (a) Wir miissen zeigen, dass F auf [a,b] differenzierbar ist. Dazu sei

xo € [a,b] und h € R mit 2o + h € [a,b]. Dann gilt nach Definition von F

ﬂm+2—Fmﬂ:ﬂJ%M ds_y/f ds:_/mﬂ@m&

zo

Weiter gilt f(zo) = + f;}ﬁh f(xg) ds. Also haben wir mit Hilfe der Stan-
dardabschiitzung aus Satz (7.8

Float = Flaw) _ ‘_M/“”ﬂ@@_%éf%ﬂ%mq
xo+h

1

(/) = flao) ds| < sup [ f(s) = f(wo)|

s€[zo—|h|,zo+|h]]

Da f in xq stetig ist, geht nun dieses Supremum gegen Null, wenn i gegen
Null strebt (warum?). Damit ist gezeigt, dass F' in zq differenzierbar ist mit

F'(z0) = f(20).

Sei I’ wie in [(a)| mit ¢ = a. Dann gilt mit Hilfe von [(a)] und der Vorausset-
zung fiir jedes = € [a, b]

(F —®)(a) = F'(2) - ®'(2) = f(z) — f(x) = 0.

Also gibt es eine Konstante o € R mit F () = ®(x) + . Damit erhalten
wir schlieflich fiir jede Wahl von z aus [a, b]

/f m—/f %—/f (x) - F(o)

a—®(c)+a=d(z)— (),

woraus durch Umstellen der Gleichung die Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.7.16. (a) Der Hauptsatz verkniipft auf verbliiffend einfache
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Weise die Integral- mit der Differenzialrechung und ermoglicht so die expli-
zite Berechnung von vielen Integralen, indem er unsere Erkenntnisse iiber
die Differentiation zur Integralberechnung nutzbar macht.

Nach Teil @ des Hauptsatzes konnen wir den Wert eines Integrals iiber
f leicht bestimmen, sobald wir eine Stammfunktion F' finden koénnen. Da-
mit ist das Problem der Integration darauf zuriickgefiihrt den Vorgang der
Differentiation umzukehren.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so erhélt man sofort

/f@ﬂxzﬂ@—ﬂw:F@MJ

Letzteres ist dabei eine praktische Schreibweise.



5.7. Integration in R

Wir berechnen einige Integrale mit dem Hauptsatz.

Beispiel 5.7.17. (a) Fiir 0 < a < b betrachten wir die Funktion f(x) = 1/x

auf dem Intervall [a, b]. Diese ist stetig und damit integrierbar. Uberdies ist
F(z) :=1In(x), = € [a, b] eine Stammfunktion von f, denn es gilt F’ = f auf
[a, b]. Also bekommen wir mit dem Hauptsatz

"1
—dr =1
/ax x = In(x)

Ist a < b < 0, so sieht man analog

/ab L 4o = In(—2)

T

r=b

r=a

r=b

Tr=a

Wir betrachten die Funktion f(z) = cos(x), x € [0,7]. Diese ist wieder
stetig und damit integrierbar. Eine Stammfunktion ist F(z) := sin(z), also
gilt

= sin(7) — sin(0) =0 — 0= 0.
=0

/0 " cos(z) dz = sin(z)

Man merkt anhand dieses Beispiels noch einmal, dass nach der Definiti-
on des Integrals Féachen unter der z-Achse negativ gezdhlt werden. Beim
Cosinus heben sich nun der positive und der negative Beitrag genau auf.
Will man, dass auch Flachen unter der z-Achse positiv gerechnet werden,
so integriert man iiber den Betrag der Funktion.

Definition 5.7.18. FEs set I C R ein Intervall. Besitzt f : [ — R auf I eine
Stammfunktion, so schreibt man fiir die Menge aller Stammfunktionen auch das
sogenannte unbestimmte Integral

/ f(z) da.

Man beachte dabei, dass nun das Symbol [ f(z) dz eine Menge von Funktionen

bezeichnet, wiahrend das bestimmte Integral fab f fiir vorgegebene a,b € R eine
Zahl ist.

Beispiel 5.7.19. (a) /ex dr =e"4+¢, ceR.

(b)

(c)

/sin(az) dx = —cos(z) +¢, ceR.

1
/x" dr = ?x"“ +¢, c€eR, firjedesneZ)\ {-1} und
n
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(d) /idx:ln(|x|)+c, ceR.

Funktionen, die durch konvergente Potenzreihen gegeben sind, sind im Inneren
des Konvergenzbereichs stetig, also auch integrierbar. Freundlicherweise lassen
sie sich sogar summandenweise integrieren:

Satz 5.7.20. Es sei Y. - a,x" eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius
grofier Null. Dann hat die Rethe Y~ n“—ﬁ:c"“ denselben Konvergenzradius und
es qgilt

/ianx" dx:i/anx" dx:ina—:lxnﬂ+c

innerhalb des Konvergenzbereichs.

Beispiel 5.7.21. Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir wieder zu einigen Potenzrei-
hen geschlossene Darstellungen fiir die durch sie gegebene Funktion bestimmen.
Als Beispiel betrachten wir die Reihe

e} n

>
n=1 n

Diese hat den Konvergenzradius 1 und es gilt im Konvergenzkreis, also fiir |z| < 1
nach obigem Satz und mit Hilfe der geometrischen Reihe

fo%) xn 00 z » r 00 . xr ©O° x 1
— = " dt = " dt = t" dt = — dt
) R Y
n= n= n= n=0
t=x
=—In(1—-¢)| =-In(1—2)+In(l-0)=—In(l—2z).

t=0

5.8. Integrationstechniken

Zur Integration von Funktionen ist das Auffinden von Stammfunktionen von
zentraler Bedeutung. Leider gibt es dazu nicht wie bei der Differenziation einen
kompletten Satz von Regeln, mit dessen Hilfe, genug Zeit und Konzentration vor-
ausgesetzt, im Prinzip jede Funktion integriert werden kann. Statt dessen miissen
wir uns mit Rechenregeln begniigen, die meist das Problem der Integration einer
Funktion auf das entsprechende Problem fiir eine andere Funktion zuriickspielen,
die dann hoffentlich einfacher ist.

Das liegt nicht daran, dass uns im Moment noch starke mathematische Hilfsmit-
tel fehlen, sondern ist ein prinzipielles Problem. Es gibt einfache stetige (sogar
beliebig oft differenzierbare) Funktionen, die nach dem Hauptsatz eine Stamm-
funktion haben, die aber nicht in einer geschlossenen Form angebbar ist.
Zusammengefasst ist dies in dem Spruch:
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Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Wir wollen uns dieser Kunst nun néhern, indem wir aus den bekannten Dif-
ferenziationsregeln, Rechenregeln fiir Integrale ableiten. Wir beginnen mit der
Produktregel.

Im gesamten Abschnitt seien wieder a,b € R mit a < b gegeben.

Satz 5.8.1 (Partielle Integration). Es seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

b r=b b
[ r@te) e = f@g@) | - [ rw)ga) ae

Beweis. Zunéchst einmal existieren alle in der Behauptung auftretenden Integra-
le, denn nach Voraussetzung sind f’¢g und f¢’ stetige Funktionen.
Nach der Produktregel gilt nun

(fg9) = flg+ fdg'

Also haben wir mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Theo-

rem [5.7.10, vgl. Bemerkung B.7.16[(D)]

r=b

/ (f'(2)g(z) + f(2)g'(z)) dz =/ (f9)(z) dz = f(z)g(x) | |

Tr=a

d.h.

b r=b b
[ r@e) e = f@g) | - [ rw)ga) ae 0

Bemerkung 5.8.2. Dieselbe Regel kann man auch fiir unbestimmte Integrale
formulieren. Dann lautet sie fiir zwei Funktionen f, g € C([a, ])

/f@M@%MZf@mwwi/ﬂ@yuym

Beispiel 5.8.3. (a) Wir betrachten das Integral

1
/ re® dux,
0

d.h. wir wenden unseren Satz mit g(x) = x und f'(z) = e” auf dem Intervall
[0,1] an. Dann ist f(z) = e* eine mdgliche Wahl fiir die Funktion f und
wir erhalten mit partieller Integration:

1
/ re® dxr = ze”
0

r=1

)ze—(e—l):l.

=0
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(b)
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Die Wahl von f und ¢ kann fiir den Erfolg einer Anwendung dieser Regel
sehr entscheidend sein. Wenn wir beispielsweise im Integral aus @ umge-
kehrt g(x) = e” und f/'(r) = x genommen hétten, wiren wir bei

! 1 z=1 |
/ ze® dr = —22%e” —/ —2%e® dx

gelandet. Diese Umformung ist natiirlich auch richtig, aber von dem nun
entstandenen Integral weil man erst recht nicht wie man es berechnen soll.

Manchmal muss man sich die zweite Funktion zur partiellen Integration
erst kiinstlich schaffen:

/ln(x) do = /1 n(z) dz = 2 In(z) — /% da

=zln(z) —z+¢, ceR,

wobei wir g(x) = In(z) und f’(z) = 1 gewéhlt haben.

w/2
I ::/ sin?(z) da
0

bestimmen. Dazu wéhlen wir f'(x) = g(x) = sin(x) und berechnen

Wir wollen

x=7/2
I = — cos(z) sin(z)

- /0 ™ cos(@)(— cos(z) dz = /0 " o(a) do.

z=0

Wenden wir nun mit f'(x) = g(z) = cos(x) noch einmal partielle Integrati-
on an, so erhalten wir

rz=m/2

I = sin(z) cos(z) L

w/2 w/2
- / sin(z)(—sin(z)) dz = / sin?(z) de = I
0 0
und damit auBer der Gewissheit, dass wir uns unterwegs nicht verrechnet
haben, nichts neues. Wir miissen also einen anderen Weg suchen: Mit dem

Ergebnis unserer ersten partiellen Integration und dem trigonometrischen
Pythagoras sin?(z) + cos?(z) = 1, finden wir

w/2 w/2 T /2 -
I= / cos?(z) doz = / (1—sin®(z)) do = ——/ sin?(z) de = = —1,
0 0 0

woraus 2] = 7/2 und schliefflich

/2
I= / sin?(z) doz =
0

o

folgt.



5.8. Integrationstechniken

Die zweite wichtige Integrationsregel ergibt sich aus der Kettenregel der Diffe-
renzialrechnung.

Satz 5.8.4 (Substitutionsregel). Es seien [a,b] C R und [¢,d] € R kompakte
Intervalle, sowie f € C([a,b]) und g € C*([c,d]) mit g([¢,d]) C [a,b]. Dann ist

d g(d)
/ Fg(t)) - (1) dt = / fo) da.
¢ g(c)

Beweis. Als stetige Funktion besitzt f auf [a,b] eine Stammfunktion F. Wir
betrachten die Funktion H := F o g auf [¢,d]. Dann gilt fiir alle ¢t € [¢, d] nach
der Kettenregel

H'(t) = F'(g(t) - g'(t) = f(g(t)) - o' (1)

Also kénnen wir mit zweimaliger Anwendung des Hauptsatzes folgern:

d g(d)
/ flg(t)) - g'(t) dt = H(d) — H(c) = F(g(d)) — F(g(c)) = f(z)dz. O

g(c)

Bemerkung 5.8.5. (a) Die Version fiir unbestimmte Integrale ist in diesem

Fall:

Es seien I, J C R Intervalle und f € C(I), sowie g € C*(J) seien Funktio-
nen mit ¢g(J) = /. Dann gilt

auf J.

[ o) g® = [ f@as
Die Schreibweise ,,|,—q()“ auf der rechten Seite bedeutet dabei, dass man
zunéchst das gesamte Integral auszurechnen hat und dann am Ende iiberall
fiir die Variable = den Wert ¢(t) einsetzt.

(b) Héaufig behilft man sich bei der Anwendung der Substitutionsregel einer

intuitiven, aber nicht rigorosen Schreibweise. Diese leitet sich aus der al-
ternativen Notation S_Z (gesprochen ,,dy nach dz*) statt y’ fiir eine diffe-
renzierbare Funktion y ab. Man fasst dann in der Substitutionsregel die
Setzung x = ¢(t) so auf, als sei = eine Funktion von ¢ und rechnet mit den

Differenzialen dz und dt wie gewohnt:

% =g(t) ,=dr=g(t)dt "

Dabei erhélt man genau die in der Substitionsformel stehende Ersetzung
von dx durch ¢'(t)dt.

Dieser Formalismus ist sehr iibersichtlich und praktisch, es sollte dabei aber
nicht in Vergessenheit geraten, dass das keine saubere Mathematik ist.
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Beispiel 5.8.6. (a) Wir berechnen das Integral

252

2 9
T 4+1
/e + da
1 er

mit unserer Schmierrechnungsmethode. Dazu setzen wir x = In(t), d.h.
wir wenden die Substitutionsregel mit ¢g(¢) = In(¢) an. Weiter ist bei der
Anwendung des Satzes ¢ = e und d = e?, denn dann ist g(c) = 1 und
g(d) = 2. Die natiirliche Wahl fiir [a, b] ist [1, 2], aber auch [a, b] = [—3, 15]
ist in Ordnung. Nun wenden wir die Substitutionsregel an. Es ist Cé—f =1/t,
also ,,dx = dt/t“. Damit haben wir

2 2z e? 42 e?
1 t 1 dt¢ 1 1
[ [ g (o
. e .ttt ) 2 t

=e’—e?—(e—e).

t=e2

t=e

Als zweites Beispiel wollen wir das Integral

1
I::/ vV1—22dx
0

bestimmen. Dieses hat auch eine anschauliche Bedeutung, denn der Graph
der Funktion v/1 — 22 ist fiir z € [0, 1] der Viertelkreisbogen des Kreises mit
Radius 1 um 0 zwischen den Punkten (1,0) und (0, 1). Wir bestimmen mit
diesem Integral also die Fldche dieses Viertelkreises, es sollte also bitteschon
7 /4 herauskommen.

Wir substituieren x = cos(t). Dann gilt z.B. 2 =0 fir t = 7/2 und z = 1
fiir t = 0. Wir wéhlen also ¢ = 7/2 und d = 0. Die Schmierrechnung gibt
uns wegen £ = cos/(t) = —sin(t) die Ersetzung dz = — sin(¢) d¢. Nun gilt
fiir alle ¢ € [0, 7/2]

V1 =122 = /1 — cos?(t) = \/sin?(t) = | sin(t)| = sin(¢).

Setzen wir das nun alles zusammen, ergibt sich mit Beispiel [5:8:3]'@] tat-
sdchlich

I= /Eosin(t)(—sin(t)) dt = /OgsinQ(t) dt = %

2

SchlieBlich noch ein Beispiel eines unbestimmten Integrals. Fiir eine stetig
differenzierbare Funktion ¢ : R — R\ {0} betrachten wir

©'(t)
/ o(t) ar
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Mit f(z) := 1/x, x € R\ {0}, gilt dann dank der Substitionsregel aus
Bemerkung .85 @
1
/ —dx
—o(t) x

/f ) dt = /f ) de|

1ﬂ(|ﬂ?\)+0)\ o= (l0(®)]) +¢, ceR

z=¢(t)

Ubungsaufgabe 5.8.7. Zeigen Sie:
(a) Ist f: R — R ungerade, so gilt fiir jedes a € R

IRCES

(b) Ist f: R — R gerade, so gilt fiir jedes a € R

/_Zf(:c)dsz/Oaf(:c)dx

Ubungsaufgabe 5.8.8. Fiir alle n,m € N gilt

- 2r, fallsn=m=20
/ cos(nz)cos(mx)de =< 7w, fallsn=m#0
o 0, falls n £ m

" : m, fallsn=m#0
sin(nz) sin(mz) dr =
0, fallsm#modern=m=20

—T

/ sin(nx) cos(maz) dx = 0.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns mit dem Problem des Differen-
zierens unter dem Integralzeichen beschéftigen. Die Problematik ergibt sich aus
dem folgenden Beispiel: Ist die Funktion

2 ety — ¥
g(x) ::/ ; dy, z€eR, (5.3)
1

differenzierbar auf R und wenn ja, was ist die Ableitung?
Eine befriedigende Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 5.8.9 (Differenzieren von Paramter-Integralen). Es sei G C R? offen mit
[, 5] x [a,b] € G und [ : G — R sei (total) differenzierbar, sowie die partielle
Ableitung 01 f stetig. Dann ist die Funktion

b
:/ f(fl',y) dy7 S [a,ﬁ],
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differenzierbar und es gilt

b b
J@) = Lw - [asep - [ Fepa. sein

Damit beantworten wir nun obige Frage.

Beispiel 5.8.10. Die Funktion f(z,y) := (e®¥ — e¥)/y ist auf R x (0, 00) total
differenzierbar mit stetigen partiellen Ableitungen, also ist nach obigem Satz die
Funktion g aus (5.3)) tatsichlich differenzierbar und ihre Ableitung berechnet sich

AN
Qaf 2 a e _ oY 2yemy 2
! = e = —_— d e d == :Byd.
g'(x) 1 PG /1833[ ; } y /1 ;Y /16 y

Dieses Integral hat nun den Wert 1, wenn x = 0 ist und fiir x # 0 gilt

/x:_e$y
g'(z) .

Beispiel 5.8.11. Was machen wir nun aber, wenn nach der Ableitung folgender
Funktion gesucht ist:

2 ay Ly
o(x) = / ., we (0,000
x+1 )

Wir definieren G : (0,00)* — R mit

UV alyY _ Y
G(z,u,v) ::/ ¢ ¢ dy,
u Y

dann ist g(z) = G(z,z + 1,2%) und wir bekommen mit der mehrdimensionalen
Kettenregel, vgl. Satz 5.5.13]

_d

=3 () = VG(z,z +1,2%) - Df(x),

g'(z)

wobei f : (0,00) — R3 durch f(x) := (x,z + 1,2%)T gegeben ist.
Nun ist nach obigem Beispiel und Teil von Satz

1 - eTU _ U TV __ gv
y=v
VG(z,u,v) = (—e:”y I , )
x y=u U v
1 el — eTU TV _ gv
- (—(e”—em“), , ), z,u,v € (0,00),
x U v

und wir haben
Df(z) = (1,1,22)", 2 € (0,00).
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Zusammen ergibt das

z+1 _ x(z+1) zax? P 1
g'(x) _ (l(em.ﬂ _ ex(af-i—l))’ e el( ’e _ (& ) 1
T T + X 9
1, 3 22 2 e%e — ote” e’ ot
= —(e —c'e ) + + 2z
x r+1 2
1 r 2
x( e’ (e + )) + | (e e )

Ubungsaufgabe 5.8.12. Es seien f : R? — R und F : R* — R gegeben durch

B
f(z,y) :=e"y* und F(y,a,p) = / f(z,y) dz

Weiter seien a(y) = In(y) und B(y) = 2In(y). Bestimmen Sie

— (Y, a(y), B(y)) wnd —(y,a(y),B(y)).

5.9. Uneigentliche Integrale

Bisher konnen wir Integrale nur iiber kompakte Intervalle und beschréankte Funk-
tionen bilden. Wir wollen unser méchtiges Werkzeug des Grenziibergangs jetzt
auch hier verwenden, um etwas allgemeinere Integrale zuzulassen.
In diesem Abschnitt seien stets a,b € R und o, 8 € RU {—00,00}.

Definition 5.9.1. FEs sei f : [a,3) — R (bzw. [ : (o,b] — R) integrierbar auf
dem Intervall [a,t] (bzw. [t,b]) fir jedest € (a,B) (bzw. t € (a,b)). Dann heifit
f uneigentlich integrierbar auf [a, ) (bzw. («,b]), wenn der Grenzwert

t
tlﬁl%lﬁ /a f(z) dx bzw tl—1>Io¢n+ / f(z d:c

existiert. In diesem Fall heifit das uneigentliche Integral

/j f(w) d = lim /atf(x) d (bzw. /:f(x) dz = lim /tbf(:c) da:)

konvergent.

Beispiel 5.9.2. (a) Wir betrachten
1
1
R —tt
0o V 1-— :L‘2
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Das ist ein uneigentliches Integral, denn die Funktion 1/4/1 — 22 ist auf
[0, 1] wegen lim,,; 1/v/1 — 22 = oo nicht beschriankt. Fiir jedes ¢ € (0,1)
ist sie aber stetig auf dem Intervall [0,¢], also dort auch integrierbar. Wir
haben damit im Sinne der obigen Defintion den Fall a = 0 und § = 1. Dann
ist fiir jedes ¢t € (0,1)

=t

= arcsin(t)
=0

t
1
——— dx = arcsin(x
| = («)
und wegen lim,_,;_ arcsin(t) = /2 ist das uneigentliche Integral konvergent
und wir haben

x = lim dz = lim arcsin(t) = g

1 t
1 1
A ¢T:;5d pﬂié N v

Wiéhrend im ersten Beispiel die Funktion unbeschrinkt war, schauen wir
uns nun eine Integration iiber ein unbeschrianktes Intervall an:

< 1
/ dz,
0 1 -+ .T2

es ist also a = 0 und g = oo. Es gilt nun

t r=t

lim
t—00 0 1 + x

dz = lim arctan(x)

= lim arctan(t) = I,
t—o0 2

also ist auch dieses uneigentliche Integral konvergent und es ist

< 1 s
do = <.
A 11227779

/0 o
o l4a? 2

Es sei s > 0. Wann ist die Funktion 1/2° auf dem Intervall [1, co) uneigent-
lich integrierbar? Fiir t € (1, 00) gilt fir s =1

£
/—dx:ln(x)
LT

also ist das uneigentliche Integral in diesem Fall wegen lim; ., In(t) = oo
divergent.

Fiir s # 1 ist

Genauso sieht man

r=t
= In(1),

=1




5.9. Uneigentliche Integrale

Der Grenzwert dieses Ausdrucks existiert nun genau fiir s > 1 und es ist in
diesem Fall

<1 1 1 1
— dx = 1li s — 1) = — = :
/1 xs v tggol—:s( ) l—s s—1
(d) Genauso wie im vorherigen Beispiel kann man zeigen, dass das uneigentliche
Integral
"1
— dx

0o Z°

genau dann konvergiert, wenn s < 1 ist. In diesem Fall gilt

1
1 1
—dx =

0 T s—1

Bisher haben wir nur uneigentliche Integrale betrachtet, die an einer Grenze un-
eigentlich sind. Natiirlich will man auch den Fall behandeln, dass es an beiden
Intervallgrenzen Probleme gibt, man spricht dann oft von einem doppelt unei-
gentlichen Integral. Dazu miissen wir unsere Definition modifizieren.

Definition 5.9.3. Es sei f : (o, ) — R integrierbar auf jedem Intervall [€,n] C
(v, B). Dann heifit f auf (o, §) uneigentlich integrierbar, wenn es ein ¢ € («, f3)
qibt, so dass die beiden uneigentlichen Integrale

/acf(x) dz  und /f f(z) dw

im Sinne von Defintion[5.91 konvergieren. In diesem Fall heifit das uneigentliche

Integral
/jf(:c) dz = /(:f(x) d:c—i—/cﬁf(:c) dz

Natiirlich muss man, damit diese Definition Sinn ergibt, zeigen, dass der so er-
haltene Wert fiir das uneigentliche Integral nicht von der speziellen Wahl von ¢
abhéngt:

konvergent.

Ubungsaufgabe 5.9.4. Definition [£.9.3 ist von der Wahl von ¢ € (a,3) un-
abhéngig.

Beispiel 5.9.5. (a) Es ist mit Hilfe von Beispiel 5.9.2[(b)] das doppelt unei-
gentliche Integral
I
—— dz
oo L2

konvergent und gleich 7.
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(b) Sei s > 0. Kombiniert man und [(d)] aus Beispiel £.9.2, so sieht man,
dass das doppelt uneigentliche Integral

genau dann konvergiert, wenn s > 1 und s < 1 gilt, d.h. es ist immer
divergent.

5.10. Fourierreihen

Wie speichert man eine Funktion, die man z.B. als Funksignal empfangen oder
iiber Messwerte abgegriffen hat, effektiv ab? Man kann natiirlich einfach alle
Messwerte speichern, bzw. das Funksignal an diversen Stiitzstellen abtasten und
diese Messwerte speichern, das kann allerdings eine ziemliche Datenmenge wer-
den. In diesem Abschnitt wollen wir ein Werkzeug kennenlernen, dass neben
vielen anderen Anwendungen dazu dienen kann, diese Datenmenge erheblich zu
reduzieren.

Eine erste Idee wire die ersten k Koeffizienten einer geeigneten Taylorreihe zu
speichern, das hat allerdigs zwei Nachteile, die diese Methode unbrauchbar ma-
chen. Erstens liefert eine Taylorreihe immer nur lokal um den Entwicklungspunkt
eine gute Ndherung und nicht iiber die gesamte Lange des Signals. Zweitens, was
noch schwerer wiegt, man braucht dafiir die Ableitungen der unbekannten Funk-
tion und an die kommt man nur aus der Kenntnis der Messwerte nicht heran.
Wir werden sehen, dass man statt Polynomen Linearkombinationen von Sinus-
und Cosinus-Funktionen nehmen kann, um dieses Problem zu lésen.

Definition 5.10.1. Seien N € N, w > 0 und ag,aq,...,an, by,...,by € R mit
an # 0 oder by # 0. Dann heifst

P(x) = % + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz))

trigonometrisches Polynom vom Grad N mit Frequenz w.
Beispiel 5.10.2. Trigonometrische Polynome sind z.B.
2, sin(x), cos(x)+ 2sin(z), 3+ ecos(2mx) — 4sin(brx) + 2 cos(Tnz).

Bemerkung 5.10.3. (a) Jedes trigonometrische Polynom ist eine auf ganz R
definierte, periodische Funktion mit Periode 27 /w, denn es gilt

N
2
P(x + —W) =% Z [an Cos(nwx + 2n7r> +b, sin(nwx + 2n7r>] = P(z).
w 2~

In den folgenden Nummern bezeichnet immer 7" := “T diese Periode.
w
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5.10. Fourierreihen

(b) Allgemein gilt: Ist f : R — R periodisch mit Periode L, so ist f RS R
mit f(z) = f (£x) periodisch mit Periode N, denn dann gilt
fle+N)= f(%(erN)) — f(%x+L> — f(%x) — f(x).
Wir werden uns das im Folgenden zu Nutze machen und viele Resultate
nur fiir 7' = 27 betrachten. Auf diese Weise wird die Darstellung durch den
Wegtall einiger Groflen iibersichtlicher und obige Skalierung erlaubt dann
eine direkte Behandlung des allgemeinen Falls.

Satz 5.10.4. Ist

P(z) = % + Z(an cos(nz) + by, sin(nz))

ein trigonometrisches Polynom, so gilt

1 s
ag = —/ P(z)cos(kx) dz, k € N und

™ 7r

1 s
b = —/ P(z)sin(kz) dz, k € N*.

™
Bewers. Wir kiilmmern uns zunéchst separat um ag. Es ist

s

/W P(z) dz = /ﬂ % dz + i [an /:: cos(nz) dz + bn/ sin(nz) da;]

™ —T n=1 -

N

ap 1 . =7 1 T=m
et ST,
T— + a nsm(n:c)}m:fﬁ#— n< COS(nx))’xzfﬂ

= mag+ [0+ 2 ((=1)" = (1)) ] = ma.

Fiir die weiteren Koeffizienten verwenden wir die Ergebnisse von Ubungsaufga-
be 5.8.8 Damit bekommen wir fiir jedes k € N*

2

—Tr

/7r P(x) cos(kx) dx = /ﬂ [@ + i\f:(an cos(nz) + by, sin(nx))] cos(kz) dzx

—Tr

T N - -
= % cos(kz) dxr + Z [an/ cos(nz) cos(kz) dx + bn/ sin(nz) cos(kz) dx
n=1

—T —T —T
N J/ -

-~

=0 wie oben

N

=0+ Z(anénm + b, -0) = agm.
n=1
Die Rechnung fiir die b, k € N*, verlduft analog. O
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Bemerkung 5.10.5. (a) Das Ergebnis dieses Satzes erklart auch die bis jetzt
willkiirlich seltsame Setzung, dass das ag in der Defintion eines trigonome-
trischen Polynoms noch durch zwei geteilt wird. Téte man das nicht, trite
hier eine Fallunterscheidung auf.

(b) Im Sinne von Bemerkung 5103 [(b)| bekommen wir fiir trigonometrische
Polynome mit beliebiger Periode 7" das folgende Resultat:

Ist

P(x) = % + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz))

ein trigonometrisches Polynom, so gilt mit 7" := 27 /w

o [T/2
a, = —/ P(z) cos(nwzx) de, n € N und
T J 7/

9 [T)2
b, = —/ P(x)sin(nwzx) dz, n € N*.
T J 1)

Das sieht man so: Das trigonometrische Polynom

T

P(z) := P(;) = % + ﬁ:(an cos(na) + by sin(nz))

hat nach ebendieser Bemerkung Periode w1 = 27. Also gilt
1 [ . L [" sz
n = — /_7r (x) cos(nx) dx - /_ﬂ - cos(nz) dz

Substituieren wir nun y = z/w, so erhalten wir

1 m/w 9 T/2

an = —/ P(y) cos(nwy)w dz = —/ P(z) cos(nwx) dz,

T J 1w T -T/2
da w/w =7T/(27) =T/2 ist.
Die Rechnung fiir die b,,, n € N*, geht wieder analog.

Bemerkung 5.10.6. Obiges Resultat wollen wir noch einmal von einer abstrak-
teren Warte aus beleuchten. Nach Ubungsaufgabe B.7.12] ist die Bildung

(flo)= [ f@w) dz,  f.g € Cl-mm))

ein Skalarprodukt und die Ergebnisse der Integrale aus Ubungsaufgabe [7.8.8 be-
deuten dann gerade, dass die Funktionen
1 1 1
——, —=cos(nz), —=sin(nz), n €N,

Vor' /T VT
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beziiglich dieses Skalarproduktes ein Orthonormalsystem, bilden also eine Menge
von auf Lange Eins normierten Vektoren, die paarweise orthogonal sind.

Weiter sind die trigonometrischen Polynome genau der von diesen Funktionen als
Orthonormalbasis erzeugte Vektorraum. In diesem bekommt man nach Bemer-
kung die Koordinaten eines Vektors P gerade, indem man das Skalarpro-
dukt von P mit den Basisfunktionen bildet. Nichts anderes sagt Satz [5.10.4l

Die Idee fiir das folgende ist nun so zu beschreiben: Wir wollen eine gegebene
(nicht allzu wilde) Funktion f durch ein bestmdogliches trigonometrisches Po-
lynom vom Grad n ndhern. Wir bekommen wir dieses? Durch die orthogonale
Projektion unserer Funktion f auf den von den entsprechenden Basisfunktionen
aufgespannten Unterraum!

Wir definieren also

Definition 5.10.7. Es sei T > 0 und f : [-T/2,T/2] — R eine Funktion.

(a) Die Funktion f heifit stiickweise stetig, wenn eine Zerlequng {xq, 1, ..., Tp}
von [=T/2,T/2] existiert, so dass f auf jedem der Intervalle (x;_1,x; ),
J=1,2,...,n, stetig ist und jeweils die rechts- und linksseitigen Grenzwer-
te von f in xg,xq,...,x, existieren.

Ist die Funktion zusdtzlich auf jedem der Intervalle (xj_q,x;) stetig diffe-
renzierbar, so nennt man sie stiickweise glatt.

(b) Ist f stickweise stetig und setzt man fir w = 2w /T

o [T/2
ap = = f(z) cos(nwz) de, n €N, und
T J 1)
o [T/2
by, = — f(z)sin(nwzx) de, n € N
T J 1

so heifst fir N € N*
N
Fys(z) := 50 Z:: ay, cos(nwz) + by, sin(nwz))

Fourierpolynom von f vom Grad N.

Die Werte a,, n € N und b,,, n € N*, heiffen Fourierkoeffizienten von f.

(c) Ist f stiickweise stetig mit Fourierkoeffizienten wie m so heif$t die Reihe

[e o]

50 Zl ay, cos(nwz) + by, sin(nwz))

Fourierreihe von f.
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Bemerkung 5.10.8. Die Fourierpolynome und auch die Fourierreihe, wenn sie
denn auf ganz R konvergiert, sind jeweils periodische Funktionen mit Periode T

Satz 5.10.9. Sei f : [-T/2,T/2] — R beschrinkt und stiickweise stetig. Fir die
Fourierkoeffizienten von f gilt dann:

4 T/2
f gerade = b, = 0 und a,, = T f(z) cos(nwx) dz fir allen € N’
0
T/2
f ungerade = a,, =0 und b,, = T f(z) sin(nwzx) dx fir alle n € N.
0

Beweis. Ist f gerade, so ist die Funktion z — f(z)sin(nwzx) ungerade, denn
f(=z)sin(nw(—x)) = f(x)sin(—nwz) = — f(z) sin(nwx),

also ist b, = 0 fiir jedes n € N nach Ubungsaufgabe IBZEZI@ Da mit einer ana-
logen Berechnung in diesem Fall 2 — f(x) cos(nwz) gerade ist, folgt die Formel
fiir a,, aus Teil @ der selben Ubungsaufgabe.

Der Beweis im Falle einer ungeraden Funktion f geht analog. O

Beispiel 5.10.10. (a) Wir bestimmen alle Fourierpolynome und die Fourier-
reihe der Funktion f : [-m,7] — R mit f(xz) = x. Dazu beobachten wir,
dass dieses eine ungerade Funktion ist, es gilt also schon mal a, = 0 fiir
alle n € N. Also berechnen wir mit Hilfe obigen Satzes und mit partieller
Integration fiir n € N*

[ 2 [
b, = — f(x)sin(nz) doe = —/ xsin(nz) dx
™ —T
2
== [—f cos(nx) / — cos(nx) dx}
Tl n
o 2 ™ _ 2 n+1
== [_ﬁ cos(nm) + n_ sin(nz) sz] = ﬁ( 1)

Das Fourierpolynom N-ten Grades ergibt sich also zu

Fn¢(z Zb sin(nz) —ZZ

und die Fourierreihe dementsprechend
: Z

(b) Was ist die Fourierreihe von f : [—7, 7] — R mit f(x) = cos(z)? Das ist
nicht schwer: cos(x).

n+1

sin(nz)

n+1

sin(nz).
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(c) Wir betrachten noch ein ernsteres Beispiel, ndmlich die Signum-Funktion
[ [=m 7] — R mit

—1, falls x € [-m,0),
f(x)=<0, fallsz=0,
1, fallsz € [0,7].

Auch diese Funktion ist ungerade, wir haben es also wieder mit einer rei-
nen Sinusreihe zu tun und miissen nur die Fourierkoeffizienten b,, n € N*,
ausrechnen. Es gilt

by = % / ﬂ F(x)sin(nz) dz = - [— / i sin(nz) de + /0 " sin(na) dx]
1l

™ —T
== [— Cos(nzp)}gﬁzo 1 cos(n:p)}x:ﬂ} = i(1 — (=" = ((-)"=1)).
mln r=-m z=0 nm
Dieser Ausdruch ist 4/(nm), falls n ungerade ist und fiir gerades n € N ist

er Null. also ist die Fourierreihe dieser Funktion gegeben durch

Z ﬁ sin((2k + 1)z).

k=0

Die periodische Fortsetzung der Funktion f zusammen mit einigen ihrer
Fourierpolynome ist in Abbildung dargestellt. Man sieht, dass sogar
fiir solch héssliche Funktionen, die trigonometrischen Polynome eine zu-
nehmend bessere Naherung zu bieten scheinen.

Definition 5.10.11. Es sei T > 0 und f : [-T/2,T/2] — R eine Funktion. Fiir
jedes x € R gibt es nun eindeutige Zahlen k(x) € Z und y(x) € (=T/2,T/2], fir
die x = k(z)T + y(x) gilt. Damit definieren wir die periodische Fortsetzung von
[ als die Funktion f, : R — R mit f,(x) = f(y(x)).

Der folgende Satz gibt ein Kriterium, wann die Fourierreihe konvergiert und was
ihr Grenzwert ist. Die Aussage kann man sich gut an Abbildung 5.9 verdeutlichen.

Satz 5.10.12 (Konvergenzsatz fiir Fourierreihen). Es seien T' > 0 sowie eine

stiickweise glatte Funktion f : [—%, %] — R mit Fourierkoeffizienten a,, n € N,
und b,, n € N* gegeben. Dann konvergiert die Fourierrethe von f auf ganz R und

es qilt fir alle v € R

Qo
2

limy or fo(y) + limy, , f,(y)

+ ;(an cos(nwz) + by, sin(nwx)) - 2

Insbesondere konvergiert die Fourierreihe also an allen Punkten xo € R, an denen
fp stetig ist, gegen f,(xo).
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Abbildung 5.9.: Die periodische Fortsetzung der Signum-Funktion f (rot) zusam-
men mit ihrem 1. (griin), 5. (gelb) und 17. (blau) Fourierpoly-
nom.

Mit den folgenden drei Nummern tauchen wir ein kleines bisschen in die Theorie
der Fourierreihen ein. Dies soll nur ein kleiner Einblick sein, der vor allem dazu
dient den Reihenwert der Reihe Y 7 1/n? zu bestimmen.

Definition 5.10.13. Der Vektorraum

¢ := {(a,) Folge in R : Zai konvergent}

n=0

mit dem Skalarprodukt
((a’n) } (bn)) = Z anbn

und der dadurch induzierten Norm

H(an>H2 = ((an)’@n)) =

heifst (klein)-0* (gesprochen ,ell-zwei*).

Satz 5.10.14 (Parsevalsches Theorem). Ist f : [—m, 7] — R stiickweise stetig mit
Fourierkoeffizienten a,, n € N, und b,, n € N*, so gilt (a,) € €* und (b,) € > [

!Ganz korrekt miissen wir dazu zuerst ein by definieren, das wir aber einfach Null setzen
konnen.
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und es ist
L[ 2 1y = 2 = 2
;/_ﬂf@ dx—5a0+;an+;bn.

Beispiel 5.10.15. Wir betrachten wieder die Funktion f : [-m, 7] — R mit
f(x) = z aus Beispiel EI0.I0[(a)] Nach dem Parsevalschen Theorem haben wir

L (" 2 = 2 . 2
— dzr = b t b, =—(—1)"" *.
7T/Wf(:zc) T ;n mi n n( ", neN

Nun ist zum Einen

%/:Tf(:c)z dz = %/_:xQ dz = 3%:53 ::T: %(W‘g—i-ﬂ?’) = %WQ
und zum Anderen . -
;bi s
Also ist
1 _
— n?2 6
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6. Gewohnliche
Differentialgleichungen

6.1. Problemstellung und Motivation

Viele Probleme aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften, aber z.B. auch der
Wirtschaftswissenschaften, fiithren auf Fragestellungen, in denen, mathematisch
formuliert, ein Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen
bekannt ist. Wir wollen uns nun mit dem L&sen solcher ,, Differentialgleichungen®
beschiftigen. Wir starten mit einem Beispiel.

Beispiel 6.1.1. Im einfachst moglichen Wachstumsmodell, kann man postulie-
ren, dass der Zuwachs einer Population (von Bakterien, Geld, Menschen, Fest-
plattendefekten,...) proportional dazu ist, wie gro die Population schon ist.
Bezeichnen wir mit y(t) die Populationsgrofie zum Zeitpunkt ¢ > 0, so fiihrt
dieses Modell auf die Gleichung

y'(t) = py(t), t>0,

wobei p die Proportionalitdtskonstante, die in diesem Fall Wachstumsrate heifit,
ist.

Definition 6.1.2. Es setn € N, I CR ein Intervall und F : I x R™ — R stetig.
Dann heifst die Gleichung

y () = F(ty®).y'(t),y"@),....y" (), tel,

gewohnliche Differentialgleichung (DGL) der Ordnung n.
Hingt die Funktion F' nicht von der ersten Variablen t ab, so nennt man die
Differentialgleichung autonom.

Beispiel 6.1.3. Beispiele fiir gewohnliche Differentialgleichungen sind neben der
schon in Beispiel [6.1.1] genannten:

(a) y"(t) +2y'(t) +y(t) = sin(t),
Hier ist n = 2 und F(t,y(t),y'(t)) = sin(t) — 2y/(¢) + y(t).
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(c) Y'(t) = garetan[y/y(t)] }cos (y(t)4 — 3) ‘
Dabei sind die in Beispiel [6.1.1] und in gegebenen Gleichungen autonom.

Bemerkung 6.1.4. Wir werden spéter sehen, dass man die Behandlung von Dif-
ferentialgleichungen der Ordnung n immer auf den Fall von (mehreren) gewohnli-
chen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickspielen kann. Deshalb widmen
wir uns zunéchst nur solchen Gleichungen, d.h. wir haben n = 1. In diesem Fall
ist die allgemeine Form einer gewohnlichen Differentialgleichung

y'(t) = fty(t), tel

wobei f : I x R — R eine gegebene stetige Funktion ist und y : I — R die
gesuchte Funktion.
Eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung schreibt sich also als

y'(t) = f(y(t), tel.

Eine stetig differenzierbare Funktion y : I — R, die die Differentialgleichung
erfiillt, nennt man eine Losung der Differentialgleichung.

Beispiel 6.1.5. Wir betrachten noch einmal die Gleichung aus Beispiel [6.1.11
Da die Ableitung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion ist,
ist es naheliegend eine Losung in diesem Dunstkreis zu suchen. Tatséchlich 16st
die Funktion y(t) = e* die Gleichung, wie man durch einfaches Nachrechnen
verifiziert. Eine weitere offensichtliche Losung ist die konstante Funktion y(t) = 0,
teR.

Tatséchlich sind alle Funktionen der Form y(t) = Ce* mit C' € R beliebig
Losungen. Sind das nun alle? Ja, denn fiir jede Losung y : R — R gilt

%(W)e“t) =y (e — y(t)ue ™" = py(t)e ™ — y(t)ue ™ = 0.

Also gibt es eine Konstante C' € R mit y(t)e * = C fiir alle t € R, d.h. es gilt
y(t) = Ce

Denken wir an unser Wachstumsmodell, dass durch die Differentialgleichung be-
schrieben werden soll, so hat die Grole C' auch eine anschauliche Bedeutung: Es
gilt fiir jede Losung y(0) = Ce*? = C, damit ist C also die Griée der Population
zum (Start-)Zeitpunkt Null.

Bemerkung 6.1.6. Obiges Beispiel ist in dem Sinne typisch, dass Differential-
gleichungen im Allgemeinen mehrere Losungen haben und es ist auch meist so
wie oben, dass die Anzahl der frei wahlbaren Konstanten gleich der Ordnung der
Gleichung ist. Das macht man sich am besten an den einfachst moglichen Differen-
tialgleichungen, wie z.B. [(b)| aus Beispiel klar. Hier ist die Aufgabe einfach
eine Stammfunktion der Funktion ¢ + t?+ 1 zu finden und dabei fingt man eben
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eine frei wihlbare Konstante ein, da sich alle Losungen zu y(t) = t3/3 + t + ¢,
c € R, ergeben.

Betrachtet man z.B. u”(t) = t>+1, so ist die allgemeine Losung nach zweimaligem
Integrieren gegeben durch u(t) = t1/12 + t?/2 + ¢t + d, ¢,d € R, mit zwei frei
wahlbaren Konstanten usw.

Beispiel 6.1.7. Das Wachstumsmodell in Beispiel lasst unendliches Wachs-
tum zu, was im Allgemeinen unrealistisch ist. Wir wollen nun davon ausgehen,
dass es eine maximale Grenzpopulation gibt, die wir auf Eins (= 100%) setzen.
Dann ist es naheliegend anzunehmen, dass das Wachstum nun zum Einen wei-
terhin proportional zur Grofle der schon vorhandenen Population ist, aber zum
Anderen auch zur verbleibenden Kapazitét, also dem Abstand 1 — y(¢) von der
Grenzpolulation. Das fiihrt auf das sogenannte logistische Wachstumsmodell

y'(t) = py(t) (1 —y(t)).

Mit f: R — R, gegeben durch f(z) = px(1l — z), lautet unsere Differentialglei-
chung also ¢/(t) = f(y(t)).

Eine explizite Losung ist nun nicht mehr ,,durch Draufschauen* moglich, aber
auch die Betrachtung der Differentialgleichung kann viele interessante Eigenschaf-
ten der Losung verraten, ohne dass man diese explizit kennt.

19 P
08 -

06

04+

—— W =4x(1%)

Abbildung 6.1.: Die Funktion f(z) aus dem logistischen Wachstum fiir g = 4

Die Dynamik der Differentialgleichung wird durch die Funktion f bestimmt, die
in Abbildung dargestellt ist. Diese gibt wegen ¢/(t) = f(y(t)) die Anderung
y'(t) der Population an, wenn die GroBe der Population y(t) eingegeben wird. Ein
positiver Wert f(y) bedeutet so z.B., dass eine Population dieser Grofle wéchst,
ein negativer bedeutet Schrumpfung der Population.

Starten wir mit einer positiven Population, die echt kleiner als unsere Grenz-
population ist, also y(0) € (0, 1), so wird die Population also zunehmen. Diese
Zunahme verlangsamt sich aber umso mehr, je ndher die Population an die Ka-
pazitéitsgrenze Eins kommt. Tatséchlich wird die Population den Wert Eins nicht
in endlicher Zeit erreichen, sondern fiir die Losung gilt lim, ., y(t) = 1.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Startet man umgekehrt mit einer Uberbevolkerung, also y(0) > 1, so ist f(y(0))
negativ und die Population wird sinken, auch das tut sie wieder umso langsamer je
ndher man der Grenzpopulation Eins kommt. In diesem Fall wird die Lésung also
eine strikt monoton fallende Funktion mit Grenzwert Eins fiir ¢ gegen Unendlich
sein.

Ubungsaufgabe 6.1.8. Es sei f : R — R stetig. Dann ist jede Losung der
autonomen Differentialgleichung y'(t) = f(y(¢)) entweder monoton fallend oder
monoton wachsend.

Eine wichtige Rolle bei gewohnlichen Differentialgleichungen spielen, wie wir be-
reits gesehen haben, die Startwerte. Das fithrt auf den folgenden Begriff.

Definition 6.1.9. Es seienn € N, [ CR ein Intervall, to € I, F: I x R" - R
stetig, sowie Yo, Y1, - - -, Yn—1 € R. Dann heifst

(n) - ’ (n—1)

y™M(t) = F(tyt),y(t),....y" (1), tel,

AWP - )

( ) { ?/(J)(to) = Yj, 7=01,...,n—1,

ein Anfangswertproblem mit Anfangswerten yo, y1, ..., Yn_1.
Jede Funktiony:J — R, die

o auf emnem offenen Intervall J C I mit ty € J definiert ist,
e auf J n-mal stetig differenzierbar ist und
o die n Gleichungen in (AWP) erfillt,

heifst Losung des Anfangswertproblems.
Ist die Losung sogar auf dem ganzen Intervall I eine Losung der Gleichung, so
nennt man sie eine globale Losung.

Bemerkung 6.1.10. Es kommt immer wieder vor, dass Losungen der Differen-
tialgleichung nicht auf dem ganzen Intervall I, auf dem die Funktion F' gegeben
ist, existieren, vgl. Beispiel £.2.3[(b)] Deshalb begniigt man sich in der obigen
Definition mit der Existenz eines Intervalls J.

6.2. Elementare Losungsmethoden

6.2.1. Getrennte Veranderliche

Beispiel 6.2.1. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung des logis-
tischen Wachstumsmodells aus Beispiel [6.1.7], also

y'(t) = py(t) (1 —y(t),  te[0,00),
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mit einer Konstanten pu € R. Wir setzen nun voraus, dass es eine Losung y :
[0,00) — R dieser Gleichung gibt, fir die y(t) € (0,1) fir alle t > 0 gilt. Es ist
zwar plausibel, dass es eine solche Losung gibt, aber das wissen wir im Moment
natiirlich noch nicht, die weitere Rechnung bleibt also zunichst unter diesem
Vorbehalt.

Haben wir aber eine solche Lésung, so gilt

y
(61 —y()

Integrieren wir diese Gleichung von 0 bis ¢ so erhalten wir

_ [ T = t yi() T = t ™))y (1) dr
= = ), gty =, Ao

wobei wir f(z) := 1/[z(1 — )] gesetzt haben. Nach der Substitutionsregel aus
Satz £.8.4] erhalten wir mit der Substitution x = y(7)

y() y() 1 y(®) 1 1
ut = (a:)dx:/ 7dx:/ (——l— )dx.
) yo) (1 — ) yo) N 1w
Die Stammfunktionen von 1/x und 1/(1 — z) sind In(|z|), bzw. In(|1 — z|). Da

nach unserer Voraussetzung = = y(7) € (0, 1) liegen wird, konnen wir die Betréige
allerdings weglassen. Damit bekommen wir mit y, := y(0)

put = (ln(a:) —In(1 - :L’))

)

Dies konnen wir nun nach y(t) auflosen:

r=y(t)

= In(y(#)) — In(yo) — (In(1 — y(t)) — In(1 — yp))

T=Yo

eyo(1—y(t) = y(t) (1 —yo) <= yo=y(t)(1 — yo + e"yo)

e“t?/o
<~ t) = .
y( ) 1+ (eut _ 1)?/0

Diese Berechnungsmethode kann stark verallgemeinert werden zur sogenannten
Methode der Trennung der Variablen. Diese sollte man immer dann versuchen,
wenn eine Differentialgleichung y/(t) = f(¢,y(t)) zu losen ist, bei der die rechte
Seite f von der Form f(t,y) = g(t)h(y) ist, die Abhéngigkeit nach den beiden
Variablen ¢ und y also multiplikativ getrennt ist.

Satz 6.2.2 (Trennung der Variablen). Auf einem Intervall I C R sei mit ste-
tigen Funktionen g : I — R und h : R — R, sowie ty € [ und yo € R das
Anfangswertproblem

{yl(tg i g(t)h(y(t)), tel, (6.1)
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

gegeben. Ist h(yo) # 0, so existiert ein offenes Intervall J C I mit ty € J, auf

dem das Anfangswertproblem (6.1]) genau eine Lisung besitzt. Diese ist gegeben
durch

Y

y=H"'oG mit Gt ::/tg(T)dT und H(y) ::/ ﬁdn.

Beispiel 6.2.3. (a) Wir betrachten das Anfangswertproblem

{y’(t) = ty(t), tER,
y(0) = L

Hier ist ¢g(t) =t und h(y) =y, sowie t, = 0 und yo = 1. Also ist tatséchlich
h(yo) = h(1) =1 % 0 und fiir die Formel aus obigem Satz berechnen wir

G(t) :/t:g(f) dT:/OtTdfzg

H(y) = / "L gy= / ’ % dn = In(y) — In(1) = In(y),

und

h(n)

sowie H~1(x) = . Damit ist
y(t) = HH(G(1) = /2.
Meist rechnet man mit der folgenden Schmierrechnung kiirzer:

d 1 1 t2
_y:ty:>—dy:tdt:>/—dy:/tdt:>1n(y):—+c.
dt y y 2

Also ist y(t) = e*/2te und die Konstante stellt man dann iiber die Anfangs-
bedingung y(0) = e® =1 zu ¢ = 0 ein.

Bei dieser Methode ist allerdings wie schon beim Substituieren zu beachten,
dass dieses Herumgeschiebe von dy und d¢ keine saubere Mathematik ist.
Das Ergebnis ist dann also auf jeden Fall durch eine Probe zu verifizieren!

(b) Nun behandeln wir das Anfangswertproblem

{y'(t) = cos(t)ev®, tcR,
y(0) = 2.

Mit obiger Schmierrechnung erhalten wir

d
d—‘? = cos(t)e! = e ¥ dy = cos(t) dt = /e_y dy = /Cos(t) dt
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Das liefert —e ¥ = sin(¢) + ¢ und damit
—y(t) =In(—sin(t) —c), dh. y(t)=—In(—sin(t) —c).
Mit dem Anfangswert erhalten wir
2=y(0)=—In(—c), also e ? = —¢, dh. c = —e>.
Zusammen haben wir also
y(t) = —In(—sin(t) + e7?).

Nun miissen wir eine Probe machen. Fiir unseren Losungskandiaten gilt
y(0) = —In(e™?) = —(—2) = 2 und

V(0) = e (- coslt) =
SOw1e COS(t)

t) —1n—sint+e_2) o
cos(t)eV® = cos(t)e™ n(=sinlt) = “em(l) + o ?

also passt alles.

Dieses Beispiel zeigt auch den schon in Bemerkung angesprochenen
Effekt, denn, obwohl die rechte Seite dieser Differentialgleichung fiir alle
t € R sinnvoll und beliebig , glatt® ist, existiert diese Losung nur solange,
wie e™2 — sin(t) > 0 ist, das ergibt nur ein sehr kleines Existenzintervall J
um Null herum.

6.2.2. Homogene Differentialgleichungen

In einer homogenen Differentialgleichung hingt die rechte Seite nur vom Quo-
tienten y/t ab, es gibt also eine Funktion g : R — R, mit der die Gleichung

als 0
Y
y(t) = Fty®) = 9(£2)
geschrieben werden kann.
Diesen Typ behandeln wir beispielhaft als eine Sorte von Differentialgleichungen,

die durch eine Substitution gelost werden kénnen. Wir setzen

und schauen, welche Gleichung nun von der Funktion u gelost wird, wenn y eine
Losung der Ausgangsgleichung ist. Es gilt nach der Quotientenregel

(py = WOV O 1O L0 ) - u(e)) = Ho(u(v) - u(e).

12 t t
Also erfiillt dieses u eine Gleichung, die nach der Methoden der getrennten
Verénderlichen aus Satz [6.2.2] gelost werden kann.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 6.2.4. Wir betrachten das Anfangswertproblem

2
fu = st re®

<

—
—_

~—
—_

Die obige Substitution u(t) = y(t)/t liefert hier, vgl. die obige Rechnung:

(=1 M ) - o — ) =

t
t t ot u(t)? tu(t)?

Mit der Methode der getrennten Verénderlichen finden wir

1 1
u? du:—g dt, also /u2 du:—/g dt.

Das liefert nach Integration

3

Lo —m(t)te, dhu(t) = /=3M(0) + 3

was schlieBllich zu
y(t) = tu(t) = t/—31n(t) + 3¢

fithrt. Mit dem Anfangswert bekommen wir wegen
1
1=y(1)=\g/§:>3c:1:>c:§

die Losung
y(t) = tv/1 —31n(t),

die man leicht in einer Probe verifiziert.

6.2.3. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 6.2.5. Fine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die all-

gemeine Form

y'(t) +alt)y(t) =0b(t), tel,
wobei a,b: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I sind.
Ist b =0, so nennt man die Gleichung homogen, sonst inhomogen.

Satz 6.2.6 (Superpositionsprinzip). FEs seien y;,y2 : I — R zwei Losungen der
homogenen linearen Gleichung y'(t) + a(t)y(t) = 0. Dann ist auch jede Linear-

kombination y = ay; + Bys mit a, 5 € R eine Losung dieser Gleichung.

Beweis. Der Beweis ist simples Nachrechnen:

y'(t) +a)y(t) = ayy(t) + Bys(t) + aa(t)y: (t) + Ba(t)ya(t)

= a (Y (1) + at)yi(t)) + B(ys(t) + a(t)ya(t)) = -0+ 3-0=0.
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Bemerkung 6.2.7. (a) Eine homogene lineare Differentialgleichung ist von

getrennten Verénderlichen, denn sie lautet y'(t) = —a(t)y(¢). Betrachten
wir also das Anfangswertproblem

{y’(t) = —a(y(t), tel,

y(to) = o,
so erhalten wir mit unserer Methode aus Abschnitt [6.2.1]

1 1
; dy = —a(t) dt, also /; dy = / —a(t) dt, d.h. In(Jy|) = —/a(t) dt

Wir wihlen nun eine Stammfunktion A : I — R von a, indem wir

setzen. Damit ist fiir jedes ¢ € R die Funktion
y(t) = e AT = 440

eine Losung der Differentialgleichung. Setzt man C' = +e¢ erhélt man die
Losungen
y(t) = Ce™®  CeR.

Man beachte, dass auch C' = 0 zugelassen ist, da auch die konstante Null-
funktion eine Losung der Gleichung darstellt.

Als Ubungsaufgabe verbleibt nun zu zeigen, dass das alle Losungen die-
ser Gleichung sind. Sie konnen sich dabei von den Betrachtungen in Bei-
spiel [6.1.9] inspirieren lassen.

Fiir die Einstellung des Anfangswertes berechnet man

Yo = y(to) = Ce ) = Ce” = C,
also ist .

y(t) = yoe M mit  A(t) :/t a(s) ds.
0
die eindeutige Losung des obigen Anfangswertproblems.
Auf die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
Y1) + alty(t) = (1), tel,

kommt man nun mit einem frechen Trick, der ein universelles Mittel bei
inhomogenen linearen Differentialgleichungen, auch allgemeinerer Art ist,
der sogenannten Variation der Konstanten.
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Ja, der Name ist ein Widerspruch in sich, aber er beschreibt was passiert
und das Verfahren geht gut. Wir betrachten den Ansatz

wobei die Funktion A(t) wie im Teil [(a)| definiert ist.

Setzen wir den Ansatz in die Gleichung ein, erhalten wir

b(t) = y/(t) + a(t)y(t) = ¢ (t)e 2O — c(t) A'(t)e W) + a(t)c(t)e D)
C/(t)eiA(t) :
da A’ = a gilt. Umgestellt muss fiir die Funktion c(t) also ¢/(t) = b(t)e*®

gelten. Diese Gleichung ldsst sich nun durch Hochintegrieren losen, vgl.

Satz G718 [(b)]
¢
c(t) = c(to) +/ b(s)e® ds.

to
Wegen y(t) = c(t)e 4® gilt fiir den Anfgangswert
Yo = y(to) = c(to)e” = c(to),

also ist die Losung insgesamt gegeben durch

¢
y(t) = c(t)e O = A0y 4 eA(t)/ b(s)e®) ds.

to
Wir fassen diese Uberlegungen zusammen:

Satz 6.2.8 (Variation-der-Konstanten-Formel). FEs seien I C R ein Intervall,
a,b e C(I) und ty € I, sowie yo € R. Das lineare Anfangswertproblem

{y’(t)+a(t)y(t) = bt), tel,
y(to) = o,

besitzt genau eine globale Losung, die durch
t t
y(t) = e AWy, + e_A(t)/ b(s)e™ ds  mit A(t) = / a(s) ds

to to

gegeben ist.

Diese Formel wird in der Literatur auch manchmal als Duhamelsche Formel be-
zeichnet.
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Beispiel 6.2.9. Wir l6sen

{y’(t) = y(t)+t, teR,
y(0) = L

Zunéchst betrachtet man die zugehorige homogene Gleichung y'(t) = y(t). Diese
hat die Losungen y(t) = ce’ mit ¢ € R, vgl. Beispiel [G.1.11

Fiir die Losung des inhomogenen Problems machen wir den Ansatz der Variation
der Konstanten y(t) = ¢(t)e’. Dann muss gelten

t+ct)e =t+yt) =y (t) = (t)e +c(t)e’, also (t)=te "

Damit ist mittels partieller Integration
c(t) = /tet dt = —te™" + /et dt =—te" —e "+ C, CeR.

Zusammen haben wir also
y(t) = (—te " —e "+ O)e' = =t — 1+ Ce".

Mit Hilfe des Anfangswertes stellen wir nun noch die Konstante ein. Es muss
gelten
1=y(0)=-0-1+Ce", also C=2.

Die Losung unseres Anfangswertproblems lautet also
y(t) =2e" —t —1,

was man auch leicht durch eine Probe verifiziert.

6.3. Systeme von Differentialgleichungen

Héufig hat man mehrere Groflen, die durch Differentialgleichungen beschrieben
sind, und die sich gegenseitig beeinflussen, z.B.

yi(t) = 3u(t) +ua(t), tER,
yo(t) = () +3up2(t), tER,

oder die sogenannten Volterra-Lotka-Gleichungen, die ein einfaches Réuber-Beute-

Modell darstellen:

2(t) = (a—py(t)=(t)

y(t) = —(v—daz(t)y(t),
mit positiven Konstanten «, 3, v, 6. Dabei ist ersteres ein System von linearen
Differentialgleichungen, das zweite System ist nichtlinear, da die beiden Gréfien
x(t) und y(t) auf der rechten Seite als Produkt eingehen. Wir wollen uns hier nur
mit der linearen Variante beschéftigen.
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6.3.1. Lineare Systeme

Definition 6.3.1. Es seien I C R ein Intervall, N € N* und fiir jede Wahl von
J. ke {l,2,...,N} stetige Funktionen aj, : I — R, sowie b; : I — R gegeben.

(a) Dann heifst

vi(t) = an®)yi(t) + ara(t)ye(t) + - +anByn(t)  + bi(t)
t) = an(O)y(t) +an()y(t) + - +an®yn(t)  + ba(t)

() = an®mn() + ana®el) + -+ ann (Oyn(t) + by(b),

t € I, ein System von linearen gewthnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung.
(b) Das dazugehirige Anfangswertproblem ergibt sich, indem fir ein ty € I
und vorgegebene yi 0, Y20, - - -, Yno € R noch
yi(to) = Y10, volto) =v20, ---» yn(to) =ynpo

gefordert wird.
(c) Ist b =0, so heifit das System homogen, sonst inhomogen.
Bemerkung 6.3.2. Wie man an der Schreibweise in obiger Definition schon

sieht, kann man solche Systeme mit einer Matrixnotation viel iibersichtlicher
schreiben. Setzt man

y1(t) by (1) Y1,0
y(t) :== yQFt) . b(t) = bQZ(t) . Yo = yz;o und
y(t) b () Yo
a1 (t) ap(t) ... ain(t)
Alt) = a21:(t) a22:(t> .. agj\:;(t) |
an1(t) ano(t) ... ann(t)

so schreibt sich das Anfangswertproblem aus Definition [6.3.1] als

{y'(t) = A)y@) +ot), tel,
y(to) = %o,

wobei der Ableitungsstrich komponentenweise zu verstehen ist.
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Wir betrachten wie schon im Fall von linearen Gleichungen erster Ordnung, vgl.
Abschnitt [6.2.3] zunéchst den Spezialfall von homogenen Gleichungen. Es gelte
also nun b = 0 und wir betrachten das System linearer Differentialgleichungen

y'(t) = Al)y(t), tel, (6.2)
auf einem Intervall I C R mit einer gegebenen stetigen Funktion A : I — RV*V,

Satz 6.3.3. Die Menge L aller Losungen der Gleichung (62) ist ein N-dimen-
sionaler Untervektorraum von C*(I;RY).

Beweis. Wir zeigen, dass L die Bedingung (UVR2) aus dem Untervektorraumkri-
terium, Satz [3.2.3] erfiillt. Die Existenz einer Losung und die genaue Dimension
kénnen wir erst mit Werkzeugen aus Abschnitt nachweisen.
Seien also yy,y» € CY(I;RY) Losungen der Gleichung (6.2) und a, 3 € R. Dann
gilt

(ay1 + By2) = ay) + Byy = aAy + Ay = A(ay: + Bys),

also ist auch ay; + Bys eine Losung. O

Definition 6.3.4. Es sei I C R ein Intervall und A : I — RN*N stetig. Je-
de Basis des Lisungsraums aller Losungen von Gleichung (6.2)) nennt man ein
Fundamentalsystem dieser Gleichung.

Satz 6.3.5. Es seien yi,ys,...,yn € CHI;RY) Lisungen der Gleichung (6.2).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) y1,v2,-..,yn sind linear unabhingig in C(I;RY), d.h. {y1,y2,...,yn} ist
ein Fundamentalsystem der Gleichung.

(i) Fir alle t € I ist die Menge {y1(t),y2(t),...,yn(t)} linear unabhingig in
RY.

(iii) Es gibt ein t € I, fir das die Menge {yi(t),y2(t),...,yn(t)} linear un-
abhdngig in RY ist.

Betrachten wir nun zusétzlich mit einer stetigen Funktion b : I — RY das inho-
mogene Problem

y'(t) = A@y(t) +b(t), tel, (6.3)
so erhalten wir das folgende allgemeine Resultat.
Satz 6.3.6. Es seien I C R ein Intervall, sowie A : I — RN ynd b: 1 — RN
stetige Funktionen. Ist y, : I — RY eine Losung der Gleichung ([6.3)), so ist jede

Lésung dieser Gleichung gegeben durch y = y, + yn, wobei y;, eine Lisung des
zugehdrigen homogenen Systems (6.2) ist.

279



6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beweis. Ist y = y, + yp, mit einer Losung y;, des homogenen Systems, so gilt
Y =y, +y, = Ayp + b+ Ay = Ay, + yn) + b,

also ist dann y eine Losung des inhomogenen Problems.
Ist umgekehrt y eine Losung von (6.3)), so gilt

(Y—vp) =y —y,=Ay+b— Ay, — b= Aly — yp),

d.h. y, ==y — y, ist eine Losung des zugehorigen homogenen Systems (6.2) und
wir haben y = y, + ys. O

Bemerkung 6.3.7. (a) Man beachte die Parallele dieses Resultats mit den Re-
sultaten iiber die Losungen von linearen Gleichungssystemen in Satz B.8.3]

(b) Ebenso wie in der Losbarkeitstheorie der linearen Gleichungssysteme wird
die Losung y, des inhomogenen Problems als spezielle Lésung oder Parti-
kuldrlésung des inhomogenen Systems bezeichnet.

6.3.2. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Das Problem an Satz ist, dass wir nicht wissen, wie wir an die spezielle
Losung des inhomogenen Problems kommen sollen. Im Prinzip geht das wieder
mit der Variation-der-Konstanten-Formel, vgl. Satz Um den Notations-
aufwand in Grenzen zu halten, wollen wir dazu noch einmal spezialisieren und
Systeme mit konstanten Koeffizienten anschauen, d.h. wir nehmen von nun an
an, dass die Funktion A in der Differentialgleichung (6.3) konstant durch eine
feste Matrix gegeben ist. Wir betrachten also das Problem

(1) = Ay(t) +b(t), tel, (6.4)

auf einem Intervall I C R mit einer stetigen Funktion b : I — RY und einer
Matrix A € RVXV,

Der Vorteil von konstanten Koeffizienten ist, dass man dann relativ leicht ein
Fundamentalsystem fiir das homogene System angeben kann.

Definition 6.3.8. Es sei A € RV*N. Dann heifst

o0
An
e = E i
n!

n=0

die Matrix-Exponentialfunktion von A.
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6.3. Systeme von Differentialgleichungen

Bemerkung 6.3.9. Man beachte, dass die Reihe in obiger Definition tatsachlich
fiir jede Matrix konvergent ist. Dazu verwendet man, dass fiir eine geeignete Norm
auf RV*N gilt [|A"|| < ||A]|". Das liefert dann wegen

00 00 0o

A" A" [AI™ 4
S|Gl =X s =
n=0 n=0 n=0

die absolute Konvergenz der Reihe.

Satz 6.3.10. Es scien A, B € RN*N. Dann gelten die folgenden Aussagen iiber
die Matriz- Exponentialfunktion:

(a) Fiir die Nullmatriz O gilt e© = I.

(b) Kommutieren A und B, d.h. gilt AB = BA, so ist e“eP = e4*E,

(¢) Die Matriz e? ist invertierbar mit (e?)™! = e=4.
(d) Ist A eine Diagonalmatriz mit Diagonaleintriigen Xy, Aa, ..., An, so ist et
ebenfalls eine Diagonalmatriz mit den Diagonaleintrigen e™,e?2, ... e .

Beweis. (a) Es ist

n=1

(b) Der Beweis geht analog zum Beweis der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion in C aus Satz mit Hilfe auf Matrizen verallgemeinerter
Versionen des Cauchy-Produkts und der Binomialformel. Da zum Zusam-
menfassen der Terme die Reihenfolge der Multiplikation von Matrizen ver-
tauscht werden muss, geht das nur wenn A und B vertauschbar sind. Im
Allgemeinen ist die Formel in @ schlicht falsch.

(c), (d) Ubungsaufgabe.
U

Satz 6.3.11. Es sei I C R ein Intervall und A € RVN*N . Dann bilden die Spalten
der Matriz ¢!, t € I, ein Fundamentalsystem der Gleichung y'(t) = Ay(t), t € I.

Beweis. Wir bezeichnen fiir j € {1,2,..., N} mit e; den j-ten Standardeinheits-

vektor in RY. Dann ist y(¢) := e'e; die j-te Spalte von e und wegen
d d < (tA)" d K t"A%; o d 1" Are;
/ t — tA = = J — s J
Y=g " @ 2 nl 7 % nldt ol
> tnilAnej > tnilAnej > t"A"ej ‘A
R T A e
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

ist jede solche Spalte eine Losung der untersuchten Gleichung.

AuBerdem sind die Spalten von et dank Satz fiir jedes t € I linear
unabhéngig, also bilden sie dank Satz ein Fundamentalsystem von /() =
Ay(t). O

Bemerkung 6.3.12. Leitet man die gesamte Matrix e*4 komponentenweise nach
t ab, so bedeutet obiger Satz die eingéngige Matrixgleichheit

d
aetA = AetA.

Beispiel 6.3.13. Wir gehen mit dieser Methode das System

1) = 3u(t)+u(t), teR,
y ) = y?(t)+3zz(t), teR, (6.5)

vom Anfang dieses Abschnitts an. In Matrixform lautet dieses

v = (7 }) w0 = a0

Fiir die Berechnung von e erinnern wir uns an die Diagonalisierbarkeit von

symmetrischen Matrizen, vgl. Abschnitt 311l Berechnet man die Eigenwerte und
die Eigenvektoren von A, so findet man, dass

- 1 . (20 (1 1 a1 /1 -1
A=S5DS mit D—(O 4), S_(—l 1) und S _2(1 1)
ist. Damit gilt nun

A" = (SDS™H" = SDS'SDS™'SD...S7'SDS™! = SD"S !

und wir erhalten

I AT SN rSDrSTY SN D
tA § : - § : o § : —1
¢ = nl n! B o n! °
_ - tnDn -1 _ tD o—1
—S(EO: — )S — SeP5 1,

Nach Satz G3.10((d)] gilt

et 0
etD:<0 e4t)7
d.h.
1/1 1\ /e 0 1 —1 1 (e 42t et — 2
tA tD -1 __ — — —
e =5eTs _2(—1 1)(0 e4t) (1 1) 2(e4t—e2t e +e* )
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6.3. Systeme von Differentialgleichungen

1 e4t + e2t 1 e4t _ e2t
{yl(t)ay2(t)} = {5 <e4t et )5 | et 4 o2t

eine Basis des Raums aller Losungen von (6.3]).
Diese Basis kann man noch vereinfachen, z.B. ist mit {y, y»} auch die Menge

{1+ 2.0 — yz} = {e4t G) e <_11>}

ein Fundamentalsystem.

Also ist

Allgemein gilt fiir diagonalisierbare Matrizen entsprechend

Satz 6.3.14. Es sei A € RN*N diagonalisierbar mit Figenwerten A\, A, ..., Ay
und zugehorigen Figenvektoren vy, vs, ..., vx. Dann ist

{et)‘lvl, et’\2v2, o ,et’\an}
ein Fundamentalsystem der Gleichung y'(t) = Ay(t).

Wir wenden uns nun dem inhomogenen Problem (6.4) zu. Nach Satz fehlt
uns zur Angabe aller Losungen dieses Problems nur noch eine spezielle Losung.
Jede Losung y(t) des zugehorigen homogenen Problems ist nach den obigen Er-

gebnissen eine Linearkombinationen der Spalten des Fundamentalsystems et4,

d.h.

y(t) = elc, mit einem ¢ € RV,

Damit starten wir wieder die Variation-der-Konstanten-Methode, vgl. Bemer-
kung G.27[(b)] d.h. wir setzen y,(t) := e*¢(t) an und setzen dieses in das inho-
mogene Problem ein. Das liefert mit Bemerkung [6.3.12

Ay, (t) +b(t) = yp(t) = Ae“e(t) + e (t) = Ay,(t) + (1),

also
d(t) = e b(t).

Integrieren der Gleichung liefert als ein mdogliches ¢ die Funktion

c(t) = /t : e 4b(s) ds,

wobei ty € I beliebig gewiahlt werden kann. Hierbei ist die Integration des Vektors
e *4b(s), genauso wie oben schon die Differentiation von Vektoren, komponen-
tenweise zu verstehen. Wir erhalten also

¢
yp(t) = etA/ e *4b(s) ds.
to

Diese Losung erweist sich nach einer Probe als richtig und stellt man auch noch
alle Konstanten anhand der Anfangsbedingung richtig ein, so erhélt man folgen-
des Resultat.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Satz 6.3.15 (Variation-der-Konstanten-Formel, bzw. Duhamelsche Formel). Es
seien I C R ein Intervall, A € RN*N eine Matriz und b : I — R eine stetige
Funktion, sowie to € I und yo € RY. Dann hat das lineare Anfangswertproblem
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

{y'(t) = Ay(t)+0(), tel,
y(to) = o

die eindeutige globale Losung

t

t
y(t) = elt=t0) Ay 4 etA/ e *4b(s) ds = et=t) Ay, +/ et=914p(s) ds.

to to

Beispiel 6.3.16. Wir versehen unser Problem aus Beispiel [6.3.13] noch mit einer
Inhomogenitéit und einem Anfangswert und betrachten

31 e?t
/ —
1
etAyO = 5 ( — 2t ot + o2t -1 = 62t -1
e4(1573) + e2(tfs) e4(1573) _ e2(1573) @28 q
edlt=s) _ g2(t=s)  d(t—s) 4 g2(t—s) 0 S
1 t elte—2s +€2t 1 olt —28/2’8 t +t€2t
=5 ato—2s 2t ) ds =3 _ 9
2 0 e*le —e 2 4t 23/2} 2t

L e (2t — 1)
T4 \ef— (2t + 1))

Zusammen ergibt sich also

o= (1) 3o () e G D] = () - (37%)]

6.4. Differentialgleichungen héherer Ordnung

Dann ist

O\é
@
=
2
hS
S
—~
VA
~—
(o
VA
I
O\;
N |

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung n mit n > 2 lédsst sich im-
mer auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren. Dieses
Verfahren soll in diesem Abschnitt vorgestellt werden. Gegeben sei also eine Dif-
ferentialgleichung der Form

y () = F(tyt).y'(t),....y"0@), tel, (6.6)

284



6.4. Differentialgleichungen héherer Ordnung

wie in Definition [6.1.2] Hierbei sind n € N mit n > 2, I C R ein Intervall und
F: I xR" — R stetig.
Wir definieren nun die Funktion v : I — R™ mit

_ 0 o _ (n—1
v =Y, Vg =1, Vs =1, e Up = ( )

Fiir diese gilt dann

vy () y'(t) va(t)
vy(t) y'(t) vs(t)
vh(t "t vy(t
J(t) = 3F )l _| Y .( )| _ 4_( )
U1 (2) () Un(t)
,U;L(t) y(n) (t) F(tu U1 (t)v U2<t>7 R Un<t>)
Diese Gleichung ist ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
die Funktionen vy, vs,...,v, und es gilt der folgende Satz

Satz 6.4.1. Es seienn € N mit n > 2, I C R ewn Intervall und F : I X
R™ — R ewne stetige Funktion. Dann ist y : [ — R genau dann eine Ldsung
der Differentialgleichung in (6.6), wenn v = (y,y',y",...,y™"NT : I — R" eine
Lésung des Systems v'(t) = G(t,v(t)) mit

va(t)
vs(t)
G(t,o(t) = : (6.7)
Un(t)
F(t,vi(t),va(t), ..., va(t))

18t.

Beweis. Es sei zunéchst y : I — R eine Losung der Differentialgleichung in (6.6]).
Dann ist y nach Definition des Begriffs Losung eine n mal stetig differenzierba-
re Funktion auf I. Also ist v noch einmal stetig differenzierbar und die gerade
durchgefithrte Rechnung zeigt, dass v eine Losung des Systems (6.7)) ist.

Ist umgekehrt v eine Losung des Systems (6.7]), so ist mit v auch jede Koordi-
natenfunktion von v stetig differenzierbar. Also kénnen wir y := v; noch einmal
ableiten und erhalten dank der speziellen Form der Funktion G die Beziehung
y' = v} = vy. Da vy ebenfalls stetig differenzierbar ist, gilt selbiges fiir y sogar
zweimal und wir finden y” = v}, = vz, da v eine Losung des Systems (6.7]) ist.
Indem wir dieses Argument noch n — 1 Mal wiederholen, sehen wir, dass y sogar
n Mal stetig differenzierbar ist und

y™ = = F(t,v,va,...,0,) = Ft,y, ¢, y",...,y™Y)

gilt. Damit ist y eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung in (6.6) und
wir sind fertig. O
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Damit ist (zumindest in der Theorie) das Problem von Differentialgleichungen
héherer Ordnung auf solche von erster Ordnung reduziert. Um den Gewinn die-
ses Verfahrens zu sehen, wollen wir uns nun eine besonders wichtige Klasse solcher
Gleichungen anschauen, die linearen Gleichungen hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Deren allgemeine Form ist

Yy () + anay™ ) + -+ ay () Fay() = g(t), tel,  (6.8)

wobei ag, aq,...,a,_1 € R die sogenannten Koeffizienten der Gleichung sind und
g : I = R die Inhomogenitit.

Zum Umschreiben dieser Gleichung in ein System erster Ordnung definieren wir
also die Funktion v : I — R"™ mit

v(t) = (y(®),y' (), y"(t),...,y" (), tel,
und finden

y'(t) (1)
) U3 <t§

(1) = y"'(t) _ vy(t
Y () 0l
y™(t) —agui(t) — ayva(t) — -+ — an_1va(t) + g(t)

mit
0 1 0 ... 0 0
o o0 1 - : 0
A= : 0 und b(t) = (6.9)
0 0 0 1
—ayg —a; —Aaz ... —Qp—1 g(t)

Unsere Differentialgleichung (6.8]) erweist sich also als dquivalent zu einem Sys-
tem von linearen Gleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten, vgl.
Abschnitt [6.3.20 Damit kénnen wir auch die gesamte Losbarkeits- und Losungs-
theorie von dort iibersetzen. Das ergibt das folgende Resultat.

Satz 6.4.2. Es seien I C R ein Intervall, ag,aq,...,a,_1 € R und g : I — R
eine stetige Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist g =0, so ist die Menge aller Losungen der Gleichung (6.8) ein Unter-
vektorraum der Dimension n von C™(I).
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6.4. Differentialgleichungen héherer Ordnung

(b) Isty, eine Losung der Gleichung (6.8), so ist jede Lisung dieser Gleichung
gegeben durch y = y,+yp, wobet yy, eine Lésung des zugehdrigen homogenen
Systems (d.h. mit g = 0) ist.

Die Zuriickfithrung dieser Aussage.r'l auf die entsprechenden Resultate fiir Systeme
aus Abschnitt verbleibt als Ubungsaufgabe.

Definition 6.4.3. (a) Jede Basis des Raums aller Losungen in Satz[6.4.4[(a)

nennt man ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.

(b) Die Lisung y, der inhomogenen Gleichung in Satz[6.4.2(b) heifit spezielle
Losung, oder auch Partikularlosung der Gleichung (6.8)).

Beispiel 6.4.4. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y't) +y(t) —2y(t) = 0, tER,
y(0) = 3
y'(0) = 0.

Mit obigen Uberlegungen gilt fiir die Funktion v(t) = (y(¢),y'(t))", t € R, die
Differentialgleichung

V(t) = Av(t) = (g _11) o(#)

Die Eigenwerte der Matrix A sind 1 und —2 mit zugehorigen Eigenvektoren
(1, 1), bzw. (1,—2)T. Also ist nach Satz [6.3.14] ein Fundamentalsystem dieses

Systems gegeben durch
p (1) 21
() (L))

Damit sind alle Losungen gegeben durch

v(t) = (5%))) = ¢y’ G) + oo (_12) . cy,c9 ER.

Davon interessiert uns allerdings nur die erste Zeile und wir erhalten alle Losungen

der Differentialgleichung unseres Anfangswertproblems zu
y(t) = Clet + 026_2t7 C1,Co S R

Es bleiben noch die Anfangswerte einzustellen. Wegen 3/ (t) = cje’ — cp2e ™! muss
fiir die Konstanten ¢y, co € R gelten:

3=y(0)=c +c und 0=c —2c.

Lost man das Gleichungssystem auf, so erhélt man ¢; = 2 und ¢, = 1, also ist
die Losung unseres Anfgangswertproblems

y(t) =2e"+e*, teR
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Dank der speziellen Form der Matrix A in (6.9) lassen sich selbst im allgemeinen
Fall die Eigenwerte und Eigenvektoren und damit die Matrix-Exponentialfunktion
e bestimmen. So bekommt man das charakteristische Polynom durch Entwi-
ckeln nach der letzten Zeile zu

-2 1 0 0
0o =X - - :
det(A—)\[n): 1 0
0 0 —-A 1
—Qyp —AaA1 ... —Qp—92 —AQp_1 — A

= (=1)"[ao + a1 A+ -+ @ A"+ A
Definition 6.4.5. Es sei
Yy () + a1y () + -+ ary' () + agy(t) = 0

eine homogene lineare Differentialgleichung der Ordnung n mit konstanten Koef-
fizienten. Dann heifst

n—1
Nt an g A e A ag =AY ap
k=0

charakteristisches Polynom der Differentialgleichung.

Satz 6.4.6. Es seien I C R ein Intervall und n > 2. Mit ag, aq,...,a,—1 € R sei
die Differentialgleichung

Yyt + a1 y™ () -+ ary' () Fagy(t) =0, te, (6.10)

gegeben und es seien \i, \o, ..., \p die Nullstellen des zugehdrigen charkateristi-
schen Polynoms, sowie m; die Vielfachheit der Nullstelle \; fir j € {1,2,...,k}.
Dann st

{edt teMt, TN =12, k)

ein Fundamentalsystem von (G.10).
Beispiel 6.4.7. Wir bestimmen ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
y ) — 29" () + 29/ (t) —y(t) =0, tel.
Dazu zerlegen wir das zugehorige charakteristische Polynom in Linearfaktoren:
M_2X 2 1=\ -1\ +1).

Also ist 1 eine Nullstelle mit Vielfachheit drei und —1 mit Vielfachheit eins. Nach
Satz ist also
{et, tel, t26t, e_t}

ein Fundamentalsystem.
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6.5. Existenz- und Eindeutigkeitsresultate

In diesem Abschnitt werden kurz die beiden wichtigsten Satze vorgestellt, die die
Losbarkeit, bzw. eindeutige Losbarkeit von Anfangswertproblemen garantieren.
Wir formulieren diese Sétze jeweils fiir Systeme von Gleichungen erster Ordnung.
Damit ist dann nach den Ergebnissen des vorhergehenden Abschnitts auch der
Fall von Gleichungen hoherer Ordnung abgedeckt.

Satz 6.5.1 (Satz von Peano). Es sei I C R ein Intervall und f : I x R® — R
stetig. Dann hat fir jedes to € I und yo € R™ das Anfangswertproblem

{y'(t) = f(ty®), tel,
y(to) = o

eine Losung, d.h. es gibt ein offenes Intervall J C I mit tqg € J und eine Funktion
y € CYJ;R"™), die das Anfangswertproblem auf J Idst.

Die reine Stetigkeit der Funktion f reicht jedoch nicht aus, um die eindeutige
Losbarkeit des Anfangswertproblems zu garantieren, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 6.5.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem

{ y'(t)

y(0) =
Die rechte Seite f(t,y(t)) = |y(t)|*? ist stetig, nach dem Satz von Peano ist das
Anfangswertproblem also losbar. Eine Losung ist auch schnell gefunden, denn

offensichtlich 16st y(t) = 0, t € I. Aber das ist leider nicht die einzige Losung,
denn auch

[, temr,

1

t) = —t*
y(t) = 5=

ist eine, wie man leicht nachrechnet.

Satz 6.5.3 (Satz von Picard-Lindeloff). Es sei I C R ein kompaktes Intervall, f :
I xR" — R"™ stetig, to € I und yg € R". Geniigt dann f einer Lipschitzbedingunyg,
d.h. existiert ein L > 0 mat

Hf(t, Y1) — f(t,yQ)H < L|lyy —ye||  fir allet € T und yy,y2 € R",

so ist das Anfangswertproblem

{y'(t) = f(ty@), tel,
y(to) = o

eindeutig losbar.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Bemerkung 6.5.4. Damit konnen wir nun den Beweis von Satz [6.3.3] ver-
vollstdndigen. Dort ging es um den Untervektorraum L aller Losungen des li-
nearen Systems von Differentialgleichungen 3/(t) = A(t)y(t), t € I, mit einer
stetigen Funktion A : I — R¥*¥ und es blieb noch zu zeigen, dass es eine solche
Losung iiberhaupt gibt und dass die Dimension des Raums NV ist.

Die Existenz einer Losung folgt sofort aus dem Satz von Peano. Fiir die Dimension
betrachten wir zu einem fest gewihlten t, € I die Abbildung ® : L — R™ mit
®(y) = y(tp) und zeigen, dass diese eine bijektive lineare Abbildung, also ein
Isomorphismus ist. Dann gilt nach Satz dim(L) = dim(RY) = N.

Fiir die Linearitét seien y1,y> € L und «, f € R. Dann gilt

P(ayr + Bya) = (ay1 + By2)(to) = ayi(to) + By2(te) = a®(y1) + P(y2).

Fiir die Bijektivitdt tiberlegen wir uns folgendes: Auf jedem kompakten Teilin-
tervall J von [ ist die Funktion ¢ — A(t) als stetige Funktion beschrankt, vgl.
Satz .88 Also gilt fiir alle y;,y, € RV

Ay — A)y2ll = [[A@) (1 = y2) | < NAD [y = vall < My — wall,

wobei M := max;cy ||A(t)] ist. Das heifit, dass die rechte Seite der betrachteten
Differenzialgleichung y'(t) = A(t)y(t) die Lipschitzbedingung aus dem Satz von
Picard-Lindeloff erfillt, d.h. das Anfangswertproblem y/(¢) = A(t)y(t) mit y(to) =
Yo ist fiir jedes yo € RY eindeutig 16sbar. Andersherum formuliert bedeutet das,
dass es fiir jedes yy € RY genau eine Funktion y € L gibt mit ®(y) = y(ts) = o,
also ist ® bijektiv.
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7.1. Allgemeine Algebren

Definition 7.1.1. Es sei A eine Menge und n € N. Fine Abbildung

JiAXAx - xA=A"—= A

TV
n Mal

heifst n-stellige Operation auf A.
Die Menge aller n-stelligen Operationen auf A bezeichnen wir mit

Op,(A):={f]| f: A" — A}

Beispiel 7.1.2. (a) Ein Beispiel fiir eine zwei-stellige Operation ist die Addi-
tion in Z oder allgemein die Verkniipfung * in einer Gruppe (G, *), denn
dies ist eine Abbildung *: G x G — G.

(b) Eine ein-stellige Operation ist z.B. der Betrag auf R, also |- | : R — R, oder
die Inversenbildung g — ¢ fiir ¢ € G in einer Gruppe G.

Bemerkung 7.1.3. In obiger Defintion ist n = 0 zugelassen. Was ist Op,(A)?
Dazu ist es hilfreich, sich klar zu machen, dass man A" als die Menge aller Funk-
tionen von {1,2,...,n} nach A auffassen kann, also

A":{g’g:{l,Q,...,n}—)A}.

Fiir n = 0 ist dann A° die Menge aller Abbildungen g : ) — A. Auf der leeren
Menge gibt es nur eine Abbildung, die sogenannte leere Abbildung, die wir hier
mit € bezeichnen wollen. Damit ist A° = {Q} und wir bekommen

Opy(A) = {/f [ f:{Q} = A}.

Da der Defintionsbereich dieser Funktionen nun einelementig ist, gibt es zu jedem
a € A genau eine Abbildung f, € Opy(A), ndmlich die mit f,(2) = a. Damit ent-
spricht Opy(A) genau der Menge A. Man nennt diese Null-stelligen Operationen
Konstanten und identifiziert f, normalerweise mit a.

Definition 7.1.4. (a) Ein Typ ist ein Paar (F,o), wobei F eine Menge und
o : F — N eine Abbildung, die sogenannte Stelligkeitsabbildung ist.

FEin Element f von F wird o(f)-stelliges Operationssymbol genannt.
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(b) Es sei A eine Menge und (F,o) ein Typ. Ordnet man jedem f € F eine
o(f)-stellige Operation fa € Op,s)(A) auf A zu, so heifst

A= (AF) mit F={fs:f€F}

eine (allgemeine) Algebra vom Typ (F, o).

Die Menge A wird Grundmenge der Algebra A genannt und jedes f4 € F
nennt man eine Operation auf A.

Bemerkung 7.1.5. (a) Man stelle sich fur den Moment unter eine Algebra
eine Menge A mit einer Familie von Operationen F' vor. Die Stelligkeitsab-
bildung o gibt dann zu jeder Operation an, wievielstellig sie ist.

(b) In vielen Anwendungen hat man es nur mit endlich vielen Operationen
fi, fa, -+, fr in F' zu tun. Dann verwendet man fiir die Algebra A = (A, F)
oft die Kurznotation

A= (A7f17f27"'7fk) vom Typ (0-170-27"'70-16)7
wobel 0; = o(f;) fir jedes j € {1,2,...,k} gilt.

Beispiel 7.1.6. Eine Gruppe G ist eine Algebra (G, *,,n) vom Typ (2,1,0),
die die folgenden Axiome erfiillt:

(a) Va,b,ce G:(axb)xc=ax* (bxc),

(n) VaeG:nxa=axn=aq,

() Vae G:axa=axa=n.

Weiter ist die Gruppe abelsch, falls zusétzlich
(k) YVa,be G:axb=0bxa

gilt.

Bemerkung 7.1.7. (a) Man beachte, dass eine strenge Funktionsschreibweise
fir z.B. (i) so ausséhe: Va € G : x(a,” (a)) = x("(a),a) = n. Durch
so einen Formelsalat will sich natiirlich niemand kdmpfen, man schreibt
deshalb die Operationen wie oben und damit ,wie gewohnt* auf.

(b) Die Darstellung einer algebraischen Struktur, z.B. Gruppe, als allgemeine
Algebra ist nicht eindeutig. Man kann dabei Informationen von den Ope-
rationen in die Axiome verlagern und umgekehrt.

Beispielsweise ist eine Gruppe auch eine Algebra (G, *) vom Typ (2), so
dass die Axiome aus Definition 2.3.] gelten.
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7.1. Allgemeine Algebren

Beispiel 7.1.8. (a) Ein Ring ist eine Algebra (R, +, —,0, ) vom Typ (2, 1,0, 2),
fiir die (R, +, —, 0) eine abelsche Gruppe ist und die folgenden Gleichungen
fiir alle a, b, c € R gelten

ea-(b-c)=(a-b)-c
ea-(b+c)=a-b+a-c
e (atb)-c=a-c+b-c.
(b) Etwas komplizierter ist es, einen K-Vektorraum V' als Algebra aufzufassen,
denn hier haben wir es eigentlich mit zwei Mengen, ndmlich V' und K zu
tun. Man kann nun entweder Algebren iiber mehreren Mengen, sogenannte

mehrsortige Algebren anschauen, oder nutzen, dass wir unendliche Familien
von Operationen I’ zugelassen haben:

Ein K-Vektorraum V ist eine Algebra (V, 4+, —, 0, K') vom Typ (2, 1,0, (1)ack),
wobei K ein Korper und (V, 4, —, 0) eine abelsche Gruppe ist, sowie die fol-
genden Gleichungen fiir alle v,w € V und alle «, § € K gelten:

o lv=u,
(aB)v = a(pv),
(O[+/6),U = OZU‘F/B’U,

e a(v+w)=av+ aw.

Dabei haben wir jedes Korperelement « als eine einstellige Operation auf V
identifiziert, die der Skalarmultiplikation mit a entspricht, d.h. a: V — V
mit a(v) = aw.

Beispiel 7.1.9. Wir fithren noch eine neue algebraische Struktur ein, die z.B. das
Schneiden und Vereinigen von Mengen oder auch die Verkniipfung von Aussagen
mit , und® und ,,oder” algebraisiert.

Ein Verband ist eine Algebra (L, A,V) vom Typ (2,2), der folgende Gleichungen
fiir alle x,y € L erfiillt:

e xVy=yVzund x Ay =y Az (Kommutativitit)
e (zVy)Vz=zV(yVz)und (zAy)ANz=xA(yAz) (Assoziativitit)
e rVrx=zund z Az =2z (Idempotenz)
e zV(zrAy)=zund zA(yVz)=ax (Absorption)
Gelten zusétzlich die Distributivgesetze
zVyAz)=(@Vy)A(xVz) und zA(yVz)=(xAy)V(zAz)

fiir alle x,y, 2 € L, so spricht man von einem distributiven Verband.
Damit ist zum Beispiel fiir jede Menge X die Algebra (P(X),N,U) vom Typ
(2,2) ein distributiver Verband.
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7. Allgemeine Algebra

7.2. Unteralgebren und Erzeugnis

Definition 7.2.1. Es sei A = (A, F) eine Algebra vom Typ (F, o).

(a) Ist B C A so beschaffen, dass fir jedes Operationssymbol f € F mit der
Setzung n := o(f) gilt

Vbl,bg,...,bnGBZfA(bl,bQ,...,bn)GB

so heift B := (B, Fg) mit Fg := {fa|p-n : f € F} eine Unteralgebra von
A.

(b) Die Menge aller Grundmengen von Unteralgebren von A bezeichnen wir mit

Sub(A) := {B C A: (B, Fp) Unteralgebra von A}.

Satz 7.2.2. Es sei A= (A, F) eine Algebra vom Typ (F,o). Dann gilt
(a) A € Sub(A).

(b) Ist I # 0 eine beliebige Indexmenge und B; € Sub(A) fir jedes j € I, so
st auch

[ B; € Sub(A)

jel
Beweis. Da A eine Unteralgebra von A ist, haben wir auch A € Sub(A), es ist
also eigentlich nur im Teil @ etwas zu beweisen.
Sei dazu f € F beliebig mit n := o(f). Nun ist zu zeigen, dass B := (., B;
unter der Wirkung von f4 abgeschlossen ist. Seien dazu by, bs, ..., b, € B. Dann
gilt nach der Definition von B auch by, b, ..., b, € Bj fiir jedes j € I. Da nun B;
die Grundmenge einer Unteralgebra von A ist, muss f4(b1,bs,...,b,) € B, sein,
und zwar wieder fir alle j € I. Das liefert f4(b1,bs,...,b,) € B und wir sind
fertig. O

Korollar 7.2.3. Ist A= (A, F) eine Algebra und X C A, so ist auch

(X):= (] BeSub(A),

BeSub(A)
BDOX

d.h. ({(X), Fixy) ist eine Unteralgebra von A.

Beweis. Es ist auf jeden Fall A € Sub(A) mit A O X, also wird der Schnitt
nicht iiber eine leere Indexmenge gebildet. Damit folgt die Behauptung direkt
aus Satz [L2.2[(b)] O

Definition 7.2.4. Es sei A = (A, F) eine Algebra und X C A. Dann heifst
(X)), Fixy) mit (X) aus Korollar [7.2.3 die von X erzeugte Unteralgebra oder
auch das Erzeugnis von X in A.
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Bemerkung 7.2.5. Diese Konstruktion haben wir schon in den Spezialfillen
von Gruppen, vgl. Definition 2.3.10) und Vektorraumen, vgl. Definition B.2.7] und
Ubungsaufgabe 210, kennengelernt. Wie man nun sieht, ist das ein ganz allge-
meines Verfahren, das in jeder allgemeinen Algebra funktioniert.

Fiir die Vorstellung: Das Erzeugnis ist, wie schon in den oben angefiihrten Spe-
zialféllen, die kleinste Unteralgebra von A, die die Menge X ganz enthélt.

Ubungsaufgabe 7.2.6. Es sei A = (A, F) eine Algebra. Zeigen Sie, dass fiir alle
X,Y C A gilt

(a) X € (X),
(b) X CY = (X) C {¥),
(c) (X) = {{X)).

Ubungsaufgabe 7.2.7. Es sei A = (A, F) eine Algebra. Auf der Menge Sub(.A)
definieren wir die Operationen V und A durch

BANC:=BnC, B,C € Sub(A),
BvC:=(BUC), B,C € Sub(A).

Zeigen Sie, dass (Sub(.A), A, V) ein Verband ist. Ist der Verband auch distributiv?

7.3. Homomorphismen und Isomorphsimen

Definition 7.3.1. Es seien A mit Grundmenge A und B mit Grundmenge B
zwei Algebren desselben Typs (F, o).

(a) Fine Abbildung ¢ : A — B heifst Homomorphismus von A nach B, falls fiir
alle f € F mit der Setzung n = o(f) und fir alle ay,aq,...,a, € A gilt

Sp(f.A(a’lu A2y .-y an)) = fB(SO(al)u §0<CL2)7 R Sp(an))
Man schreibt dann auch ¢ : A — B.

(b) Ist die Abbildung ¢ in zusdatzlich bijektiv, so nennt man ¢ einen Iso-
morphismus und die Algebren A und B heiffen dann isomorph.

Beispiel 7.3.2. Wir haben in Beispiel gesehen, dass wir eine Gruppe als
Algebra (G, *,,n) vom Typ (2,1,0) auffassen kénnen. Die Homomorphiebe-
dingung aus obiger Defintion bedeutet dann, dass eine Abbildung ¢ von einer
Gruppe (G, x,,ng) in eine andere Gruppe (H, o, ~,ny) ein Homomorphismus
ist, wenn fiir jede Wahl von g1, g» € G gilt

©(*(g1,92)) = o(@(g1),0(92)),  dh. ©(g1 % g2) = (g1) © ©(g2)
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7. Allgemeine Algebra

sowie .

e(g1) = »(91)
und

o(ng) =ny.
Die erste Bedingung ist genau die aus unserer Definition des Gruppenhomomor-
phismus 2.3.T74] und wie wir in Satz MKEZL bzw. @ gesehen haben, impliziert
diese die anderen beiden, die in diesem Fall also redundant sind.

Satz 7.3.3. Es seien A und B Algebren desselben Typs (F, o) mit Grundmengen
A bzw. B, sowie ¢ : A — B ein Isomorphismus. Dann ist auch o= : B — A ein
Isomorphismus.

Beweis. Die Bijektivitit von ¢! folgt sofort aus der Bijektivitit von . Es bleibt
zu zeigen, dass ¢! wieder ein Homomorphismus von B nach A ist. Es sei dazu
f € Fund n := o(f). Wéhlen wir beliebige by,bs,...,b, € B, dann existiert
dank der Bijektivitdt von ¢ fiir jedes j € {1,2,...,n} genau ein a; € A mit
¢(a;) = b;. Damit gilt nun dank der Homomorphieeigenschaft von ¢
o (fo(br,bas o 0n)) = @7 [ fs((ar), p(as), ., plan))]
= 80*1 [@(fA(alu A2y .-y an)):|
= f.A(ah az, . .. 7an) = fA(9071<b1)7 80*1<b2)’ R goil<bn))

und wir haben die Homomorphiebedingung fiir ¢~ nachgewiesen. O

Ubungsaufgabe 7.3.4. Es seien A, B und C Algebren desselben Typs, sowie
¢ : A — Bund v : B — C Homomorphismen. Zeigen Sie, dass dann auch
Yoy : A— C ein Homomorphismus ist.

Satz 7.3.5. Es seien A und B Algebren desselben Typs und ¢ : A — B ein
Homomorphismus. Dann gilt

(a) U € Sub(A) = ¢(U) € Sub(B),
(b) V € Sub(B) = ¢ 1 (V) € Sub(A),
(c) X € A= (p(X)) = p((X)).

Beweis. (a) Es seien f € F, n := o(f) und by,bs,...,b, € p(U). Dann exis-
tieren ay, as,...,a, € U mit p(a;) = b; fir alle j € {1,2,...,n}. Damit
erhalten wir dank der Homomorphieeigenschaft von ¢

fa(b1,ba, .. by) = fa(0(a1), p(az), @(an)) = @(falar, as,. .., an)).

Nun sind alle aq, as, ..., a, € U und da U nach Voraussetzung die Grund-
menge einer Unteralgebra von A ist, muss auch f(aq,aq,...,a,) € U sein.
Also ist nach obiger Rechnung fg(by, bs, ..., b,) € p(U) und wir sind fertig.
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(b) Esseien f € F,n:=o(f)unday,as,...,a, € ¢ (V). Dann sind die Bilder
o(ar), p(az),...,¢(a,) € V und wir bekommen, da V' nach Voraussetzung
die Grundmenge einer Unteralgebra von B ist,

f(elar), p(az), ..., elan)) € V.

Weiter ist ¢ : A — B ein Homomorphismus. Also gilt

QO(fA(alaaQ’ - '>a7L)) = fﬁ(w(al)’w(QQ)’ - '790((171)) eV

Damit ist f4(a1,as,...,a,) € (V) und die Behauptung bewiesen.

(c) Ohne Beweis. O
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Polynomring,
positiv definite Matrix,
positiv semidefinite Matrix,
Potenz
allgemeine,
rationale,
Potenzfunktion,
Potenzmenge, §]
Potenzreihe, [I81]
Entwicklungspunkt,
Primzahl,
Private Key,
Produktregel,
Public Key,

quadratische Matrix,
Quotient (Division mit Rest), 201
Quotientenkriterium,
Quotientenraum,
Quotientenregel,

R,
Radius,
Rang

einer lineren Abbildung,
einer Matrix,
rationale Potenz,
Raum
affiner,
Banach-,
Bild-, R3]
Eigen-,
Hilbert-,
normierter,
Realteil,
rechter Nullteiler,
rechtsseitiger Grenzwert,
reelle Zahlen,
reelle Folge, 131



reeller Vektorraum, 47|
reflexive Relation,
Regeln von De Morgan, [1l
regulire Matrix,
Reihe,
absolut konvergente, [148] 154
divergente, [145] 154
Exponential-, I51]
Fourier-, 2611
geometrische,
harmonische,
alternierende, [147]
konvergente, [T45] 154l
Potenz-, 18T, 183
Taylor-,
Reihenwert, [145] 1541
rein imaginére Zahl, (3]
rekursiv definierte Folge,
Relation,
antisymmetrische,
Aquivalenz-, @ [T
Ordnungs-,
reflexive,
symmetrische,
transitive,
relatives Extremum, 218
relatives Maximum /Minimum, 2T8]
Rest,
Restglied, 2141
Richtungsableitung, 221]
Richtungsvektor,
Riemann-Integral,
Riemann-integrierbar,
Ring, 35
der Polynome,
isomorpher, [37]
kommutativer,
mit Eins,
Ringhomomorphismus, [37]
Ringisomorphismus, B7
Rolle, Satz von,
RSA-Algorithmus,

Sandwich-Theorem,
Sarrus, Formel von, 114
Satz
Banach’scher Fixpunkt-,
Basisergénzungs-, [61], [71]
Fundamental- der Algebra,
Haupt-,
Homomorphie-, 84
Mittelwert-, 209
Schranken-,
von Bolzano, Nullstellen-,
von Bolzano-Weierstraf,
von de I"Hospital, 211
von Fermat, kleiner,
von Hadamard, [I8T]
von Peano,
von Picard-Lindel6ff,
von Rolle,
von Schwarz,
von Taylor, 214
Zwischenwert-,
Schnitt von Mengen,
Schrankensatz,
Schwarz, Satz von,
senkrechte Vektoren, [71]
Signum,
singuldre Matrix,
Sinus,
hyperbolicus,
Skalar, [47]
Skalar-Multiplikation, 47]
Skalarprodukt,
Standard-,
Spaltenrang,
spezielle Losung, 09 280]
Spur einer Matrix,
Stammfunktion,
Standardabschétzung fiir Integrale,
Standardbasis,
Standardskalarprodukt,
Standardvektorraum,
Stelligkeitsabbildung,
stetig differenzierbar,



n-mal,
stetig partiell differenzierbar,
Stetigkeit, 6]

Lipschitz-, 7]

stiickweise,
streng monoton,
streng monoton fallend,
streng monoton wachsend,
stiickweise

glatt,

stetig,
Substitutionsregel, 251]
Summationsindex, [54]
Summenschreibweise, (4]
Superpositionsprinzip,
Supremum,
Supremums-Norm, [I78
surjektiv, [I4]
Symmetriegruppe,
symmetrische Relation,
symmetrische Matrix, 121]

Tangens,

hyperbolicus,
Taylor, Satz von, 214]
Taylorpolynom,
Taylorreihe,
Teilbarkeit,
Teilfolge, 140]
Teilmenge,
Teilsumme,
Teleskopsumme,
Theorem, Parsevalsches,
total differenzierbar,
total geordnete Menge,
totale Ableitung,
Totalordnung,
transitive Relation,
transponierte Matrix,
Transposition, 48|
Trennung der Variablen,
trigonometrische Funktionen,

Additionstheoreme, [191]

trigonometrischer Pythagoras,
trigonometrisches Polynom,
triviale Untergruppen,

Typ,

umgekehrte Dreiecksungleichung,
Umkehrfunktion, 14l

unbestimmtes Integral,
uneigentlich integrierbar, 253
uneigentliches Integral, 255
unendlichdimensionaler Vektorraum,

0 1]
ungerade Funktion,
Ungleichung

Cauchy-Schwarz-,
Dreiecks-, 4] [66], 120,
verallgemeinerte,

umgekehrte Dreiecks-,
unlésbares LGS,
Unteralgebra,

erzeugte,
untere Dreiecksmatrix, [[11]
untere Schranke,
unteres Integral,
Untergruppe,

erzeugte,

triviale,
Untergruppenkriterium, B3]
Unterminor,
Untersumme,
Untervektorraum,
Untervektorraumkriterium,
Urbild,

Variation der Konstanten,
Variation-der-Konstanten-Formel, 276]
Vektor

Eigen-,

Normaleneinheits-,

Richtungs-,

transponierter,
Vektoraddition, 47]



Vektorraum, 47,

Dimension,

isomorpher,

komplexer, [47]

reeller, (7]

Standard-, [48

unendlichdimensionaler,

Unter-,
Vektorraum-Homomorphismus, [78]
Vektorraum-Isomorphismus, [78]
Vektorraumbasis,
verallgemeinerte Dreiecksungleichung,

148

Verband,

distributiver,
Verbindungsstrecke,
Vereinigung von Mengen,
Verkettung von Funktionen,
Verkniipfung,
vollstandige Induktion, 17
vollstdndiger normierter Raum,
Vollstandigkeitsaxiom,
Volterra-Lotka-Gleichungen,
Voraussetzung,

Wachstumsmodell,
logistisches,
Wachstumsrate,
Wahrheitstafel,
widerspriichliches Axiomensystem, [53]
widerspruchsfreies Axiomensystem,
Wurzel,
Wurzelkriterium,

Zahl
Eulersche, [136]
komplexe,
reelle,
rein imaginére, [43]
Zerlegung eines Intervalls,
Zielbereich,
Zy, 13
Zwischenwertsatz,
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