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Kapitel 1

Allgemeines

1.1 Ganzzahlige Arithmetik

Dieses Kapitel dient nur zur Auffrischung von Stoff aus der Schule und den ersten 3 Semestern

1.1.1 Natirliche Zahlen

Die Arithmetik griindet auf das Prinzip des “Weiterzéihlens“ und erscheint eng mit der Zeit-
vorstellung verbunden. Die Reihe N der natiirlichen Zahlen 0,1,2,3, ... nehmen wir als gege-
ben. Die relevante Struktur ist das ausgezeichnete Element 0 und die “Nachfolgeroperation”
n +— n + 1. Sie wird charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften

e 0 ist kein Nachfolger, d.h. 0 # n + 1 fiir alle n
e Ausn+1=m+1folgt n=m

e Induktionsprinzip: Ist A(z) ein Aussage so, dass A(0) gilt (Verankerung) und A(n+1)
stets aus A(n) folgt (Induktionsschritt), so gilt A(n) fiir alle n

Hinzu kommt das (beweisbare) Prinzip der rekursiven Definition. Dieses erlaubt z.B. das
n-fache nd eines Vektors @ durch folgende Angaben zu definieren

06=0, (n+1)@=ni+a
Weitere Beispiele sind die Definitionen
m+0=m, m+(n+1)=(m+n)+1 (Addition)
m-0=0, m-(n+1)=m-n+m (Multiplikation)
m £ 0, m <n+ 1 genau dann, wenn m < n oder m =n (Anordnung)

O0=1, (n+1)!=nl-(n+1) (Fakulit)

Dass dann die IThnen wohlbekannten Gesetze der Arithmetik gelten, kann man (meist durch
Induktion) beweisen.
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1.1.2 Ganze Zahlen

Die Zahl a — b ist dadurch charakterisiert, dass (a — b) + b = a. Innerhalb der natiirlichen
Zahlen existiert sie genau dann, wenn b < a. Will man diese Einschrinkung aufheben (und
dafiir gibt es viele praktische Griinde), so kommt man zu den ganzen Zahlen: diese haben
eine eindeutige Darstellung der Form

nmit n € N bzw. —nmitn € N;n #£0

Wir rechnen mit Zahlen aus N wie vorher und setzen

n—m fallsm<n

_(m - n) falls n < m (_n) + (_m) = —(n + m)

(o) = (=) +n = §

(—n)-m=m-—(n) = —(nm), (—n)-(-m)=nm
—n <m, —n < —m genau dann, wenn m < n

Wir kénnen nun die Umkehrung und die Subtraktion fiir beliebige ganze Zahlen definieren
—(=n)=n, a—b=a+ (-b)

Wieder ergibt sich die Aufgabe, alle Gesetze der Arithmetik nachzuweisen.

1.1.3 Rekursive Definition

Wir haben die Ordung [order], Addition und Multiplikation auf N “rekursiv” definiert, ohne
genau zu sagen, was wir damit meinen, oder zu beweisen, dass das auch funktioniert. Das
wollen wir nachholen.

Prinzip 1.1.1 (Rekursion) Seien g und h Funktionen auf N in m bzw. m + 2 Variablen.
Dann gibt es eine Funktion f auf N in m + 1 Variablen derart, dass fiir alle natirlichen
Zahlen x,...x,,y gilt

f(z1,...,2m,0) = g(x1,...,Tm)
flz1,. . xm,o(y)) = hzy,.. 2wy, f(21, ., T, Y))

Der Werteverlauf dieser Funktion ist eindeutig bestimmit.

Definition 1.1.2 Wir sagen, f sei die rekursiv definierte Funktion zu dem durch g und h
gegebenen Rekursionsschema bzw. Rekursionsvorschrift [recursion scheme].

Zum Beispiel definieren wir f(y) = y! durch das Schema g =1, h(y,z) = (y+1)- 2

O0l=1, (n+D!=nl-(n+1)

1.1.4 Ordnungsinduktion

Prinzip 1.1.3 (Minimalbedingung [minimal condition]) Sei C'(z:N) eine Formel so, dass
dz :N. C(z). Dann gibt es ein minimales m in N mit C(m) - d.h. es gilt C(m) und Yy :
N.y<m= -C(y).
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Beweis. Sei die Formel B(x) gegeben als
Jy:N. (y<zAC(y)) = Ju:N.u<zAC(u) AVz:N. z < u = -C(z)

Wir benutzen das Induktionsprinzip um Va:N. B(z) zu beweisen. Gilt Jy:N. (y < 0AC(y))
so ist 0 selbst das gesuchte minimale Element; andernfalls ist nichts zu zeigen. Sei nun B(n)
vorausgesetzt. Gilt Jy : N. (y < n A C(y)), so haben wir wegen B(n) auch das gesuchte
minimale Element. Andernfalls gilt entweder C'(on) und on ist das minimale Element; oder
—C(on) und damit =3y :N. (y < on A C(y)) und es ist wieder nichts zu zeigen. Damit ist
Vz:N. B(x) bewiesen. Gibt es nun ein n mit C'(n), so gilt auch Jy:N. (y < nAC(y)) (wikle
y =n) und es folgt die Existenz eines minimalen m(< n) mit C'(m). O Es folgt sofort das
folgende (indem man C'(x) := —A(x) setzt)

Prinzip 1.1.4 (des kleinsten Verbrechers). Hat man die Annahme, dass m minimal ist mit
—A(m), zum Widerspruch gefiihrt, so hat man Vz:N. A(x) bewiesen.

Satz 1.1.5 Jede natiirliche Zahl n > 1 ist ein Produkt von unzerlegbaren [irreduciblel
Zahlen.

Beweis. Sei n der kleinste Verbrecher, insbesondere selbst zerlegbar. Also n = a - b mit

1 < a,b < n. Da a kein Verbrecher ist, ist es ein Produkt a = p; - ... - px von unzerlegbaren
Zahlen und b = ¢ - ... q ebenfalls. Alsoist n =py ... pr-q1 ... q auch ein Produkt von
unzerlegbaren Zahlen. Widerspruch [contradiction] 0

Fiir Leute, die das Direkte lieben, konnen wir unser Prinzip auch so formulieren

Prinzip 1.1.6 (Ordungsinduktion). Sei A(x:N) eine Formel. Es sei die folgende Aussage
nachgepriift:

Ve:N. (Vy:Noy <z = A(y)) = A(z)
Dann gilt: Vx:N. A(x)

Vy:N. y < n = A(y) heisst Induktionsvoraussetzung oder Induktionsannahme [inductive
hypothesis] fiir n. Im Induktionschritt [inductive step] haben wir von allen m < n auf
n zu schliessen (was ggf. leichter ist, als allein von n — 1 auf n schliessen zu miissen). Der

Induktionsanfang [basis of induction] ist formal mit darin enthalten: fiir n = 0 gibt es
halt kein m < n. Oft ist es besser, das auch als gesonderten Fall zu behandeln.

1.1.5 Teilbarkeit

In Z definieren wir
x|y :=32:Z. xz =y lies x teilt [dividesly.
Lemma 1.1.7
al0, Ola=a=0, |a|=b] = alb ~=> |a| < |b|, a|]l = |a|] = 1.

alb Able = ale, albAbla=|a| =1b], alb= (ac)|(bc), alb A alc= a|(b+ c)
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Algorithmus 1.1.8 (Division mit Rest [division with remainder]). In Z gibt es zu allen
a und b # 0 eindeutig bestimmte Zahlen v = R(a,b) und ¢ = Q(a,b) mit

a=bqg+r, 0<r<|b.
Fiir a > b > 0 ergeben sich diese rekursiv mit jeweils geignetem m > 1

[ a—mb falls0 <a—mb<b
R(a,b)—{R(a_mb,b) falls a —mb > b

1 fallsa=10
Qa,b) = ¢ m falls a —mb < b
Q(a—mb,b) +1 fallsa—mb>1b
Beweis. Die Existenz ergibt sich sofort aus der Formulierung des Algorithmus. Ist nun a =
bg+r = b + 1" und zB. ' > r, so folgt b(¢ —¢') = ' —r. Also ¢ — ¢ = 0, da sonst
|| < |r' —r| < |b|. Und es folgt r = r'. O
t ist ein gemeinsamer Teiler von a und b, falls t|a und ¢|b. Ein gemeinsamer Teiler d von
a und b ist ein grosster gemeinsamer Teiler oder GGT [greastest common divisor, GCD],
falls jeder andere gemeinsame Teiler ¢ von a, b auch Teiler von d ist. Es folgt, das es zu a, b

bis aufs Vorzeichen [sign] hochstens einen GGT d gibt, wir schreiben GGT(a,b) = d mit
d > 0, falls es einen gibt, andernfalls GGT'(a,b) = 0.

Lemma 1.1.9
GGT(a,b) = GGT(a — qb,b) = GGT(b,a) = GGT(|al,|b]), a|b < GGT(a,b) = |a

Beweis. Aus t|la A t|b folgt t|(¢b) und t|(a — ¢b). Dasselbe Argument mit —¢ erlaubt den
Riickschluss. O

Algorithmus 1.1.10 (Euklid+Bezout). Zu je zwei ganzen Zahlen gibt es den GGT(a,b)
und ganze Zahlen x und y mit
GGT(a,b) = ax + by.

Den GGT und geeignete Zahlen x,y kann man so bestimmen. Gegeben a,b setze
d:=a 12 =19y :=0d:=b2:=0,y:=1
Bestimme
d =dq+r mit|r| <|d| oderr =0
solange r # 0 tu (d',d) := (d,r), (2',2) = (x,2' — 2q), (vV',y) = (y,¥' — yq)
falls r =0 halt ein : d = ax + by =: GGT(a,b).

Beweis. Mit den Lemma und Induktion ist die Existenz eines GGT sofort klar. Da N wohl-
geordnet ist, muss der Algorithmus zum Halten kommen. Korrektheit des Algorithmus: Fiir
alle Iterationsschritte gilt:

d=ax+by, d =ax' + by und GGT(a,b) = GGT(d,d).
Néamlich
a(@’ —xq) + by —yq) = az' + by — (ax +by)g=d —dg=r
GGT(r,d) = GGT(d,d) = GGT(a,b).
Ist r = 0, so folgt d|d’, also d = GGT(a,b). O
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Korollar 1.1.11 a|(bc) NGGT(ab) =1 = alc

Beweis. 1 = ax + by, also a|(azc + bey) = c.
Ein Teiler d von a ist echt, falls |d| # 1 und |d| # |a|. Eine Zahl a mit |a| > 1 ist unzerlegbar,
falls sie keine echten Teiler besitzt. Eine Zahl p mit |p| > 1 ist eine Primzahl, falls

Vo:ZNy:Z. p|(x - y) = plz V ply.

Mit Induktion folgt
p prim A p| Hai = Ji € I. pla;.
iel

Satz 1.1.12 In Z sind die unzerlegbaren Zahlen genau die Primzahlen.

Beweis. Sei p prim und p = a - b, so 0.B.d.A. pla, also |p| < |a|. Andererseits |a| < |p|, also
la| = |p|. Mit der Kiirzungsregel folgt |b] = 1.

Sei umgekehrt p unzerlegbar und p|(ab). Ist p kein Teiler von a, so GGT(p,a) = 1, also
1 =ax + by und b = abx + bpy und es folgt plb. O

Satz 1.1.13 Jede ganze Zahl a mit |a| > 1 hat eine Zerlegung
a=pi-... ppin Primfaktoren py,...,pp, n > 1.

Die p; sind bis auf Vorzeichen [sgn] und Reihenfolge [order] eindeutig bestimmt [uniquely
determined].

Beweis. Die Existenz haben wir schon gezeigt 1.1.5. Die Eindeutigkeit folgt ebenso mit
Induktion: Ist a = [[}_, pi = H;”zl q; so teilt p, eines der g¢; nach Umsortieren etwa g,,.

Es folgt |pn| = |gm| und durch Kiirzen [cancellation] [[/=} |pi| = H;n:_ll |g;|. Mit Induktion
folgt n = m und der Rest der Behauptung. O

1.1.6 Diophantische Gleichungen

Satz 1.1.14 (Diophant) Es gibt zu gegebenen a,b,c € Z genau dann (mindestens) eine
ganzzahlige Losung der Gleichung

ar +by =c wenn d:= GGT(a,b)|c.
Hat man eine Losung xq, 1o, so ist die Losungsgesamtheit gegeben durch
xr=x9+qb, y=vyy—qd', q€Z, wobeia=dd, b=1"d.

Beweis. Die Aquivalenz folgt leicht mit dem Satz von Bezout. Bemerke GGT(d/, V) = 1,
da fiir einen gemeinsamer Teiler ¢ von &', b’ gélte: td|a, b. Dass z,y der angegebenen Gestalt
Losung ist, ist klar. Sei umgekehrt eine Losung x, y gegeben. Durch Herauskiirzen von d folgt
xd +yb' = xod +yob', also a’' (v — zo) = V' (yo — y). Mit dem Korollar 1.1.11 folgt a'|(yo — ),
d.h. x — xy = gV’ fiir ein ¢ € Z. Es folgt a’qt/ = V' (y — yo) und durch Kiirzen y — yo = qa’.
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1.2 Algebraische Strukturen

1.2.1 Monoide

Eine algebraische Struktur [algebraic structure] vom Typ (Signatur) [type (signature)]
der Monoide [monoid] kann angegeben werden durch [can be presented by] eine (Grund)-
Menge [base set] A (fiir Pedanten: Uy wie “unterliegende Menge”), eine zweistellige Ope-
ration [binary operation] (z,y) — x -y auf A, und eine Konstante [constant] e in A.
Notfalls dekorieren wir auch die Operationen: -4 und e4. Es handelt sich um ein Monoid
(auch Halbgruppe mit Eins) [semigroup with unit], wenn die Axiome (G1-2) gelten:

(G1) furallez,y,zinGgiltx-(y-2)=(r-y)- 2
(G2) firallexinGgilte-x=x=uz-¢

Die zweistellige Operation heisst auch die Multiplikation des Monoids und man schreibt
auch xy = z - y. Das Element e ist neutral und durch (G2) eindeutig bestimmt [uniquely
determined] - gilt e/ = e so e = e¢’ = €' - man muss es also nicht immer ausdriicklich
angeben. Beispiele. [examples]

e N bzgl. [with respect tol + und 0

e N_j bzgl. - und 1

o K™ mit der Matrizenmultiplikation [matrix multiplication]

e Fiir eine Menge [set] M das Monoid aller Selbstabbildungen [selfmaps]
MM ={f| f: M — M Abbildung}

mit der Hintereinanderausfithrung [composition] o als Multiplikation und der identi-
schen Abbildung [identity map] id als neutralem Element.

o Ist eine Menge (Alphabet) ¥ gegeben, so erhdlt man das Wortmonoid [word monoid]
als die Menge ¥* aller endlichen Listen [finite lists]

A1ye vy Oy, A €

mit der leeren [empty] Liste € als neutralem Element und der Verkettung concatenation
als Multiplikation

(al,...,an)~(b1,...,bn):al,...,an,bl,...,bm

Man kann die Kommata weglassen [omit] - dann hat man Worter. Oder Klammern
drummachen [put brackets] - dann hat man “Tupel”. v ist Prdfiz von w, wenn es u
gibt mit vu = w - und w ist dann eindeutig bestimmt.

In jeder algebraischen Struktur A von Typ der Monoide definieren wir rekursiv zu gegebenen
b bzw. bl,bg, ...in A
W=cy 0" =040

m+1

0 m
Hbi = €4, H b, = ( bi) "A bm—l—l
i=1 i=1 i—1

Wir schreiben auch anschaulicher [more intuitively] b -...-b,, statt H:L b;.
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1.2.2 Terme

Der Begriff [concept] “Term” ist seit frither Schulzeit wohlbekannt. Fiir algebraische Struk-
turen vom Typ der Monoide, kann man Terme in den paarweise veschiedenen Variablen

[pairwise distinct variables] zq,...,T, so einfiithren

e Jedes z; ist ein Term

e ¢ ist ein Term

e Sind s und ¢ Terme, so auch (s - t)

e Das ist alles [that’s all]: nur was so entsteht ist ein Term
Wir haben also die Menge der Terme iiber zi,...,x, als Teilmenge [subset] der Wortmo-
noids mit Alphabet {z1,...,z,,¢€,,(,)} eingefiihrt und vorausgesetzt, dass die “Symbole”
e,+, (,) unter den “Variablen” z; nicht vorkommen. Wir schreiben auch t(xq, ..., z,) um auf

die Auflistung der Variablen hinzuweisen.

Der Zweck der Terme (vom Typ der Monoide) ist, dass sie bei Vorgabe einer algebraischen
Struktur A vom Typ der Monoide und einer Liste aq,...,a, von Elementen von A auf
eindeutige Weise ausgewertet werden [evaluated] konnen

t(z1, .. xn) — tYNay, ... a,) €A

so, dass
(1) zay,...,a,) = a;
(2) etay,...,a,) =ea
(3) (s-t)a1,...,a,) = s%ay,...,a,) -4t ay,. .., a,)

Wir nehmen das hier als Erfahrungstatsache, ein Beweis folgt spaeter.

1.2.3 Allgemeines Assoziativgesetz

Wir kéonnen nun das allgemeine Assoziativgesetz [general associative law] fiir Monoide
formulieren und beweisen

Die Auswertung [value] eins Terms in einem Monoid &ndert sich nicht,
wenn man die Klammern umstellt [rearrange]

Anders ausgedriickt: Beschreibt die Liste vy, ..., y,, das Vorkommen [occurence] der Varia-
blen im Term ¢ = t(z1,...,x,) (mit jeder Wiederholung) [repetition], so erhélt man den
linkgeklammerten [left bracketed] Term zu t als

At) = H Yi

und fiir jedes Monoid A und a4, ..., a, in A gilt

tYay, ..., an) = XN) a1, ..., an) = H b; wobei b; = a; falls y; = z;
i=1
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Insbesondere gilt in jedem Monoid

n n; m n i—1
HHbij :gck mitm:;ni und b;; = ¢ wo k:j—l—;nl

i=1 j=1
S N VO L

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Ordnungs-Induktion [order induction] iiber
die Wortlédnge [word lengthl. Der Einfachheit halber schreiben wir ¢(t) =
= tYay,...,a,). Ist t = z; oder t = e, so ists klar. Wir haben nun ¢(s - t) = ¢(A(s - t)) zu
zeigen unter der Annahme, dass ¢(u) = ¢(A\(u)) fir alle Terme u von Wortldnge kleiner als
der von (s -t).

Ist ¢ eine Variable, so t = y,, und A(s - ym) = A(S) * Ym, also (s - ym) = O(8) -4 (ym) =
P(A($)) -4 O(Y)m = S(A(5) - A(Ym)) = S(A(S - Yum)-

Ist ¢ = e eine Variable, so A(s-e) = A(s), also ¢(s-e) = @(s) -4 p(e) = d(A(s)) a4 =
O(A(s)) = &(A(s - €)).

Andernfalls gilt A(t) = A(u) -y, und A(s - t) = A(A(s) - A(w)) - ym. Es folgt ¢(s - t) =
85) -4 6(t) = H(N(S)) -4 SD) = SA(5)) -4 SAW) - Yn) = SA(5)) 1 (FAW)) -4 9(yim)) =
(O(A(5)) -4 (A1) -4 P(ym) = (A(s) - A(w)) -ad(ym) = G(A(A(s) - A(u )) 4 0(Ym) = d(A(A(s)-

AW) 5 — G-t

Seien s(x1,...,2,) und t(z1,. .., x,) Terme vom Monoid-Typ. Wir sagen, dass die Gleichung
s ~ t fiir Monoide gilt, falls sie in allen Monoiden genauso ausgewertet werden, d.h.
A

sYMay, ... ap) =t*ay, ... a,) fiir alle Monoide A und ay, ..., a, in A

Ein Term ist in Monoid-Normalform [monoid normal form], wenn er linksgeklammertes (ggf.
[possibly] leeres) Produkt von Variablen ist.

Korollar 1.2.1 Zu jedem Termt vom Monoid-Typ gibt es einen Termt' in Monoid-Normalform
so, dass t =~ t' fiir Monoide gilt.

t' ist sogar eindeutig bestimmt (*Ubung).

1.2.4 Kommutative Monoide

Ein Monoid heifit kommutativ, wenn
(G4)  fiir alle z,y in G gilt xy = yx .

Ein Beispiel ist das System aller Teilmengen bzw. endlichen Multi- Teilmengen [bags] einer
Menge M mit der Vereinigungsbildung [formation of unions] als Multiplikation und der
leeren Menge als neutralen Element. Multimengen kann man auffassen als Listen, bei denen
es auf die Reihenfolge [order] nicht ankommt, wohl aber auf Wiederholung [repetition]
(z.B. wenn sich Leute in eine Liste fiir Kaffeeverbrauch eintragen). Alternativ kann man eine
Multi-Teilmenge von M als Abbildung « : M — N ansehen, wobei a(z) angibt, wie oft x
drin ist; Multiplikation und Neutralelement sind dann gegeben durch

(a-B)(z) = a(z) + B(x), e(x) =0

In einem kommutativen Monoid gilt das allgemeine Kommutativ-Assoziativ-Gesetz [general
commutative-associative law]
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In einem kommutativen Monoid hidngt die Auswertung eines Terms nur von der
Héufigkeit [frequency], nicht von der Reihenfolge des Auftretens [occurence]
der Variablen ab

Anders ausgedriickt: zu jedem Term ¢(z1,...,x,) sei

die zugehorige kommutative Monoid-Normalform. wobei k; die Haufigkeit des Auftretens von
x; in t ist. Dann gilt fiir alle aq, ..., a, in einem kommutativen Monoid A

tYay, ... a,) = pt) (a1, ... an) = Hafi

insbesondere
n n n
ki li __ ki+1; n__.n n
Ha/Ha; = Ha/ Lo(a-b)"=a"-b
i=1 i=1 i=1

Die erste dieser beiden Gleichungen beweist man leicht durch Induktion iiber n. Dann folgt
das allgemeine Gesetz durch Induktion tiber den Termaufbau (Ubung!). .

Fiir eine endliche Indexmenge [set of indices] [ und a; (¢ € I) in einem kommutativen
Monoid konnen wir also definieren

Hai = Haf(k) wobei f:{1,...,n} — I bijektiv

iel k=1

und das héngt nicht [does not depend] von f ab.

1.2.5 Gruppen

Eine algebraische Struktur G vom Typ der Gruppen kann angegeben werden durch eine
(Grund)Menge G, eine zweistellige Operation (z,y) — z -y = zy auf G, eine einstellige
Operation  +— 27! auf G und eine Konstante e in G. Es handelt sich um eine Gruppe
[group], wenn gilt

(G1) furalle z,y,zin G gilt  z(yz) = (2y)z
(G2) fiir alle x in G gilt er =x = xe
(G3) fiir alle z in G gilt rrl=e=x"1a

Man nennt dann - die Multiplikation der Gruppe, ~* die Inversionund e das neutrale Element.

Zum Begriff der Gruppe gehoren also vier Daten: Die Grundmenge und die drei Ope-
rationen. Wir notieren das, wenn nétig, als (G;-,7!, e) - wobei wir natiirlich auch andere
geeignete Zeichen [symbols] benutzen diirfen, etwa (A, +,—,0), d.h. Grundmenge A, ‘Mul-
tiplikation’ (oder besser Addition) (z,y) — = + y, Inversion z — —z und neutrales Element
0. Wennn klar ist, welche Operationen wir meinen, sprechen wir einfach von der Gruppe G
bzw. A.

Neutrales Element und Inversion einer Gruppe sind schon eindeutig durch Grundmenge
und Multiplikation bzw. Addition bestimmt (s. Lemma), man muss also in Beispielen nur
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letztere angeben. Dies rechtfertigt auch die folgende alternative Definition: Eine Gruppe kann
angegeben werden durch eine (Grund)Menge G und eine zweistellige Operation (z,y) — zy
auf G derart, dass (G1) und

(G2+3) es gibt ein Element e von G mit
(a) fir alle x in G gilt ex =z = xe
(b) fur alle x in G gibt es ein y in G mit zy = e = yx

Dass die Angabe aller drei Operationen die sinvollere Sicht ist, wird beim Begriff der Unter-
gruppe klar werden.
Beispiele:
e Die ganzen Zahlen [integers] bilden eine Gruppe (Z;+, —,0) bzgl. der iiblichen Ad-
dition

e Die Vektoren des Raumes [space] bilden eine Gruppe (V;+, —,0) bzgl. der Addition
von Vektoren

e Die rationalen Zahlen [rational numbers] # 0 bilden eine Gruppe (Qo;-,~*, 1) bzgl.
der {iblichen Multiplikation

e Die reellen Zahlen [real numbers] > 0 bilden eine Gruppe (Rsg;-,~',1) bzgl. der
iiblichen Multiplikation

e Die invertierbaren [invertible] Matrizen in K™*" bilden die (allgemeine lineare)
Gruppe GL(n, K) bzgl. der Matrizenmultiplikation

e Die bijektiven Abbildungen [bijective maps] einer Menge M in sich bilden bzgl. der
Komposition o, der Inversion ', und dem neutralen Element id,; eine Gruppe Sy, die
symmetrische Gruppe [symmetric group] auf M.

e Endliche Gruppen kénnen wir durch eine Tafel [table] fiir die Multiplikation angeben,
z.B.

Lemma 1.2.2 In einer Gruppe gelten

(1) ab=a <> b=e <& ba=ua
(2) b=a! <> ab=e¢ <> ba=e
3) (@' =a (4) (ab)™" =b~"a™!

Beweis. (1). Aus ab = a folgt durch Multiplikation mit e~ von links, dass a~1(ab) = a'a.

Nun ist aber nach (G1-3) a=!(ab) = (aa™1)b=eb=b und a~'a = e, also b = e. Ebenso geht
der Schluss von ba = a auf b = e durch Multiplikation mit a~! von rechts. Die Umkehrungen
sind trivial.

(2). Gilt ab = e so folgt durch Multiplikation mit a~! von links, dass a~'(ab) = a™'e.
Nun ist aber wie eben a™!(ab) = b und a~'e = ¢!, also b = a~!. Ebenso geht der Schluss
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von ba = e auf b = a~! durch Multiplikation mit a=*

trivial.

(3) folgt sofort aus (2) mit b = a™'. In (4) hat man wegen (2) nur (b"'a™')(ab) = e zu
zeigen. Das geht so: (b~'a™1)(ab) = (b~ (a"ta))b = (b~'e)b = b™'b = e. (4) heisst auch die
Socke-Schuh-Regel. J Die Verallgemeinerung folgt nun leicht durch Induktion

von rechts. Die Umkehrungen sind

(ay-...-a) P =at ... -at

Wir definieren fiir a in G
a" = (a")"'firneN
Ist G eine Gruppe, so gilt (Ubung!)
z w z4w

a®-a¥ =a" (a®) =a® firalle z,w € Z

Wenn wir iiber Terme reden wollen, ist die Notation ' unhandlich. Wir verstehen sie einfach
als traditionelle Schreibweise fiir ¢t. Also kommt bei der Termerzeugung die folgende Regel
hinzu

e [st t ein Term vom Typ der Gruppe, so auch it

Ein Gruppenterm ist in Gruppen-Normalform, falls er folgende Gestalt hat
Hyf mit z; € Z und y; # ;11 fiir alle i <m
i=1

und man zeigt, dass es zu jedem ¢ ein ¢’ in Normalform “(in denselben Variablen) gibt so,
dass t und ¢’ in jeder Gruppe gleich ausgewertet werden. Ubung!

1.2.6 Kommutative Gruppen

Die Gruppe G ist abelsch [abelian] oder kommutativ commutative , falls
(G4) fir alle z,y in G gilt zy = yx

Beispiele: Abelsche Gruppen sind Z, Q, R jeweils mit Addition, Subtraktion und Null bzw.
Q\ {0} und R\ {0}. jeweils mit Multiplikation, Inversion und Eins.

Man benutzt meist die additive Schreibweise und bezeichnet Operationen als Addition, Um-
kehrung bzw. Inversion und Nullelement bzw. neutrales Element. Statt a + (—b) schreiben
wir auch a — b. Statt [[, a; haben wir ). a;, statt a® haben wir za und es gilt fiir z,w € Z

0a=0, (—1)a = —a, (2 +w)a=za+ wa, z(wa) = (2w)a, z(a+b) =za+ zb

Indem man mithilfe der Kommutativiéit die Vielfachen derselben Variablen zusammenfasst,
erhilt man nun aus der Gruppen-Normalform eines Term t(z1,...xz,) eine kommutative
Gruppen-Normalform

n
Zzixi 2 €L, x; # x; fiir 1 # j
i=1

die in jeder kommutativen Gruppe genauso wie t ausgewertet wird. Es folgt

In einer kommutativen Gruppe gelten alle Gleichungen von 7Z

Indem man die eine Seite der Gleichung von der anderen abzieht, erhélt man ndmlich eine
dquivalente Gleichung der Form ), z;xz; ~ 0. Ist z.B. z;, # 0, so setze z;, = 1 und z; = 0 fiir
1 # 1o um eine Auswertung mit Wert # 0 zu erhalten. Alos gilt die Gleichung genau dann
in Z, wenn alle z; = 0 sind. Dann gilt sie aber in jeder kommutativen Gruppe.
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1.2.7 Ringe

Eine algebraische Struktur R von Typ der Ringe besteht aus einer additiv geschriebenen
Struktur von Typ der Gruppen une einer multiplikativ geschriebenen Struktur vom Typ der
Monoide (meist mit 1 anstelle von e) auf derselben Grundmenge. Es handelt sich um einen
Ring [ring], wenn (R, +,—,0) eine abelsche Gruppe ist (auch als (R1-4) notiert), (R, -, 1)
ein Monoid (R5-6), und wenn die Distributivgesetze [distributive laws] gelten

(R7) fir alle z,y,z in R gilt x(y+2) =2y + a2
(R8) fiir alle z,y,z in R gilt (y+ 2)x =yx + 2z

R ist kommutativ, wenn
(R9) fiir alle z,y in R gilt Ty = yr

Einen endlichen Ring kénnen wir durch zwei Tafeln, fiir + und - je eine, angeben. Bei
unendlichen Ringen kénnen wir uns das zumindest denken. Beispiele kommutativer Ringe
sind Z, Q und R mit den {iblichen Operationen. Beispiele nichtkommutativer Ringe sind die
Matrizenrinmge K"™*" (dabei kann K irgendein Ring sein). In jedem Ring gelten

Ogr = 0g =10g, (—1g)r=—r, (21g) =2r =r(zlg) fir z € Z

und das allgemeine Distributivgesetz

n

IO D) => [ wre

1=1 jeJ; feAi=1

wobel

A:{f\f:{l,...,n}%ujm f(i) € Ji}

die Menge der Auswahlfunktionen [choice functions] ist. Der Beweis beruht auf der Erfah-
rung, dass man systematisch ‘ausmultiplizieren’” kann. Man kann auch die anderen iiblichen
Gesetze der Buchstabenrechnung leicht aus (R1-9) herleiten. Sogar (wie wir spéter zeigen
werden)

‘In einem kommutativen Ring gelten alle Gleichungen von 7Z ‘

Unserer Notation fiir die Operationen entsprechen die folgenden Erzeugungsregeln fiir Terme
vom Typ der Ringe

e Variable, 0 und 1 sind Terme
e Sind s,t Terme, so auch (s +t), —s, (s -1)

Zur Klammerersparnis benutzen wir auf der Mittteilungebene die bekannte Konvention
‘Punkt vor Strich” und ungeklammerte Smmen bzw. Produkte verstehen wir als linksgeklam-
mert. Im Prinzip denken wir die Terme aber nach wie vor komplett geklammert. Andernfalls
miissten wir etwas mehr Sorgfalt aufwenden, um die eindeutige Lesbarkeit und damit die
Funktionalitit der Auswertung zu beweisen.
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1.2.8 Integritatsbereiche

Ein Integrititsbereich [integral domain] ist ein kommutativer Ring ohne Nullteiler [divisors
of zero], d.h. aus ab = 0 folgt stets, dass a = 0 oder b = 0. Gleichbedeutend [eqivalent]
ist die Kiirzungsregel [cancellation law]

o Ausar =ay und a # 0 folgt v =y
Bespiele Z,Q, R, C.

1.2.9 Korper

Definition. Ein Schiefkérper [skew field] oder Divisonsring [divsion ring] kann angegeben
werden als ein Ring K mit 1 # 0 derart, dass

Ve.x #0=Jy. 2y =1

d.h. die x # 0 bilden eine Gruppe unter der Multiplikation. Also ist y durch x eindeutig
bestimmt (vgl. Lemma 2.1.1) und wir schreiben y = z7!. In einem Schiefkérper K gilt
ab=0=a=0V0b=0 und somit die Kiirzungsregel

c#0Nac=bc=a=0b
Zu a # 0 und b, ¢ hat man eine eindeutige Losung der Gleichung
ar +b=c nimlich z =a *(c—b)

Aus b # 0 folgt nimilch a = al = a(bb™!) = (ab)b™ = 0b~1 = 0.

Eine in vieler Hinsicht angemessenere Sicht ist, die Inversion x + x~! als partielle. nur fiir
x # 0 definierte, Operation zu verstehen.

Ist die Maltiplikation kommutativ, so spricht man von einem Kodrper [field]. Beispiele von
Korpern sind Q, R, C, Q(v2) = {a +bv2|a,b € Q}. Jeder Kérper ist ein Integrisitsbereich.

1.2.10 Moduln

Sei K ein Ring . Eine algebraische Struktur V' (auch V') vom Typ der K-Moduln ist eine
additiv geschriebene Struktur vom Typ der Gruppen mit zusétzlich zu jedem r € K einer
einstelligen Operation ry notiert als x — rx. Es handelt sich um einen K-Modul [module],
wenn (V, +, —,0) kommutative Gruppe ist (V1-4) und

(V5) fiir alle 7 in K und 0, @ in V' gilt (¢ + W) = rv + ra
(V6) fiir alle vin V gilt 10 = v
(V7) firalle r,s in K und ¢'in V gilt (r + $)0 = rv + st/
(V5) fiir alle 7, s in K und ¢'in V gilt r(sv) = (rs)v.

Ist dabei K ein Korper, so sprechen wir von einem K- Vektorraum. Der Ring K ist integraler
Bestandteil des Begriffs, seine Elemente heissen Skalare. Beispiele
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1. Die Vektoren des Raumes bzw. einer Ebenen bilden einen R-Vektorraum
2. Jeder abelsche Gruppe ist ein Z-Modul mit (rekursiv definiert)

0a=0. (n+1)a=na+a, (—n)a=—(na)

3. Ist I eine Menge und K ein Ring, so bilden die Abbildungen f : I — K einen K-Modul
bzgl. des komponentenweisen Rechnens
(f +9)(0) = f(i) +9(@), (rf)(@) =r(f(i)) alleiel
Insbesondere ist R = R' ein R-Modul.
4. R™ wird zum R™*"™-Modul mit der Multiplikation “Matrix mal Spalte”.

Es folgt das allgemeine Assoziativ-Kommutativgesetz fiir die Addition, und die Distributiv-
gesetze (Beweis als Ubung)

n n

T(Z v;) = ZT% [Z rilv = Zriv

i=1 i=1
00=r0=0, (—r)7 = —(r7).

Alternativ kann man die Multiplikation mit Skalaren als Abbildung (r,v) — rv verstehen.
Das erfordert dann den Begriff der “mehrsortigen algebraischen Struktur” multi-sorted.
Obige Auffassung passt jedoch fiir unsere Zwecke besser. Fiir Terme haben wir die Erzeu-
gungsregeln

e Jede Variable x; und 0 sind ein Term

e Sind s,t Terme, so auch (s +t), —t, rt (alle r € K)

Werden mehrere Skalare verkniipft, so benutzen wir die Klammern [,], z.B. [2 + 3 - 4]z;.
Mit den genannten Gesetzen erhilt man sofort zu jedem Term ¢(zy,...,z,) eine K-Modul-
Normalform

=1

die in jedem K-Modul genaus wie t ausgewertet wird (in diesem Kontext mitgeteilt durch
t ~ NF(t)). Man spricht auch von einer Linearkombination [linear combination] der
x1,...,%,. Ubung!

1.2.11 Algebren

Sei K ein Korper. Eine algebraische Struktur A von Typ der K-Algebra besteht aus einer
algebraischen Struktur vom Typ des K-Moduls und einer vom Typ des Rings mit derselben
additiven Struktur. Es handelt sich um eine K-Algebra algebra , wenn es sich hierbei um
einen K-Modul und einen Ring handelt und gilt

(A) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb) firallea,be A, re K

A is kommutativ, wenn es als Ring kommutativ ist. Beispiel
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1. Die Matrix-Algebren K™*™ sind nicht kommutativ fiir n > 1.
2. Jeder Ring ist eine Z-Algebra.
3. Der Polynomring K[z1,...,x,] ist eine kommutative K-Algebra.

4. C ist eine R-Algebra.

1.2.12 Algebraische Strukturen

Das gemeinsame Prinzip bei diesen algebraischen Strukturen scheint zu sein, dass sie aus
einer Menge mit einem System von fundamentalen Operationen bestehen. Man denke dabei
an formales Objekte oder Operationssymbole f mit fester Stelligkeit [arity] (abhéngig von
der betrachteten Strukturklasse, Typ oder Signatur), die dann in der jeweiligen Struktur A
(aus dieser Klasse) als n-stellige Operation f“4 implementiert sind, d.h. als Abbildung f*,
die jedem n-Tupel (aq, ..., a,) von Elementen aus A einen Wert f(ay,...,a,) in A zuordnet.
Eine Ausnahme gibts hier nur bei den Kérpern, wo 07! nicht definiert ist.

GgF. kann eine Teilmenge der Operationssymbole selbst wieder eine algebraische Struktur
tragen, wie bei den Moduln. Bei Moduln macht es aber auch Sinn, zwei Mengen, d.h. zwei
Sorten von Elementen, Vektoren und Skalaren, zu sehen. Wollte man die Matrizen beliebigen
Formats iiber einem Ring als algebraische Struktur (Ringoid) auffassen so hétte man zu jedem
Format n xm ein ‘Sorte’ und konnte nur Matrizen gleicher Sorte addieren, ‘passender’ Sorten
multiplizieren. Entsprechend bilden die bijektiven Abbildungen f : M — N, mit M, N in
einem gegebenen System von Mengen, ein Gruppoid.

1.3 Unterstrukturen und Homomorphismen

1.3.1 Unterstrukturen

Eine Unterstruktur [substructure] B einer algebraischen Struktur A wird bestimmt durch
eine Teilmenge B von A, die unter den Operationen von A abgeschlossen ist, d.h.

e a,be B=a-beB;ec B fiir Monoidtyp
eabcB=a-beEB;ecB;acB=a'leB fiir Gruppentyp
e a,beB=a+ba-beB;0,1€¢B;ae B=—-a€eB fiir Ringtyp
eabeEB=a+beB;0€B;ace B=racB(rekK) fiir K-Modultyp

eabeB=a+ba-beB;0,1€B;a€e B= —a,ra€ B(rekK)
fiir K-Algebratyp

Das Gemeisame lésst sich so fassen: B ist Unterstruktur von A, wenn B C A und
fA(by,...,b,) € B fiir jede fundamentale Operation f und alle by, ...,b, € B

sofern f4(by,...,b,) erklirt ist. Insbesondre ¢ € B fiir jede fundamentale Konstante. B ist
dann auf natiirliche Weise eine algebraische Struktur desselben Typs - mit der Einschrankung
der Operationen von A.
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Prinzip 1.3.1 Sei a eine Ausssage der Form Vxy ... Vx,. f(xy,...,x,), wobei [ keine wei-
teren Quantoren enthdlt. Gilt o in A, so auch in jeder Unterstruktur B.

Korollar 1.3.2 Unterstrukturen von (kommutativen) Monoiden, (kommutativen) Gruppen,
(kommutativen) Ringen, K-Moduln bzw. K -Algebren sind wieder solche.

Man spricht dann auch von Untermoniden, Untergruppen Umterringen, K-Untermolduln
bzw. K-Unteralgebren. K ist ein Unterkdrper von L, wenn’s ein Unterring ist und

r~' € L fiir alle r # 0 in K.

Dann ist K auch ein Korper. Beispiele:

N ist additiv wie multiplikativ Untermonoid von Z

Z ist Unterring von Q

Q ist Unterkorper von R und R von C
e Vektorielle Ebenen und Geraden im vektoriellen Raum sind R-Untervektorraume

e Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Variablen mit
Koeffizienten aus K bildet einen K-Untervektorraum von K™.

e Ist A Unterstruktur von B und B von C', so ist A Unterstruktur von C.

e Sind alle B; (i € I) Unterstrukturen von A, so ist auch (,.; B; Unterstruktur von A.
e Jede Untergruppe ist Untermonoid

e Jeder Unterring ist additiv Untergruppe und multiplikativ Untermonoid

e Jeder K-Untermodul ist Untergruppe

e Jede K-Unteralgebra ist K-Untermodul und Unterring

e Jeder Unterring eines Korpers ist ein Intergritétsbereich

e Ist K Unterkoper von L, so ist L eine K-Algebra mit K-Unteralgebra K

e Q(v2) = {a+bv2]|a,be Q} ist Q-Unteralgebra von R.

e Die invertierbaren Elemente a eines Monoids M (d.h. es gibt z,y € M mit ax = e =
ya) bilden ein Untermonoid M*, das eine Gruppe ist, die Finheitengruppe [group of
units] von M. Ist M = K™ " so ist das die allgemeine lineare Gruppe [general
linear group] GL(n, K) - und der Beweis geht im allgemeien Fall wie da. Ein Ring R
ist Schiefkérper ganau dann, wenn [if and only if] R* = R\ {0}.

e St ={z2€C||z| =1} ist Untergruppe von C*.
e {2 €C|2z" =1} ist Untergruppe von S*

o {feSy| f(N)=N}und {f € Sy | f(z) = z fiir alle z € N} sind Untergruppen
der symmetrischen Gruppe Sy, fiir jedes N C M.
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Lemma 1.3.3 In einer endlichen Gruppe G gibt es zu jedem g € G einm € N mit g~ = g™.

Insbesondere ist jede nichtleere, unter Multiplikation abgeschlossene Teilmenge eine Unter-
gruppe.

Beweis. Die Elemente ¢* konnen nicht alle voneinander verschieden sein. Also gibt es k < [
mit g¥ = ¢g'. Es folgt e = (¢*)"1¢' = ¢'=%. O

1.3.2 Erzeugnis

Fiir eine algebraische Struktur A und Teilmenge E von A bestehe das Erzeugnis [span]
Spann E von E aus den t4(ay, . ..,a,) mit ai, ..., a, in E und beliebigen Termen t(x1, ..., x,).
Hat man fiir A eine Normalform etabliert, so braucht man nur ¢ in Normalform.

Lemma 1.3.4 Spann E ist eine Unterstruktur von A. Fir Unterstukturen B wvon A gilt
Spann E C B genau dann, wenn E C B.

Man sagt auch, Spann E sei die kleinste E enthaltende Unterstruktur von A. Beweis: Spann
ist Unterstruktur. Z.B. abgeschlossen unter Multiplikation: hat man ¢; € Spann E, d.h. ¢; =
tMa;, . .., aip,) mit passenden t;(x;1, ..., 2;,,) und a;; € E, so bringe man die Variablen in
die Reihenfolge x4, . . ..y Top, und wahle t = (t1-ty) und ¢1-aco = t(aqy, ..., aop,)
zu erhalten.

Sei andererseits B Unterstruktur mit £ C B. Induktion iiber den Termaufbau liefert

. 7x1n17x21a .

t*(ay,...,a,) € B fir a; € E. Z.B. fiir t = (¢; - t;) hat man als Induktionannahme
td(ay,...,a,) also auch t(ay, ..., a,) =t ay, ..., a,) -aty(as,...,a,) in B. O Es folgt
e L C SpannE
e [/ C F = Spann E C Spann. F
e SpannSpann F = Spann E
Klasse Struktur Erzeugendenmenge
Monoid (N, +,0) {1}
Monoid (Nsg, -, 1) {p | p prim}
Gruppe (Z,+,0,—) {1}
Gruppe (Q,+,0,—) {I% | n > 27, p prim}
Gruppe | (Qs0,,1,7") {p | p prim}
Gruppe (Q?va ) 17_1 ) {_1} U {p ‘ p prim}
Gruppe GL(n, K) {S| S n x n-Elementarmatrix}
Gruppe SL(n, K) {S | S n x n-Scherungsmatrix}
Gruppe Sy {7 | 7 Vertauschung i < j}
Gruppe D, {p,c}, p n-zdhlige Drehung, o Spiegelung
Ring (Z,+,0,—,-,1) 0
Rlng (Q>+>07 7'71) {% | p prim }
Koérper (Q,+,0,—,-,1,71) | 0
K-Modul | K" {e1,...,e,}
R-Modul |C {1,1}
R-Algebra | R[xq,...,2,) {z1,...,2,}
R-Algebra | C {i}
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Korollar 1.3.5 Fiir ein kommutatives Monoid M gilt

Spann E = {HUZ" n; € N} falls E={vy,...,0,}

i=1
Korollar 1.3.6 Fir einen K-Modul V' gilt

Spann £ = {vai | € K} falls E = {vy, ..., 0.}

i=1

SpannE:{Zrivi |neN, v, e E, r, € K}

i=1
Korollar 1.3.7 Fir eine kommutative K-Algebra A gilt fir E = {vy,...,v,}

k
SpannE:{ Z Tnq,... nkH,UZLZ | ]{,‘GN, (nl,...,nk) GN’“’ Tny,...ng EK}

N1,y =1

1.3.3 Isomorphismen

Der Begriff der algebraischen und sonstigen mathematischen Strukturen ergibt sich zwangs-
laufig, wenn man Mathematik nicht nur als Rechnung oder Herleitung von Aussagen verste-
hen will, sondern auch Objekte denken will, auf die sich diese Rechnungen und Aussagen
beziehen. Zudem erhilt man die Moglichkeit, aus schon bekannten Objekten neue zu kon-
struieren. Man hat dann aber zu akzeptieren, dass es z.B. ‘den” Korper Q der rationalen
Zahlen nur ‘bis auf Isomorphie’” gibt, d.h dass die gedachte Realisierung (z.B. als Quotienten
ganzer Zahlen oder als periodische Dezimalzahlen) nicht mit erfasst ist. Will man das doch,
so hat man den Strukturbegriff entsprechend zu erweitern, aber auch dann hat mans letzlich
nur bis auf Isomorphie. Man sollte dies aber eher als Vorteil sehen, da die Aufmerksamkeit
auf die jeweils relevanten Fragen gerichtet wird. Jedenfalls wollen wir uns das Denken in
Strukturen nicht vermiesen lassen. Dass die Umsetzung fiir den Schulunterricht eine diffizile
Aufgabe ist, steht auf einem anderen Blatt.

Ein Isomorphimsus zwischen zwei algebraischen Strukturen A und B desselben Typs wird
angeben durch eine bijektive Abbildung ¢ : A — B derart, dass fiir jede fundamentale
Operation f gilt:

fir alle ay,...,an,a € A. fYay,...,a0) =a < fP(pay, ..., ¢a,) = ¢a

Man sagt auch ¢ ist ein Isomorphismus von A auf B bzw. ¢ : A — B ist ein [somorphismus.
Dass ¢ ein Isomorphismus des Rings R auf S ist, bedeutet demnach

p(a+rb) = pa+g ¢b, 90r =05, ¢ —ra = —s¢a, ¢(a-rb) = ¢pa-s b, ¢l = 1,

Bei R-Moduln bzw. -Algebren hat man insbesondere bzgl. der skalaren Multiplikation in A
bzw. B die Bedingungen ¢(ra) = r¢a fiir jeden Skalar r € R, d.h. eine lineare Abbildung.
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Beispiel. Der Witz des Rechnens mit Blockmatrizen ist z.B. der natiirliche Isomorphismus
von R, auf (R,,);r wobei n = mk

@11 ... Qin A o0 A im+1,5m+1 -+ Aim4+1,jm+m
= s A= : :
Qp1  -.. QApp Akl s Akk Gim+m,jm+1 - -+ Gim4m,jm+m
Lemma 1.3.8 Ist ¢ Isomorphismus von A auf B so ist die Umkehrabbildung ¢~ ein Iso-

morphismus von B auf A. Ist zudem 1 Isomorphismus von B auf C, so ist die Hintereian-
derausfiihrung 1 o ¢ Isomorphismus von A auf C.

Beweis als Ubung. Gibt es einen Isomorphismus von A auf B, so heissen A und B (zueinan-
der) isomorph und man schreibt A = B. Nach dem Lemma gilt

A2 A A=ZB=BXA AZBE(C=AZ=B
Prinzip 1.3.9 Sind A und B isomorph, so gelten fiir A und B dieselben Aussagen.

Ein Isomorphismus ¢ von A auf A heisst ein Automorphismus von A. Beispiele.
QV2) ={a+0V2]a,be QI CR, ¢:Q(V2) = Q(V2), ¢(a+bv2)=a+b-V2)

¢p:C—C, o¢la+bi)=a+b(—i)

D.h. man kann v/2 und —+/2 nicht unterscheiden, wen man in Q(/2) sitzt. Ebenso mit 4 und
—i in C. In ersten Fall kann man sich noch retten, wenn man die Ordnung < als weiteren
Strukturbestandteil hinzunimmt. Bei C hilft nicht einmal Didaktik: auch wenn man glaubt,
es gebe ‘die’ reellen Zahlen, die komplexen hat man nur bis auf diesen Automorphismus. Die
Geometrie hilft auch nicht weiter, da ‘die Ebene’ keine inherente Orientierung hat. Es bleibt
also nur im Bourbaki-Stil zu sagen: Sei i ein ausgezeichnetes Element von C mit 2 = —1.
Ein Ungliick ist das nicht.

1.3.4 Automorphismengruppen.

Hat man auf A und B zusétzlich (oder nur) eine bindre Relation notiert z.B. als <4 und <p
so muss man von einem Isomorphismus ¢ : A — B fiir diese (neben der Bijektiviéit und den
Bedingungen fiir die Operationen) verlangen

a<ab & ¢la) <p ¢(b)
Ist A = B so spricht man von Automorphismen.

Korollar 1.3.10 Die Automorphismen einer Struktur A bilden eine Untergruppe Aut(A)
der Gruppe Su aller Permutationen von A.

Eine Menge A mit binérer Relation < heisst auch ein gerichteter Graph, die Elemente Ecken.
Die Kanten sind die Paare (a,b) mit a < b. Der Graph ist ungerichtet, falls a < b < b < a.
In diesem Fall kann man die Kanten als Mengen {a, b} auffassen.
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1.3.5 Homomorphismen

Ein Homomorphismus ¢ : A — B einer algebraischen Struktur A in eine Struktur B gleichen
Typs wird angegeben durch eine Abbildung ¢ : A — B, die mit den Operationen vertaglich
[comparible] ist

o(fA(ar, ..., an)) = fP(dai, ..., da,)  fiir jede fundamentale Operation f
und alle aq,...,a, € A

sofern fA(al, ..., ay) erklart ist. Insbesondre ¢cq = cp fiir jede fundamentale Konstante c.
¢ ist Endomorphismus von A, falls A = B (als Strukturen). Im Falle der R-Moduln spricht
man auch von (R)linearen Abbildungen.

Beispiele. Alle Isomorphismen.
(R, +,0,—) = (Cyxo,-,1,7"), x> e" =cosz +isinx
Die Abbildung det von GL(n, K') in die Gruppe K 4.

Lemma 1.3.11 Sind ¢ : A — B und ¢ : B — C' Homomorphismen, so auch ) o ¢ : A —
C. Ein Homomorphismus ¢ : A — B ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen
Homomorphismus ¢ : B — A gibt mit ¥ o ¢ =idy und ¢ oy =idg, d.h. wenn ¢ bijektiv ist
und ¢~ : B — A auch Homomorphismus ist.

Beweis. Hintereinanderausfithrung als Ubung. Ist ¢~! Homomorphismus, so folgt aus ¢a =
fB(¢a17 R ¢an>7 dass a = ¢_1¢a = ¢_1fB(¢a17 R ¢an) =

= fA¢ Yoay,..., ¢ pa,) = fA(ai,...,a,). O Gibt es einen surjektiven Homomorphismus
von A auf B, so sagt man.B sei homomorphes Bild von A. Im allgemeinen ist Bildp = {¢a |
a € A} eine Unterstruktur von B.

Prinzip 1.3.12 Alle Aussagen, die als logische Zeichen nur A,V,3,V benutzen, tibertragen
sich von A auf jedes homomorphe Bild von A.

Setzt man voraus, dass A und B schon zu einer der uns interessierenden Klassen gehoren,
kann man aus einem Teil der Vertriglichkeitsbedingungen die restlichen beweisen

Klasse C Vertriglichkeitsbedingung (V) (N)
Monoide o(a-b) = ¢pa- pb pe =e
Gruppen ¢(a-b) = ¢a- pb

Ringe ¢(a+b) = pa+ ¢b, ¢(a-b) = ¢pa- pb ol =1
Korper d(a+0b) = pa+ ¢b, d(a-b) = pa- b

R-Moduln | ¢(a+0b) = ¢a+ ¢b, ¢(ra) =rpa(r € R)

R-Algebren | ¢(a +b) = ¢a + ¢b, ¢(ra) =roa(r € R), ¢(a-b) =d¢a-¢pb|pl =1

Proposition 1.3.13 Sei C wie in der Tabelle und A € C.

BeC, ¢:A—B mit (V) + (N) dann ¢ : A — B Homomorphismus
Bel, ¢:A— B surjektiv  mit (V) dann ¢ : A — B Homomorphismus
BelC, ¢:A— B bijektiv mit (V) dann ¢ : A — B Isomorphismus

Ist ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphismus, so B € C. Ist ¢ : A — B eine surjektive
Abbildung, die (V') erfillt, so kann man die restlichen Operationen auf B auf genau eine

Weise so definieren, dass ¢ : A — B ein Homomorphismus wird oder B € C (und dann gilt
beides).
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Beweis. Wir betrachten nur den Fall der Gruppen (Rest als Ubung) und erinnern uns, dass
in einer Gruppe das neutrale Element e eindeutig bestimmt ist durch e - e = e und das
Inverse x~! durch zz~! = e. Damit ist klar, dass (V') als Homomorphiebedingung ausreicht.
Ist ¢ bijektiv, so ergibt ¢~ da - ¢71gpb = a-b = ¢ é(a-b) = ¢~ (pa - ¢b) die Bedingung
(V) fiir ¢! und wir kénnen das Lemma anwenden. Dass sich die Gruppeneigenschaft auf
homomorphe Bilder iibertragt, liegt daran, dass sie durch Gleichungen definiert ist. Hat man
in B zunéchst nur eine Multiplikation, aber eine surjektive Abbildung ¢ von A auf B mit
(V), so erhilt man mit eg := ¢es und (¢a) ™' := ¢(a™') neutrales Element und Inverse. [J

Lemma 1.3.14 Wird A von E erzeugt und sind ¢, : A — B Homomorphismen, so gilt
PE=Y|E = ¢=1

Beweis. U = {a € A | ¢pa = 1a} ist eine Unterstruktur von A und U O FE, also U = A.
Namlich fiir a; € U

dfa, ... an) = fB(day, ..., ¢an) = fP(Yay, ... pay) = f(ay,. .. a,) O

Korollar 1.3.15 Wird A von () erzeugt, so gibt es zu jedem B héchstens einen Homomor-
phimsus ¢ : A — B. Insbesondre gibt es zu jedem Ring R héchstens einen Homomorphismus
¢:7— R.

Ein injektiver Homomorphismus ¢ : A — B heisst auch eine Einbettung von A in B. Dann
ist Bild(¢) eine zu A isomorphe Unterstruktur von B.

1.4 Kongruenzrelationen und Faktorisierung

1.4.1 Motivation

Die Umgangssprache bezeichnet haufig Dinge als gleich, wenn sie in gewissen, jeweils relevan-
ten, Merkmalen iibereinstimmen. Damit allein kann man aber keine ernsthafte mathemati-
sche Begriffsbildung treiben, sondern man muss, in gegebenem Zusammenhang, ‘Gleichheit’
als eine Relation definieren, etwa auf der Grundlage gegebener Relationen und Operationen.
Der Zusammenhang ist dabei wesentlich: Etwa beim Rechnen mit rationalen Zahlen ist 1
gleich %, jedoch wird man 1 Teller und % Teller nicht unbedingt als gleich ansehen.

Nach Leibniz bedeutet Gleichheit zweier Objekte in einem gegebenen Zusammenhang,
dass man das eine durch das andere ersetzen kann, ohne dass sich an den relevanten Aussagen
und Beziehungen etwas éndert. Die Axiome der Aquivalenzrelationen ergeben sich zwingend
daraus: Schreibt man s ~ t, falls s gleich ¢ ist, und geht man davon aus, dass jedes Ding
sich selbst gleich sei (s ~ s), so kann man aus s ~ t auf ¢ ~ s schliessen (ersetze in t ~ t
das zweite ¢ durch s) und man kann von s ~ t und ¢ ~ u auf s ~ u schliessen, indem man
in t ~ u das t durch s ersetzt.

Diese Axiome reichen aus, solange man keine Struktur beriicksichtigt. Die Verwendung
des Gleichheitszeichens ‘=’ signalisert, dass in dem gegebenen Zusammenhang klar ist, was
mit Gleichheit gemeint ist. Kommt Struktur hinzu. so braucht man Vertréglichkeit, d.h.
Kongruenzrlationen. Mit dieser Verallgemeinerten Gleichheit kann man ganz locker umgehen,
wenn man noch nicht durch zu viel Mathematik verunsichert worden ist. Wir wollen jetzt
sehen, dass sich der lockere Umgang mathematisch prézisieren und rechtfertigen lésst.
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1.4.2  Aquivalenzrelationen

Eine binére Relation ~ auf einer Menge M heisst eine Aquivalenzrelation, wenn fiir alle
x,y,z € M gilt

(El) x~z Reflexivitét
(E2) x~y=y~=x Symmetrie
(E3) (zx~yundy~z =ax~z2 Transitivitét

Beispiele: 1. Zwei Briiche bedeuten die gleiche rationale Zahl

%N & ad = be.

ST e

2. Zwei rationale Cauchyfolgen bedeuten die gleiche reelle Zahl
(an)nEN ~ (bn)neN = (an — bn)nEN ist Nullfolge
3. Zwei Quotienten reeller Polynome bedeuten die gleiche rationale Funktion

plz) (@)

) ~ e & p(x)s(z) = r(x)(g(x)

4. Zwei Pfeile im Anschauungsraum bedeuten den gleichen Vektor

(P,Q)~ (P,Q) < PQ,Q, P ist Parallelogramm
& (P,Q) und (P', Q') haben dieselbe Linge und Richtung °

5. Zwei Tupel stimmen in gewissen Komponenten iiberein
(a; |iel)~y;(bjliel) & furalleje J a;=0b;
6. Zwei ganze Zahlen haben den gleichen Rest modulo n
a~,b & a=bmodn & nteilta—0»
7. Zwei algebraische Strukturen sind isomorph
A~B & A=B

8. Fiir eine Abbildung ¢ : M — . der Kern [kernell ~y

Tgy & o) = B(y).
9. Sind ~1, ..., ~, Aquivalenzrelationen auf M, so auch der Durchschnitt mit

a~b << a~jbund ... undan~,b
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1.4.3 Klasseneinteilung
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren

@ :=a[mod ~] = [a] = {x € M|z ~ a} die (Aquivalenz)Klasse von a nach/modulo ~ .
Lemma 1.4.1 acdaunda~b Sa=b <anb#0.

Beweis. a € @ nach (E1). Sei a ~ b. Aus x ~ a folgt dann mit (E3), dass 2 ~ b, also a C b.
Wegen (E2) haben wir auch b ~ a und b C a. Also haben @ und b dieselben Elemente,
weshalb @ = b. Dann natiirlich a N b # emptyset.

Gelte umgekehrt aNb = (), d.h. es gibt z € aNb, Dann x ~ a und x ~ b, mit (E2) a ~ x
und mit (E3) a ~ b. O

Eine Partition oder Klasseneinteilung von M ist ein System II von Teilmengen von M derart,

dass
(P1) P#( firalle Pell

(P2) Zu jedem x € M gibt es P € Il mit x € P
(P3) Fiir alle P,Q €Il gilt P =Q oder PNQ =0

Lemma 1.4.2 Zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen auf einer Menge M besteht
eine bijektive Entsprechung vermége

I.={alae M}, a~pb < esgibt Acll mita,be A.

Partitionen taugen insbesondre als bildliche Vorstellung von Aquivalenzrelationen. Beweis.
Dass zu eine Aquivalemnzrelation eine Partition gehort, folgt sofort aus den vorangehenden
Lemma. Ist die Partition gegeben, so gilt (E1) wegen (P2) und (E2) ist trivial. Hat man
a~nbemge soabée Aund byc € Bmit A, B €1l also b€ AN B und A = B nach (P3),
also a ~1 c.

Wir miissen aber auch noch zeigen, dass wir durch zweimaligen Seitenwechsel zum Aus-
gangspunkt zuriickkommen, d.h.

a~g. b & a~b und I, =11

Dazu: a ~p_ b bedeutet a,b € ¢ fiir ein ¢, also a ~ ¢ ~ b und somit a ~ b. Andererseits gibt
es nach (P2) zu jedem a € M ein P € II mit @ € P und nach (P1) zu jedem P € II ein

a € P. Es ist also zu zeigen
a"=P fallsa€P

Nun
a'={reM| esgibt QclImit z,acQ}={reM|z,ac P} =P

weil hier stets Q = P nach (P3). .

1.4.4 Repréasentanten

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ein Element a von M heisst Reprisentant der Klasse
A, wenn a € A. Also

a, b reprasentieren dieselbe Klasse, namlich a = Z~), & an~b.

Eine Teilmenge S von M, die aus jeder Klasse genau einen Représentanten enthélt, heisst
ein Reprdsentantensystem.
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Prinzip 1.4.3 Jede Aquivalenzrelation hat mindestens ein Reprisentantensystem

Hat man eine Aufzéhlung von M gegeben, so kann man als Reprisentant jeweil das erste
Element eine Klasse nehmen. Im allgemeinen ist das Prinzip zum Auswahlaxiom gleichwertig.
Die Angabe eines konkreten Reprisentantensytems ist meist eine nichttriviale, im Prinzip
eine unlosbare Aufgabe. Fiir obige Beispiele hat man z.B. folgende Représentantensysteme

1 a, b teilerfremd, b > 0

)neN ap € Z, Yn > 0. (a, — a,—1)10™ € {0,...,9}, Vm.3n. (a,, — a,—1)10™ # 9
p(z), q(z) teilerfremd, ¢(z) normiert

mit festem Punkt O

a; i€ 1) a; =0, fir alle j € J mit ausgezeichnetem 0; € A;

ac€Z, 0<a<n

8 Tole
= 8
N

P
8
~

O T k= W N
—~
Q
)
N~—

S

1.4.5 Kongruenzrelationen

Von Leibniz haben wir gelernt, dass wir, wenn wir in einer algebraischen Struktur A einen er-
weiterten Gleichheitsbegriff einfiihren wollen, wir eine Aquivalenzrelation ~ benutzen sollen,
die mit der Struktur vertrdglich [compatible] ist

ai Nbl/\.../\aann :>fA(CL1,...,CLn) NfA(bl,...,bn)
fiir jede fundamentale Operation f
und alle a1, b1,...,a,,b, € A

wobei wir voraussetzen, dass f4 (a1, ..., a,) und f4(b,...,b,) beide erklirt sind. Dann heisst
~ auch eine Kongruenzrelation [congruence relation] der Struktur A. Die Aquivalenzklas-
sen von ~ heissen dann auch Kongruenzklassen.

Korollar 1.4.4 Ist ¢ : A — B ein Homomoprhismus, so ist die folgende Kern(relation)
eine Konrguenzrelation auf A

a~yb & aKerpb & da = ¢b

Lemma 1.4.5 Eine Aquivalenzrelation auf einer algebraischen Struktur A ist schon dann
Kongruenzrelation , wenn jede fundamentale Operation die Vertrdglichkeiysbedingung erfillt,

wobei jeweisl nur ein Argument variabel ist, d.h. fir jedes k <n und alle ay,...,a,,b, € A
ag ~ by = fA(CLh ey Op—1, Ay Qfq1y - - -y an) ~ fA(CLh e @1, by, gy - an)
Beweis. Hat man a; ~ b; fiir alle i < n, so f4a1,as...,a,) ~ fAb1,a9,as,...,a,) ~

fAb, by as, ... an) ~ ...~ fAby,...,b,). Mit der Transitivitit folgt die Behauptung. OJ

Lemma 1.4.6 Ist § Konrguenzrelation auf A und U Unterstruktur von A so ist die Ein-
schrinkung 0|U (d.h. x(0|U)y < x0y fir z,y € U) Kongruenzrelation auf U.

Beweis: klar, [J. Setzt man voraus, dass A Monoid, Gruppe, Ringe, R-Modul oder R-Algebra
ist, kann man aus einem Teil der Vertréiglichkeitsbedingungen die restlichen beweisen

Klasse C Vertriglichkeitsbedingung (V)

Monoide, Gruppen |a ~b= a-c~b-cundc-a~c-b

Ringe a~b= a+c~b+c, a~b=a-c~b-cundc-a~c-b
R-Moduln a~b= a+c~b+cundra~rb

R-Algebren a~b= a+c~b+cundra~rbunda-c~b-cundc-a~c-b
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Proposition 1.4.7 Sei C wie in der Tabelle und A € C. Dann ist eine Aquivalenzrelation
auf A genau dann Kongruenzrelation, wenn sie (V') erfillt.

Beweis als Ubung. [0 Spéter kénnen wir uns mit den Begriff der Faktorstruktur die meiste
Arbeit sparen, z. B. fiir Gruppen: Nach Lemma 1.4.5 haben wir Vetrédglichkeit mit der
Multiplikation. Dann ist aber die Faktorstruktur bzgl. der Multiplikation geméass 1.3.12 und
1.3.13 eine Gruppe und die Projektion ein Homomorphismus. Also ist ~ nach Satz 1.4.12
eine Gruppenkongruenz.

1.4.6 Beispiele von Kongruenzen

Lemma 1.4.8 Ist R ein kommutativer Ring und p ein festes Element von R, so wird eine
Kongruenz auf R definiert durch

a=b(modp) < pteilta—b <& FJz€ R.a—b=pz

Beweis als leichte Ubung. [ Das kennen wir fiir Z bzw. K|z].

Die Kongruenzen des Ringes Z sind auch Kongruenzen der Gruppe bzw. des Monoids
Z und Einschrinkung erhalten wir Kongruenzen des Monoids N (bzgl. =,0). Auf N kénnen
wir aber allgemeinere Kongruenzen definieren

a~ppb & a=0bodera,b>kundp teilt a — b

Wegen Lemma 1.4.5 geniigt es zu zeigen: a ~, b = a+ c ~j, b+ c . Die Klasseneinteilung
ist wie in der Skizze.

N/ ~os N/ ~as

Jede Kongruenz von (N, +,0) hat diese Form. Ist ~ gegeben, so sei k minimal so, dass es
b # k gibt mit k£ ~ b (also k 7 b fiir alle b < k), und dann p minimal mit k£ ~ k + p. Dann
np + k ~ k mit Induktion: (n +L)p+k=p+np+k~p+k~k, alsoa~y,b=a~b.
Sei umgekehrt @ ~ b und @ # b. Dann k < aund a = k+ 7+ gp mit 0 < k < p und
ar~pp k417 Ebenso b ~;, k+sund 0 < s < p. Es folgt k+7r ~ k+s. Sei z.B. s > r.
Dann k+p+(s—r)=k+r+p—s~k+s+p—s=k+p~kalsos—r=0 wegen der
Minimalitét p. Es folgt a ~y, b. O

Fasst man Befehle als Buchstaben eines Alphabets und Worter als Befehlsfolgen auf, so erhélt
man eine Kongruenz auf dem Wortmonoid, indem man (in einem gegebenen Zusammenhang)
fiir zwei Worter aq...a, ~ by...b, setzt, wenn die Befehlsfolgen a4,...,a, und by,...,b,,
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bei gleicher Ausgangslage stets zum gleichen Ergebnis fiithren. Z.B. vier Stiihle 1,2, 3,4 und
vier Personen A, B, C, D und die Platzwechseloperationen s, d

d:1—2—3—4—1 s:1-3,2—24—14
Beim leeren Wort e passiert nichts. Dann gilt in {s,d}* z.B.

dddd ~ e, ss ~ e, ds = sddd, ds ¢ sd, dd +# e

4 3 4 3
[ = R @

d S
$ =® S
1 2 1 2

1.4.7 Normalteiler, Ideale, Untermoduln beschreiben Kongruenzen

Eine Untergruppe N einer Gruppe G heisse ein Normalteiler [normal subgroup] von G, falls
gag~—! € N fiir alle g € G und a € N. Eine Untergruppe I der additiven Gruppe eines Rings
R heisse ein Ideal von R, falls ra € I und ar € [ fiir alle r € Rund a € I.

Satz 1.4.9 Fiir Gruppen bzw. Ringe bzw. R-Moduln gibt es eine bijektive Entsprechung zwi-
schen Kongruenzrelationen ~ und Normalteilern N bzw. Idealen I bzw. Untermoduln U
gegeben durch

ab™t e N N={zx|z~e}
a~b < ¢ a—bel I'={x|xz~0}
a—belU U={z|z~0}

Beweis. Wir zeigen, dass zu einem Normalteiler N eine Gruppenkongruenz ~ gehort. Refle-

xivitét ist trivial. Symmetrie, da N under ~! abgeschlossen. Transitivitit, da N unter Mul-

tiplikation abgeschlossen. Sei b ~ ¢. Dann ba(ca)™' = bc™! € N und ab((ac)™ = abc™'a™" in

N, da N normal. Also ab ~ ac und ba ~ ca. Rest als Ubung - insbesondere dass man durch
zweimaligen Wechsel zuriickkommt. []

1.4.8 FErgénzung

Satz 1.4.10 Seien M, N, K algebraische Strukturen dessselben Typs. Sei w ein surjektiver
Homomorphismus von M auf K und 1 ein Homomorphimsus von M in N. Genau dann gibt
es einen Homomorphismsus x von K in N mit

=yxorm wenn (x) T~z y = x~yy firalexz,ye M
Der Homomorphismus x ist dabei eindeutig bestimmt x(y) = ¥ (x) falls y = 7(x).
LN X injektiv & (xx) x ~py & x o~y fir alle v,y € M
lw/ X : K — N surjektiv & ¢ : M — N surjektiv
K
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Beweis. Zunéchst betrchten wir nur den Spezialfall der Mengen (ohne Operationen). Sei
X gegeben und a ~, b. Dann 7(a) = 7(b), also ¥(a) = x(7w(a)) = x(mw(b)) = ¥ (b) und somit
a ~y b. Sei umgekehrt (*) erfiillt. Setze

X={(y,2)lye K, z€ Nund 3z € M : w(x) =y und ¢(z) = z}.

x ist in der Tat eine Abbildung: Ist y € K gegeben, so gibt es wegen der Surjektivitat von
mein x € M mit 7(z) = y und man hat (y,z) € x fiir z = ¢(x). Hat man (y,2) € x
und (y,2’) € x, so gibt es nach Definition z,2’ € M mit n(x) = y, ¥(z) = 2, n(2) = v,
7(2') = 2. Es folgt m(z) = 7(2') (da ‘=" eine Aquivalenzrelation ist), also x ~, 2’ und nach
Voraussetzung (*) x ~, 2’. Das besagt aber z = ¢(z) = ¢(2') = 2.
Beweis des Zusatzes. Sei x injektiv und a ~y b, d.h x(7(a)) = ¥(a) = ¥ (b) = x(7(b). Mit der
Injektivitat folgt m(a) = w(b), also a ~, b. Gelte umgekehrt (**) und sei x(c¢) = x(d). Nach
Definition von x gibt es a,b € M mit ¢ = 7(a), d = 7(b) und ¥ (a) = x(c) = x(d) = ¥(d).
Das bedeutet a ~y b, also nach (**) a ~, b und damit ¢ = 7(a) = 7(b) = d.

Kommt algebraische Struktur hinzu, ist nur festzustellen, dass eine Abbildung y : K — N
mit ¢ = x o m automatisch ein Homomorphimsus ist:

Mit b; = ma; hat man yb; = Ya;

XfK(bl,...,bn) = XfK(wal,...,wan) = XﬁfM(al,...,an)

:wa(a'lw'wan) = fN(’QZ)(Il,...,'IZJCLn) = fN(Xb1>>an) 0

~
J

s
|
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1.4.9 Abstraktion

Proposition 1.4.11 Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gibt es eine Menge
K und eine surjektive Abbildung m von M auf K so, dass

x~y () =mn(y) firalex,ye M.

' )\
= 2N (= )
° ° e o (o o
e o loe o e o 0 o
a & (@ a
° ° e o (o o

_——
o o o o e e & e T

(T a) (= &)
° ° e o (o o
o o o o o o (o o
-/  ___J

(. J

& J

Repriisentantensystem M Abstraktion K .
Wir sagen

dann, dass K eine Faktormenge (auch Quotientenmenge) von M nach (oder modulo) ~ ist
mit kanonischer Projektion w. Kurz: m : M — K ist Abstraktion nach ~. Durch einen solchen
Ubergang kommen wir z.B. von den (konkreten) Briichen/Cauchyfolgen zu den (abstrakten)
rationalen /reellen Zahlen, von den Pfeilen im Anschauungsraum zu den Vektoren.

Beweis. Am besten versteht man das als eine mengentheoretisches Prinyip, das keines Be-
weises bedarf. Wer sich einen abstrusen, aber sehr beliebten Beweis basteln will, gehe so
vor: Wir definieren eine Abbildung 7 von M in die Menge aller Teilmengen von M durch
m(z) = . Wenn wir die Surjektivitéit erzwingen wollen, brauchen wir nur noch zu definieren

K={n(z)lre M} ={z|lr e M} = M/ ~.

Das so definierte M/ ~ ist “die” Faktormenge von M nach (modulo) ~. Ihre Elemente sind
die Klassen modulo ~. [J Man kann sich K auch auf andere Weise verschaffen, etwa durch
Reprisentanten. Ist M gar keine Menge (wie in Beisp. 7), so verbietet es sich von selbst,
von ‘der Menge der Aquivalenzklassen’ zu reden. Ist z.B. M das System aller endlichen
Mengen und X ~ Y genau denn, wenn es eine bijektive Abbildung von X auf Y gibt, so
kommt man bei solchem Vorgehen schwupp zur Russellschen Antinomie, weil eben nicht
einmal die Gesamtheit der einelementigen Mengen eine Menge ist, weshalb Herr Frege sein
grofles Werk zur Begriindung der Mathematik einstampfen lassen musste. Trotzdem kann
man durch Abstraktion den Begriff ‘Isomorphietyp’ bilden und, etwa im Falle der endlichen
abelschen Gruppen, die Menge der Isomorphietypen explizit bestimmen. Wir empfehlen
daher folgenden Umgang mit ‘der Faktormenge’ M/ ~

e Man arbeite bevorzugt in M mit der ‘erweiterten Gleichheitsbeziehung’ ~

e Man bezeichne die Elemente von M/ ~ | wenns denn sein muss, mit @ = w(a) = [d]
und rechne mit

a=m(a) = b=mn(b) San~b
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1.4.10 Faktorstruktur

Satz 1.4.12 Fine Aquivalenzrelation ~ auf einer algebraischen Struktur A ist genau dann
Kongruenzrelation, wenn man fir eine/jede Abstraktion m: A — B auf B so eine algebrai-
sche Struktur einfiihren kann, dass m: A — B ein Homomorphismus wird. Die Struktur auf
B ist dann eindeutig bestimmdt.

Beweis. Die Wohldefiniertheit des repréasentantenweisen Rechnens in B ist gerade die Ve-
traglichkeit von ~. Wenn 7 Homomorphismus werden soll, gibt es fiir die Struktur B keine
andere Wahl. [

Wir sagen dann auch 7 : A — B sei eine Faktorisierung [factorization] der Struktur
A und B Faktor- oder Quotienten-Struktur mit kanonischer Projektion w. Es gilt

z o~y & m(r) =7(y)

Nach dem Ergdnzungssatz sind B und 7 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Das heisst:
Hat man 7’/ : M — K’ surjektiv mit z ~ y < 7'(z) = 7(y) , so gibt es einen eindeutig
bestimmten Isomorphismus w : K — K’ mit 7/ = w o 7. Namlich man definiert wohl

w(m(z)) = 7'(x).

Kongruenzrelationen sind insofern legitime Gleichheitbegriffe, als wir in B wie in A rechnen,
nur eben noch gleicher. Die Homomorphiebedingung besagt

fB(ray, ... ,ma,) = fay,. .. a)

d.h. wenn man a; als Representant von 7a; bezeichnet, so gilt

In der Faktorstruktur rechnet man reprasentantenweise
und unabhéngig von der Wahl der Repriasentanten

Schreibt man a = ma so liest’s sich etwa fiir Gruppen so

Ist ¢ : M — N ein Homomorphimus, so ist ¢ : M — Bild(¢) trivialerweise eine Faktor-
struktur von M nach der Kongruenzrelation x ~ y < ¢(z) = ¢(y), dem Kern Kern(¢) von

o.

‘ Eine algebraische Struktur A kann man nach einer Kongruenzrelation ~ faktorisieren‘

Das folgt daraus, dass man die Grundmenge nach der Aquivalenzrelation faktorisieren kann.
Wie man das macht, ist Privatsache und man darf die Aussage dazu verweigern. Wegen der
Eindeutigkeit bis auf [somorphie kénnen wir von “der” Faktorstruktur sprechen und sie mit
A/ ~ bezeichnen.

Nach 3.11 bleiben in der Faktorstruktur alle Gesetze erhalten, die nur mit A,V,V,d
formuliert sind.

Faktorstrukturen von (kommutativen) Monoiden, Gruppen,
Ringen, R-Moduln, R-Algebren sind wieder welche
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1.4.11 Faktorringe

Den Faktorring nach em Ideal (p) = {rp | r € R} und die kanonische Projektion wollen wir
so notieren

R/(p) = R/Rp, a+ a[modp]

Im Falle R = Z ist auch Z, populér aber missverstindlich. Mit p = 12 sehen wir, dass das
Stundenzéahlen funktioniert.

Bemerkung 1.4.13 In einem Korper K gilt: Ist 0 # n € N minimal mit nlx = Ok, so ist
n eine Primzahl.

So ein n brauchts nicht zu geben, z.B. wenn K Unterkoérper von C . Sei nun n = ¢gm mit
¢, m <nundnl =0. Dann (¢q1)(ml) = nl = 0 also g1 = 0 oder m1 = 0 was der Minimalitat
widerspricht.

Beispiel 1.4.14 Z/nZ ist ein Kirper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Fiir 0 < m < n ist n kein Teiler von m, also m ¢, 0. Ist also Z/nZ Korper, so n
prim nach der vorangehenden Bemerkung. Sei umgekehrt n = p prim und 7 (a) # 7(0), d.h.
p und a teilerfremd. Nach Bezout gibt es ganze Zahlen x,y mit ax + py = 1, also ax ~, 1
und 7(a)m(x) = 7(ax) = w(1). Somit ist Z/pZ Korper.

Lemma 1.4.15 Ist M ein R-Modul, so erhdilt man eine Kongruenzrelation des Ringes R
re~s & VereM rox=sz
und M wird auf natiirliche Weise zum R/ ~-Modul mit Ta = ra,

Beweis als Ubung. O

1.4.12 Restklassen

Entspricht der Normalteiler N der Kongruenz ~ auf der Gruppe G, so haben die Kongru-
enzklassen die Gestalt
a@=aN = Na={an|n € N}

und heissen deshalb auch Nebenklassen (hier ist links und rechts noch dasselbe). In der Tat,
a~bse=a'ta~ab< ahe N & b€ alN und genauso auf der anderen Seite. Fiir
den Untermodul bzw. Ideal U haben wir

a=U+a={u+a|ueU}
Ist R ein kommutativer Ring und p € R, so ist
(p) ={rp|re R} =pR
das zur Kongruenz aus Lemma 1.4.8 gehorige Ideal und die Kongruenzklassen von der Form
a+ (p)={a+rp|re R}
Das Beispiel (p) = pZ C Z motiviert die Bezeichnung als Restklassen.

Ist A Gruppe, Ring bzw. Modul, so entspricht die Kongruenz Ker(¢) dem Normalteiler, Ideal
bzw. Untermodul
Kern(¢) = {x € A| ¢(z) = e bzw. =0}
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e ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(¢) = {e} bzw. = {0}.

Sei U der der Konzgruenz ~ des Modulas M entsprechende Untermodul. Man kann dann
M/ ~= M/U auch aus dieser Sicht verstehen. Das Rechnen mit Kongrueznzklassen geht
dann so

U+a)+(U+b)=U+(a+b), —U+a)=U+(—a)=U—a, U+0=U
Entsrechend fiir ein Ideal [ in einem Ring hat man R/I und
a+I+b+I1=a+b+1, —(a+])=—a+1,0+1=1I (a+1)-(b+1)=ab+1

wobei a+ 1 =1+ a = {a+ x|z € I}. Die Faktorstruktur A/ ~ schrieben wir dann auch
als A/I bzw. AJU.

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G so gilt gN = Ng = 7(g) (da w(h) = ¢(g) & w(g~'h) =
e < g'h € N & h € gN), dh. linke und rechte Nebenklassen stimmen iiberein. Die
Faktorgruppe wird dann auch als G/N notiert und man kann so rechnen

gNhN = ghN, (gN)™' = g7'N, eN = N

Man kann G/N auch direkt so einfiithren, ohne iiber Kongruenzen nachzudenken. Dann
verpasst man zwar das allgemeine Prinzip, hat aber einen Kalkiil, der insbesondere bei
endlichen Gruppen durchaus von Nutzen ist. Bei Moduln gehts analog, bei Ringen gibts
aber ein Problem mit dem Produkt von Nebenklassen.

1.5  Direkte Produkte und Summen

1.5.1 Direktes Produkt endlich vieler Faktoren

In der Linearen Algebra kommt man zwangslaufig dazu, die Menge K™ der n-Tupel von
Elementen aus einem Korper K als Vektorraum zu verstehen. Und die Lineare Algebra ist
so halbeinfach, weil jeder endlichdimensionale K-Vektorraum isomorph zu einem K" ist.
Wir verallgemeinern im Rahmen der uns interessierenden algebraischen Strukturen. Sind
Ay, ..., A, Mengen, so ist

(451
Ay x ... x A, ={| + | |as € Ayund ... und a, € A,}

Qn

die Menge der n-Tupel mit i-ter Komponente a; € A;, das direkte Produkt der (Familie von)
Mengen Ay, ..., A,. Man kann statt Spalten auch Zeilen denken oder schreiben, wichtig ist
nur
a1 by
=1 : < qp=byund ... und a, = b,

ap b,
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Sind die A; R-Moduln so ist das direkte Produkt [direct product] eine algebraische Struk-
tur mit

ay by a; + by 0y ay —ay ay ray

an by, an + by, 0, an —ay, an ra,

fiir die wir ungeniert auch A; x ... x A, schreiben. Entsprechend fiir die anderen Typen von
Strukuren. Man sagt

Die Operationen auf dem direkten Produkt sind komponentenweise erkléirt‘

Gilt A; = A far a;e 4, so schreiben wir A™ und sprechen von direkter Potenz. Wie man
leicht nachrechnet, ist das direkte Produkt von Monoiden/ Gruppen/ Ringen/ R-Moduln/
R-Algebren wieder ein solches und auch Kommutativitéit bleibt erhalten. Dagegen hapert es
bei Integrititsbereichen und (Schief)kérpern.

Zur Veranschaulichung von Produkten mit vielen oder gar unendlich vielen Faktoren A;
denke man sich die A4; als Halme [stalks] auf dem Indexfeld und die Elemente von [, ; A;
als Schnitte [section] durch diese Halme: (a; | i € I) schneidet aus dem Halm A; gerade a;
heraus.

a a Qi1
ay ak
Cc
b b
Al An Al An
I 1

Prinzip 1.5.1 FEine Aussage, die in allen A; gilt, gilt auch in [],., Ai, wenn sie folgende
Form hat

Voy..... Vi, si=t1AN...Ns, =1, =s=t mit Termen s;,1t;,s,t
Beispiele sind (G1-4), (R5-9), (M5-8), (A) und die Kiirzungsregeln [cancellation rules]
VeVyVz. xz=yz=ax=y, VaeVyVz. zx=zy=x=y

Fiir jedes direkte Produkt [[,.; A; und J C I hat man einen Homomorphismus, Projektion
iel ieJ

m; =gyt [[e; Ai — Aj heisst auch kanonische Projektion.
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Lemma 1.5.2 Sind ¢; : M — M; Homomorphismen, so erhdlt man einen (eindeutig be-
stimmten) Homomorphismus

¢: M — [ M, mit ga=(¢ali€cl)

iel
Beweis als leichte Ubung. .

1.5.2 Direkte Summen endlich vieler Faktoren

Sei I endlich z.B. = {1,...,n}. Wir setzen nun voraus, dass die Signatur genau eine Kon-
stante e enthalt und dass dass gilt:

fle,...;e) =€ fir jede fundamentale Operation f
Dann hat man fiir jedes ¢ € I eine Unterstruktur der direkten Produkts
ay
U={|:|la=0c]]A4
a, i

Dann kann man @, ; A; := [[;c; 4i als “direkte Summe” der U; auffassen. Wir diskutieren
das fiir r-Moduln. Hier hat man e = 0. Sei gV ein R-Modul mit Untermoduln U;, 7 € I.

ZUZ' = {Zuj | J C I endlich ,u; € U, fiir alle j € J}
iel jeJ
ist der von der Vereinigung (J,.; U; der Untermoduln U; erzeugte Untermodul von zV, d.h.

der kleinste Untermodul, der alle U; umfasst, und heisst deren Summe . Ebenso ist der
Schnitt [intersection] ein Untermodul

ﬂUi:{v€V|v€Ui fir alle i € I'}
Satz 1.5.3 Fir gegebene Untermoduln U; und U eines Moduls rV sind dquivalent:

o (1)U =3 c; Ui und fiir alle endlichen J C I folgt aus 3, ;u; = 0, u; € U; dass
u; =0 fir alle j € J

e (2) Fiir jedes u aus U gibt es (bis auf die Reihenfolge) genau eine Darstellung u =
> jesuy mit J C I endlich, u; € Uj, u; # 0 fiir alle j € J

o (3)U=>%c;Uiund U;N ), ;U; =0 fiir alle endlichen J C I undi & J

o (4) Falls I ={1,....m}: U =U;+ ...+ Uy und (Uy + ... + Up_1) N Ux = 0 fiir
1<k<m.

o (5) (wili € I) — >y ist ein Isomorphismus von der direkten Summe @,.; U; auf U

Beweis. (1) = (2): Aus u = Y u; = > u} folgt 0 = > v; mit v; = u; —u}, dabei braucht man
natiirlich nur iiber die v; # 0 zu summieren. Gébe es solche, so hétte man eine nichttriviale
Darstellung von 0 in Widerspruch zu (1). (2) = (3): z.B. i =1. Aus uy = 0+ ug + ... + uy
folgt uy = 0.

(3) = (1): Sei 0 = > u; und z.B. ug # 0. Dann —uy = uy+. .. +ug_1 in U N (U1 +. . .+ Ug_1),
also u, = 0.

(3) = (4) ist trivial, (4) = (1) wie eben. (5) < (2) ist klar. [J
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1.5.3 Produkte beschrieben durch Kongruenzen: 2 Faktoren

Hier zunéxchst der Fall von nur 2 Faktoren, Sei A = A; x A,. Dann hat man die kanonischen
Projektionen

7T1(I1,36’2) = Ty, 7T2(361,$2) = T2

mit den Kern-Kongruenzen 6,

(x1,22)01 (y1,y2) © 21 =y1, (21,22)02(Y1,Y2) © T2 = Yo

Es gilt
‘91 N 92 - Id1

namlich
(21, 22) 61 (v1,92) und (z1,22) 02 (Y1,92); = 1 =11 und x5 = Y

also (z1,2) = (y1,y2). Wir definieren nur fiir beliebige bindre Relationen ¢ und 7 auf einer
Menge M das Produkt
a(@oT1)b < esgibt cmit alcTb

Dann gilt hier
91 ¢} 92 =AxA

d.h. man erhélt die totale Relation auf A. In der Tat,
(21, 22) 01 (71, 92) 02 (72, y2)
Satz 1.5.4 A= Ay x Ay genau dann, wenn es Kongruenzen 61 und 0y auf A gibt mait
Ay =A)0;, 0,N0y=idy, 6,00, = A
Die eine Richtung haben wir gerade gezeigt. Fiir die Umkehrung sei
A; = A/6; mit kanonischer Projektion a +— [a]6;

Wir definieren
e:A— Ay X ay mit e(c) = ([c]bh, []b)

Das ist ein Homomorphismus, weil aus zwei Homomorphismen komponentenweise zusam-
mengesetzt. Fiir den Kern gilt

cKer(e)d < ([c)bh, [c]62) = ([d]01, [d]f2) < cbydund ched < c=d

nach Vorausseztung. Also ist ¢ injektiv. Um die Surjektivitéit zu zeigen, sei ein Element von
Ay x As gegeben. Das konnen wir als ([a]fy, [b]62) mit passenden a,b € A schreiben. Gesucht
ist also ¢ € A mit

e(c) = ([c]r, [clO2) = ([a]bh, [a]Os)

Das bedeutet
abycund clyb

Ein solches c ist aber durch die Voraussetzung 6; o 5 = A% garantiert. [J
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Korollar 1.5.5 Fir einen Ring R ¢ilt R = Ry X Ry genau dann, wenn es Ideal Iy und I
von R gibt mit
Ri=R/I;, [ Nl,=0, [ +1,=R

Beweis. Ist R = Ry X Ry so wihle I1 = {0} x Ry und I, = Ry x {0}. Oder beide Richtungen
mit dem Satz: I; sei das #; entsprechende Ideal. Dann entspricht I; N 15 der Kongruenz 6, N6s,
Also 0, N6y, = idr < I; NI, = 0. Wir behaupten, dass auch 6, 00y = R*> < I, + I, = R.
In der einen Richtung haben wir ¢ € R mit 00,¢6y1, also ¢ € I; und 1 — ¢ € I,. In der
umgekehrten Richtung haben wir

1 = s1 + s fiir passende s; € I;

Gegeben a, b setze
c = asy + bsy
Dann
a=al =a(s; + $2) = as; + asy = (modly) bsy + asy = ¢
b=0bl =0b(s1 + s2) = bsy + bsy = (modly) bs; + asy = ¢

Noch einmal im Klartext

o Ist 1 = s; + s9 mit simultanen Kongruenzen

x = a(modly), x = b(modls)

1.5.4 Produkte beschrieben durch Kongruenzen

Die Aquivalenzrelationen 6, ..., 6, auf einer Menge M bilden eine direkte Zerlequng, wenn

(%)  Va.Vb. abib und ... und af,b = a=1>b
(xx) Vk <nVa¥b.3e. abicund ... und abfpc und cli1b

DI g

Zerlegung ¢

b

117‘& a l//

Keine Zerlegung
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Satz 1.5.6 Seien 04, ...,0, Konrguenzrelationen auf M mit Faoktorstrukturen m; : M — M,;.
Genau hat man eine direkte Zerleqgung, wenn folgende Abbildung ein Isomorphismus ist

n
5:M—>HMZ-, ea = (ma,...,ma)
i=1

Beweis. () ist dquivalent zur Injektivitiat von ¢, da die Prémisse gerade ca = b bedeutet.
(#x) ist zur Surjektivitdt von e gleichwertig ist. Ist ndmlich e surjektiv, so wihle ¢ mit

ec = (ma, ..., Tpa, Ti1b, ..., mT,b)
Umgekehrt zeigen wir durch Induktion iiber k:

Ya; € My... Yap, € M. dae M. ma=ai A... \Tpa = a

Sind a; € M;,i=1,...k+1 gegeben, so wihle a € M zu aq, ..., a; nach Induktionsannahme
und und b € M mit 7410 = agy1. Wahle nun ¢ nach (xx). Dann mc = q; fir i < k= 1. 0.

Satz 1.5.7 A= A; x ... x A, genau dann, wenn es Kongruenzen 6; auf A gibt mit
Ai=AL0;, 6,n...N0,=idy, (0:N...NO) 00k =A% fiirk=1,...n—1
Der Isomorphismus ist gegeben durch
c— ([c]1,...,[c]0n)

Die Bedingung besagt, dass die 6; eine drrekte Zerlegung bilden. Also konen wir den vorange-
henden Satz anwenden. Direkter Beweis durch Induktion tiber k: ¢ +— i (c) = ([c]64, . . ., [c]0k)
ist surjektiver Homomorphismus A — A; X ... x A, mit Kern 7, = 6; N ... N 6. Im Schritt
von k nach k + 1 ist nach der Voraussetzung des Satzes und dem Fall n = 2 die Abbildung
¢+ n(c) = ([c|]tk, [¢]0ks1) ein surjektiver Homomorphimsmus A — A/7, X Ajpyq mit Kern
Te N Oky1 = Try1. Nach dem Homomorphiesatz und der Induktionsannahme haben wir einen
Isomorphismus w : A/, — A; X ... x Ap mit e(c) = w([c]m). Mit dem Isomorphismus
(x,y) — w(x,y) = (w(z),y) von A./7p X Agy1 auf Ay X ... x Ap X Agyq (vgl. Lemma 1.5.2)
erhalten wir ex41(c) = w([c|mx, [¢]fk+1) und die Behauptung. [

Korollar 1.5.8 Fir einen Ring R gilt R = Ry X ... X R, genau dann, wenn es Ideale I;
auf R gibt mit

R, =A/L;, 1 Nn...NI,=0, I;+ 1, =R firallei# j

Insbesondere gilt
R=I+...+1I, mitIj=(\
i#]
und man erhdlt (die eindeutig bestimmte) Losung ¢ der simultanen Kongruenzen

x = by(modly)....,z = b,(modI,)

durch
c=biaymy + ...+ bya,m,, falls1=aym|+...+a,m),



1.5. DIREKTE PRODUKTE UND SUMMEN 37

Beweis. Fiir Ideale I, J, K eines Ringes mit / + K = R = J + K gilt auch (I nJ)+ K = R.
In der Tat, wegen [ + K = R gibt esa € [ und b € K mit a +b = 1 und fiir z € J
folgt t = 21l = z(a+b) =za+axbe (INJ)+(KNJ)dazaec INyund 2b € KN J.
Also J C (INJ)+ (KN J) und es gilt Gleichheit, weil D trivial ist (vgh. H7d). Nun
IN))+K=(InJ)+(KnJ)+ K =J+ K = R nach Voraussetzung.

Mit Induktion folgt nun sofort aus den Voraussetzungen des Korollars: (I; N... N Ix) +
Itx+1 = R. Die Aussage iiber die I] folgt sofort mit & = n — 1 und Permutation der Indices.
Und z.B.

bl = bll = blalm'l + blagmé + ... = (mOd]1> blalmll + bQCLgmé +...=c
damj €, C L firk# 1.0
Wir haben also die direkte Zerlegung von R als R-Modul
R=I&.. &I,

Dabei sind die I}, jedooch keine Unterringe, da sie 1 nicht enthalten. Aus der Isomorphie zu
[1; R: folgt jedoch sofort, dass es in I/ ein Element e; gibt mit

e, €, rel,sr=er

l=e +...4+¢,, e?zei, eie; =0firi # j, re; =er firaller € R

Némlich e; entspricht (rq,...,7,) mit r; = 1 und r; = 0 fiir j # ¢. Eine solche Familie heisst
auch eine System orthogonaler zentraler Idempotente und steht in 1-1-Entsprechug mit den
direkten Zerlegungen.



38

KAPITEL 1. ALLGEMEINES



Kapitel 2

Groups and actions

2.1 Definitions, examples, and basis facts about groups

2.1.1 Definition

An algebraic structure G of group type can be given by a base set G, a binary operation
(z,y) — x-y = xy on G, unary operation x — z~! on G and a constant e in G. It is a group
[Gruppe], if the following hold

(G1) for all z,y,zin G it holds z(yz) = (zy)z
(G2) for all z in G it holds er = = xe
(G3) for all z in G it holds rrt=e=z2"1x

- is the multiplication of the group, ~! inversion, and e the neutral element.

Here, the concept of group is based on 4 data: The base set and the 3 operations. If nec-
cessary, we denote this as (G;-,71, e). Of course, we may use other symbols, e.g. (4, +, —,0)
with addition +. We denote a group shortly e.g. by G if the choice of operations is obvious.

Neutral element and inversion of a group are already ungiuely determined by base set
and multiplication resp. addition (cf Lemma). This justifies the

Alternative definition: A group can be given by a base set G and a binary operation
(x,y) — zy on G such that (G1) and

(G2+3) there is an element e of G with
(a) for all z in G it holds ex = x = ze
(b) for all z in G there is y in G with zy = e = yx

That refering to all 3 operations is more adequate will become clear when we discuss sub-
groups.
2.1.2 Examples

e The integers [ganzen Zahlen] form a group (Z;+,—,0) w.r.t. the usual addition

e The rational numbers [rationalen Zahlen] # 0 form a group (Q;-,~*,1) w.r.t. the
usual multiplication

e The real numbers [reellen Zahlen] > 0 form a group (Rs¢;-, 7!, 1) w.r.t. the usual
multiplication

39
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e The bijective maps [bijektive Abbildungen] of a set M into itself from a group Sy,
w.r.t. the composition [Hintereinanderausfiihrung] o, the inversion ~!, and the iden-
tity map idy; as neutral element, the symmetric group [symmetrische Gruppel on M.
If M ={1,2,...,n} we write S,, = Sy.

e Finite groups can be given by a table [Tafel] for multiplication, e.g.

e GL(n, K) is the general linear group of invertible n x n-matrices over the field K.

o GL(V) = Aut(V) is the group of automorphisms (= bijective endomorphisms) of the
vector space V'

2.1.3 Calculation in a group

Lemma 2.1.1 In a group

(1) ab=a <> b=e <& ba=ua
2 b=a! <> ab=e <> ba=e
(3) (@) =a (4) (ab)™" = b~"a!

Proof. (1). From ab = a it follows by multiplication with a=! from the left a=*(ab) = a'a.
Now, by (G1-3) a™'(ab) = (aa™ )b =eb =0 and a~'a = e, whence b = e. Similarly, one gets
b = e from ba = a by multiplication with a=! on the right. The converses are trivial.

(2). From ab = e it follows by multiplication with a=! from the left that a=(ab) = a™e.
Now, as before a~!(ab) = b and a~'e = a=!, whence b = a~!. By the same reasoning from
ba = e we get b = a~! by multiplication with a=! on the right . The converses are trivial.

(3) follows immediately from (2) with b = a™'. In (4), in view of (2), one has to show
(b~'a1)(ab) = e, only. Indeed: (b~'a')(ab) = (b= (a ta))b = (b~'e)b = b7'b = e. (4) is also
called the the rule of sock and boot. [

The generalization now follows easily by induction

(@r+...-a,)" =a

We define for a in G

at=a"-a, a" = (a")"' forn €N

If G is a group then (exercise!)

a’-a¥ =a*t (a®)¥ =a® forall z,w e Z
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2.2 Subgroups and homomorphism

2.2.1 Subgroups

A subgroup U of a group G is given by a subset U of G such that
eclU, abeU=a-belU acU=a'el.

U is a group, naturally.

Ezamples
e ZCQCRCC

.@X QRX Q(CX

Ryo={reR|z>0} CR

Chn={2€C|z"=1}CC,C S ={2€C||z|=1} CC* forn|m
e Every vector subspace U of the vector space V' is, in particular, a subgroup of V'

e GL(V) is a subgroup of Sy.

2.2.2 Generators
Let E be a subset of the group G and define

E ={a}' ...-a5"|neN,q €E, g ==+1}
={b7'-...-0ir |meN, b€ E, z€Z}

Then E is a subgroup (since e is the empty product and (af' ... @)t =a " -...-a;"")

containing £ and contained in any subgroyp U of G which contains E. Thus, E is the
smollest such subgroup and called the subgroup generated by E. If E = G we say that E is
a set of generators for G.

e GL(n, K) is generated by the elementary matrices

e 7 with +,0, — is generated by 1

2.2.3 Homomorphisms

A homomorphism from an algebraic structure A into another, B, both of the typwe of gtoups,
is a map ¢ : A — B such that for all a,b € A

¢a-ab) = d(a) -5 d(b), ¢(a™*) = (6(a))™'", d(ea) =ep
Example

e R — C* withz — € =cosz +isinz
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Proposition 2.2.1 Let A be a group and assume that on B there is given a multiplication.
Let ¢ : A — B be a map such that ¢p(a -4 b) = ¢(a) - ¢(b) for alla,b € A. If ¢ : A — B is
onto then B is a group.. If B is a group then ¢ : A — B is a homomorphism.

Proof. Let ¢ be surjective. The associative law carries over to images and ¢(e) is neutral

since e.g. ¢(a)p(e) = d(ae) = ¢(a). Also, ¢p(a™') is inverse to ¢(a) (since e.g. ¢p(a™")p(a) =
d(a™ta) = ¢(e)), so B is a group. Now, assume B is a group. We apply (1) and (2): From

¢(ea) ‘B ¢lea) = ¢lea -aea) = P(ea) it follows d(es) = ep and from ¢(a~'4) -p d(a) =
$(a=14 -4 a) = d(eq) = ep, It follows ¢p(a~'4) = (¢(a)) . -

Define the kernel
Ker(¢) ={g € G| ¢(9) = en}

Lemma 2.2.2 The kernel of a group-homomorphism ¢ : G — H is a subgroup of G and ¢
injective if and only if Ker(¢) = {e}. The image ¢(G) is a subgroup of H.

Proog. If ¢(z) = ¢(y) then ¢(zy~') = e and xy~! = e implies = = y. O
Lemma 2.2.3 Let G and H be groups, G generated by E, where b= € E for allbe E. A

map ¢ : G — H is a homomorphism, if and only if ¢(a -b) = ¢(a) - ¢(b) for all a € G and
be L.

Proof. Each b € G can be written as b = [[/_, b; with b; € E. By induction we get for all
a € G:gla-TI ) = ¢((a- T b)-be) = ¢la-TLZ2 ) - o(br) = 6(a)- 9Ty bi) - é(br) =
¢(a) - ([ Ti=y i) T

2.2.4 Isomorphisms

A bijective homomorphism ¢ : A — B is an isomorphism. If so, the inverse maps ¢! is a
homomorphism from B to A. FExample.

e The logarithm In : (Rsg,-,1,7!) — (R, +,0, —) with inverse the exponential exp.

2.2.5 Cyeclic groups and order of elements

A group with one generator a is a cyclic group.

Lemma 2.2.4 Let G be a group and a € G, Define ¢(z) = A* for z € Z, Then ¢ is a
sujective homomorphism from (Z,+,0,—) onto the subgroup {a} generated by a. FEither, ¢
ia an isomorphism or there is a minimal n > 0 such that a™ = e. In this case, {a} is
isomorhic to Z,, and

{a}={e=0d’ a=4d',....a" ' =a"'} and a*=a® & z=wmodn
Proof. If ¢ is not injective, then (since with z also —z belongs to the kernel) there is a minimal
n > 0 in Ker(¢). Now, if z # 0 is in Ker(¢) then by division with remainder z = gn + r
where 0 < r < n and ¢(r) = ¢(2 — qgn) = a*(a®)"! = e - e = e whence r = 0 by minimality.
It follows that sfKer(¢) consist of the multiples of n. Now, recall that ¢(z) = ¢(w) if and
only if z — w € Ker(¢). O
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2.3 Group actions and permutations

2.3.1 Group actions

We say that the group G acts or operates [wirkt] on the set M if with each g € G and
x € M there is associated a unique element gx € M such that the following holds

ex =x, (h-g)x=h(gx) forallz € M,g,h € G

It follows

g Hgx) =2 =g(g " 'z) forall z € M and fixed g € G

which means that the map defined by ¢,(z) = gz (x € M) is a bijection on M. The axioms
of an action can be read as follows: the map g — ¢, is a homomorphism from G into Sy,.

2.3.2 Examples

e Sy acts on M, canonically.
e GL(n,k) acts on K™ via (A, x) — Azx.

e The group of vectors acts on the affine space.

2.3.3 Orbit
Let G act on M and a € M. The orbit of a is defined as

G(a) ={g(a)|g € G} C M.
Lemma 2.3.1 The orbits from a partition of M.

Proof. Let b € G(a). We have b = ga. Thus hb = hga € G(a) for all h € G and so G(b) C
G(a). But also a = g~'b whence G(a) C G(b) and so G(a) = G(b). Now if ¢ € G(a) N G(b)
it follows G(a) = G(c) = G(b). O

2.4  Permutations

2.4.1 Cycle decomposition
Given o € Sy, we get an action of Z on M by
za = o*(a)

Assume M = {1,...,n} amd let By, ..., B,, the non-singleton orbits. Observe that by the
finiteness of M we have

B; = {(b,o(b),c*(D), ..., 1 (b)} where I; = | B
o is a cycle if it has a unique non-singelton orbit. Define

_ f o(x) ifxeB,
oir) = { x else
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Then we obtain the cycle decomposition
0O=0,0...00]
Here, exeptionally, order does not matter since the B;’s are pairwise disjoint.
Lemma 2.4.1 Let M be the disjoint union of A and B and o, p € Sy such that
0(A) C A, o|B=idp, p(B) C B, p|A=id4
thencop=poo.
Proof. Let w.l.o.g. a € A. then o(p(a)) = o(a) = p(c(a)) since o(a) € A. O
The o; are called the cycles of o and the [; the cycle lengths. We also write
o; = (ba(b) d?(b)...a" (b))

for B; as above. Of course, this representation is unique up to cyclic permutation.

2.4.2 Sign of a permutation

For o € S); we definine the sign

m
signo = H —1hi+
i=1

refering to the cycle decomposition. o is even, if signo = 1, and odd if signo = —1. A
transposition is a permutation 7 such that

7 = (ab) where 7(a) =b# 7(b) = a, 7(x) = z else
and its own inverse. One has signT = —1.

Theorem 2.4.2 sign is a homomorphism from S, onto the group {1,—1}. Every permu-
tation is a product of transpositions the number of which is unique modulo 2. It is even iff
signo = 1.

The kernel of sign is a subgroup of S, the alternating group A,. The group {1, —1} can be
considered a subgroup of K* where K is a field with 1+ 1 #£ 0.

Proof. Cycles can be written as transpositions

(bobl ce bl) == (bObl) o0...0 (bobg) o (bobl)

and using cycle decompsition we get any permutation as a product of transpositions. Hence
we may apply Lemma 2.2.3 (reverting order of multiplication): given ¢ and a transposition
7 we have to show that

sign (T o o) =sign (1) - sign (o) = —sign (o)

Consider the cycle decomposition of o and let 7 have non-trivial orbit B = {a, b}. Only the
following 4 cases may occur in each of which we get a cycle decomposition of 7o . Observe
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that each of the following reverts the sign of o: adding a disjoint transpositioo, decomposing
a cycle into two or joining two into one, adding a new element to a cycle.

Case 1: BN B; = () for all <. Decomopsition Tooc =7 00,,0...00;

Case 2: B C B;. Here i is unique. Let 0; = (by...b) and a = by, b = by, h < k. The
decomposition of 7 o ¢ is obtained replacing o; by

TOO; = sign (bh .. -bk—l) o (bg e bh—lbk .. bl)
case 3: |B N B;| =1 for exactly one i, say a = by,. Here, we replace o; by
TOO0O; = (bo...bh_lbbh...bl)

Case 4: |BN B;| =1 = |B N B,| for unique ¢ < j, say a = by, 0; = (¢, ...¢cp), b = ¢;. Here,
we replace o; o 0; by

TOO'jOO'Z':(bo...bh_lck...CT...Ck_lbh...bl)

2.5 Normal subgroups, cosets, order

2.5.1 Congruence relations

Given a structure (G, -, e,”1) of group type, a congruence relation ~ on G is an equivalence
relation such that
(1) a~candb~d =a-b~c-d
2 a~c=>al~ct
(1) can be replaced, equivalently, by
(1) a~c =a-b~c-b andb~d =a-b~a-d

Otherwise, the results of 11.3.1-4 hold, analoguously.

2.5.2 Normal subgroups

A subgroup N of a group G is a normal subgroup of G, if gag=' € N for all ¢ € G and
a€ N.

Corollary 2.5.1 If ¢ : G — H 1is a group homomorphism then Ker ¢ is a normal subgroup
of G.

Proposition 2.5.2 For groups there is a 1-1-correspondence between congruence relations
~ and normal subgroups N given by

a~b < abt €N N={x|z~e}.

Proof. Given a normal subgroup N we show that ~ is a congruence. Reflexivity is trivial.
Symmetry since N closed under ~!. Transitivity since N closed under multiplication. Let
b ~ c. Then ba(ca)™' = bc™! € N snd ab(ac)™ = abc *a™! € N since N is normal. Thus
ab ~ ac and ba ~ ca.

If ~ is a congruence then N is the kernel of the canonical projection onto G/~ whence
a normal subgroup.

That N +—~ and ~+— N are inverse to each other follows as for vector spaces. [
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Corollary 2.5.3 A subset of G is a congruence class or a coset if and only if it has the
form
a) ={r e G|z ~a}=aN=Na={an|ne N}

The quotient group G/ ~= G /N may be considered the set of all cosets with group operations
gNhN = ghN, (gN)™' =g 'N, eN =N
Proof. a~b<e=a'la~a'b< a b€ N < bealN and similarly on the right. [J

Corollary 2.5.4 A subgroup N of G is normal iff aN = Na for all a € G.

2.5.3 Cosets of subgroups
Given a subgroup H of G define the right resp. left cosets of H as sets of the form
Hg={hg|he H} resp. gH ={gh|h € H}

Corollary 2.5.5 The right (resp. left) cosets of H in G form a partition with all classes
having size |H|.

Proof. H acts on G by left multiplication:
(h,z) — hx

The orbit H(g) of g under this action is the right coset Hg. Thus, we have a partition by
Lemma 2.3.1. The map h +— hg from H to Hg has inverse x — xg~'. Thus |Hg| = |H|. To
deal with left cosets consider right multiplication: (x, h) — xh. This is a “right action” of H
i.e. z(hh') = (xh)h' and xe = ) and Lemma 2.3.1 holds analoguously. [J

2.5.4 Order

The order of an group G is its number |G| of elements. The order ord(g) of an element g of
G is the order of the subgroup {g} generated by g.

Corollary 2.5.6 Given n € Nyg and g € G t.f.a.e.
(1) ord(g) =n
(2) {g} = Z/nZ for
(8) n =min{m € Nyg | ¢" = e}
(4) g" = e and for all m € Nyy, if g™ = e, then n divides m.

Proof. The equivalence of (1),(2), and (3) follows from Lemma 2.2.4. (4) follows from (2) by
inspection of Z/nZ. The proof of Lemma 2.2.4 also shows that (4) implies (3). O

Corollary 2.5.7 Lagrange. If G is finite and H a subgroup then |H| divides |G|. In parti-
cular, ord(g) divides |G| for any g € G.
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Gruppen und Wirkungen

3.1 Grundlegendes

3.1.1 Definition

Die Symmetriegruppe G des Quadrats ‘wirkt’ auf der Menge M der Diagonalen: jede Sym-
metrie ldsst entweder die Diagonalen fest oder vertauscht sie. Es konnen aber verschiedene
Symmetrien dieselbe Wirkung haben, d.h. man kann G nicht immer als Untergruppe von
Sy auffassen. Wir definieren daher: Eine Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einer
Menge M ordnet jedem Element g € G und € M ein Element g(x) € M zu so, dass gilt

e(x) =z, (hg)(x)=h(g(z)) firaleg heG, xeM
Man darf auch gz = g(z) schreiben.

Satz 3.1.1 Die Wirkungen einer Gruppe G auf einer Menge M entsprechen bijektiv den
Homomorphismen ¢ : G — Sy vermdége

¢(9)(x) =g(x) firgeG, zeM

Beweis. Sei eine Wirkung gegeben. Es ist zu zeigen, dass jedes ¢(g) : M — M bijektiv ist.
Nun gibt es aber in G das inverse Element g~* und wir haben ¢(g71)(¢(9)(z)) = g7 (g(x)) =
(97'9)(z) = e(z) = e und 6(g)(d(9~")(x)) = g(97'(z)) = (997 ")(z) = e(z) = z. Das besagt
aber gerade, dass ¢(¢g~!) die Umkehrabbildung von ¢(g) ist und somit beide bijektiv. Die
Homomorphiebedingung ¢(hg) = ¢(h) o ¢(g) ist gleichbedeutend zu (hg)(z) = h(g(z)) (fiir

alle z € M), da ¢(hg)(x) = (hg)(x) und h(g(z)) = 6(h)(4(g)(x)) = (&(h) © ¢(g))(x). Und
¢(e) = idys bedeutet gerade, dass ¢(e)(x) = x fiir alle . O

3.1.2 Beispiele

e Sy wirkt kanonisch auf M als Gruppe von Abbildungen.

e Wirkt G auf M, so auch jede Untergruppe U von G - mit g(z) wie vorher, aber nur
firgeU.

e Jede Untergruppe G von Aut(A) wirkt auf A, wobei A eine algebraische bzw. relationale
Struktur.

47
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GL(n, k) wirkt auf K™ vermoge (A, x) — Ax.
Sei GG eine Wirkung auf M und N eine Teilmenge von M so, dass
g(x) € N firallege G, r € N

d.h. dass N invariant ist unter G. Definiere die Wirkung von G auf N durch die
Einschrdinkung auf N
(9,x) — g(z) frx € Nge G

7.B wirkt so die Symmetriegrupe des Quadrats auf der Eckenmenge des Quadrats.

Sei eine Wirkung von G auf M gegeben. Setze g(X) = {g(x) | x € X}. Sei X eine
Menge von Teilmengen X von M so, dass

s(X) | Xexpcx

Dann wird durch
(9, X)—g(X)fir X e X, ge G

eine Wirkung von G auf X definiert - die Symmetriegruppe des Quadrats wirkt auf
der Menge der Diagonalen. Zum Beweis betrachte zundchst den Fall, dass X aus allen
Teilmengen von M besteht. Danach wende Einschrénkung an

Ist V ein K-Vektorraum und K* die Gruppe K \ {0} mit der Multiplikation, so wird
eine Wirkung gegeben durch

r(v)=rvfirre K*, veV.

Die Gruppe der Vektoren der (Anschauungs)Raumes wirkt auf der Punktmenge - man
spricht vom affinen Raum

Die Untergruppe der n X n-Permutationsmatrizen in GL(n, K) wirkt auf jeder Basis
(als Menge aufgefasst) eines n-dimensionalen K-Vektorraums

3.1.3 Bahnen

Sei eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge M gegeben. Die Bahn oder Orbit eines
Elements a von M ist definiert als

G(a) ={g(a)|ge G} € M.

Hat man nur die eine Bahn M, so spricht man von transitiver Wirkung. FEin Reprdsentan-
tesystem fiir eine Wirkung ist eine Teilmenge von M, die genau ein Element aus jeder Bahn
enthélt.

Lemma 3.1.2 Die Bahnen der Wirkung einer Gruppe auf M sind die Klassen einer Aqui-
valenzrelation auf M

r~y & esgibtge G mitg(x) =y

Inbsondere gehort jedes Element von M zu genau einer Bahn - und das ist dann seine Bahn.



3.1. GRUNDLEGENDES 49

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass ~ Aquivalenzrelation ist. Wegen e(z) = x haben wir
x ~ x. Ist & ~ gy, also g(x) = y fiir ein ¢ € G, so ¢g7'(y) = z und somit y ~ x. Haben wir
x~y~z s0y=g(r)und h(y) = z fiir passende g, h € G und (hg)(x) = h(g(z)) = h(y) =
z, woraus = ~ z. Die Klasse zum Element a € M ist {y e M |a~y} ={y € M | Jg €
G. g(a) = y} also gerade die Bahn G(a) von a. Ist a auch in der Bahn G(b) von b, so gilt
folgt b ~ a. Also fiir jedes © € G(a) auch b ~ a ~ x und somit G(a) C G(b). Andererseits
aber fiir jedes y € G(b) auch a ~ b ~ y und somit G(b) C G(a) und es folgt G(b) = G(a). O

Beispiele.
e Die Wirkung von D, auf der Eckenmenge des Quadrats ist transitiv.

e Macht man aus zwei regelméssigen Tetraedern eine Doppelpyramide, so hat man bei
der Wirkung der Symmetriegruppe auf der Eckenmenge 2 Bahnen: Die eine mit den
Ecken des ‘Grunddreiecks’, die andere mit den beiden ‘Spitzen’.

e Ist o eine Permutation von M, so wirkt die Gruppe Z der ganzen Zahlen (mit Addition)
auf M vermoge
(z,2) — o*(x) fir z€Z, v € M

3.1.4  Zykelzerlegung

Sei eine Permutation o € S, gegeben. Dann hat man eine Wirkung von Z auf {1,...,n}
gegeben durch
za = o*(a)

o ist ein Zyklus der Lange [ > 0, wenn es genau 1 nichttriviale Bahn B gibt und |B| = .
Anders ausgedriickt, wenn es b und [/ gibt mit

B ={(b,o(b),d*b),...,c"1(b)} mit | = |B| und o(z) =z fir z ¢ B
Dann kann man o in Zykelschreibweise (ausnahmseise von links nach rechts!) schreiben als
o= ob)— d*b)— ...— D) — bl = (ba(b) d(b)...c" (b))
Die Identitét ist Zyklus der Lénge 0.

Proposition 3.1.3 Fir o € S,, liefern die Bahnen By, ..., B, der Wirkung o — o* von Z
die Zykelzerlegung von o

o(x) falls x € B;

0 =0,0...00 mit dem Zykeln Ui(*r) = { T sonst

Dabei kommt es auf die Reihenfolge nicht an. Triviale Bahnen, d.h. |B;| = 1, kénnen weg-
gelassen werden.
Beweis der Zerlegung ist trivial. Die Vertauschungsaussage folgt aus dem trivialen Lemma.

Lemma 3.1.4 Ist M = MyUM; und o; € Sy mit 0;(M;) = M; und 05| M; = idyy; fiir j # 1,
SO gllt 010092 =02007.

Beweis: (01 0 03)(x) = (02 0 01)(x) = o1(z) falls x € M und = o9(x) falls z € M. O
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3.1.5 Symmetrische Gruppe

Fir o € S, definieren wir das Vorzeichen oder Signum dorch

m

signo = H —1li+t
i1

wobei die [y,...,l, die Lidngen der Bahnen Bi,...,B,, unter der Wirkung o — ¢ von
Z sind. o heisst gerade, falls signo = 1, andernfalls ungerade. Eine Transposition ist eine
Permutation 7 mit

T = (ij) wobei 7(i) =7 # 7(j) =1, 7(k) = k sonst
und ihre eigene inverse. Es gilt signt = —1.

Proposition 3.1.5 sign ist ein Homomorphismus von S,, auf die Gruppe {1,—1}. Jede
Permutation lisst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Dabei ist die Anzahl dieser
Transpositionen modulo 2 eindeutig bestimmt, und zwar gerade genau dann, wenn signo = 1.

Der Kern von sign ist eine Untergruppe von S,,, die alternierende Gruppe A, der geraden
Permutationen. Die Gruppe {1, —1} kann als Untergruppe von K* aufgefasst werden, wobei
K ein beliebiger Kérper mit 14 1 # 0 ist. Zum direkten Beweis folgendes Lemma:

Lemma 3.1.6 Secien G und H Gruppen, G erzeugt von E , wobei b=' € E fiir alle b € E.
FEine Abbildung ¢ : G — H st genau dann ein Homomorphismus, wenn ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b)
fiir allea € G und b € E.

Beweis: Jedes b € G lasst sich als b = [[i = 1"b; mit b; € E schreiben. Durch Induktion
iiber k folgkt 1ﬁ'1r alle a € G: ¢(a - ka:l b) = o((a-TI52) 0:) - bk) = ola-T12)0 bs) - d(bi) =
¢(a) - O(I1;21 bi) - 6(bw) = ¢(a) - o(I [, bi). .

Beweis der Prop. Zyklen konnen wir wie folgt als Produkte von Transpositionen darstellen

(bobl e bl) = (bgbl) ©0...0 (bon) (¢] (bobl)

Also kénnen wir nach der Zykelzerlegung jede Permutation als Produkt von Transpositionen
schreiben und nun das Lemma anwenden: Ist ¢ und eine Transposition 7 gegeben, so haben
wir zu zeigen

sign (T o o) = sign (7) - sign (o) = —sign (o)

Sei also ¢ = 0, 0 ... 0 0y eine Zerlegung in Zykeln mit den Bahnen By, ... B, mit |B;| > 1
und 7 Transposition mit Bahn B = {a,b}/ Nur die folgenden 4 Fille konnen auftreten, In
jedem wird das Signum von ¢ umgekehrt: durch Hinzufiigen einer disjunkten Transposition,
Zerlegung eines Zykus in zwei oder Vereinigung von zwei in einen, schlieflich durch Hin-
zufiigen eines Elements in einem Zyklus.

Fall 1: BN B; = 0 fur alle 7. Zerlegung Tooc =700,,0...00,

Fall 2: B C B;. i ist eindeutig bestimmt. Sei o; = (by...b;) und a = by, b = b, h < k. Die
Zerlgung von 7 o ¢ erhalt man durch Ersetzen von o; durch

TOO; = sign (bh“'bk—l) o (bO---bh—lbk“'bl)
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Fall 3: |B N B;| = 1 fir genau ein i. Sei a = b, € B;. Wir ersetzen o; durch
TOO0; = (bo...bh_lbbh...bl)

Fall4: |BNB;| = 1 = |BNB,| fiir eindeutig bestimmte ¢ < j, 0.B.d.AS. a = b, 0; = (¢, ... ),
b = ¢;. Wir ersetzen o; o 0; durch

TOUjOUi:(bO---bh—lck~~~Cr~~~ck—lbh---bl) [
Die Gruppe S,, wird in GL(n, K') eingebettet durch

1 fallsi=o(j)

o+— P, wobeil P, = (p;;) mit p;; = { 0 sonst

d.h. in AP, ist die j-te Spalte von A durch die o(j)-te ersetzt worden. Die Homomorphie-
bedingung P,., = P, - P, ist netterweise erfiillt, weil in AP, P, erst die k = 7(j)-te Spalte
durch die o(k) = o(7(j))-te und dann die j-te Spalte durch die & = 7(j)-Spalte ersetzt
wurde, insgesamt also die j-te Spalte durch die o(7(j))-te ersetzt wurde - was gerade AP,
entspricht. Das Bild von S, unter dieser Einbettung ist dann die Gruppe der Permutations-
matrizen. Den elementaren Vertauschungsmatrizen P, = [Si < Sj] entsprechen dabei die
Transpositionen 7. Die Gruppe der Permutationsmatrizen wirkt treu auf der Menge der Ba-
sisvektoren und ist zu S,, isomorph. Es folgt, dass jede Permutationsmatrix P, ein Produkt
von Vertauschungsmatrizen ist und somit sign(c) = det P, = +1 falls 1 4+ 1 # 0. Das kann
man auch als Definition des Signums ansehen und dann die Homomorphieigenschaft aus dem
Determinantenproduktsatz folgern.

3.1.6 Reguldre Wirkung

Satz 3.1.7 Jede Untergruppe U einer Gruppe G wirkt auf der Menge G vermdge der Links-
multiplikation
(g,x)—gxz gelU z€G

Die zugehdrige Aduivalenzrelation ist gegeben durch
a~yb < b-a”' €U mit Klassen U(a) = Ua := {ua |u € U}
U wird bijektiv auf Ua abgebildet durch u — ua.

Man spricht von einer reguldre Wirkung von U auf G, im Falle U = G: der. Beispiel: affiner
Raum

Beweis. Die Wirkungsgsetze ergeben sich sofort aus Assoziativitat und Neutralitdt. Nuna ~ b
genau dann, wenn b = wa fiir ein u € U, d.h. ba™! = w. Die Surjektivitit der Abbildung von
U auf Ua ist trivial, die Injektiviét folgt aus der Kiirzungsregel: aus ua = va folgt u = v. [

Die Klassen Ua heissen auch Rechtsnebenklassen von U. Die Elementanzahl |G| einer Gruppe
heisst auch Ordung, die Anzahl [G : U] der Rechtsnebenklassen einer Untergrupppe U der
Index |G : U].

Korollar 3.1.8 Lagrange. Fiir jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G gilt:
G| =|U]-[G: U]
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Ganz analog kann man eine Aquivalenzrelation ay ~ b < a~' - b € U und die zugehorige
Zerlegung in Linksnebenklassen a - U definieren (dem entspricht eine Rechtswirkung von U
auf G). Thre Anzahl ist dann auch [G : U].

Bei kommutativen Gruppen gibt es zu jedem Teiler der Ordnung von G auch minde-
stens eine Untergruppe dieser Ordnung. In nicht-kommutativen gibt es immer noch zu jeder
Primzahlpotenz p* so, dass p* nicht jedoch p*** die Gruppenordnung |G| teilt, eine p-Sylow-
Untergruppe dieser Ordnung.

Korollar 3.1.9 Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus und |¢(G)| = 2, so sind Kern(¢) und
seine Nebenklasse G\ Kern(¢) gleich gross.

Beispiel. In jeder Symmetriegruppe, die eine Drehspiegelung enthélt, gibt es genausoviel
Drehungen wie Drehspiegelungen - benutze det. A, hat halbsoviel Elemente wie S,,.

Die Ordnung eines Elements ist die Ordnung der von ihm erzeugten Untergruppe.

Korollar 3.1.10 Die Ordnung eines Elements a teilt die Gruppenordnung und ist das klein-
sten >0 mita™ =1.

3.1.7 Bahnformel

Die Standuntergruppe oder Stabilisator eines Elements a von M besteht aus den g € G, die
a festlassen

Go={9€Glygla)=a} CG.
Satz 3.1.11 Bahnformel. |G| =|G,|-|G(a)].
Beweis. Sei a € M fest. Definiere fiir den Moment
O(b) ={g € G|g(a) =0b} fiirbe G(a).

Die Mengen ®(b) sind offenbar alle voneinander verschieden und jedes g € G gehort zu genau
einem ®(b). Und ®(e) = G,. Es ist also zu zeigen, dass |®(b)| = |G, | fiir alle b € G(a). Wir
zeigen genauer

h— goh, heG,

ist fiir festes gy € ®(b) Bijektion von G, auf ®(b). Injektivitat: aus goh = gok folgt h =
95 'g0h = gy gok = k. Surjektivitit: Sei g € ®(b). Dann g5 'g(a) = g5 (b) = a, also h =
959 € G, und g = goh. O
Beispiele: Fur das Quadrat gilt |G(a)| = 4, |G, = 2, also |Dy| = 8. Fiir das Tetraeder
|G(a)| =4, |G.| = 6 also |G| = 24. Fiir die Doppelpyramide z.B. mit a eine Spitze: |G(a)| =
2, |G,| = |95] =6, also |G| = 12.

Will man die Bahnformel fiir die bestimmung gréflerer Gruppen benuzten, so hilft oft fol-
gender Trick,
|G| = |Gap| - |Ga(b)] wobel Gop = Go NGy

d.h. man wendet die Bahnformel erstmal auf die Wirkung von G, aufM an. Den Trick kann
man auch iterieren

|Ga,b| = |Ga,b,c| . Ga,b(c) WObei Ga,b,c = Ga N Gb N Gc
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Fiir den Graphen mit Eckenmenge V = {1,...,10} und Kantenmenge F =
{{ii+5}i=1,....5U{ii+ 1} |i=1,2,3,4} U{{15},{68},{810},{107},{79},{96}}
hat man
Ghas = {id, (37)(410)(89)}
|Gh2| = |Gi25] - 2, |G1| = |Gi2| - 3, |G| = |G4| - 10 = 120

3.1.8 Treue

Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge M heisse treu , wenn
zu allen Paaren g # h € G ein x € M existiert mit g(z) # h(z).

Anders ausgedriickt: der Homomorphismus ¢ : G — Sy mit ¢(g)(x) = g(z) ist injektiv.
Beispiele: Ist G eine Untergruppe der Gruppe Sy, aller Permutationen von M, so ist ihre
natiirliche Wirkung auf M treu. Die Symmetriegruppe des Quadrats wirkt nicht treu auf der
Menge der Diagonalen. Bei der Wirkung des Korpers auf dem Vektorraum wird die Treue
zum Exzess getrieben: r = 1 wenn nur rv = v fiir ein einziges v # 0. Nur der Null ist alles
wurscht.

Lemma 3.1.12 Die Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge M ist genau dann treu, wenn
nur dann g(x) = x fir alle x € M gilt, wenn g = e neutrales Element von G:

o(g) =idy = g=ce.
Dann ist G auf natiirliche Weise isomorph zu einer Untergruppe der Gruppe Sy;.

Beweis. Es geht darum, dass der Homomorphismus ¢ : G — sy Kern {e} hat. Im Fall der
Treue ist G isomorph zu seinem Bild in Sy, [J

Korollar 3.1.13 Cayley Die regulire Wirkung einer Untergruppe auf einer Gruppe ist treu.

Beweis. Die Treue folgt, indem man = = e einsetzt: aus ¢ = ge = g(e) = h(e) = he = h
folgt ¢ = h. O Es folgt (mit U = G), dass man jede Gruppe in eine symmetrische Gruppe
einbetten kann.

Beispiele: Die Gruppe G der Symmetrien des Tetraeders wirkt treu auf der Menge M =
{1,2,3,4} der Ecken (weil die ein Koordinatensystem liefern), also ist sie wegen |G| =24 =
|S4| zu Sy isomorph.

Tiftleraufgabe: Finde moglichst kleines n so, dass die Drehgruppe des Dodekaeders zu einer
Untergruppe von .S,, isomorph ist, und gib diese Untergruppe an.

3.1.9 Cayley-Graphen

Sei G eine Gruppe mit ausgezeichneter Teilmenge A. Der zugehorige Cayley-Graph hat die
Eckenmenge G und die mit a beschriftete Kante von z nach y falls za = y. Anders ausge-
driickt: es handelt sich um die Menge G mit den 2-stelligen Relationen

[y = {(z,y) | ga = h}
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Da a, sofern vorhanden, durch z,y eindeutig bestimmt ist, kénnen wir

a:Ty = U I'y, — A definieren durch a(z,y) =a & za=y
acA

und somit aus I', und « die I', zuriickgewinnen.

Lemma 3.1.14 Die Gruppe G wirkt durch Linksmultiplikation als Untergruppe der Auto-
morphismengruppe jedes threr Cayley-Graphen. D.h. wir haben einen injektiven Homomor-
phismus

¢:G— Aut(G,Ty(a € A)), mit ¢(g)(x) = gx

Beweis. Dass G auf G treu wirkt, wurde schon gezeigt. Dass ¢(g) ein Automorphimsus ist,
heisst

(z,y) €Ty & za=y & gra=gy & (9z,9y) €T,

Gilt a® = e, so ist I', symmetrisch, und man kann zwei gegegenliufige gerichtete Kanten
durch eine ungerichtete ersetzen, d.h. I'y = {{z,y} | za = y}.

Dem Weg xq, z1, 2, . . . x,, im ungerichteten Graph G' mit Kantenmenge
{{z,y} | (z,y) € T'4} entspricht das Wort

w=aj"...a*, mit r a0 =x; a; € A

Setzen wir xy = e, so wird diese Entsprechung eindeutig,

Korollar 3.1.15 G wird von A erzeugt genau dann, wenn der ungerichtete Graph zusam-
menhdngend ist. Die Relationen der Form w = e entsprechen dann genau den Wegen von e
nach e.

3.2 Konjugation

3.2.1 Innere Automorphismen und Konjugation

Ein Isomorphismus ¢ : A — A heisst ein Automorphismus.

Lemma 3.2.1 Sei G eine Gruppe und g € G fest. Dann erhdlt man einen (inneren) Auto-
morphismus von G durch

T g:l:g_l

Beweis. Die inverse Abbildung ist y — ¢~'yg. Die Homomorphiebedingung folgt so: grg~'gyg~' =
greyg™' = gryg~'. O

Lemma 3.2.2 Jede Gruppe G wirkt auf der Menge G bzw. auf der Menge der Untergruppen
von G durch Konjugation

(g,2) = grzg™, Uw gUg" ={gug™" |ue U}
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Beweis. ere™! = ze = e und (hg)x(hg)™' = h(grg~)h~! und gUg " ist Untergruppe als
Bild der Untergruppe U unter dem Homomorphismus z +— gzg~*. ([l
Zwei Elemente x,y bzw. Untergruppen U,V von G heissen zueinander konjugiert, wenn es
g € G gibt, mit y = grg~! bzw. gUg™' = V, d.h. wenn sie in derselben Bahn liegen.
Konjugiertheit ist somit eine Aquivalenzrelation auf G bzw. der Menge der Untergruppen
von G - ihre Klassen heissen Konjugiertenklassen. Konjugierte Elemente bzw. Untergruppen
sind ‘abstrakt’ nicht unterscheidbar - insbesondere sind konjugierte Untergruppen zueinander
isomorph.

Lemma 3.2.3 Bei der Wirkung einer Gruppe G sind Standgruppen zu Elementen derselben
Bahn zueinander konjugrert.

Beweis. Sei b = g(a). Dann gilt fiir alle h € G, dass (ghg™')(b) = g(h(g7(b))) = g(h(a))
g(a) = b, also gG(a)g™* C Gy. Da a = g 1(b) folgt ebenso g7'Grg C G, also G,

997 'Grgg™" C gGag~" und somit Gy = gGag~".

N

Beispiele:
e In einer kommutativen Gruppe ist nix konjugiert.

e In D, sind jeweils die beiden Spiegelungen an den Diagonalen und die an den Mittel-
senkrecchten zueinander konjugiert - verége der 90°- und 270°-Drehung. Die 90°- und
270°-Drehung sind vermoge jeder Spiegelung konjugiert

e Bei der Drehgruppe des Tetraeders sind alle 120° bzw. alle 240°-Grad Drehungen kon-
jugiert, ebenso und alle 180°-Drehungen.

3.2.2 Normalteiler

Fiir Teilmengen A, B einer Gruppe ist das Komplexprodukt definiert als
AB=A-B={a-blac A, be B}

AV ={a" ' a € A}, cA={c}A, Ac= A{c}
Es gilt
eA= A= Ae, A(BC)=(AB)C, (AB)™'=B"'A™"

ec A, AA=Aund A~!' = A genau dann, wenn A Untergruppe

Lemma 3.2.4 Fiir eine Untergruppe U (= F) einer Gruppe G (= E) sind die folgenden
Aussagen dquivalent

(1) a-U=U-a fiir alle a € G
(2) u-at el firaleac G, uecU
(3) gUgt=U fiir alle g € G
(4) gug~teU und g~tug e U firallege E,ueF
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Ein solches U ist nur zu sich selbst konjugiert und heisst ein Normalteiler von G.

Beweis. Gilt (1), so gibt es zu jedlem v € U ein v € U mit a-u-a' =v-a-a' =

v € U. Gilt (2), so aUa™! C U fiir alle a, insbesondere a = g und a = g~'. Also auch
U C ggtU(g7) g7t C gUg™ und somit U = gUg™!. Gilt (3) so mit ¢ = a~! auch
aU = aa"'Ua = Ua. (4) folgt sofort aus (3). Gelte (4). Wir zeigen aua™ € U fiir alle
uw € U und a € F oder a=! € E. Namlich v = []u; mit u; € F oder u;l € F und daher
auja~t € U, also aua™" = [[;(auja™"') € U. Fiir solche a; und a = [[i_, a; folgt nun mit

Induktion aua™' = a; ...ayua;...a;' € U. Also (2) O

Beispiele:

e Jede Untergruppe vom Index 2 ist Normalteiler, z.B. die Untergruppe der Drehsymme-
trien einer Symmetriegruppe oder die alternierende Gruppe A, in der symmetrischen
Gruppe 5,

e Der Kern eines Homomorphismus ist Normalteiler

3.2.3 Bestimmung von Konjugiertenklassen
Satz 3.2.5 Firo,m €S, sind dquivalent

e 0 und 7 sind in S, zueinander konjugiert

e 0 und 7 haben die gleiche Zyklenstruktur

o Die Wirkung von 7 ergibt sich aus der Wirkung von o durch Umbenennung der Ele-
mente von M = {1,...,n}

M zerfillt in disjunkte Zyklen bzgl, ¢ und o ist durch seine Einschrankungen auf diese
eindeutig bestimmt. Gilt 7 = +~! o0 5 07, so erhiilt man aus B einen Zyklus von 7:

7H(B) =
{7 (@),r eooyeyTi (@) =T(y7H(2), 7 T oo ooy ooy (z) = T (v (2)), - -

Hat man umgekehrt eine 1-1-Entsprechung zwischen den Zyklen B; von ¢ und C; von 7, so
definiere man eine Bijektion ~; : B; — C};, indem man x € B; und y € C; beliebig auswéhlt

und dann setzt
vi(o'(x)) = 7 (y)

Es folgt 7|C; = v, 0 0| B; 0 7; und somit 7 = 4! 0 o 0, wenn man 7 als Vereinigung der

v; wahlt (d.h. y(z) = ~;(z) wobei i eindeutig bestimmt mit = € B;.

Weniger formal geht’s so: Eine Permutation o von M kann man auch so verstehen, dass
mit den Nummern 1,...,n nummerierte Dinge ihre Pldtze tauschen sollen: Das Ding mit
Nummer i soll den Platz des Dinges mit Nr. o(i) einnehmen. Die Konjugation mit v~ kann
man dann als Umnummerierung verstehen

Das Ding mit der neuen Nummer i hat die alte Nummer ~(7)

Dann gibt 7 = v~ ! 0 0 0y an, wie man fiir ein und dieselbe Permutation von Dingen die
Beschreibung vom alten Nummernsystem ins neue umrechnet. 0
Aus der Klassifikation orthogonaler Matrizen folgen
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Korollar 3.2.6 A, B € O(2) sind genau dann konjugiert, wenn A = B*' oder det A =
det B =—1

Korollar 3.2.7 A,B € O(3,R) sind genau dann konjugiert, wenn det A = det B und
Spur(A) = Spur(B), d.h. wenn es sich um Dreh(spiegel)ungen mit demselben nicht orien-
tierten Winkel handelt.

Korollar 3.2.8 Sei G Untergruppe der Symmetriegruppe eines Polyeders. Notwendig dafiir,
dass die Dreh(spiegel)ungen ¢ und v in G konjugiert sind, ist

e det(¢) = det(v), d.h. ist ¢ Drehung so auch ¥ und umgekehrt
o beide haben denselben nicht orientierten Winkel
e die Achse von ¢ kann durch einen Symmetrie aus G in die von 1 tberfiihrt werden

Das ist hinreichend, falls zu G eine Spiegelung an Ebene orthogonal zu Achse von ¢ (oder
) gehort.

3.2.4 Klassengleichung

Korollar 3.2.9 FEine Untergruppe ist Normalteiler genau dann, wenn sie Vereinigung von
Konjugiertenklassen ist

Das Zentrum Z(G) einer Gruppe ist definiert als
Z(G) ={z € G| xg = gz fiir alle g € G}

Lemma 3.2.10 Das Zentrum ist ein Normalteiler und es gilt x € Z(G) genau dann, wenn
{z} Konjugiertenklasse ist. In einer abelschen Gruppe sind alle Konjugiertenklassen einele-
mentig.

Beweis. Sind z,y € Z(G) so gry = zgy = wyg und gz~' = (xg™")™! = (¢7'2)"! = 27 1yg.

Rest klar. [J Die folgende Aussage ist ganz simpel, verdient ihren schonen Namen aber wegen
enormer Niitzlichkeit, Der Beweis folgt sofort aus der Bahnformel.

Satz 3.2.11 Klassengleichung. Jede Gruppe ist disjunkte Vereinigunng ihres Zentrums und
der nichttrivialen Konjugiertenklassen K;, Ist G endlich, so ist jedes |K;| ein echter Teiler
von |G|.

|G| = |Z(G)| + | K1l + ...+ | K|, |G| =mn|K;| mit1l<n; <|G]|

Korollar 3.2.12 Sei |G| = p* mit p prim. Dann ist p ein Teiler von |Z(G)|. Ist k < 2, so
wst G abelsch.

Beweis. Nach der Klassengleichung teilt p die |K;| also auch |Z(G)|. Sei nun k& = 2 und
Z(G) # G angenommen, Wihle g € Z(G) und h ¢ Z(G). Dann hat Spann{g, h} Ordnung
> p, also = p? nach Lagrange und ist somit = G. Wegen gh = gh ist G abelsch (vgl. U2H2).
U
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3.2.5 Dodekaeder und Konjugierte in der Drehgruppe

Lemma 3.2.13 Konjugation in SO(2) bedeutet Gleichheit. In einer Untergruppe G von
SO(3) sind ¢ und x genau dann konjugiert, wenn es zu einer/jeder gerichteten Achse a
von ¢ ein 1 € G gibt so, dass b =1p(a) eine Achse von x ist und die orientierten Drehwinkel
von ¢ bzgl. a und von x bzgl. b ibereinstimmen.

Beweis, SO(2) & {z € C | |z| = 1} also abelsch und damit alles klar. Nun sei G C SO(3)
Sei x = 1) o ¢ o™t Dann Spur(x) = Spur(¢) d.h. es stimmen die unorietierten Drehwinkel
tiberein. Sei nun a gerichtete Achse fiir ¢ und b = ¢ (a), Dann

X(0) = vy~ (a) = Yé(a) = ¥(a) = b
also bestimmt b eine Achse. Weil ¢ Léngen und Orientierung erhélt gilt

det(b,y, x(y)) = det(a,x, p(z)) fur alle y = ¥(x)

d.h. es stimmen auch die orientierten Drehwinkel iiberein. Ist umgekehrt ¢ € G wie verlangt
gegeben, so folgt x = ¥@1p~! da, wie gerade gezeigt, 1¥¢ip~! mit y in gerichteter Achse und
orientiertem Winkel iibereinstimmt. []

Beispiel: In der Drehgruppe des Tetraeders entsprechen dei Konjugiertenklassen gerade den
Drehwinkeln 0°, 120°, 180°, 240°. Dass die 120° und die 240°-Drehung an derselben Achse
nicht zueinander konjugiert sind, liegt daran, dass man die Achse nicht durch eine Drehung
der Tetraeders umorientieren kann.

Das Dodekader hat 12 Fldchen, 20 Ecken und 30 Kanten. Die Bahnformel bei Wirkung auf
den Flédchen ergibt fiir die Drehgruppe G die Ordnung |G| = 5 - 12 = 60. Die Konjugierten-
klassen und ihre Ordnugen ergeben sich so

e 1:id

20: £120°-Drehung um Achse durch gegeniiberliegende Ecken

12 £72°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Flichen

12 +144°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Fliachen

15: 180°-Drehung um Achse durch Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten

Satz 3.2.14 Die Drehgruppe des Dodekaeders besitzt keinen echten Normalteiler und ist zur
alternierden Gruppe As isomorph.

Beweis. Angeommen N ist echter Normalteiler, Dann |N| echter Teiler von 60 und N Verei-
nigung von Konjugiertenklassen inklusive id, also |N| > 13. Damit |N| € {15,20,30}. Diese
Zahlen lassen sich aber nicht in der geforderten Weise als Summen schreiben. Also hat G
keinen echten Normalteiler,

G wirkt nichttrivial auf der Menge der 5 eingeschriebenen Wiirfel des Dodekaeders, also
hat man einen Homomorphismus ¢ : G — S5. Da Kern(¢) Normalteiler ist, folgt Kern(¢) =
{id} und damit die Injektivitdt von ¢. Wir haben den Homomorphismus sign : S; — Cs.
also 1 = signo ¢ : G — Cy. Kern(v)) ist Normalteiler, also trivial. Da ¢ aus Anzahlgriinden
nicht injektiv ist, folgt Kern(¢)) = G, also ¢(G) C Kern(sign) = As. Da |G| = 60 = | A5 ist
¢ : G — As Isomorphismus. [J
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3.2.6 Burnside-Lemma

Auf wieviele “wesentlich verschiedene” Weisen lésst sich ein Dodekaeder mit 2 Farben farben
- mit einfarbigen Fldchen?

Wenn wir die Flachen eines fixierten Dodekaeders mit 1,...,12 und die Farben mit 0, 1
nummerieren, kann man eine solche Farbung als Abbildung ¢ : {1,...,6} — {0, 1} verstehen,
hat als eine 2'2-elementige Menge M solcher Féarbungen. Zwei Farbungen 1, ¢ sind dquivalent
unter der Wirkung der Drehgruppe G des Dodekaeders, genau dann, wenn

e es g € G gibt so, dass ¥(gi) = ¢(i) fur allei =1,...,6

Das bedeutet: 1 liegt auf der Bahn von ¢ unter der Wirkung von G auf M gegeben durch

(90)(i) = ¢(g7"i) i=1,...,6

Die Frage ist also nach der Anzahl der Bahnen unter einer Wirkung einer Gruppe G auf
einer Menge M. Dazu sei die Fizpunktmenge von g € G definiert als

Fix(g) = {x € M | gz = x}

Satz 3.2.15 Burnside-Lemma. Die Anzahl der Bahnen der Wirkung einer Gruppe G auf
einer Menge M ist die “mittlere Anzahl der Fizpunkte”

|G| Z|F|x

geG

Nun ist eine Farbung ¢ in Fix(¢) genau dann, wenn die Bahnen auf der Menge der Flidchen
unter der Wirkung von Spann({g} einfarbig sind. Jede Bahn kann unabhingig von den
anderen gefirbt werden. Also |Fix|(g) = 2™ wobei m, die Anzahl dieser Bahnen. Diese
Anzahlen stimmen auf den Konjuiertenklassen iiberein. Fiir das Dodekaeder ergibt das

24
|G|Z|F|x = (- 212 490-20 +12-20 +12. 21 +15.20) = 5o (44 + 60+ 256) = 96

geG

Beweis:
g€ G, & gr=1x & x € Fix(g)

D 1G] = {(g,2) | gz =2} = [Fix(g)
zeM geG

Das nennt man auch das Prinzip der doppelten Abzdihlung. Hat man nur eine Bahn, also
G(x1) = M fiir ein x4, so G, = G, fir alle x € M (Lemma 3.2.3) und mit der Bahnformel
folgt die Behauptung

D 1G] =Gl - M| = |G

zeM

Im allgemeinen Fall sei M = X; W...d X,, die Zerlegung in Bahnen. Nun wirkt G auch auf
X; mit den Fixpunktmengen X; N Fix(g) und nach dem schon Gezeigten gilt

> " |X; N Fix(g)| = |G|

geG
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Offenbar
Fix(g) = Xi NFix(g) W...w X,, NFix(g)

und es folgt

Y IFix(9)l =D > 1XinFix(g)| = m - |G|

geG i=1 geqG

O

3.2.7 Rechte Wirkung

Was wir bisher beschrieben haben ist Linkswirkung - im Einklang mit der vorherrschenden
Schreibweise fiir Abbildungen. Eine Rechtswirkung von G auf M wird gegeben durch

(z,9) — 29 (x € M, g € G) mit 2° = z, 29" = (29)"

und von richtigen Gruppentheoretikern bevorzugt - die sind dann meistens Englénder und
schreiben eh’ von links nach rechts. Eine Rechtswirkung kann man als Linkwirkung der
entgegengesetzten Gruppe G auffassen mit a -°? b = ba - und diese ist via g — ¢~ zu G
isomorph. Insofern darf man hier Lechts und Rinks (mit der gebotenen Vorsicht) velwechsern.
Insbesondere erhélt man dieselben Bahnen.

Beispiele:

e GL(n, K) wirkt auf K™ durch (A4, 95) — AS
e GL(n, K) wirkt auf K™*™ durch (4,9) — S7'AS
o GL(n, K) wirkt auf K™*" durch (A, S) — S*AS - zu gegebener Involution auf K

e Die Gruppe der n x n-Permutationsmatrizen wirkt auf K™*" durch Spaltenvertau-
schung.

e Man kann eine Permutation auf M = {1,...,n} auch als Umsortierung einer Reihe
aus n verschiedenen Zeichen verstehen: z.B. abc ~» cab steht fiir den Zyklus (123) -

der Inhalt von Platz 1 geht nach Platz 2 usw. Nur sollte man dann als Zeichen besser
keine Zahlen benutzen. Das ist eine Rechtswirkung von S,

3.3 Lineare Gruppen

3.3.1 Wirkungen der allgemeinen linearen Gruppen

Aus der LA wissen wir

Satz 3.3.1 Fir Matrizen A, B € K™*" sind dquivalent

e A B haben gleiche Bahn unter der Wiirkung (U, A) — UA von GL(m, K)
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A und B beschreiben dieselbe lineare Abbildung nach Koordinatentransformation im
Bildraum
B="¢"= ;T ¢* =UA

zu einer/jeder Basis o bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V bzw. W gibt
es eine Basis § von W so, dass B = 9¢® die Matriz von ¢ bzgl. o und & ist, wobei ¢ die
durch A = P¢* bzgl. o und 3 definierte lineare Abbildung ist

die Spalten von A bzw. B bezeichnen nach Koordinatentransformation dasselbe System
von Vektoren
A= (a8,...,2%), B=(a, ... 2P

n n

zu einer/jeder Basis o eines m-dimensionalen K-Vektorraums V' gibt es eine Basis 3 von
V' so, dass die Spalten von A, als Koordinatenspalten bzgl. o betrachet, dieselbe Liste von
Vektoren ergeben wie die Spalten von B als Koordinatenspalten bzgl.

Die Zeilen von A erzeugen denselben Untervektorraum von K™ wie die Zeilen von B.

Die Gleichungssysteme Ax = 0 und Bx = 0 haben denselben Ldsungsraum

FEin Reprdsentantensystem ist gegeben durch die ausgerdumte obere Stufenform (Hermite
Normalform)

Satz 3.3.2 Fir Matrizen A, B € K™ " sind dquivalent

A, B haben gleiche Bahn unter der Rechtswirkung (A, S) — AS von GL(n, K)

A und B bezeichnen nach Koordinatentransformation tm Urbildraum dieselbe lineare
Abbildung
B="¢ = "¢ T, =AS

zu einer/jeder Basis a bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V bzw. W gibt
es eine Basis v von V so, dass B = P¢Y die Matriz von ¢ bzgl. v und 3 ist, wobei ¢ die
durch A = P¢* bzgl. a und B definierte lineare Abbildung ist

die Spalten von A und B beschreiben denselben erzeugten Untervektorraum
A= (zf,...,20), B=(} ....,us) = ZKSL’j = ZKSL’j
j=1 J=1

zu einer/jeder Basis o eines m-dimensionalen K-Vektorraums V' erzeugen die Vektoren mit
Koordinatenspalten in A denselben Untervektorraum wie die mit Koordinatenspalten in B

Die Spalten von A erzeugen denselben Untervektorraum von K™ wie die Spalten von B

FEin Reprdsentantensystem ist gegeben durch die ausgerdumte untere Stufenform

Satz 3.3.3 Fir Matrizen A, B € K™" sind dquivalent

A, B haben gleiche Bahn unter der Rechtswirkung (A, S) — S™tAS von GL(n, K)
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e A und B sind Matrizen desselben Endomorphimus
B=¢" = 5T, ¢ T3=5"AS

zu einer/jeder Basis o eines n-dimensionalen K -Vektorraums gibt es eine Basis (3, so dass
B = ¢” die Matriz von ¢ bzgl. 3 ist, wobei ¢ die durch A bzgl. o definierte lineare Abbildung
18t

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper (2.B. C) ist ein Reprisentantensystem gegeben durch
die Jordansche Normalform (wenn man eine bestimmte Reihenfolge der EW einhdlt). Fiir R
durch die reelle Jordansche Normalform.

Satz 3.3.4 Fiir hermitesche Matrizen A, B € C™*" sind dquivalent

e A B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S*AS der Gruppe
GL(n,C)

o A und B sind Grammatrizen derselben Form
B =% = 3T & T = S*AS

zu einer/jeder Basis a eines n-dimensionalen C-Vektorraums gibt es eine Basis 3, so dass
B = &P die Matriz von ® bzgl. 3 ist, wobei ® die durch A bzgl. o definierte Sesquilinearform
15t

e A und B haben die gleiche Anzahl positiver EW und ebenfalls die gleiche Anzahl ne-
gativer EW (und damit denselben Rang)

E, O O
Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die 0O —-E, O
O O O

Entsprechend fiir R (Sylvester).

3.3.2  Wirkungen der unitdren und orthogonalen Gruppen
Die unitdren Matrizen in C™*" bilden die unitire Gruppe U(n). Aus LA wissen wir
Satz 3.3.5 Fiir normale Matrizen A, B € C"*™ sind dquivalent
o A B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S*AS der Gruppe U(n)
o A und B sind Grammatrizen derselben Sequilinearform bzgl. ON-Basen:
B=®" = jTr®d* T3 = S'AS «, ON,S € U(n)
2u einer/jeder ON-Basis o eines n-dimensionalen unitiren Vektorraums gibt es eine ON-

Basis 3, so dass B = ®° die Matriz von ® bzgl. 3 ist, wobei ® die durch A bzgl. o definierte
Sesquilinearform ist
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o A und B beschreiben denselben Endomorphismus bzgl. ON-Basen
B=¢ = gTa¢®uTs=5"AS ,8 ON,S € U(n)

zu einer/jeder ON-Basis o eines n-dimensionalen unitiren Vektorraums gibt es eine ON-
Basis 3, so dass B = ¢° die Matriz von ¢ bzgl. (3 ist, wobei ¢ die durch A bzgl. o definierte
lineare Abbildung ist

o A und B haben dasselbe System von komplexen Eigenwerten (Spektrum)

FEin Reprasentantensytem bilden die Diagonalmatrizen (wenn man eine bestimmte Reihen-
folge der EW einhdlt).

Korollar 3.3.6 Fiir normale Matrizen A, B € R™"™ sind dquivalent

e A, B haben die gleiche Bahn bei der Rechts-Wirkung (S, A) — S'AS der Gruppe O(n)

o A und B sind Grammatrizen derselben Bilinearform bzgl. ON-Basen
B=9®"= 4Tt ®* Ty = S'AS «,3 ON,S € O(n)

zu einer/jeder ON-Basis « eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums gibt es eine ON-
Basis 3, so dass B = ®° die Matriz von ® bzgl. [3 ist, wobei ® die durch A bzqgl. o definierte
Bilinearform ist

o A und B beschreiben denselben Endomorphismus bzgl. ON-Basen
B=¢? = jT,¢° T3 =S5"AS a,3 ON,S € O(n)

zu einer/jeder ON-Basis a eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums gibt es
eine ON-Basis 3, so dass B = ¢° die Matriz von ¢ bzgl. (3 ist, wobei ¢ die durch A
bzgl. o definierte lineare Abbildung ist

o A und B haben dasselbe System von komplexen Eigenwerten (Spektrum)

FEin Reprdsentantensystem ist gegeben durch die reellen Normalformen (wenn man eine be-
stimmte Reihenfolge der EW einhilt).

3.3.3 DBeidseitige Wirkung

In vielen Beispielen haben wir eine eine (Links)Wirkung einer Gruppe G; und gleichzeitig
eine Rechtswirkung einer Gruppe G, auf derselben Menge M so, dass

g(x)" = g(z")  fiir alle g € G,, h € G

Die Links- und Rechtswirkung kann man via g = e bzw. h = e aus folgender Abbildung, der
beidseitigen Wirkung, zuriickerhalten

Gy x M x G, — M mit (g,z,h) — g(z)" = g(z")
Beispiel. Eine beidseitige Wirkung von GL(m, K) und GL(n, K) auf K™*" ist gegeben durch
(U,AS)—UAS UeGL(m,K), Aec K™" S € GL(n,K)
Eine beidseitige Wirkung ist offenbar dasselbe wie eine Wirkung der Gruppe G; x G vermoge
(9.h)(x) = g(=")

Aus LA wissen wir
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Satz 3.3.7 Fir Matrizen A, B € K™ " sind dquivalent

o A, B haben gleiche Bahn unter der beidseitigen Wirkung (U, A, S) — UAS von GL(m, K)
und GL(n, K)

e A und B beschreiben nach Koordinatentransformationen im Bild- und Urbildraum die-
selbe lineare Abbildung

B="1¢"= ;T3¢ T, = UAS

zu einer/jeder Basis a bzw. B eines n- bzw. m-dimensionalen K -Vektorraums V' bzw. W gibt
es Basen v von V und § von W so, dass B = °¢7 die Matriz von ¢ bzgl. v und § ist, wobei
¢ die durch A = B¢ bzgl. o und 8 definierte lineare Abbildung ist

e A und B beschreiben nach Koordinatentransformation denselben erzeugten Untervek-
torraum

A=(2,...,2%), B=(y),...,45) = ZK%‘:ZK%
j=1 Jj=1

zu einer/jeder Basis «a eines m-dimensionalen K-Vektorraums V' gibt es Basis [ von V' so,
dass die Vektoren mit den Spalten von A als Koordinatenspalten bzgl. o denselben Untervek-
torraum von V erzeugen wie die, welche die Spalten von B als Koordinatenspalten bzgl. (5
haben

e Rang(A) =Rang(B)

. . . (E,
Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die <O 8)

Satz 3.3.8 Fiir Matrizen A, B € C™*™ sind dquivalent

e A, B haben gleiche Bahn unter der beidseitigen Wirkung (U, A, S) — UAS der unitdren
Gruppen U(m) und U(n)

e zu einer/jeder ON-Basis a bzw. 3 eines n- bzw. m-dimensionalen unitiren Vektor-
raums V bzw. W gibt es ON-Basen v von V und 6 von W so, dass B = °¢7 die
Matriz von ¢ bzgl. v und & ist, wobei ¢ die durch A = P¢* bzgl. o und 3 definierte
lineare Abbildung ist

e zu einer/jeder ON-Basis a bzw. 3 eines n- bzw. m-dimensionalen unitdren Vektor-
raums V bzw. W gibt es ON-Basen vy von V und 6 von W so, dass B = °®) die
Matriz von ® bzgl. v und § ist, wobei ® die durch A = P®® bzgl. a und (3 definierte
Sesquilinearform ist

o A und B haben dieselben Singuldrwerte

Ein Reprdsentantensystem ist gegeben durch die reellen Diagonalmatrizen mit Diagonalein-
trigen o1 > 09...> o > 0, k = min{m,n}. Alles analog fiir R.
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3.4 Struktur von Gruppen

3.4.1 Direktes Produkt von Gruppen

Lemma 3.4.1 Ist N ein Normalteiler und U eine Untergruppe von G, so ist N-U =U - N
die von N UU erzeugte Untergruppe von G. Sind N und M Normalteiler der Gruppe G, so
ist NN M ein Normalteiler und

N-M={a-blae N,be M}
der kleinste Normalteiler O N U M von G.

Beweis. NU = J,cpy Nu = UyepuN = UN. e = ee € NU, NUNU = NNUU = NU.
(NU)™' =U'N"'=UN = NU, also NU Untergruppe. ygNMg~' = gNg~tgMg— = NM,
also N M Normalteiler und sicher der kleinste O N U M. [0 Aus der Entsprechung zwischen
Normalteilern und Kongruenzen und der Charakterisierung von direkten Produkten durch
Kongruenzen folgt

Korollar 3.4.2 Hat die Gruppe G ist isomorph zu Gy X Gy genau dann, wenn es Normal-
teiler N; gibt mit G; = G/N; und

NlﬁNgz{e}, Nl'NQIG
Der Isomorphismus auf G/Ny x G /Ny ist dann durch x — (zNy, xNy) gegeben

Andererseits haben wir in G = G; x G5 die Normalteiler
U1 = G1 X {6}, U2 = {6} X G2

und
G/UlgGggUg, G/UggGlgUl

und es gilt
Ulﬁng{e}, Ul'UQIG

Seien nun Uy, Uy Untergruppen von G und ¢ : Uy x Uy definiert durch ¢(uq,us) = ujus.
Dann gilt

e ¢ ist injektiv genau dann, wenn U; N Uy = {e}
e ¢ ist surjektiv genau dann, wenn U; - Uy = G
e ¢ ist ein Homomorphismus, wenn ujus = usu fiir alle u; € U;.

Beweis. Ist ujus = v1vg SO vl_lul = ’U2U2_1 € U;NU,. Und das is genau dann = e, wenn u; = vy
und us = vy. Die Aussage zur Surjektivitdt ist klar. Die Homomorphiebedingung und def.
des Produkts besagt dass wjviusve = ¢((u1v1, ugve)) = ¢((ug, uz) - (v1,vs)) = ugugvqvy fiir
alle u;, v;, insbesondere u; = e = vq, also aquivalent zu usve = vyuy fiir alle uy € Uy, vy € Us.
O

Lemma 3.4.3 Seien Uy, Uy Untergruppen von G. Dann sind dquivalent
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o (uy,us) — uyug ist ein Isomorphismus von Uy X Us auf G.
o Ui NUy ={e}, G wird von Uy U U, erzeugt, ujus = usuy fir alle u; in U;

o UyNUy, ={e}, Uy -Uy =G, Uy und Uy sind Normalteiler von G.

Man sagt: G ist inneres direktes Produkt siner Untergruppen U; und Us. Beweis. Die Vor-
bemerkung beweist, dass 2 aus 1 folgt. Umgekehrt hat man U,U; = G wenn G von U; U Us
erzeugt wird und ujus = usuy gilt. Also folgt 1, aber auch 3: Uy ist normal, weil fiir g = uqus
gilt gU1g7" = wyupUyuy 'uyt = wUyuyt = Uy und U, ist normal mit g = uou; und demsel-
ben Argument. Setzen wir 3 voraus, so kénnen wir mit G = G /U; x G /U, argumentieren
oder direkt: uluQul_luz_l € u1u2U1u2_1 =uwU; = U; und € U1U2u1_1U2_1 = U2U2_1 = U,, also
nach Voraussetzung u1u2u1_1u2_1 = e und wjus = uguy. L.

Korollar 3.4.4 Enthilt eine Untergruppe G von O(R3) die Ursprungsspiegelung —id, so ist
sie direktes Produkt ihrer Dreh-Untergruppe U, = G N SO(R?) und von Uy = {id, —id} = C,.

Beweis. U; hat Index 2 und Nebenklasse Usid, also wird G von Uy UU; erzeugt. Uy NU, = {id}
wegen det. Und —id o p = —¢ = ¢ o id fiir alle linearen ¢. [

Beispiel. Die Symmetriegruppe eines Kérpers mit einer Punktsymmetrie o (z.B. Dodekaeder)
ist inneres direktes Produkt der Untergruppe U; der Drehsymmetrien und U, = {id, o}. Legt
man nidmlich den Koordinatenursprung in den Punkt, an dem o spiegelt, so wird ¢ durch
die Matrix —F und die Drehungen durch die orthogonalen Matrizen A mit det(A) = 1
beschrieben. Die Symmetrien lassen sich also eindeutig in der Form AFE bzw. A(—FE) mit
A € Uy darstellen. Und es gilt A(—F) = —A = (—E)A.

Lemma 3.4.5 Sind Uy, Uy Gruppen von G mit Erzeugendenmengen E1, E5 und gilt ab = ba
fiir alle a € E1, b € Ey so folgt uyus = uguq fiir allle u; € U;.

Beweis, Ist a; € U;, so a; = Hf;l a;; mit a;, € E; oder ai_kl € E;. Auf jeden Fall a;a; = ajiai,
fiir ¢ # j nach Regel (9). Also durch Induktion {iber n; + ngy

102 = A11 -+ - A1py;—101 1, 021022 - . . A2y = A11 -+ - A1y —1021A1 77 A22 -+ - A2y
= a21411 -+ - A1p;—1A1n Q22 - - - A2y = A21022 . . . A2y A11 - - - A1 p—101p; = A20471. [ Die UZ miissen
keineswegs kommutativ sein!

3.4.2 Semidirektes Produkt

Sei N Normalteiler von G und U eine Untergruppe so, dass G von N NU erzeugt wird und
NNU = {e}. Wir sagen, dass G ein semidirektes Produkt von N und U ist. Dann gilt:

e G = NU = UN und jedes Element von G hat eine eindeutige Darstellung g = nu mit
neN,uel.

e U ist ein Repriasentantensystem fiir die Nebenklassen von N

e c:G/N —Umit eNg =u < u € Ng, ist wohldefiniert und ein Isomorphimus von
G/N auf U

e Toe =idg/n wobei m: G — G/N kanonische Projektion.
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Beispiele. 1. Jede Unterguppe G von O(n), die eine Spiegelung o enthélt ist semidirektes
Produkt von G N'SO(n) und {id, o}.

2. Die affine Gruppe AG(n, K) ist die Untergruppe von GL(n + 1, K) bestehend aus den
Matrizen

1 o 1 o /1 o 1 o 1 o .
(D)0 %) (e 2) e aceem

und hat den Normalteiler N der Translationen bestehend aus den Matrizen mit A = E und
die Untergruppe U bestehend aus den Matrizen mit ¢ = 0. Dabei ist N zu der additiven
Gruppe K" isomorph und U zu GL(n, K). Ist G O N eine Untergruppe von AG(n, K), so ist
G semidirektes Produkt von N und GNU.

Lemma 3.4.6 Sind7:G — H unde: H— G Homomorphismen mit moe = idyg, so ist G
semidirektes Produkt von N = Kernm und U = Bilde. Zudem ist m surjektiv und € injektiv.

Beispiele: 2. Bei den Unterguppen von AG(n, k) haben wir

1 0 1 0
(%) ()

Koordinatenfrei sieht es so aus: Sei G eine Gruppe von affinen Abbildungen, die alle Trans-
lationen enthélt. Wihle Ursprung O und H als die Untergruppe der Abbildungen in G' mit
Fixpunkt O. Dann

7:G — H mit 7(¢) = ¢o =7 ' o ¢ wobei 7 die Translation mit 70 = ¢O; ¢ = idy

3. Sei G eine Untergruppe von GL(n, K). Definiere m(A) = det A, H = Bild7 und setze

voraus, dass

) a 0
e: H— G mit ea= (O En—l)

GL(n.K) ist semidirektes Produkt von SL(n, K') und einer zur K* isomorphen Gruppe.

Beweis. Ist h € H so h = meh also 7 surjektiv. Ist ch = e, so h = meh = e, also 7 injektiv.
Sei ge NNU. Dann g = ¢h fiirein h € H, und h = meh = mg = ey da g € Kernw. Es folgt
g = ch = eg und somit N NU = {e}. Fir alle g € G gilt mg = meng. Es folgt emg ~n ¢,
also g € Newg. Somit NU = G.

Um ein semidirektes Prododukt bis auf Isomorphie eindeutig zu bestimmen, braucht man
neben den Faktoren N und U weitere Information:

e U wirkt durch Konjugation auf N. Die Abbildung
U o, aur=uru " (x € N)
ist ein Homomorphimsus von U in die Gruppe Aut(/N) der Automorphismen von N.

e Es handelt sich um ein inneres direktes Produkt von N und U genau dann, wenn
a, = idy fiir alle w € U, d.h. uru™' = z fiir allew € U, x € N.
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Satz 3.4.7 Sind die Gruppen N und U und ein Homomorphismus o : U — Aut(N) gegeben,
so wird das direkte Produkt N x U der Mengen zur Gruppe N X, U mit

(n,u) - (m,v) := (n-a,(m), u-v)

und diese ist semidirektes Produkt ihrer zu N bzw, U isomorphen Untergruppen N x {e}
und {e} x U. Ist G ein semidirektes Produkt von N und U mit c,x = uzu™!, so ist G auf
natiirliche Weise zu N X, U isomorph.

Beispiel. Sei U = Z/nZ, N = (Z/nZ)* und « definiert durch

() = (i (j) :

Dann ist (Z/nZ)? x o Z/nZ eine nichtkommutative Gruppe der Ordnung n?. Sie ist isomorph
D, firn = 2.
Beweis. (n,u) - ((m,v) - (k,w)) = (n,u) - (m - a,(k), vw) = (n - a(m - k), uvw) =
(n - aym - ak, vvw) = (n - aymak, uvow) = ((n,u) - (v,m)) - (k,w). Neutralelement ist
(e,e) und
(n,u) ™" = (a1 (n7"), u™)

Wegen a, = id ist N x {e} eine zu N ismorphe Untergruppe und Normalteiler, weil (n,u) -
(m,e) - (n,u)™t) = (k,uu"t = (k,e) fiir ein k € N. Die Untergruppe {e} x U ergibt sich wie
im direkten Produkt weil a,e = e. Ist ein semidirektes Produkt G gegeben, so definiere man

¢: N xoU — G durch ¢(n,u) = nu

Das ist bijektiv wegen Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung und ein Homomorphimus:

é((n,u)-(m,v)) = dp(naym, uv) = ¢(numu", uv) = numutuv = numv = ¢(n, u)-d(m,v).
U

Seien U, V, N, M Gruppen und « : U — Aut(N) und § : V — Aut(M) Homomorphismen.
Dann sind die zugehorigen semidirekten Produkte N x, U und M xg V isomorph, wenn es
[somorphismen gibt mit

(%) 501 : U =V, oo : N —= M, B(d1(u))(p2(x)) = po(a(u)(x)) fir allew e U, z € N

d.h. ¢3 " 0 B(¢1(u)) o py = a(u) fiir alle u € U. Das ist hireichend, weils der natiirliche Begriff
von Isomorphie ist - wenn man « : U — Aut(N) als 3-sortige Struktur auffasst.

Umgekehrt sei G = NU = NV inneres semidirektes Produkt und V = gUg™!. Definiert
man ¢ (u) — gug™' und ¢y(x) = grg™!, so ist (x) erfiillt.

3.4.3 Sylowsétze

Satz 3.4.8 Sei G endliche Gruppe und q = p® eine Primzahlpotenz, die |G| teilt. Dann ist
die Anzahl der g-elementigen Untergruppen von G kongruent zu 1 modulo p

{U | U C G Untergruppe ,|U| = q}| = 1mod p

Eine Untergruppe P von G maximaler p-Potenzordnung (p prim), d.h. mit |P| = p® Teiler
von |G| aber p®T! kein Teiler von |G/, heisst eine p-Sylow-Untergruppe von G.
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Satz 3.4.9 Jede Untergruppe von p-Potenzordnung ist in einer p-Sylow- Untergruppe enthal-
ten.

Satz 3.4.10 Je zwei p-Sylow Untergruppen sind zueinander konjugiert.

Satz 3.4.11 Ist |G| = p®m mit p }m, so ist die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G
ein Teiler von m.

Lemma 3.4.12 Ist V ein Representantensytem der Wirkung von G auf M, so gilt

(M| =3 Gla)=)_[G: G,

aeV aeV

Ist e das einzige Element von G mit einem Fizpunkt (man sagt: die Wirkung ist fixpunktfrei ),
so gilt
G, ={e}, |G(a)| = |G| fiir allea € M, also |M|=|V|-]|G]|

Das folgt sofort aus der Bahnformel und der Zerlegung der Menge M in disjunkte Bahnen.
Beweis des ersten Sylow-Satzes - nach Wielandt. Stehe Ag(q) fiir die Anzahl der ¢-
elementigen Untergruppen der Gruppe G wobei ¢ = p® ein Teiler von n = |G| und p prim.

Wir zeigen:
n n n
0 =A -—mod —
© (1) = 4c0)- % mod 2

(n) n pn
= —mod —
q q q

wie man z.B. dadurch herauskriegt, dass man in (0) fiir G die zyklische Gruppe C,, einsetzt
und bemerkt, dass hier Ag(q) = 1 ist. Nun folgt wegen der Transitivitdt von =

Nun gilt

Acl(q) -

BN
Il

n n
— mod pn
q q

also n n
PE | (Aa(q) — 1) - 7 plAc(g) —1 QED

Um (0) zu beweisen, werden diverse Wirkungen bemiiht, um einen Zusammenhang zwischen
(Z) und der Gruppe G herzustellen. Die néchstliegende besagt, dass (Z) die Anzahl der
g-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge G ist

<Z> = |X| wobel X =P_,(G)

Die Gruppe G wirkt auf X vermoge (g, X)+— g- X =gX ={gz |z € X}

und diese Wirkung hat ein Reprisentantensystem )  mit e € X fiir alle X € V

1

(Zu X wihle man x € X und g = 7! um e € gX zu bekommen.) Es folgt mit Bahnformel

und Lemma

1) n =G| = |Gx] - 1G] (2) (”) - Y6 Gy

q Xey
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Dabei ist Gx die Standgruppe von X € X unter der Wirkung auf X', d.h.
Gx ={g9€G|gX =X}

Somit wirkt Gx auf der Menge X vermoge (g,x) — gz
und das fixpunktfrei. Also nach dem Lemma

|Gx(a)] = |Gx| firalleae X und |Gx]| teilt | X| =gq
Da g = p® mit primem p, hat man wegen (1)

Gx| #q < %” teilt [G(X)|

Rechnet man modulo % so braucht man demnach in der Summe (2) nur die X € V mit
|Gx| =g dh [G:Gx] =7 zu beriicksichtigen: setze

V():{XEVHG)(‘:Q}

dann

3 (1) = S0 axd =l moa

q XeVy

Schliesslich haben wir noch zu zeigen, dass

(4) Aclq) = Wl

Dazu behaupten wir ganz frech, dass X € Vy < X Untergruppe und | X| =g

Um das zu beweisen, sei zunéichst U eine Untergruppe, |U| = ¢. Nach Wahl von V gibt es ein
g € G mit gU € V und insbesondere e € gU. Also e = gu mit einem u € U, daher g =u~! €
U und schliesslich gU C U, da U Untergruppe. Es folgt U = gU € V. Weil U Untergruppe
ist, besteht seine Bahn unter der Wirkung von G gerade aus den Linksnebenklassen gU und
gU =U < g € U. Daher Gy = U und somit |Gy| = q und U € V.

Sei umgekehrt X € V. Wir wissen e € X. Es folgt Gx = Gx - e C X. Anderserseits
|Gx| = ¢ = |X| und daher Gx = X. Nun ist aber Gx eine (Stand)-Untergruppe, also X
ebenso. 0

Zum Beweis der beiden weiteren Sétze sei P eine p-Sylow-Untergruppe von G. Sowas gibts
nach dem ersten Satz. Wir zeigen

U Untergruppe , |U| = p* = es gibt g € G mit U C gPg™*

Beweis. U wirkt auf X = {gP | g € G} vermége (u,gP) +— ugP

Nun ist wegen der Maximalitdt von |P| die Zahl p kein Teiler von [G : P] = |X|. Fur
jedes X € X ist die Bahnliange |U(X)| = [U : Ux] ein Teiler der p-Potenz |U| und |X] ist
die Summe dieser Bahnlédngen. Daher ist, Cauchy ldsst griissen, mindestens eine Bahn von
Linge 1, d.h sie hat das eine Element gP mit UgP = gP. Es folgt UgPg~! = gPg~! und
daraus U = Ue C gPg~". O

Beim vierten Satz betrachten wir die Wirkung von GG durch Konjugation auf der Menge der
Untergruppen. Der Stabilisator N(H) = {g € G | gHg™' = H einer Untergruppe H heisst
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dann auch der Normalisator von H und ist die grofite Untergruppe U von G so, dass H
Normalteiler von U ist. Ist H eine p-Sylow-Untergruppe, so besteht die Bahn von H gerade
aus allen p-Sylow-Untergruppen und nach der Bahnformel ist die Anzahl [G : N(H)]. Wegen
G:H)=[G:N(H)]-[N(H): H] ist das ein Teiler von m = [G : H]. O

Nach Burnside ist bei Gruppen der Ordnung p*¢' mit primen p, ¢ die p- oder die ¢g-Sylow-
Untergruppe normal. Die mit normaler p-Sylowgruppe N sind dann semidirektes Produkt
NU, wo U g-Sylowuntergruppe ist, und ihre Isomorphietypen entspechen bijektiv den Iso-
morphietypen von Homomorphismem « : U — Aut(N) wobei |N| = p* und |U| = ¢
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3.4.4 Isomorphie semidirekter Produkte

Satz 3.4.13 Seien U und V' Gruppen und « : U — Aut(N) und 3 : B — Aut(N) Homo-
morphismen.

(i) PEine hinreichende Bedingung dafiir, dass die semidirekten Produkte N x,U und N xzU
isomorph sind, ist, dass es ¢ € Aut(U) und ¢ € Aut(N) gibt mit

Yo B(p(u)) orp = a(u)  fiir allew € U

(ii) Aus der Bedingung in (1) folgt, dass Bild(«) und Bild(3) = Bild(3 o ¢) in Aut(N)
konjugiert sind - und gleich, falls Aut(N) abelsch ist.

(iii) Ist U endlich und entweder zyklisch oder direktes Produkt von Gruppen von Primzahl-
ordnung und sind Bild(«) und Bild(3) in Aut(N) konguiert, so gilt N x,U = N xzU.

(iv) Sei G = N x, U so, dass fir jede semidirekte Zerlegung G = MV mit M = N
und V= U schon M = N x {e} und V konjugiert zu {e} x U in G ist. Dann gilt
N xqo U= N xgU genau dann, wenn es ¢ und 1 wie in (i) gibt.

Lemma 3.4.14 Sei G endliche Gruppe unedentweder zyklisch oder direktes Produkt von
Gruppen Primzahlordnung. Sind o : G — A und 8 : G — B Homomorphismen und gibt es
einen Isomorphismus w : Bild(3) — Bild(«) so gibt es einen Automorphismus ¢ von G so,
dass

a=wofog

Beweis des Satzes. (i) folgt daraus, dass die angegeben Bedingung gerade die Isomorphie
der 3-sortigen Strukturen « : U — Aut(N) und 5 : U — Aut(N) mit den Sorten U, N und
Aut(N) beschreibt. (i) ist trivial.

Zu (ii7). Sei Bild(«) = ¢~ o Bild(3) o % fiir ein ¢ € Aut(N). Dann gibt es nach Lemma
3.4.14 (mit G =U, A= B = Aut(N) und w(o) = ¢~ 'o1)) einen Automorphismus ¢ von U
so, dass (1) gilt.

Zu (iv). Sei w: G' = N x3 U — G Isomorphismus. G’ ist semidirekt zerlegt in N x {e})
und {e} x U. Die Bilder M und V unter w liefern als eine semidirekte Zerlegung G = MV'.
Nach Voraussetzung M = N x {e} und V = g({e} x U)g™! fiir ein g. Wir haben also
O.B.d.A. semidirekte Zerlegungen G = G = NU = NV mit V — gUg~!. Insbesondre gilt
ay(r) = uzu™! fir w € U und z € N und B,(xr) = uzru™! fir v € V und x € N. Die
Bedingung aus (i) ist erfiillt mit

o(u) = gug™", V(x)=gxg™"

In der Tat

T (B(o(w)(¥(2))) = 97 ((gug™")(gzg™ ) (gug™")™")g = uau™

3.4.5 Endliche zyklische Gruppen

1. Eine endliche Gruppe G ist zyklisch genau dann, wenn G = Z/(n) fiir ein n, ndmlich
n=|G]|
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2. Ist U Untergruppe von Z/(n) und m > 0 minimal mit m € U, so ist m mod n Erzeuger
von U. Insbesondere ist U zyklisch.

3. U ist Untergruppe von G = Z/(n) genau dann, wenn es Teiler m von n gibt mit
U={zmmodn |z €Z}=mG
Dann G/U = Z(d) mit d = =.

4. Untergruppen U einer endlichen zyklischen Gruppe sind durch ihre Ordnung eindeutig
bestimmt.

5. & mod n ist Erzeuger von Z/(n) genau dann, wenn GGT'(z,n) = 1

6. Chinesischer Restsatz: Z/(n) = Z/(my) x Z/(ms) genau dann wenn n = mjms und
GGT(my, my) = 1. Den Isomorphismus kann man dann wéhlen als

x mod n +— (x mod my, x mod my)
7. GGT(mq,my) = 1 genau dann, wenn es x; € Z gibt mit xymy + xomg = 1

8. Jede endliche zyklische Gruppe ist (isomorph zu einem ) direktes Produkt von zykli-
schen Gruppen von Primzahlpotenzordnung

Beweis. 1. Ist G zyklisch mit Erzeuger g, so wéhle n > 0 minimal mit ¢" = e. Dann
g l=g"1also G={¢"|0<k<n}. Esfolgtfiir k>0 dass g* = ¢ < k = dn fiir ein d -
wihle d mit dn < k < (d+1)n; dann k = dn weil sonst g' = e mit 0 < [ < n im Widerspruch
zur Minimalitit von n. Nun ¢* = ¢! & ¢* ' = e & k —1 € nZ, also ist Z/(n) — G mit
(k mod n) + g* Isomorphismus.

2+4+3+4. Zu k > 0 mit (k mod n) € U wihle d mit dm < k < (d + 1)m. Wire dm < k
som > k —dm € U, Widerspruch. Also U zyklisch von Ordnung m und m teilt n nach
Lagrange. d = ™ = [G : U] also G/U = Z/(d) da G/U als Bild einer zyklischen Gruppe

auch zyklisch ist.
5. 0.B.d.A. 0 < & < n. Sei d gemeinsamer Teiler von n und z, also n = rd und x = sd. Dann

re =rsd = sn = (0 mod

Aber x Erzeuger heisst ord(x) = n und das bedeutet » = n und somit d = 1.

6. Sei G = Z/(n) und myms = n teilerfremde Zerlegung. Dann hat hat jedes Element x
von m;G eine Ordnung, die m;, j # i teilt, da m;m;x = ma = 0. Also m;G N myG = {0}.
Andererseits |m;G| = m; da m; mod n die Ordnung m; hat kleiner geht nicht, weil sonst 1
Ordnung kleiner n hétte. Also bilden moG, m G eine direkte Zerlegung und somit nach 3.

Z](n) =2 Z/moG X Z/myG = Z/(my) X Z](ms)

Die angegebene Abbildung ist Homomorphismus. Sie ist injektiv, weil ausn > 2 = 0 mod m;, (i =

1,2) dass n = mymgy Teiler von z ist, also z = n oder x = 0. Da aber
|Z/(n)| = n = mamy = [Z/(ma)| - |Z/(m2)| = |Z/(m1) X Z/(ms)]

endlich ist, ist sie auch surjektiv.

7. Hat man fiir n = mymy die Zerlegung nach den Chinesischen Restsatz so folgt 1 =
xr1my + roms aus den inneren direkten Zerlegung. Ist umgekehrt 1 = xym; + xoms und d
Teiler von m; und ms, so auch von 1.

8. Folgt sofort aus 6 durch Primfaktorzerlegung. [
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3.4.6 Endliche abelsche Gruppen
Satz 3.4.15 Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt von zyklischen Gruppen,

Diesen Satz beweist man verniinftigerweise im Kontext der Elementarteiler.

Satz 3.4.16 Ist G = G ® Gy eine direkte Zerleqgung einer endlichen abelschen Gruppe, und
haben g1 € G1 und gy € Gy stets teilerfremde Ordnung, so ist jede Untergruppen von G von
der Form

U=U ®U,, U; Untergruppe von U,

und dabei U; = U N G;.

Die Umkehrung gilt ohne die Annahme der Teilerfremdheit. Entsprechendes gilt fiir Normal-
teiler endlicher Gruppen.

Beweis. Sei u € U. Nach Voraussetzung u = g + ¢ mit g; € G; und ord(g;) = m; mit
teilerfremden m;. Insbesondere m;g; = 0. Also

UL 1= Mol = Mg + Mago = Mg € Ui. ug:=mqu € Uy
Nach 3.4.5.7 gibt es x; € Z mit xym; + x9my = 1. Dann

uw=1lu=x1mu+ Tamou = T1us + xou; € U3y + Uy 0O

Beweis des Lemmas 3.4.14. O.B.d.A.
Bild(a) = A, Bild(8) =B
und nach dem Ergéinzungssatz mit kanonischen Abbildungen
a:G— G/Kermn(a) = A=, B=_G/Kem(fB) —G:p

Sei G zyklisch, 0.B.d.A. G = Z/(n). Dann ist jede Untergruppe durch ihren Isomorphietyp
(sogar durch die Ordnung) eindeutig bestimmt, also Kern(a) = Kern(/3) jede solche Kongru-
enzrelation ist die modulo m mit einem Teiler m von n. Nun wird B = Z/(m) von 1 mod m
erzeugt und wir haben

w(l modm)=amodmeZ/(m)=A

Nun ist wegen der Isomorphie @ mod m ein Erzeuger von Z/(m) also konnen wir a mod n
auch als Erzeuger von Z/(n) wihlen - das ist klar falls n = p* mit Primzahl p, hier sind die
Erzeuger in beiden Gruppen die nicht durch p teilbaren a. Fiir allgemeines n folgt es dann
mit dem Chinesischen Restsatz. Definiere nun

¢(amodn) =1modn
dann setzt sich ¢ zu einem eindeutig bestimmen Automorphismus von Z/(n) fort und

wl¢(a mod n) = wfG(1 mod n) = w(1l mod m) = a mod m
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Sei nun G direktes Produkt von Gruppen von Primzahlordnung. Fasst man die der glei-
chen Ordnung p zusammen, so hat man einen Z/(p) Vektorraum V,,, also G =V, &... @ V,,.
Fiir jede Untergruppe von G gilt dann

U=U&..aU, U=UNV,

also gibt es W; mit V,,, = W; ® U, und Untergruppe W =W @...®W, mit G = U®W. Hat
man U’ = U und entsprechend G =U" @ W' so U' NV,, 2 U NV, also W' NV, =W NV,
und somit W = W’. Wir haben nun 0.B.d.A.

Bild(«) @ Kern(a) = G = Bild(3) © Kern ()

also auch einen Isomorphismus p : Kern(3) — Kern(«) und setzen ¢ = w @ p. 0.

3.3.8 Supplement

Sei einen (auch mehrsortige) Struktur M gegeben und sei G = Aut(M) die Automorphis-
mengruppe von M. Wir bertachten Listen (aq,...,a,) bzw. (b, ...,b,) von Elementen von
M so, dass a; und b; jeweils von derselben Sorte sind, und Aussagen ®(§,x1,...,z,) iber
die durch die Wirkung von G auf M gegebene Struktur M

Satz 3.3.17 (i) Gilt in G ¢ = wow™ und gilt wa; = b;, so gilt
O(p,a1,...,a,) < P(Y,by,...,by)
(13) Seien (aq,...,an), (b,...,b,) und ® gegeben, so dass fir alle x € G gilt
X=0¢< b(x,a1,...,a,), und x=1 P(x,b1,...,b,)

(X1, xn) = (a1,...,a,) < P(P, 21, ..., x,)
(1, ) = (b, .., b,) © P, 21, ..., xy)
Dann ¢ = woéw™ genau dann, wenn w(a;) =b; firi=1,...,n.

Beispiel: Drehgruppe des Dodekaeders. Die Struktur bestehe aus allen Ecken, Flachen, Kan-

ten, den moglichen orientierten Drehachsen, den Vektoren 0—15, O das Zentrum und P eine
Ecke sowie der euklidischen Struktur des Raumes und der Determinantenabbildung (d.h. der
Orientierung). Die 144°-Drehung ¢ an der orientierten Achse @ ist dann eindeutig bestimmt
durch die folgende Aussage ®(¢, @)

¢ )(T+0)=7T+0 & Irn.T=rd e¢° =id

-y —
o P¢(P)isein Kante, wenn P auf zu @ senkrechtem Pentagon und det(@, OP, O¢(P)) = 1

Da man die orientierten 5-zéhligen ortientierten Drehachsen durch Drehungen ineinander
tiberfithren kann, folgt mit (ii), dass die 144°-Drehungen an orientierten Achsen, d.h. die

+144°-Drehungen alle zueinander konjugiert saind. Mit (i) folgt, dass sie eine Konjugierten-
klasse bilden.
Beweis folgt sofort aus folgendem Lemma und trivialer Logik.

Lemma 3.3.18 Ist w € G so ist
T wr (v €M) ¢ wow ' (¢ €Q)
ein Automorphismus der Struktur oM .

Beweis.
pa=b= (wopw wa = wpa = wb
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3.5  Erganzungen

3.5.1 Bestimmung von Isomorphietypen
Siehe Vorlesung: Beispiele Ordnung 2p, 12, 20, 30, 55, 60, 75, 147, scan semi.pdf,

3.5.2 Einfacheit der A,,, b > 5
Siehe Vorlesung und scan An.pdf

3.5.3 Struktur endlicher abelscher Gruppen
Siehe Vorlesung, scan Jordan.pdf und Kap.5.5 und 6.5

3.5.4 Freie abelsche Gruppen
Siehe Vorlesung und Kap.4.

3.5.5  Struktur endlich erzeugter abelscher Gruppen
Siehe Vorlesung und Kap.5.5 und 6.5

3.5.6 Bewegungsgruppe
Siehe Vorlesung und Kap.7



