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7. Übung zur Einfühung in die Algebra, TUD, SS 2010

1: Chinesische Unterguppen abelscher Gruppen. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und
G = A ⊕B. Zeigen Sie: Die Ordnungen von A und B sind genau dann teilerfremd, wenn
U = (A ∩ U) + (B ∩ U) für jede Untergruppe U von G.

2: Sockel. Eine natürliche Zahl m ist quadratfrei, wenn sie keinen Teiler der Form p2, p
eine Primzahl, hat. Der Sockel einer endlichen abelschen Gruppe A ist definiert als

Soc(A) = {a ∈ A | es gibt quadratfreies m 6= 0 mit ma = 0}

Zeigen Sie:
a) Soc(U) = U ∩ Soc(A) für jede Untergruppe U von A.

b) Aus Soc(U) ∩ Soc(V ) = {0} folgt U ∩ V = {0}.

c) Soc(A) ist direkte Summe der Untergruppen {x ∈ A | px = 0}, p Primteiler von |A|.

d) Hat A Ordnung pk, so ist Soc(A) Vektorraum über dem Körper Z/pZ.

e) Erläutern Sie die Analogien zur Jordan-Normalform

3: Ganzzahlige Matrizen und abelsche Gruppen.

a) Bestimmen Sie ganzahlige, ganzzahlig invertierbare Matrizen
P, Q und die Matrix P−1 so, dass PAQ = D Diagonalmatrix ist.
Bestimmen Sie eine Basis f
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3 und di ∈ Z so, dass
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} von den Spalten von A erzeugt wird.

A =


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2 0 1 3
2 4 0 2
0 0 3 3



 .

b) Sei G die abelsche Gruppe mit Erzeugern e1, e2, e3 und Relationen

2e1 + 2e2 = 0, 4e2 = 0, e1 + 3e3 = 0, 3e1 + 2e2 + 3e3 = 0.

Geben Sie bis auf Vertauschung alle Darstellungen von G als direktes Produkt zyklischer
Gruppen an. Geben Sie minimale Erzeugendenmengen für die Primärkomponenten von
A an.

4: Summe. Seien B, C, D Untergruppen einer abelschen Gruppe A. Zeigen Sie: Genau
dann gilt D = B + C, wenn U ⊇ D für alle Untergruppen U von A mit U ⊇ B und
U ⊇ C.

5: Isomorphiesatz. Seien A und B abelsche Gruppen und φ : A → B ein surjektiver
Homomorphismus.

a) Zeigen Sie: Durch
α(U) = φ(U) = {φ(x) | x ∈ U}

α : {U | U Untergruppe von A, U ⊇ Kern(φ)} → {V | V Untergruppe von B}

wird eine Bijektion mit inverser β(V ) = φ−1(V ) = {x ∈ Aφ(x) ∈ V } definiert und es gilt

U1 ⊆ U2 ⇔ α(U1) ⊆ α(U2), α(U1 ∩ U2) = α(U1) ∩ α(U2), α(U1 + U2) = α(u1) + α(U2)

6: Zyklische Zerlegung. a) Geben Sie das Diagramm aller Untergruppen der Gruppe A =
Z/8Z × Z/4Z an.

b) Markieren Sie in den Diagramm den Sockel und eine zyklische Untergruppe U maxi-
maler Ordnung. Erläutern Sie, wie man zu einer direkten Zerlegung A = U ⊕ V kommt.
c) Eräutern Sie die Analogie zur Bestimmung einer Jordan-Basis.


