1. ZAHLEN

1.1. Anordnungen einer Menge.

e Auf wieviele Arten kann man n Fussballmannschaften in eine
Tabelle schreiben? Diese Anzahlt heisst n! - n-Fakultét

e Wir behaupten: nl = (n—1)!-n=1-2-4---(n—1)-n

e Gibt es nur 1 Mannschaft so ist das eh’ klar.

e Gibt es mehr Mannschaften, so lasst man Leverkusen erstmal
weg, und erstellt alle moglichen Tabellen fiir die restlichen
n—1. Die Anzahl dieser Tabellen ist dann, wie wir schon wissen,
(n—1)!

e Wenn man so eine Tabelle hat, dann kann man Leverkusen an
den Anfang, am Ende, oder an einem der n — 2 Platze zwischen
2 Mannschaften einfligen, also auf n Arten,

e Jede der (n—1)! Tabellen kann man also auf n Arten ergénzen.

e Alsonl=n-1)n=1-2-4---(n—1)-n

1.2. Auswahl aus einer Menge.

o Auf wieviele Arten kann man k£ Mannschaften aus n Mannschaften
auswahlen?

e Einfache Losung: Schreibe sie in eine Tabelle und nimm die
ersten k in die Aufsteiger Liste, die restlichen n — k in die Ab-
steiger Liste.

e Das gibt sicher Protest. Daher schreibe alle moglichen Tabellen,
also n! Stiick. Jede dieser Tabellen liefert genau eine der moglichen
Unterteilungen in Aufsteiger und Absteiger.

e Aber auf die Reihenfolge unter den Aufsteigern kommt es aber
nicht an, ebenso bei den Absteigern. D.h. die k! Reihenfolgen
der Aufsteiger und die (n — k)! Reihenfolgen der Absteiger sind
irrelevant und man muss diese Anzahlen wieder rausdividieren.

e Somit erhlt man als Anzahl der ungeordneten Auswahlen von
k Fussballern aus einem Haufen von n Fussballern den
Binomialkoeffizienten (n iiber k)

(n)_ nl n(n—1)-(n—k+1)

k) R -(n—k) 1k

e Die heissen so, weil sie beim Berechnen von (a+b)" vorkommen
- als Faktor bei a¥b"*.



2. ZIEHEN MIT ZURUCKLEGEN

e In einem Kasten sind G Goldkugeln und S Stahlkugeln. Es
wird blind gezogen und nach jeder Ziehung die gezogene Kugel
zuriickgelegt. Wird eine Goldkugel gezogen, so gibt es einen
Gutschein.

e Die Wahrscheinlichkeit in 1 Versuch eine Goldkugel zu ziehen
ist (dank Laplace)
p=G/(G+5)

e Es geht nun um die Wahrscheinlichkeit B(k|n,p) von genau k
Erfolgen (d.h. Gold) bei genau n Versuchen.

e Wir schreiben g falls Gold, s falls Stah gezogen wird.

Beispiel 1
e Sei z.B. G =1, 5 =3 also insgesamt 4 Kugeln und p = 1/4

— Sei jetzt n = 2 Versuche.

— Mogliche Ergebnisse:
x gg: P=(1/4)-(1/4) =1/16
x gs: P=(1/4)-(3/4) =3/16
x sg: P=(3/4)-(1/4) = 3/16
x ss: P=(3/4)-(3/4) =9/16

— Erfolgswahrscheinlichkeiten
x 0 Erfolge d.h. ss: B(0[3,2) =9/16
1 Erfolg d.h. gs, sg: B(1]1,2) =6/16
* 2 Erfolge d.h. gg: B(2|3,2) =1/16



3. BINOMIALVERTEILUNG

Allgemein gilt
e p Erfolgswahrscheinlichkeit bei 1 Versuch
e Anzahl der Versuche n
e Anzahl der Erfolge k
e B(k|p,n) Wahrscheinlichkeit von k& Erfolgen bei n Versuchen

B(klp,n) = (Z)pk(l —pyh

3.1. Begriindung.

e Bei jedem Versuch hast Du eine Wahrscheinlichkeit von p fiir
Erfolg und damit 1 — p fiir Misserfolg..

— Diese Wahrscheinlichkeit hiigt nicht vom Ergebnis der an-
deren Versuche ab, egal ob die Versuche parallel oder in
Reihenfolge durchgefiihrt werden-

— Wir diirfen uns aber denken, dass die Versuche als Ver-
suchsreihe ausgefiihrt werden.

e Denke Dir eine Versuchsreihe, die erst £ Erfolge und dann n—k
Misserfolge hat.

— Wie wahrscheinlich ist so eine Versuchsreihe?

— Dass die ersten k Versuche alle Erfolge sind, hat die Wahrschein-
lichkeit p*

* Hat man mit Wahrscheinlichkeit p' schon [ Erfolge
gehabt so ist die Wahrscheinlicheit fiir insgesamt [+1
Erfolge in Reihe

p'p = p*!
von einem zum nachsten Erfolg immer mit Wahrschein-
lichkeit p
— Dass die restlichen n— & Versuche alle Misserfolge sind, hat
die Wahrscheinlichkeit (1—p)™* - von einem zum néchsten

Versuch immer mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)
— Insgesamt: erst p* dann (1 — p)"~* also

pr(1—p*
e Es gibt aber auch andere mogliche Versuchreihen mit k& Erfolgen
und n — k Misserfolgen.

— Da die Ergebnisse der einzelnen Versuche nicht voneinan-
der abhangen, konnen wir fiir jede Reihenfolge von Erfol-
gen und Misserfolgen einfach die Nummerierung so abandern,
dass es zu dem ersten Beispiel passt.



— Die Wahrscheinlickkeit, dass das Ergebnis des Versuchs
eine solche Reihe ist, ergibt sich also zu
pr(—p)"t

e Die urspriingliche Frage war jedocht nicht, wie wahrscheinlich
k Erfolge und n — k Misserfolge in einer bestimmten Abfolge
vorkommen, sondern

e Wie wahrscheinlich ist, dass man bei n Versuchen genau k Er-
folge und n — k Misserfolge hat.

e Bei der Durchfiihrung der Versuche werden also aus n Versuchen
genau k (von einer unbekannten héheren Gewalt) aus gewéhlt,
bei denen Erfolg eintritt.

e Die Anzahl der moglichen Auswahlen von k (Erfolgs-)Versuchen
aus einer Gesamtheit von n Versuchen (auf die Reihenfolge
kommt es fiir den Gesamterfolg nicht an!) ist

n
(+)
die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge.

e Aber: Bei welchen Versuchen Erfolg eintreten wird, weiss nichtein-
mal Laplace.

e Es gibt also (Z) Implementierungen von genau k Erfolgen bei n
(parallel gedachten) unabhéngigen Versuchen, jede mit Wahrschein-
lichkeit p*(1 — p)"*,

e insgesamt die Erfolgswahrscheinlichkeit B(k|p,n) als (})-fache
Summe von Summanden p*(1 — p)"~* also

B(klp,n) = (Z)pk(l )t



4. BEISPIELE

Gegeben Mengen mit Anzahl der Elemente
S:64, SN :362, L:56, LN :402

e Gesamtzahl G =S+ SN+ L+ LN =64+4+362+56-+402 = 800
e S+ L=110,(S+L)/G=1/8
o +SN =362, s/S + SN) = 64/362 = 32/181

4.1. Beispiel 1.

e Erfolgswahrscheinlichkeit bei 1 Versuch:
p=(5S+L)/880 = (64 + 56)/880 = 110/880 = 1/8

e Anzahl Versuche: n = 10,

e Gesucht: Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 2 Erfolge

e Gegenwahrscheinlichkeit Q): 0 oder 1 Erfolg

e P=1-Q

1 1

_ (10 Lo, 7 10 L0y 131 7o
(0)<8> &) +(1)<8> &)
110 10 9 110 9 79 17
— (= 10-7%) = (2)10.79. 17 = (1)2. =L
(o 107 = (o7 = (D
e Gilt P> 0,4, dh. Q<0,67

4.2. Beispiel 2.

e Erfolgswahrscheinlichkeit bei 1 Versuch
p=>S/(S+SN)=064/362 = 32/181

e Anzahl Versuche n = 10

e Gesucht: Wahrscheinlichkeit P fiir mindestens 1 Erfolg.

e Gegenwahrscheinlichkeit @): 0 Erfolge

e P=1—-0Q
32
= B(0]-—,1
Q = B(0] 5. 10)
(10320149, _ 149,
_<0)(181)<181) _<181)

e Gilt P >0,8,d.h. @ <0,27 ¢



