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1 Einfiihrung

Zentraler Begriff dieser Vorlesung: Option

Definition 1 (vorldufig): Eine Option gibt dem Kéaufer das Recht, ein bestimmtes Fi-
nanzgut (Basiswert, underlying) bis zu einem zukiinftigen Verfallszeitpunkt 7' (maturity)

7u einem vereinbarten Ausiibungspreis (AUP) K (strike price) zu kaufen oder verkaufen.

Fragestellungen:
1. “fairer Optionspreis” (Bewertung, Valuation)
2. Absicherung des Verkéufers der Options (sog. Stillhalters) (hedging)
3. Ausiibungsstrategien des Kéufers, sofern mehr als ein Ausiibungszeitpunkt moglich
ist
Geschichtliches

e Anfang 17. Jhd. in Holland: Optionen auf Tulpen

1637: Zusammenbruch des Tulpenmarktes, Optionen geraten in Verruf

18. Jhd. in London: Organisierter Handel mit Optionen

1973: Griindung der Chicago Board Options Exchange

~» Black-Scholes-Formel (explizite Formel zur Optionsbewertung)

1990 in Frankfurt: Eroffnung der deutschen Terminborse (DTB)

1997: Okonomie-Nobelpreis fiir Scholes und Merton (Black 1995 1)

1998: Fusion der DTB mit der SOFFEX (Schweizer Terminborse) zur EUREX

Optionen gehoren zu den sogenannten Termingeschéften.
Kennzeichnend fiir Termingeschiéifte: Zwischen Vertragsabschluss und -erfiillung liegt eine

groflere Zeitspanne als zur technischen Abwicklung notig.

Termingeschifte beziehen sich auf Basisgiiter (underlying assets) wie z.B.: Waren (agrai-

sche und industrielle Rohstoffe), Edelmetalle, Devisen, Wertpapiere, ...
Termingeschiéfte unterscheiden sich hinsichtlich ihres Verpflichtungsgrades:
e unbedingt (Fizgeschdfte)
e bedingt (Optionsgeschdft): Hier hat einer der beiden Vertragspartner ein Wahlrecht.
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Arten der Erfiillung: effektive Lieferung oder Differenzzahlung.
Griinde fiir Termingeschifte:
e Absicherung anderer Basisgeschifte vor Preisschwankungen
e Spekulation ohne zugrunde liegendes Basisgeschéft
Als Derivate bezeichnet man “abgeleitete Finanzinstrumente”.

Beispiele fiir Fixgeschifte:

e [Forwards: individuelle Vertrige, in der Regel effektive Lieferung, kein Bérsenhandel,
Erfiillungsrisiko.

o [utures: standardisiert, borsengehandelt, reduziertes Erfiillungsrisiko.

Beispiele fiir Optionen:
Definition 1 (endgiiltig):

a) Eine Option gibt dem Kéaufer das Recht, ein bestimmtes Finanzgut (Basiswert,
underlying) bis zu einem zukiinftigen Verfallszeitpunkt 7' (maturity) zu einem ver-

einbarten Ausiibungspreis (AUP) K (strike price) zu kaufen oder verkaufen.
b) Beim Kaufrecht bzw. Verkaufsrecht wird die Option als Call bzw. Put bezeichnet.

c) Bei einer européischen bzw. amerikanischen Option ist die Ausiibung der Opti-

on nur zum Zeitpunkt T bzw. jederzeit bis einschlieBlich zum Zeitpunkt 7" moglich.
d) Der Kéaufer einer Option befindet sich in einer long position, der Verkéufer in einer

short position.

Bezeichnung: S; = S(t) sei Wert des Basiswertes zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] .
Vorgehen bei einem europiischen Call

1. Fall: Sy > K: Kaufe Basiswert und verkaufe ihn sofort am Markt.
= Realisierter Gewinn: Sr — K
2. Fall: Sy < K: Lasse die Option verfallen.

= Realisierter Gewinn: 0

Auszahlungsfunktion zum Zeitpunkt 7"
Cr =max{0,Sr — K} = (Sr — K)© (= max{Sr,K} — K)

Vorgeben bei einem europiischen Put



1. Fall: S7 > K : ~ Realisierter Gewinn: 0
2. Fall: St < K : ~ Realisierter Gewinn: K — Sr

Auszahlungsfunktion zum Zeitpunkt 7"
Pr= (K —57)"

Bezeichnungen: Cr bzw. Pr ist payoff-Funktion (kurz: payoff) von européischem Call

bzw. Put.

Payoff-Funktionen

a) Europaischer Call:

.
(S 7K)
K St
<—short position
b) Européischer Put:
+
(K-S}
K'\

K St

- <«—short position




Weitere Beispiele von Optionstypen

1. Strangle: Kaufe Put und Call mit gleichem Verfallszeitpunkt 7" und AUP K; und
KQ, Ky > Kj.
Wert von Strangle zum Zeitpunkt 7: (K7 — Sr)* + (S — K3) ™"

payoff

~» Kaufer eines Strangles erwartet sehr grofle Kursschwankungen.
2. Straddle: Strangle mit K| = K .

3. Bull-Spread:

payoff

~» Kéufer erwartet steigende Kurse des underlyings.

4. Bear-Spread:

payoff

~» Kéufer erwartet fallende Kurse des underlyings.



payoff

LKzK)

5. Butterfly Spread: Kaufe Call C; und Put P, mit AUP K, und K»; Verkaufe Call
Cs und Put P, jeweils mit AUP K und K; < K < K, .

payoff: Cl —|—P1 — 02 — P2 = (ST — K1)+ + (K2 — ST)+ — (ST — K)+ — (K — ST)+

~ Kéufer erwartet stagnierende Kurse um K und nur geringe Schwankungen.

Bemerkungen:
i) Einfache Calls oder Puts werden auch als Plain Vanilla Optionen bezeichnet.
ii) Beispiele 1 - 5 entsprechen einer Linearkombination von Plain Vanillas.
iii) Optionen, die keine Plain Vanillas sind, werden als exotische Optionen bezeichnet.

iv) Bei den exotischen Optionen unterscheidet man pfadabhéngige und pfadunabhéngige

Optionen.

Beispiele fiir exotische Optionen

1. Power Optionen, z. B. européischer Power-Call

0,5 < K
payoff =
(ST — K)O‘, fir ST > K
payoff
(alpha=2)

K St

~ a=0: = Cash-or-Nothing-Option
a=1: = FEuropéischer Call



In der Regel ist a = 2 und die Auszahlung limitiert, z. B.

0 S < K
payoff =< (S —K)?  K<Sr<K+M
M? JK + M < Sy

2. Asiatische Optionen oder Average-Optionen

T +

1
payoff = T/STdT - K
0

Vorteil: Schutz des Kéufers vor Manipulationen des Kurses kurz vor dem Verfalls-

tag.

2 Modellierung von Bondpreisen / Zinsrechnung

Definition 2: Ein Bond ist ein risikoloses, festverzinsliches Wertpapier mit Preis by =
B(0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 und deterministischem Preis B(t) fiir alle Zeiten ¢ > 0.

Sei r > 0 die Zinsrate pro Zeiteinheit fiir eine Spareinlage der Grofle K. Dann gilt:
Guthaben zum Zeitpunkt t =1: K4+rK =K -(1+7r).

Werden bereits in ¢ = 1/2 Zinsen der Hohe r/2 gutgeschrieben, so werden diese in der
Zeitspanne [1/2, 1] mitverzinst =
Guthaben zum Zeitpunkt t =1: (K + 1K)+ (K+1K) - L=K-(1+1%)2.

Analog: Zinszahlungen in t = %, i=1,...,n (n €N) fithren zu einem Guthaben von
K(1+Z)"int=1.

Interpretiere Grenziibergang n — oo als Zinszahlung in stetiger Zeit, so ist Guthaben in
t=1: lim K(1+1)"=K-e"' (= B(1)) ~ allgemein: B(t) = K -e",t >0 .
n—o0

Es gilt: Bondpreis B(t) bei stetiger Verzinsung mit konstanter Zinsrate r:

B(t) = by - € fiir t € 0,7 (2.1)

Bemerkungen:

e Verallgemeinerung von (2.1) durch nicht-konstante, zeitabhéingige, integrierbare Zins-
rate 7(t)
= B(t) = by - eo ™) fiir t € [0, 77 . ()



o (x) lost DGL B'(t) = B(t) - r(¢) fiir t € [0,7] mit Anfangsbedingung B(0) = by .

e DGL kann als Integralgleichung geschrieben werden:

B(t) = by + ftB(s)'r’(s)ds, tel0,7].

Diskontierung (Abzinsung): Aktueller (d.h. heutiger) Wert eines Kapitals S(t) zur
Zeit t > 0. Bei stetiger Verzinsung mit konstantem Zinssatz r wird dafiir das Kapital
angesetzt, dass zur heutigen Zeit (d.h. zur Zeit 0) in den Bond investiert werden muss,

um zur Zeit ¢ das Kapital S(¢) zu erhalten:

S(0) = et - S(1).

Diesen Vorgang nennt man (Ab-)Diskontierung und e~"7 ist der so genannte Diskon-

tierungsfaktor (zum Zeitpunkt 0).

3 Arbitragegrenzen
Arbitrage: Moglichkeit, ohne Kapiteleinsatz risikolosen Profit zu erzielen.

Beispiel: Aktie S kostet an Frankfurter Borse 110 EURO und in New York 100 $.
Wechselkurs sei: 1 $ = 1.02 EURO

Arbitrage-Strategie: Kaufe Aktie S in New York und verkaufe sie in Frankfurt:

110 —100-1.02= 8 EUROQO
—

Arbitrage—Gewinn!

Ziel: Schranken fiir européische und amerikanische Optionen unter Annahme der Arbi-

tragefreiheit.

Annahmen:
e 1 konstant

e zum gleichen Zinssatz kann Geld geliehen sowie angelegt werden (zu jedem Zeit-
punkt ¢ € [0,7T])

e Aktie kann ohne Gebiihren und in beliebiger Stiickelung gekauft und verkauft wer-
den, sowie fiir jeden beliebigen Zeitraum geliechen werden (was einem Aktienleer-

verkauf entspricht).

e Arbitragefreiheit



Satz 1: Sei Ca(t) bzw. Pa(t) der Preis eines amerikanischen Calls bzw. Puts auf Aktie S
mit AUP K > 0. Fiir ¢ € [0, 7] gilt:

a) (S, — K)* < Ca(t) < S, (3.1)

b) (K —S5;)" < Pa(t) < K (3.2)

Beweis: Offensichtliche Schranken: Cy(t), P4(t) > 0.

a) ay) Zeige: (Sy — K)T < Cyu(t) .
Angenommen, es gelte: (S; — K)* > C4(t).
~ Strategie: Kaufe Option und iibe sie sofort aus.
Vermogen zum Zeitpunkt ¢ : —Cy(t) + 5: — K >0 4% Arbitragefreiheit

as) Zeige: Ca(t) < Sy .
Angenommen, es gelte C'4(t) > S;.
~> Strategie: Verkaufe Call fiir Cy(t), kaufe Aktie fiir S, lege Ca(t) — S; > 0
an zum risikolosen Zinssatz 7.
1. Fall: Kaufer des Calls iibt Option nicht aus.
= Verméogen zum Zeitpunkt 7 (C4(t) — Sy) - e =1 +\S/T/ >0 % Arbitrage-

>0

freiheit

2. Fall: Kéaufer iibt Option aus.

= Vermégen zum Zeitpunkt 7 (C(t) — Sy)-e"=D + K >0 % Arbitrage-
>0

freiheit

b) analog 0

Anmerkung: Fiir die Preise von amerikanischen und européischen Optionen auf den

gleichen Basiswert mit gleicher Laufzeit und gleichem AUP gilt:
Ca(t) > Cp(t) und Pa(t) > Pg(t), (3.3)

nach der Definition dieser Optionen, wobei Cg(t) bzw. Pg(t) Preis des européischen Calls

bzw. Puts sind.

Satz 2: Sei Cg(t) bzw. Pg(t) der Preis eines européischen Calls bzw. Puts auf Aktie S mit
AUP K > 0 und Verfallszeitpunkt 7. Wird auf den Basiswert keine Dividende gezahlt,
dann gilt fiir ¢ € [0, 7T7:

a) (Sy —e TV . K)* < Cg(t) < S, (3.4)

b) (e TN — §)* < Py(t) < K (3.5)



Beweis: Offensichtliche Schranken: Cg(t), Pr(t) > 0.

a) ap) Zeige: Cp(t) < S
~>» Folgt aus (3.3) und (3.1).
a) Zeige: (S, — e TTHEK)T < Cy(t).
Angenommen, es gelte: Cg(t) < (S; — e "I VEK)*

J

~~

>0
~» Strategie: Kaufe Call fir Cg(t), fithre Aktienleerverkauf zum Preis S;

durch (d. h. leihe Aktie von einem Partner fiir eine gewisse Zeit aus, verkaufe
sie, kaufe sie spiter wieder zuriick und gebe sie dann an Partner zuriick), lege
S, — Cg(t) > S, — Cp(t) —e ™™= . K > 0 an zum risikolosen Zinssatz r.

~ Verzinstes Vermogen in t = T : (S;—Cg(t))e" ™ > K (folgt mit Annahme)
1. Fall: Sy > K (t=1T)

Ube Call aus (zum Zeitpunkt T'), kaufe Aktie fiir /X, gleiche (den in ¢ getitigten)
Leerverkauf aus.

Insgesamt: (S; — Cy(t))e" Tt — K >0 4 Arbitragefreiheit

2. Fall: Sy <K (t=1T)

Option nicht ausiiben, kaufe Aktie fiir S < K, gleiche Leerverkauf aus.
Insgesamt: (S; — Cp(t))e"™ =) — Sp > K —E/T/ >K—K=0 4% Arbitrage-

<K
freiheit

b) analog O

Bemerkung: Mit (3.1), (3.3) und Satz 2 a) folgt

(S —e " TIR)T < Cat) <8,
Satz 3: Sei C4(t) bzw. Cg(t) der Preis eines amerikanischen bzw. européischen Calls auf
Aktie S mit gleichem AUP K > 0, gleichem Verfallszeitpunkt T und gleicher Zinsrate r >

0. Wird auf die Aktie keine Dividende gezahlt, dann ist es nicht sinnvoll, die amerikanische

Call Option vor ihrem Verfallszeitpunkt 7" auszuiiben, da

Cu(t) = Ci(t) fiir alle £ € 0,77 . (3.6)

Beweis: Mit (3.3) und (3.4) folgt
Ca(t) > Cp(t) > (S —e"T0 . KT (3.7)

Es ist nur vorteilhaft amerikanischen Call auszuiiben, wenn S; > K. In diesem Falle sowie
mit (3.7) und r > 0 folgt (fir ¢t < T):

Ca(t) > (S —e TV > (S, —K)' =8, — K (3.8)
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~ Preis der Option ist bis Zeitpunkt 7" immer gréfer als die Auszahlung S; — K.
= Ausiiben des amerikanischen Calls kann nur im Zeitpunkt 7" vorteilhaft sein.
= Zahlungen in 7" sind beim amerikanischen bzw. européischen Call gleich.

~» Wegen Voraussetzung der Arbitragefreiheit folgt (3.6). O

Satz 4 (Put-Call-Paritét fiir européische Optionen):
Sei Ci(t) bzw. Pg(t) der Preis eines européischen Calls bzw. Puts auf Aktie S mit gleichem
AUP K und gleichem Verfallszeitpunkt 7. Wird auf Aktie S keine Dividende gezahlt, dann
gilt:

Cp(t)+ Ke T = Py(t) + S, .

—r(T—t

Beweis: Strategie linke Seite: Kaufe Call und lege Ke ) Geldeinheiten in Bond an.

~ Vermogen in t =T :

K, Sr < K

Sr— K"+ K =
(Sr o {Sﬂ Sr > K

Strategie rechte Seite: Kaufe Put und kaufe Aktie.

~» Vermogen in t =T"

K, Sr < K

K—-Sp)t+Sr=
( v) ! {S% Sr> K

= Strategien haben in ¢ =T gleiches Vermdogen.

= Strategien miissen in t € [0, T gleiches Vermogen besitzen, da sonst Arbitragestrategie
moglich wére (~ “Verkaufe” teurere und kaufe giinstigere Strategie, lege positive Differenz
an). O

Satz 5 (Put-Call Beziehung fiir amerikanische Optionen):

Sei C4(t) bzw. P4(t) der Preis eines amerikanischen Calls bzw. Puts auf Aktie S mit
gleichem AUP K > 0, gleicher Zinsrate r > 0 und gleichem Verfallszeitpunkt 7. Wird auf
Aktie keine Dividende gezahlt, dann gilt fiir ¢ € [0, T:

Si— K < Calt) = Pa(t) < S — Ke 0.

Beweis: Siehe iibungen O

Bemerkung: Schranken fiir Preis von européischer bzw. amerikanischer Option wurde

unabhéngig von mathematischer Modellierung des Aktienkurses hergeleitet.
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4 Das Ein-Perioden-Modell

Im Folgenden werden einige grundlegenden Eigenschaften stochastischer Finanzmarktmo-

delle im einfachst moglichen Modell erlautert.

Definition 3. Im FEin-Perioden-Modell sind die Preise

Sj,t (] € {17"'79}7t € {071})

von ¢ Basisgiitern zu zwei Handleszeitpunkten gegeben, wobei die Preise zur Zeit 0 fest
und bekannt sind, d.h.

Sj,OGR (]6{1,,9}),
wahrend die Preise

SjJ (.76{1779}>

zur Zeit 1 relle Zufallsvariablen definiert auf einem gemeinsamen W-Raum (€2, A, P) sind.

Wir setzen
S1,0 Si1

Sy = : und S; =
Sg.0 Sy

Definition 4. Ein Portfolio ist ein Vektor

e

79

Hierbei beschreibt die i-te Komponente die (eventuelle nicht ganze bzw. eventuell auch
negative) Anzahl vom Basisgut i im Portfolio.
Der Wert des Portfolios zur Zeit ¢ ist

g
.I‘TSt = Z.’L‘(l) . Si,t7
i=1
dabei ist 7Sy der deterministische Wert des Portfolios zu Beginn der Handelsperiode und
TS, der zufillige Wert am Ende der Handelsperiode.
Definition 5. Ein Portfolio x heif3t risikofres, falls falls fiir eine Konstante ¢ € R gilt:
'S, = ¢,

d.h. der Wert des Portfolios am Ende der Handelsperiode héngt nicht vom Zufall ab.

Ist z ein risikofreies Portfolio mit 7Sy > 0 und z7'S; = 1, so heiit
Bl = SUTS(]

12



Diskontierungsfaktor im Ein-Perioden-Modell (mit zugehorigem Portfolio z).

Beispiel: Wir betrachten einen Finanzmarkt, an dem es eine festverzinsliche Anlage und
eine Aktie gibt. Die festverzinsliche Anlage wird mit Zinssatz p > 0 verzinst. Die Aktie
hat zur Zeit t = 0 den Kurs Ay € Ry \ {0} sowie zur Zeit t = 1 den Kurs

R LS Ao mit Wahrscheinlichkeit p,
") d- Ao mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,

wobei p € (0,1) und 0 < d < u.

Im Ein-Perioden-Modell beschreiben wir diesen Markt, indem wir einen W-Raum (2, A, P)
mit
Q={w,w}, A=P(Q) und P{wi}) =1-P{ws}) =p

wahlen. Sodann definieren wir 4; : Q2 — R durch

A1<W1) =U- AO und A1<WQ) =d- AO
Sy = L und S; = Lt )
AO Al
1
:E — Fp
0

ein risikoloses Portfolio mit 7Sy > 0 und 27'S; = 1, und der zugehorige Diskontierungs-
faktor ist By = 1/(1 + p).

und setzen

Hier ist

Definition 6. Ein Portfolio = heiit Arbitrage (risikoloser Profit), falls
7Sy =0, 278, >0 und P[z7S; > 0] > 0.

Ein Modell heifit arbitragefrei, falls keine Arbitrage existiert.

Bemerkung: Diese Annahme ist in der Praxis plausibel, weil die Existenz einer Arbitra-
ge sofort zu Geldanlagen fithren wiirde, die diese Arbitrage solange ausniitzen, bis sich

die Preise verandert haben.

Fortan vorausgesetzt: Existenz eines risikolosen Portfolios mit B; = 7Sy > 0 und
T
T Sl =1.

Lemma 1: Ein Modell ist genau dann arbitragefrei, falls kein Portfolio = existiert mit
275y <0, 278, >0 und Pz"S, > 275y > 0.
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Beweis: Siehe Ubungen. O
Lemma 2: Der Diskontierungsfaktor eines arbitragefreien Modells ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Seien x; und x5 zwei risikofreies Portfolio mit 7Sy > 0 und z7'S; =1 (i € {1,2})

und
0 < 215y < 21',.

T
Dann gilt fiir z = z; — ingg To:
2
T
x7 Sy
2'Sy=0 und 278, =1- lT 0> 0.

O

Beispiel (Fortsetzung): Im obigem Beispiel zum Ein-Perioden-Modell gilt:
Modell arbitragefrei << d<1l4+p<u

Begriindung: “=" Im Falle d > 1 + p bekommen wir eine Arbitrage, indem wir Geld

zum Aktienkauf leihen. Denn dann ist
= (=Ay,1)T
wegen
278y = —Ag+A)=0,275 = —Ag-(1+p)+ A, >—-Ay-(14+p)+d-Ay >0

und
P[z7S, >0 >P[A; =u-A)=p>0

eine Arbitrage.
Im Falle u < 14 p fiithrt man den Beweis analog, indem man sich eine Aktie zur Geldanlage
leiht, also z = (Ag, —1)7 setzt.

“«<" Ist die Bedingung rechts erfiillt, so kann nicht gleichzeitig 7Sy = 0 und 27S; > 0
gelten. a

Definition 7. Ein Claim (Anrecht, Forderung) ist eine reellwertige Zufallsvariable C'.

Der zugehorige Hedge (das zugehorige Sicherungsgeschift) ist ein Portfolio = mit
xTSl =C.

Ein Claim heifit absicherbar, falls ein zugehoriger Hedge existiert. Ein Modell heifit

vollstindig, falls jeder Claim absicherbar ist.
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Beispiel (Fortsetzung): Das Modell aus obigem Beispiel ist vollstandig.

Begriindung: Betrachte einen Claim C und ein Portfolio # = (21, 22)?. Dann gilt:
z ist Hedge fiir C < 275 (w) = C(w;) (i € {1,2}).

Also ist 2 genau dann ein Hedge fiir C, wenn = = (z1,29)7 Losung des linearen Glei-

chungssystems
T (1—1—/))—1-372qu = C(wl)

ZL‘1(1+p)+ZE2dAO = C(CUQ)

ist.

Die Determinante dieses LGS ist
(L4+p)-d-Ag—(1+p) u-Ag=(1+p) Ao (d—u)#0,

womit das LGS fiir jeden Claim eindeutig losbar ist.

Speziell: Zu einem européischem Call mit Basispreis K > 0 und Verfallstermin 7" = 1,
d.h. zu
C - (Al - K)Jr,

erhélt man mit Hilfe der Cramerschen Regel den Hedge

<UAO—K)+dAO—<dAO—K)+UAO (dAO—K)Jru—(U,AO—K)JFd

o (14 p)-Ao-(d—u) - (T+p) (u—d) |
o 04 (A K (L p) - (w Ay K) (Ao = K)T - (d- A — K)
> (14p) -4y (d—u) B Ay (u—d) '

Wegen 1 < 0 und z > 0 bedeutet dieser Hedge anschaulich: “Leihe Geld und kaufe
davon die Aktie”.

Als néchstes wollen wir uns im obigen Modell mit dem “fairen Preis” eines Hedge befassen.

Lemma 3. Ist C' ein Claim mit zugehdrigem Hedge x, so ist
{L‘TSO

der einzig sinnvolle Preis fiir den Claim, da jeder andere Preis fiir C' zu einer Arbitrage
fiihrt.

Beweis. Wird der Claim C' zu einem Preis a > x7S; verkauft, so fiihrt folgende Strategie

zu einer Arbitrage:
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Verkaufe Claim zum Preis @ und kaufe den Hedge z zum Preis 27 Sy. Zum Zeitpunkt Null
hat man dann den Gewinn
a—x'Sy >0,

den Claim verkauft und das Portfolio x gekauft. Zum Zeitpunkt 1 gleichen sich die Zah-
lungen aus Portfolio und Claim aus, man hat aber weiterhin den (verzinsten) Gewinn,

was einer Arbitrage entspricht.

Wird dagegen der Claim C zu einem Preis a < 27'Sy verkauft, so fiihrt folgende Strategie
zu einer Arbitrage:
Kaufe Claim zum Preis a und fiihre Leerverkauf des Hedges x (d.h. erwerbe z = —x zum

Preis 275y = —27Sy) durch. Zum Zeitpunkt Null hat man dann den Gewinn
ZL‘TSO —a >0,

den Claim gekauft und das Portfolio x verkauft. Zum Zeitpunkt 1 gleichen sich die Zah-
lungen aus Portfolio und Claim aus, man hat aber weiterhin den (verzinsten) Gewinn,

was wieder einer Arbitrage entspricht. O

Bemerkung. Der obige Preis des Claims héngt nicht vom gewihltem Hedge ab, da sonst

wieder eine Arbitragemdoglichkeit besteht (analog).

Definition 8. Ist C' ein Claim mit Hedge x, so heifit
S(C) = .TTS()

der faire Preis des Claims C.

Im Beispiel oben: Der faire Preis des europédischem Calls mit Basispreis K > 0 und
Verfallstermin 7' = 1 ist

SL’TSO = .T1'1—|-.I‘2'A0

(dAQ—K)JrU—(UAQ—K)er_'_(UAQ—K)+—(dA0—K)+
(1+p)-(u—d) (u —d) '

Dieser Preis ist z.B. monoton wachsend in Ay und monoton fallend in K.

5 Stochastische Modellierung eines Aktienkurses in
stetiger Zeit, Teil 1

Vorstellung: Aktienkurs ist nicht deterministisch, sondern ergibt sich durch eine “zufallige”

Storung um einen Bondpreis mit anderer Zinsrate b>r (im allgemeinen).
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Hierzu: Betrachte Logarithmus von Bondpreis (2.1).

Fiir Bondpreis folgt aus (2.1)
log B(t) = log(by) + 1 - t,
d. h. B(t) ist log-linear.
Ansatz fir Aktienkurs S(t) :
log S(t) = log(so) + b - t + “Zufall” (S(0) = so)
Fiir Zufall soll gelten:
i) keine Tendenz, d. h. E(Zufall) = 0

ii) ist von t abhéngig

iii) stellt die Summe der Abweichungen log(S(t)) — (log(so) + bt) auf ¢ € [0, 7] dar
Definiere: Y (t) := log(S(t)) — (log(so) + bt)
Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes ist folgende Modellierung sinnvoll:

Y (t) ~ N(0,0%).

Dabei heifit 0 > 0 die Volatilitédt und ist ein Indikator fiir die Grole der Schwankungen
des Aktienkurses.

Zusétzliche sinnvolle Forderung:

1.
Y (t) — Y(5) ~ N(0,02(t — ) fiir § € (0, 1),

d. h. Varianz der Zuwéchse Y (¢) — Y'(§) héngt nur von Zeitdifferenz t — § ab.
2. Fir 0 <t; <ty <tz <tysind
Y(ts) —Y(t3),Y (t2) — Y(t1)
unabhéngig.
Definition 9: Sei (92, F, P) W-Raum.
Eine Menge {(Xt, F})}ter, I geordnete Indexmenge, bestehend aus monoton wachsender

Folge {F}}ier von o-Algebren F; C F' - so genannte Filterung - und einer Folge {X;}ier

von Re-wertigen ZVn mit X, F,-messbar, heifit stochastischer Prozess mit Filterung

{Fi}er
Kurzschreibweise: {X;}e; oder X .
In diesem Fall verwenden wir F; = F(X,: s <t).

Bemerkungen:
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i) Im Folgenden: I = [0, 00) oder I =[0,77] .

ii) Fir festes w € Q wird Menge

X (w) = {Xi(w)her = {X (W) }er

als Funktion der Zeit ¢ interpretiert und als Pfad oder Realisierung des stochasti-

schen Prozesses bezeichnet.

Definition 10: Ein reellwertiger stochastischer Prozess {W; };>¢ mit stetigen Pfaden und

den Eigenschaften
a) Wo=0 P-fs. (d. h. P{we Q:Wy(w)=0})=1)

b) fiir alle 0 < s < ¢ gilt:
(Wy —Ws) ~ N(0,t —s) (stationdre Zuwiéchse)

c) furalle 0 <r <wu<s<tgilt:
(W — W) und (W,, — W,) sind unabhéngig (unabh. Zuwéchse)

heifit eindimensionale Brownsche Bewegung.

Bemerkungen:

1) d-dimensionale Brownsche Bewegung W (t) = (Wi (t),..., Wy(t)) besteht aus d un-

abhéngigen eindimensionalen Brownschen Bewegungen (BB).

2) {Wi}i>o wird auch Wiener Prozess genannt (nach Norbert Wiener, der als erster
BB mathematisch beschrieben hat), deshalb Abkiirzung W.

3) Nachweis der Existenz des Wiener Prozesses kann durch Grenzwertbildung bei ge-

eigneten einfachen Prozessen erfolgen.

Bisheriger Ansatz fiir Aktienkurs S(¢):
log(S(t)) = log(so) + bt + “Zufall” (S(0) = so)

Mit Brownscher Bewegung {W; }+>¢ geeigneter Prozess gefunden um Zufall im log-linearen

Ansatz fiir Aktienkurse zu modellieren.

Neuer Ansatz fiir Aktienkurs S(t):
Wihle fiir “Zufall” Brownsche Bewegung mit Volatilitdt o
= log(5(t)) = log(so) + bt + oW,

also | S(t) = so - bW (5.1)
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Da log(S(t)) N(log(so)+bt, ot)-verteilt ist, sagt man S(t) ist lognormal-verteilt. Weitere
Eigenschaften von (5.1):

Lemma 4: Sei b= b+ 02 und sei S(t) wie in (5.1). Dann gilt

E(S(t)) = s - ™.

E(S(t)) = E(SO . GEIH’O'Wt) — E(SO X e(b_%O.Q)teo,Wt)

= 5o etz B(e7Wr)

o0 2
_ b—1o2)t 1 ox —(z=0)
= sg-elt727) v J €7t -e =z dx (da Wy ~ N(0,¢) nach Def. 10b))
—o© 712+2zo't
—e— o
1 o242 o0 7(12721015«%0'22&2)
= gy eb—39M)t ;ﬂ ez - [ 3 dx
—0
(b=t . Llo2t —(@=ot)®
= Sp-€ o°)t . 2@ 2t dx

1 o0
_ e
V27t /

=1, da Dichte von N (ot,t)—verteilter ZV

J/

= Sp- e2
= 50 €.
O
Beachte: Im Beweis wurde gezeigt: F(e?"t) = e3°t .

= B(e"Mi37) = 1

Mit obigem Lemma folgende Interpretation des Aktienkurses:

bt ls2 oWi—1o52 o
S(t) = 59 - ebTao)t . @@Wimao™ () = g

ZV mit EW 1

Aktienkurs ist Produkt aus mittlerem Kurs sq - e®+39%t und einer Zufallsvariablen mit

EW 1, die die zuféllige Schwankung um mittleren Kurs modelliert.
Andere Schreibweise:
S(t) = s - 0727 )FW (5.2)

Bezeichnung: Einen stochastischen Prozess der Gestalt (5.2) nennt man geometrische

Brownsche Bewegung (gBB) mit Drift b und Volatilitéit o.
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6 Steilkurs: Bedingte Erwartungen und Martingale

Satz 6. Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Integrierbare ZV X: (Q, A4, P) — (R, B).
o-Algebra C C A. Dann existiert eine ZV Z : (Q, A, P) — (R, B) mit folgenden Eigen-

schaften:

(%) Z ist integrierbar und C-B-messbar,

(%) VY /XdP:/ZdP.
ceC Jo C

7 ist eindeutig bis auf die Aquivalenz “= Rest¢ P-f.ii.”.

Beweis: Folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym, vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie. O

Definition 11. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Integrierbare ZV X: (2, A, P) —
(R, B). o-Algebra C C A. Die Aquivalenzklasse (im oberen Sinne) der ZVn Z: (Q2, A, P) —
(R, B) mit (¥) und (x*) — oder auch ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse — heif}t
bedingte Erwartung von X bei gegebenem C ... F(X | C). Haufig wird ein Re-

présentant dieser Aquivalenzklasse als eine Version von E(X | C) bezeichnet.

Achtung FE(X|C) ist Zufallsvariable / messbare Abbildung!
E(X|C) ist ”Vergroberung”von X.

Beispiele

a) C=A...E(X|C)=X fs.
(beachte: E(X|C) ist reellwertig, daher muss X eventuell auf der Nullmenge
[| X| = o] abgeédndert werden).

b) C={0,Q}...E(X |C) = EX (da E(X|C) C — B-messbar ist, muss hier F(X|C)
konstant sein, und mit [, E(X|C) dP = EX folgt die Behauptung).

c) C={0,B,BQ} mit 0 < P(B) < 1.

1
m/BXdP:.E(X|B), we B

(BX | C)(w) = .

P(B°) /s

XdP, we B¢
E(X | B) heifit bedingter Erwartungswert von X unter der Hypothese B.

Begriindung
Die rechte Seite ist C — B-messbar und erfiillt:

~ [, (Re.S.) dP =0= [, X dP
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[s XdP ;1[5 X dP
B BP(B) dpP = BP(B)

= [, X dP.

5 (Re.S.) dP

— [4e (Re.S.) dP ™2 [ . X dP

[, 1dP

JoReS.)dP = [, (ReS.)dP+ [, (ReS.) dP
= [, XdP+ [,c vdP = [, X dP.

Aus obiger Rechnung folgt auch, dass die konstanten Funktionswerte von E(X|C)

auf B bzw. B¢ eindeutig sind.

Satz 7. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). X, X, integrierbar; o-AlgebraC C A; ¢, a5 €

R.

a) v /E(X|C)dP:/XdP
cgeC Jo C

b) X =cP-fs. = E(X |C)=cfts.

c) X>0P-fs. = E(X|C)>0fs.

d) E(Ole -+ 042X2 ‘ C) = OélE(Xl | C) + OégE(XQ ‘ C) Is.

e) X1 < X2 P-fs. — E(Xl ‘ C) < E<X2 ‘ C) fs.

f) X C-B-messbar = X = E(X | C) fs.

g) X integrierbar, Y C-B-messbar, XY integrierbar = F(XY |C) =Y E(X |C) fs.

h) X, X' integrierbar, X (X' | C) integrierbar
— F(XEX'|C)|C)=E(X|C)E(X"|C) ts.

i) o-Algebra C; o mit C; C Cy C A, X integrierbar
E(EX |G) | C) =E(X | G) fs.
E(E(X |C) | C1) = E(X | G) fs.

Hier f.s. ... Rest¢ P-f.s. bzw. Rest ¢, P-f.s.

Beweis:

a) Folgt unmittelbar aus der Definition.

b) Klar, da die Konstante die Messbarkeits- und Integralbedingungen erfiillt.
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cgvCeC: [, EX|C)dP= [, XdP>0
(da X >0 P-fs.)
= E(X|C) >0 fs.
(da 0 < i E(X|C)dP < —1.P[E(X|C) < —1]

[B(X[C)<—1]

also P[E(X|C) < 0] = li_)m PIE(X|C) < —2] = lim 0=10.)

n—o0

d) Rechte Seite ist C — B-messbar, integrierbar und erfiillt fiir alle C' € C:

fC<OélE<X1‘C) + a9 - E(X2|C)) dP
= g - fCE(X1|C) dP + ao - fC’ E(X2|C) dP
Definition

= Oél'fc,deP—FOéQ'fCXQdP
:fC(OZQ'Xl—i—OéQ'XQ) dP.

X1 <Xy Pfs. = Xy — X, >0 P-fs.
L B(Xy — X,|C) > 0 ts.
4 B(X|0) - E(X1|C) > 0 fs.

f) Klar, da X C — B-messbar ist und die Integralbedingung erfiillt.

g) FalI: X >0und Y >0
DaY - E(X|C) C — B-messbar ist, geniigt es zu zeigen:
(1) Y- E(X|C) integrierbar
2 ¥CeC: [,Y-E(X|C)dP=[,X-Y dP

(1) folgt wegen X > 0 und Y > 0 aus (2).

Nachweis von (2):
Fall 1: X > 0 und Y = xp fiir ein B € C.
Dann gilt fir C' € C:

Jo Y-E(X|C)dP = [ E(X|C)dP
BNC
= [ XdP
BNC
(nach Definition der bedingten Erwartung und BN C € C)

= [.X -xpdP=[,X Y dP

Fall 2: X > 0 und Y nichtnegativ einfach.

Beh. folgt mit Linearitdt des Integrals aus Fall 1.
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Fall 3: X >0und Y >0

Behauptung folgt aus Fall 2, indem man Y von unten durch nichtnegative (und
C — B-messbare) Funktionen appoximiert, den Satz von der monotonen Konvergenz

und das Resultat aus Fall 2 anwendet.

Fall II: Allgemeine X und Y.

EX-Y|C) = E(XT-YT-X"-YtT—-Xt.Y"+X -Y|C)
EXT-Y*C)—-EX - YT|C)—EXT- Y [CO)+ E(X™-Y|C) fs.
= YY" - EXTIC)-YT-EX|C)-Y -EXTtC)+Y -EX|C) f.s.

(nach Fall 3, wobei alle auftretenden Produkte integrierbar sind,
da X -Y integrierbar ist )
= (YT =Y7)- (E(XTIC) - E(XT[C))

2 Y. .E(X[C) fs.

h) Folgt aus g) mit Y = E(X'|C).

i) 1) E(X|C) ist C; — B-messbar und damit auch Cy — B-messbar. Mit f) folgt die
Behauptung.

ia) E(X]Cy) ist C; — B-messbar, integrierbar, und es gilt fiir C' € C;:
/ BE(X|C)dp ™ / X dP = / E(X|Cy) dP
c c c
wobei die letzte Gleichheit aus C' € Cy und der Definition von E(X|Cs) folgt.

O

Definition 12. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).

a) Integrierbare ZV X: (2, A, P) — (R,B). ZV Y: (Q, A, P) — (0, A").

E(X|Y):=EX|Y YA)) ... bedingte Erwartung von X bei gegeb. Y.
——
[kleinste o-Algebra in €2, bzgl. der Y messbar ist ... F(Y)(C A)]

b) Integrierbare ZV X: (Q, A, P) — (R, B). ZVn Yi: (Q, A, P) — (2, A}) (i € 1)
C(C A) sei die kleinste o-Algebra in Q, bzgl. der alle Y; messbar sind
€= F(U Y (A)).. F(Y,, i€ D)

E(X | (Yy)ier) == E(X | C) ...bedingte Erwartung von X bei gegebe-
nem Y;, 1€ 1.
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Bemerkung. Integrierbare ZV X: (2, 4, P) — (R, B).
a) o-Algebra C in A
(X~1(B),C) unabhingig = E(X |C) = EX fs.

Hierbei heiflen (X~1(B),C) unabhingig, falls fiir alle Mengen B € X *(B) und
C € C gilt: B, C sind unabhingig.

b) ZVY: (2,A P)— (V,A)
(X,Y) unabhéingig = E(X |Y) = EX fs.

Beweis:
a) EX ist als konstante Abbildung C — B-messbar, integrierbar und fiir C' € C gilt:
Jo XdP= [ X-xcdP=E(X-xc)
— B(X) - B(xc)
(da X, x¢ unabhingig wegen X ~!(B), C unabhingig)
= E(X)-P(C)= [, E(X)dP.

b) folgt aus a) mit C = F(Y) =Y HA)

Definition 13. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).

Eine Folge (X, )nen von integrierbaren ZVn X,,: (€, A, P) — (R, B) heiit bei gegebener
monoton wachsender Folge (A, ),en von o-Algebren A, C A mit A,-B-Messbarkeit von
X, [wichtiger Fall A, = F(Xy,...,X,) (n € N)] ein Martingal bzgl. (A,,), wenn

¥ E(Xo | A = X, £s.
neN

[d.h. vV oV /Xn+1dP:/XndP].
neN CeA, Jo C

Analog fiir stochastische Prozesse (X;):cjo,r) mit Filterung (F)sejo,r1-
Bemerkung. Ein Martingal (X,,) bzgl. (A,) ist auch ein Martingal bzgl.
(F( X1, ..., Xn)).

Begriindung: MefBbarkeit ist klar. Aus F(X;) C Ay, F(X2) C Ag,...und A C Ay C ...
folgt F(X1,...,X,) C A,, und daher gilt fir alle C € F(Xy,...X,):

/ Xp1dP = / X,.dP.
C C
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Beispiel: Ein Spiel mit zufilligen Gewinnstéinden X, in R heifit fair, wenn gilt:
X, integrierbar, EX; = 0 und E(X,41|X1,...,X,) = X,, P — f.s. fiir alle n € N.
Dies ist dquivalent zu £X; = 0 und (X,,), ist Martingal bzgl. F(X3,..., X,).

Anwendung in der Finanzmathematik:

Lemma 5. Ist 0 > 0, ist (W,;);cg Wiener Prozess, und ist die zugehorige Filterung (F});er
definiert durch
FE=F{W,:0<s<t}),

so ist .
(exp (cr W, — —0275))
2 teR

ein Martingal bzgl. (F})cr.

Der Aktienkurs
S(t) = sp - eBraoft.  goWi—go® ,S(0) = s

Martmgal mit BW 1
(E+%02

ist also Produkt aus mittlerem Kurs sq - e )t und einem Martingal, das die zufillige

Schwankung um mittleren Kurs modelliert.

Beweis von Lemma 5. Setze

X; =exp (0' W, — %a%).

Sei t > s. Es ist zu zeigen: F(X¢|F;) = X5 .

Mit
Xt — eo'Wt—O'Ws+O'WS—%O'2t
— 67%0225 . eWs . ea(WthS)

folgt:

E(Xi|Fy) = E(G_%”Qt-e"WS-e"(Wt*Ws)

Fs)
Fs)

_ 6—50% . oW ,E(eU(Wt_WS)|FS)

(da e®"s messbar bzgl. F,

_ 6—%0% X E(eoWS X eo(WthVS)

= ¢ 27t Wi . B(e?Wi=W2)) (da unabh. von F))

1.2 1 _2 .
= 737t e"Ws . e37°(t=9) . 1 (nach Beweis von Lemma 4)

_1,2
eaWS 3078
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7 Stochastische Modellierung eines Aktienkurses in
stetiger Zeit, Teil 2

Mit geometrischer Brownscher Bewegung (5.2), d.h. mit
S(t) = so - - botr b

wurde Prozess gefunden, um Aktienkurs bei fester Zinsrate und Volatilitdt mathematisch

zu modellieren.

Wiinschenswert: Aktienkurs allgemeiner formulieren

o?(t) und

~ mit nicht-konstanter, zeitabhéingiger, integrierbarer Zinsrate b(t) = b(t) — :

Volatilitét o(t).
Idee: Statt Logarithmus von (5.2)

log(S(t)) = log(sg) + (b — =0?) - t +o W,

schreibe

wobel

1dWs == Wt _WO = Wt

o —

gelten wird.

No6tig: Definition von f s)dW!

t

Berechnung bzw. Definition von [ o(s)dW; fiihrt zu dem Begriff des stochastischen Inte-
0
grals oder auch It6-Integral.

Ito-Integral
t

Zwei (naive) Ideen zur Berechnung von [ X(w)dW(w) (t € [0,00)), wobei X stochasti-
0
scher Prozess ist.

1. Idee: Berechnung, falls Dichte existiert:

t t

[xame) =[x,

0 0
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Problem: Berechnung nicht moglich, da P-fast alle Pfade von W, also s — W(w) (w
fest), nicht differenzierbar (siehe Kapitel 2, Satz 21 in Korn und Korn (2001)?).

2. Idee: Erklarung als Lebesgue-Stieltjes-Integral:

2’71
[ X, = im ST W) = Wiy )+ Xy ()
i=1
(nur sinnvoll, falls fiir alle n gilt: D [W; on(w) — Wi_1/9n (w)]| < C' < oo fiir Konstante C')

Problem: lim Z |Wijan(w) — Wii—1yon (w)] = 00 P — f.s.  (siehe Kapitel 2, Satz 22

n—)ool 1

in Korn und Korn (2001)).

3. Idee: Definition von f Xs(w)dW; fiir stiickweise konstante stochastische Prozesse und

dann Fortsetzung.

Definition 14: Ein einfacher Prozess { X, };c[o 1 ist ein stochastischer Prozess { X }icpo.77,

welcher fiir alle w € €2 die Darstellung

Xi(w) = X(t,w) = @o(w) - L0} (t) +Z‘I’ Lty (2)

besitzt. Hierbei ist {0 =ty < t; < ... <t, =T} (n € N) eine Zerlegung von [0,7] und
O, : Q=R ((i=0,1,...,n) sind beschrinkte ZVn mit den Eigenschaften

&y Fy — messbar, ®; F;, | — messbar .

Bemerkung: Pfade X (w) vom einfachen Prozess X; sind linksstetige Treppenfunktio-
nen der Hohe ®;(w) - 1,_, +,1(t) . Die Form des Intervalls bei den Indikatorfunktionen
(links offen und rechts abgeschlossen) wurde im Hinblick auf die Definition des Integrals
eines einfachen Prozesses in Definition 15 gewéhlt (vgl. Definition des Lebesgue-Stieltjes-

Integrals).

Definition 15: Das stochastische Integral I (X) beziiglich eines einfachen Prozes-
ses X = {X,}eo.1 ist fiir ¢ € [0, 7] definiert gemés

t

[t<X) ::/ Z P; - mln{t tr Wmin{ti,l,t})-

0 1<i<n

Bemerkung: Man sieht leicht: Das obige Integral ist wohldefiniert, da jede Verfeinerung

der urspriinglichen Partition des einfachen Prozesses zum gleichen Integral fiihrt.

2Ralf und Elke Korn. Optionsbewertung und Portfolio-Optimierung. Vieweg. 2001.
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Eigenschaften von I;(X):

Satz 8: Sei X := {X,;}ier, I = [0,T], einfacher Prozess.
Dann gilt:

a) {I;(X)}er ist Martingal bzgl. {F}}ie; mit stetigen Pfaden und E(1,(X)) = 0 fiir
allet € 1.

fX dW fXst ) fiir alle ¢t € 1.

Beweis:

a) Es ist zu zeigen:

i) I;(X) ist Fi-messbar

ii) {I;(X)}ier hat stetige Pfade
iii) E(I )|F)_[(X) firt > s
) E(I(X)) =

zu i) : Folgt aus der Fj, -Messbarkeit von ®; und der Fi-Messbarkeit von W, fur
ty <t

E(L(X
iv) E(I(X

zu i) : Klar, da W, stetige Pfade besitzt.

zu iil) : OBdA sei k > [ und seien ¢ € (tg_1,t],s € (t-1,t],s < t.

E(L(X)|F,) = ZQD( —Wil)) + oWy = W+ W, =W, _))
k-1
+ Z (IDZ(VVtz - VVti—l) + (I)k(Wt - Wtk:—l) FS
i=l+1
" -1
S B(Wi, — W) + Bu(W, — W) + E(9(W,, — W)|F)
=1 :4
k—1
E( Z (I)Z(Wtz - VVti—l) + (I)k(VVt - V[/tk—l)|F5)
i=l+1 .
B
= IS<X>

da A = & E(W,, — W,|F,) " 2V g p(w, — W) P o,
((*) : da fiir 4 S [—1 (I)l Fs—messbar, (th - VVti_l) Fs—messbar, (I)l Fs—messbar

(aufgrund der monoton wachsender Eigenschaft von o-Alg.))
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und fiir ¢ > 1+ 1 und u > t;_1(~ t;_1 > s!) gilt
E<(I)Z<Wu - Wti—l)‘Fs)
=F (E((I)Z<Wu - Wt¢71>|Fti71>|FS)
=F ((IDZE((WU - Wti—1)|F’ti—1)|F5)
unabh. Elwéchse E(q)ZE(Wu . Wti71>|Fs) -0

und somit
B=0.

zu iv) : Zu zeigen: E(L;(X))=0.

!
=
—
i
KA

i(Wmin{ti,t} - Wmin{til,t}))

- Z:l E (E<®Z'<Wmin{t¢,t} - Wmin{tifl,t}”Fti,l) )
- Z E((I)z E(Wmin{ti7t} - Wmin{ti_ht}))
i=1 N -

TV
=0, nach Def.

Oder auch einfacher:

Iy(X) = 0 nach Definition.
~ B(Iy(X)) =0
Da I;(X) Martingal folgt E(I,(X)) = E(E(I,(X)|F)) = E(Io(X)) =0

b) Einfachheitshalber sei t = 5.1 .

t 2

1. Fall: 7 # j, oBdA i > j:

E((I)Z(I)](th - Wti—l)(Wtj - Wtj—l))
= E(E((bl(bj(mz - V[/ti—l)(Wtj - Wtj—l)|F’ti—1))

J/

—
=B (Wi, ~ Wi, _y )@y B(We, = Wi, _;)=0

2. Fall: © = j:
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E<(I)12 ' (Wtz - Wt¢71>2) = E{(I)? B (Wtz - Wti71)2|Fti71)}
unabh. éuwéchse E{(I)? B (th o Wti,1)2>}
= B{®} - (BE(W,, — W,,_,)

= B(®F - (t; — ti-1))
= E(I(X)*)=F <i ®F - (t; — ti1)> =F /ngs

Bemerkungen:

e [;(X) ist quadratisch integrierbar (nach Satz 8b).
t

[} XtEl/\ﬁfldWs:Wt—WOZWt,
0

t t
somit auch E( [ 1dW;)? = EW?) =t (= [1ds).
0 0

Ziel im Folgenden: Fortsetzung des stochastischen Integrals beziiglich einfacher Prozesse

auf groflere Klasse von Prozessen.

Definition 16: Die Menge der reellwertigen stochastischen Prozesse {X}co,r) mit
T
E / X2t | < o0
0

wird als L2[0, T] bezeichnet.

Bemerkung: In L?[0, T] werden zwei Prozesse {X;}e0m und {Y:}iepo,r) mit

T

E /(Xt —Y)2dt | =0
0

identifiziert. Dies fiithrt dazu, dass durch

T
E / XZ2dt
0

1/2

eine Norm auf L?[0, T| definiert ist.
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Beispiele:

a) Eindimensionale Brownsche Bewegung W; liegt in L?[0,T], da:

T T T
E( fwfdt) — [ [W2dtdP = | / W2dP dt
0 Q0 0
NI

=t
2
= LT <o

b) Ist W; Brownsche Bewegung, dann ist e?Vt+b*+<in [2(0,T] (a,b,c € R).
Denn:

(eaWt +bt+c) th>

%H

B(

eQaWt +2bt+20dt dP

o O — o

62(bt+c)/62aWth dt
Q

N———

:E(eQaWt)

20t ca’t gt (mit Beziechung E(e7"t) = e27™")

I
%’ﬂ

N
80

Satz 9: Sei X € L?[0,T]. Es existiert Folge X (™ von einfachen Prozessen mit

T

lim E/(Xs — X215 =0.
n—oo
0
Beweis: Siehe Kapitel 2, Beweis von Satz 30 in Korn und Korn (2001). O

Bemerkung: Obiger Satz besagt, dass jedes X € L?[0,T] durch Folge von einfachen

Prozessen approximiert werden kann.

Satz 10: Es existiert genau eine lineare Abbildung J von L?[0,7] in den Raum der

Martingale mit stetigen Pfaden auf [0, 7] bzgl. {F}}icp,m mit den Eigenschaften:

i) X = {Xi}icpo,n einfacher Prozess = P(J,(X) = I,(X) fur alle t € [0,T]) = 1

t
ii) E(J(X)?*) = E(f X2ds) (“Ito-Isometrie”)
0

Beweis: siche Kapitel 2, Beweis von Satz 32 in Korn und Korn (2001). O
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Definition 17: Das stochastische Integral bzw. das Ito-Integral von X bzgl. W ist
gegeben durch

t
/ X, dW, = J,(X)
0

mit X € L?[0,7] und J wie in Satz 10.

Bemerkungen:

a) Ito-Integral eines Prozesses aus L?[0, T ist ein Martingal und ist quadratisch inte-

grierbar (folgt aus Ito-Isometrie).

t ¢ ¢
b) Ito-Integral ist linear, d. h. [(aX, + BY)dWs = o [ X dW, + 8 [ YidW, (o, 8 €
0 0 0
R, X,,Y,e L?[0,T)).
c¢) Zur Modellierung von Handelsstrategien wird grofere Klasse als L?[0,7T] - so ge-

T
nanntes H?[0,T] (~ fiir alle Prozesse {Y;}iepor) gilt [ Y2ds < oo f.s.) — benotigt.
0

Ito-Integral lisst sich fortsetzen auf H?[0,T], aber Ito-Integral eines Prozesses, wel-
cher in H?[0,T] aber nicht in L?[0,T] liegt, ist in der Regel kein Martingal.

Aktienkurs bei variabler Zinsrate und Volatilitit
Der Aktienkurses bei variabler Zinsrate b(t) = b(t) — $0(t) und variabler Volatilitét o(t)
ist gegeben durch

ft(b(s)féa2 (s))der({t o(s)dWs

S(t) = s - €0 (s0 = S(0)). (7.1)

t
Das Integral [ o(s)dW in (7.1) ist ein Ito-Integral.
0

8 Die Ito6-Formel

Definition 18: Ein reellwertiger stochastischer Prozess {(X(t), F})}ter = {(Xt, F}) her,

I =10, 00), heift reellwertiger It6-Prozess, wenn er fir alle ¢ > 0 die Darstellung

X@:X@+/K@@+/H@M@)

besitzt, wobei {(W(t), F})}ier eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist, X, Fp-
messbar ist und fiir die stochastischen Prozesse { K (t) her, { H (t) }1er gilt

t t
/\K(s)\ds < 0o P-fs. und /H2(5)ds < oo P-fs.
0 0
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fir alle t > 0.
Symbolische Differentialschreibweise :

dX, = Kidt + HidW,
(sogenannte stochastische Differentialgleichung).

Im Folgenden: Herleitung einer stochastischen Differentialgleichung fiir stochastische

Prozesse, die Funktionen von Ito-Prozessen sind.

Definition 19: XY reellwertige [to-Prozesse mit

X(t) +fK @+fH’dW@%
Y(t +fL ds+fAf )W (s).

Die quadratische Kovariation von X und Y ist gegeben durch

< X)Y >p= /H(s) - M(s)ds.

Die quadratische Variation von X ist gegeben durch
<X%:<XX>F/H%M5

Schreibweise eines Integrals vom stochastischen Prozess Y bzgl. eines 1to-Prozesses X:

t t t

/ Y(s)dX(s) = / Y(s) K(s)ds + / Y(s) - H(s)dW(s),

0 0 0

falls Integrale auf der rechten Seite definiert sind.

Satz 11 (Eindimensionale It6-Formel):

Sei W; eindimensionale Brownsche Bewegung, sei X; reellwertiger Ito-Prozess mit
Xy = Xo+ /sts+/HdeS

und sei f: R — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle t > 0:

t

f(Xy) = f(Xo) +/f’(Xs)dXs +%/f”(Xs)d <X >, fs. (8.1)

0
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Symbolische Differentialschreibweise der Ito-Formel:

df (X,) = f'(X,)dX, + % FIX)d < X >

Beweisidee von Satz 11:

1. Beweis nur mit Beschranktheitsannahmen an

t t t
XO,/HSdWS,/|KS|ds und /Hfds
0 0 0

durch Konstante C' auf [0, 00) x €.
¢
= |X,| <3C,H, € 120, T] (da E [, H?ds < oo) fiir alle T > 0, und [ H,dW, ist
0
Martingal.

Aus f zweimal stetig differenzierbar folgt f, f/, f” beschrankt im Wertebereich von
X;. Weiter hat {X}, stetige Pfade, da

t ¢
t— / K(s)ds und t~ / H(s) dW;
0 0

wegen fot |K(s)|ds < co P.— f.s. und H; € L?[0, T] mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig

sind.

2. Anwendung von Taylor-Entwicklung.

Sei m = {tp =0,...,t, =t} Partition von [0, ] mit

I 7 lli= ax [t~ tis

und sei t > 0. Es gilt:

FX0) = F(X0) = z< (X) = F(X0,))

n

o Z f th 1) i o Xtifl) +% Z f//(Xti—l + @Z<th - Xti—l)) ’ (Xti - Xti—l

i=1

J/ N

)2

J/

.
.

I
b
Il

sy}

wobei ©; € (0,1) .

3. Betrachtung von A:

n tzl tzl

A = S (X)) des+fHdW des—fHdW)

=1

= S ren)- /KdHZthH /HdW

ti—
J J

-~ -~

=:A;(m) =:As(m)

34



3.1

3.2

3.3

Betrachtung von A (7):
Es gilt:

il /f’ VKo ds P — f.s.,
0
da f’ gleichméBig stetig im Wertebereich von X, { X} stetige Pfade hat und
t
/ |Ks|ds < C < o0
0

gilt.
Betrachtung von As(7):

Da X, Werte in einem kompakten Intervall annimmt und f’ beschrénkt in
diesem kompakten Intervall ist, folgt f'(X,) € L?[0,T].

Setze

er(w) = f,(XO( 1{0} +Zf th 1 ]'(tz 125}( )7

dann gilt
t

/ YT H,dW, = Ay(r).
0

Mit Ito-Isometrie,

Y7 = (X)) (=l = 0)

(da f" gleichmiBig stetig im Wertebereich von X ist und da {X;}s stetige

Pfade hat), und mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt:

t 2 t

E / (F(X.) —Y7) - HdWW, | = B / (f'(X.) — Y72 - H2ds)

0 .0 )
Also gilt
As(m) = / Y H dW —)/ (X)) - HdW, (||| — 0)
0

in L?. Durch Ubergang zu einer Teilfolge bei der Folge der Partitionen kann

man hier sogar fast-sichere-Konvergenz annehmen.

Aus 3.1 und 3.2 folgt

A”ﬁo/f de+/f VHLAW, = /f JdX, f.s.
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4. Betrachtung von B:

_ 2
B = ﬁ: f//(Xti—l + @Z(th - Xti—l)) ’ < f KSdS)

i=1 ti—1

t;
| Hdes>
i—1

i—

+2 i (X, +04( Xy, — Xy, ))) - ( } st8> _ (

i=1 i1

=1

= Li(7m)+ Iy(m) + I3(n)

2
+ Z fﬂ(Xti*l + @Z<th - Xtiﬂ)) ' ( f HdeS>
= ti—1

4.1 Betrachtung von I;(7) + Iy(m):

Aus Beschranktheit von f” im Wertebereich von X; sowie mit

t; t
Z|/sts| §/|Ks|ds<0
=1 iy 0

folgt:

|[1u(7) + Ly(m)]

n ti ti ti
= 1> (X, +0:( Xy, — Xb ) - < f sts> . [f Kyds+2- f H dW,
=1 ti—1 i—1

ti—1 ti—

t;
[ Kds|

ti—1

t; t; n
/, . . .
< 1]l (2@%'@{ Kods| +2- uax | [ HAW] )3

ti t;
<2 O f |- max\/sts\—l—maX\/Hdes\
1<i<n 1<i<n
ti—1 t;

- i—1
A\ >
-~

(*1)

t t
Da [ K,ds und [ HydW, mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig sind, folgt:
0 0

(+) T30 fs.
4.2 Betrachtung von I3(7):

t;

(2)
L(m) E 3 e - X)) | [ s
i=1 7

und

i f//(Xti—l + @z(th - Xti_l)) : ( }Z Hfds)

i=1 -

¢ t
S T 2 = [ f1(X)d < X >,
0 0
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(%2): vgl. mit Ito-Isometrie gilt: £ (
¢

ti 2 t;
i HSdWS> —F ( f Hfds)
i—1

ti—1

i—

Dies “zeigt”:

1 t
5B —>/ f"(X)d < X >, fs.
0

Anwendungsbeispiele der It6-Formel
t t
Sei X; Ito-Prozess mit X; = Xy + stds + stdWs )
0 0
1. Xo=0,K,=1,H, =0:
N Xt = t

Mit It6-Formel (8.1)

t

F) = f0)+ [ reax. g [ i< x s,
0 0

t t

_ f(XO)Jr/f’(XS)-\K’S/ds+/f’(Xs)-\H/S/dWSJr%/f”(XS)d<X >,
0

0 =1 =0 0

folgt

~> Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Spezialfall der Ito-Formel
2. X = h(t) mit h differenzierbar (also Xy = h(0), K5 = h/(s) und H; = 0).

t t
~ X = h(0) + [W'(s)ds + [ 0dW,
0 0
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Aus Ito-Formel:

Fh) = fh(0) + / £(h(s))dX, +0

= [ ) wds + [ ) oaw,

'(h(s)) - W (s)ds

Il

=

=

=

+
o .

~ o

~ Substitutionsregel

3. Xo=0,K,=0,H, =1 und f(x) = 2?

t
~ Xy = [dW, =W,
0

Mit (8.1):
) = J) ¢ [rXax. 4 B[ < X >
(I ’
= [roc) - was + [ (X)W,
0
0
-0

folgt

t t
W2 = 04 [2WdW, + L [2ds
0 0

t
= 2 [ W dW, +t
0

t
= (W2—1t)-1= [ W.adW,
0

t —
Beachte: d<X>t: d<W>t:dt7da<X>t:st2d8 Hszzlt
0

Die Gleichung des Aktienkurses
Sei S(t) eine geometrische Brownsche Bewegung, also

S(t) = soelb 27Vt

Sei X; Ito-Prozess mit Xg =0, K, =b — %0’2, H; = o und sei f(x) = spe” .
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¢ ¢
~ Xy =0+ [(b—30%)ds + [ odW, und f(X;) = S(¢)
0 0

Mit (8.1) und f"(z) = f'(z) = f(z) folgt:

FX) = 00+ [ PO ] 00 < X >,

0
N————

:jf’(Xs)~stS+jf/<Xs)'Hdes
0 0

= ot [~ Jo%) 45X 0?)ds + [ FOX) o,

= S(t) = 30+ft5(s)~bds—|—ft5(s)-adWs (8.2)

(8.2) wird als Gleichung des Aktienpreises bezeichnet.

Symbolische Differentialschreibweise von (8.2):

dS(t) = S(t)(bdt + o dW,)

mit S(0) = s, (8.3)

(8.3) ist so genannte stochastische DGL und geometrische Brownsche Bewegung ist
(eindeutige) Losung dieser stochastischer DGL (SDGL).

Bemerkungen:

a) (8.2) gilt auch fiir zeitabhéngige b und o mit Wahl von X, geméf

t t

X, = [(v0s) = 5o*)is + [ a(s)aw.

0 0
Beachte: b und o geeignet voraussetzen, so dass X; [to-Prozess!
b) Verallgemeinerung von (8.3) durch SDGL

dX(t) = (A(t) - X(t) + a(t))dt + (D(t) - X(t) + 0(t))dW; mit
X(0) ==,

wobei {(W (t), F}) }ter eindimensionale Brownsche Bewegung und A, a, D, § stocha-

stische Prozesse sind mit

(|A(s)| + |a(s)])ds < o0 P-f.s. Vit >0 und
(x)

O L O—

(D(s)*+6(s)?)ds < oo P-fs. ¥Vt >0.
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Es lasst sich zeigen, dass diese SDGL aufgrund von (x) die “eindeutige” (eindeutig

bis auf Mengen von Maf gleich Null) Losung {X;, F} }+¢[0,00) mit

X(t) =z+ ft(A(s) - X(s) + a(s))ds + ft(D(s) - X(s)+0(s))dW, P-fs. ¥Vt >0

0 0
besitzt (siehe Kapitel 2, Satz 42 — Variation der Konstanten — in Korn und Korn
(2001)).

9 Die Black-Scholes Formel

Annahmen an den Markt

a) Der Investor hat keine Kenntnis iiber die zukiinftigen Preise und seine Handlungen

haben keinen Einfluss auf die Wertpapierpreise
b) Jeder Investor besitzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 Startkapital
c) Das nicht in Aktien angelegte Geld wird in Bonds angelegt

d) Vermogensinderungen entstehen nur durch Gewinne oder Verluste von Investments

und nicht durch Konsum ~» selbst-finanzierend
e) Wertpapiere sind beliebig teilbar

f) Man kann auch negative Anzahl von Wertpapieren halten:
Bonds — Aufnahme eines Kredits
Aktien — Aktienleerverkaufe

g) Keine Transaktionskosten

h) Arbitragefreiheit

Bisher bekannt:
e Modellierung von Bond
B(t):bo'eo s B(O):bo
e Modellierung von Aktienkurs
ft(b(s)—%a2(s))d8+hf o(s)dWs

S(t) = sg-ed . S(0)=sp

e Schranken fiir européische und amerikanische Optionspreise
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Wir beno6tigen noch den folgenden Begriff:

Portfolio IT: Kombination aus einer endlichen Anzahl von Finanzinstrumenten (Bonds,

Aktien, Optionen,...), deren Wertentwicklung als Ganzes gesehen wird.

I, :=T1I(t) = > wi(t)-FL(t) = Wert des Portfolios zur Zeit ¢
i=1

FI(t) = Wert des Finanzinstrumentes oder Basiswertes zur Zeit ¢
©i(t) = Anteile des Finanzinstrumentes oder Basiswertes zur Zeit ¢
o(t) = (p1(t),...,ou(t))T € R" = zull, gehérende Handelsstrategie

Beachte: F'I;(t) > 0, ¢;(t) € R, insbesondere ¢;(t) < 0 erlaubt ~ Leerverkauf (i =
1,...,n)

Gesucht: Fairer Preis einer Option, z. B. C'g(0)

Idee: Wie in Kapitel 4 werden wir als “fairen Preis” einer Option das Anfangskapital bei

einer “geeignet definierten” Duplikationsstrategie der Auszahlung der Option ansehen.

Vorgehen: Betrachte Portfolio Y, bestehend aus einem Bond, einer Aktie und genau
einer verkauften Option, z. B. europiischer Call auf Aktie mit AUP K.

Nehme an, Optionspreis ist zur Zeit ¢ € [0,7] darstellbar als Funktion von Zeit ¢ und
Aktienkurs.

Verfolge dann selbst-finanzierende Handelsstrategie ¢ in Aktie und Bond unter Einschluf3
der verkauften Call Option, so dass Wert des Portfolios nicht zufilligen Schwankungen
unterliegt, also risikolos ist.

~ Durch Ausniitzen bestimmter Annahmen folgt die sogenannte Black-Scholes Gleichung
(= partieller DGL).

Beispiel zur zeitdiskreten selbst-finanzierenden Handelsstrategie
Betrachtet wird ein Portfolio II, bestehend aus Bond und Aktie, in den Zeitpunkten
t=20,1,2.

t =0: Vermogen in t = 0:

Iy = ¢1(0) - B(0) 4 ¢2(0) - 5(0)

t =1 : Preisénderungen von Bond/Aktie in ¢ = 1 liefern Vermogen in ¢ = 1:

I = ¢1(0) - B(L) + 2(0) - S(1)

Insgesamt:
I = I +¢1(0) - (B(1) = B(0)) + ¢2(0) - (S(1) = S(0
! 0 £10) - (B(A) — BO) +¢:(0) - (5(1) — 5(0))
Vermogen — Vermdgen  Gewinne/Verluste aus den Preisinderungen
in t=1 in t=0
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Mogliche Umschichtungen in ¢ = 1 liefern
I = 1(1) - B(1) 4 ¢2(1) - S(1),
da Vermdgen vollstédndig in Bond/Aktie investiert werden muss.

t = 2: Analog

= I =1l + Zj: [p1(i = 1) - (B(i) = B(i = 1)) + ¢2(i = 1) - (S(i) = S(i = 1))]

=1
und

I = ¢1(2) - B(2) + a(2) - S(2)

Diese Strategie ist selbst-finanzierend in dem Sinne, dass der Wert des Portfolios vor der
Umschichtung gleich dem Wert nach der Umschichtung entspricht, da die Gewinne bzw.

Verluste vollstindig ins Portfolio investiert werden miissen.

Fiir mehrere Zeitschritte gilt:

= o+ 3 [pri = 1)+ (B) = Bl = 1)+ ali = 1) (8() = S(i = 1)

Verallgemeinerung von zeitdiskreten zum zeitstetigen Modell durch
Definition 20: Eine zum Portfolio IT (mit n Finanzinstrumenten F'Iy, ..., FI,) gehérende
Handelsstrategie heifit selbst-finanzierend, falls fiir ¢ € [0, 7] gilt:

T, = Ty + i [ oils)dFL(s) P-Es. (9.1)
~ dIl, = i oi()dF (1) (9.2)

Bemerkung: Mit r, b, o konstant, ¢ > 0 und mit dS(t) = S(t)(bdt + odW;) und dB(t) =
Bt)rdt (5(0) = s, B(0) = by)

gilt:
° j@l(s)dB(s) = Oftgol(s)B(s)'r’ds
o [ipadS(s) = [ oa(s)S(s)ids + | oa(s)S(s)odV,

Zur Herleitung der Black-Scholes Gleichung wird eine Modifikation der eindimensionalen
[t6-Formel (Satz 11) benétigt. Es werden Funktionen mit 2 Verdnderlichen betrachtet und
f" wird durch partielle Ableitungen von f “ersetzt”.

Satz 12 (It6-Formel fiir zeitabh. Funktionen):

42



Sei W; eindimensionale Brownsche Bewegung, sei X; reellwertiger Ito-Prozess mit
Xi=Xo+ / K.ds + /HSdWS und sei

f:]0,00) xR — R stetig und auf [0,7") x (0, c0) zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt
fir alle t > 0:

t

fi(Xy) == f(t, Xy) = f(0,Xo) + fta—{ (s, Xs)ds + fa—f;(s,Xs)dXs
0

t
+ 12 (s, X)d < X >,
0

T

Symbolische Schreibweise:

10%f,
2 Oz2

oft
ot

ofi

dfy(Xe) = o

It (x)dt + 2 (x)dX, + =S (X)d < X >,

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 11. Betrachte in 2)

St Xe) = f(tim1, X))

= [f(ti, Xe,) = f(tior, Xe)] + [f (i1, X)) = f(tizr, X))

= G (70 Xo) - (t = i) + GE (i, X)) - (X — X))
L2t 0, X 0K — X)) - (X — X, ,)?

mit tifl < Ti < tl .

Grundidee von Black und Scholes zur Bewertung eines européaischem Calls (oder
einer anderen européischen Option):

Betrachte ein Portfolio bestehend aus Bonds (gemé&fl ¢4(t)), aus der der Option zugrun-
deliegenden Aktie (geméB ¢o(t)) und genau einem verkauftem Call (mit Wert Cy(S;)).

Bestimme selbstfinanzierende Handelsstrategie so, dass der Vermogensprozess

Yo = o1(t) B(t) + ¢a(1)S(t) — Ci(Sh)

risikolos ist (und damit - aus Arbitragegriinden - sich wie der Bond verhélt). Leite aus

dieser Bedingung eine partielle Differentialgleichung fiir Cy(S;) her.
Annahmen:
A;) Annahmen an den Markt (siehe Beginn von Kapitel 9)

As) Aktienkurs S; entwickelt sich geméf geometrischer Brownschen Bewegung (5.2) in
te€0,T]

As) Preis des européischen Calls darstellbar Funktion Cy(S;), die nur von der Zeit ¢ und
dem Aktienkurs S; abhéngt.
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Ay) Cy(Sy) stetig und auf [0,7") x (0,00) > (¢, S;) zweimal stetig differenzierbar

As) r,b,0 konstant und o > 0

T

f lp1(t)|dt < oo P-fs. f(cpg(t) - S¢)?dt < oo P-fs.

A7) Handelsstrategie ¢ selbst-finanzierend

Ag) Wert Y; des obigen Portfolios ist risikolos

Mit As) und Ag) existieren Integrale in (9.1).

Betrachte Portfolio Y von oben unter Einschluf§ des verkauften européischen Calls und

~ Y= () B(t) + ¢2(1)S (1) — Ci(51)
Mit A7) folgt:

av; = P1(B)dB(t) + @a(t)dS(t) — dCy(S,)
Az),A5)

01 () B(t)rdt + oo (t)S(t)bdt + o (t)S(t)odWy — dCy(St)

Satz 12
(Ks=bS5(s),Hs=05(s))

)
L (8,)dS, + ;Bagt(st)d <5 >t)
)S(t) }dt + 0o (1) S () odW,
(

Si) - bS(t)dt + %(St) Lo S(t)dW,

“S(t
- [wl(t)B(t)'f’ pa()S(1)b — (21(5,) + 22(5,) - bS(1)
2802 |t + [ea(t)S()o — 22(S) - oS ()| aW (+)

Mit Ag) folgt : [@a(t)S(t)o — 22£(S,) - 0S(t)] = 0

Aus Arbitragegriinden: dY; = rY; dt (%)

(da Y; als risikolose Anlage das Gleiche erwirtschaften muss wie ein Bond)
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Mit (x), (x+) und ¢@o(t) = 9(S,) folgt:

Y, = @i(OB(r+ %S - S(0b — (%5H(Sy) + %S - bS(1)
+3%0 H(S1) - oS (1)%)
= 1 (e®)B) + pa(0)S(1) — C(S)) +rCi(S) + b (S)) - (1)
e 28(5,) - S(8) — (5(5,) + 24(5) - bS(0) + 05(t)°)
= 7Y+ (rCuS) - (S, 5()-8%59-% - 025(1)?)

= rCy(S)) — r2(8,) - S(t) — 2 (S,) — LEC(S,) - 528(t)2 = 0

Mit Cr(St) = (S — K)7 ist obige Gleichung so genannte Black-Scholes Gleichung fiir

européischen Call mit Losung Cy(Sy).

Allgemeiner: Black-Scholes Gleichung fiir europiische Optionen

1528290 4 pS, 2L 4 U . f =0

mit f:= f(¢,5¢) : [0,T] x (0,00) — R stetig und

auf [0,T) x (0,00) zweimal stetig differenzierbar und

(Sr— K)* fur Call
f(T7 ST) =
(K —Sr)t fir Put

Bemerkungen:

1. (9.3) ist parabolische DGL = Randwerte werden geglittet

2. Wir sind interessiert an f(0,Sy) =

Randbedingungen:

t="1T: f(T,Sr) siehe (9.3)

S —0: FirCall: f(t,00=(0—- K)" =0

Fiir Put: f(£, 0) Satz 4(PCP)
Fiir Call: S sehr grol = Call wird ausgeiibt

~ f(t,S) =S — Ke ™ fiir S grof

~S fiir S grof3
#@%IfﬂrS%oo(tE[O,T])

Fiir Put: Setze f(t,S) — 0 fir S — o

N
1
8
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Insgesamt:

Fiir européischen Call: f(t,0) =0, @ — 1fir S = o0

(9.4)
Fiir europdischen Put: f(¢,0) = Ke "= f(¢,S) — 0 fiir S — oo

Losungsidee der Black-Scholes Gleichung bzw. partieller DGL

Schritt 1: Transformation von (9.3) durch geeignete Variablen-
transformation auf Warmeleitungsgleichung

Ur = Uy (T = %0-2<T - t) > O? T = ln<%) < R)

Schritt 2:  Losung (analytisch) von u, = u,, gegeben durch

[e.e]

u(r,z) = [ wo(s) - W - exp (%) ds

— 00

mit ug(x) = u(0, z)

Schritt 3: Riicktransformation + Uberpriifung der Randbedingungen

Satz 13: Die Black-Scholes Gleichung (9.3) mit Randbedingungen (9.4) besitzt die Losungen
a) Cg(t) = f(t,Sy) = S;P(dy(t)) — Ke"T=0d(dy(t)) fiir européischen Call
b) Pg(t) = f(t,S,) = Ke"T®(—dy(t)) — Sy - ®(—d,(t)) fiir europiischen Put

mit

In(3t) + (r + 262)(T — 1) () — In(3) + (r — Lo2)(T — 1)
VT — 1 R oVT — 1

und ® Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

di(t) =

Beweis: Durch langwieriges Nachrechnen. O
Mit ¢t = 0 folgt die sogenannte Black-Scholes Formel:

Satz 14 (Black-Scholes-Formel):

Gegeben sei ein Marktmodell mit Aktie S und Bond B. Entwickelt sich Aktie S im
Zeitraum [0, 7] geméaB einer geometrischen Brownschen Bewegung (5.2) und gilt 7, b, 0
konstant mit ¢ > 0 (r,b € R), dann gelten fiir den Preis einer européischer Call Option
bzw. europiischer Put Option Cg(0) bzw. Pg(0) auf Aktie S mit AUP K > 0 und
Verfallszeitpunkt T":

a) Cp(0) =350 - ®(dy) — K -e - ®(dy) (so =5(0))

b) PE(O) =K-e'T. (I)(—dg) — S0 - (I)(—dl) (80 = S(O))
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wobei
i — In (%’) + (r+ %O'Q)T 4 — In (‘%0) + (r— %O'Q)T
b o T e o T

und ® Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Beweis: Folgt aus dem obigen Satz durch Einsetzen. O

Bemerkung: Nach Losung der partiellen DGL von Black und Scholes lésst sich auch die
zur Nachbildung der Option erforderliche Handlesstrategie ¢1(¢) und ¢o(t) bestimmen.

Denn nach Herleitung ist
oC
t) = — (5,
palt) = SH(S)

und Y; verhélt sich wie der Bond. Dann lésst sich bei Kenntnis von Cy(S;) und bei Setzen

von Yy = 0 aber auch ¢;(t) aus
0 =Y = @1(t)B(t) + 2(t) S — Ci(Sy)

bestimmen.

10 Die Volatilitat

Alle wertbestimmenden Groflen des Preises einer européischen Option bzw. eines ame-
rikanischen Calls sind durch Marktdaten feststellbar mit Ausnahme der Volatilitat. Zur
Ermittlung der Volatilitdat o gibt es zwei Moglichkeiten:

Die historische Volatilitat oy, :

Schétzung der Volatilitéit mittels historischen Daten.

Vorgehensweise:

1. Aktienkurs entwickelt sich geméB dS(t) = S(t)(bdt + odW,) (t € [0,T1).

2. Betrachte von Aktie S n + 1 Aktienkurse S(1),...,S(n+ 1) in der Vergangenheit

bis heute in festen Zeitabsténden A ¢ (z. B. A t = 5= = 1 Tag).

3. Berechne

S(i+1)
S(i)

(da mit S; = sq - (b= 307t W folgt:

u; = log firi=1,...,n

S, 1
log gm = (b~ 5‘72)‘ Att+o- Wia — W)
t S———

=N(0,at)—verteilte ZV
1
= N((b- 502)- A t,o% At) — verteilte ZV

St+at .
St

~> Schétzer % = 0?2, siehe 4.))).

(hieraus folgt fiir log Varianz = o2 A t
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4. Berechne emp_S? mit

n

1 1 <
emp_S? = —— g (u; —u)? undﬂz—g U -
n
i=1

n—1
~ /emp_S?
5. JhiSt — A .

i=1
Bemerkungen fiir oy :

e In Praxis werden nur Tage, an denen die Borse geoffnet ist, beriicksichtigt
~ 1 Jahr = 252 Borsentage

e Falls Dividendenzahlung am Tag ¢ = k erfolgt
~» Neue Stichprobe bilden, indem man Ubergang von Tag k auf Tag k + 1 nicht
beriicksichtigt.

Die implizite Volatilitit o, :
Approximation der Volatilitat mittels Black-Scholes Formeln und numerischen “Testen”.

Vorgehensweise:
1. Preise, zu denen Optionen gehandelt werden, sind am Markt bekannt.

2. Ermittle daraus numerisch die rechnerische Volatilitét oy, indem fiir o in der
Black-Scholes Formel solange Werte eingesetzt werden, bis sich der vorgegebene

bekannte Preis ergibt.

11 Optionsbewertung mit numerischen Verfahren

Man kann zeigen: Der faire Preis einer (européischen) Call/Put Option mit Endzahlung
f(Sr) lasst sich nach MaBwechsel (Ubergang zum sogenannten risiko-neutralen Markt)

darstellen als Erwartungswert Eg(e™"" - f(S7)).

Zum Beispiel ist der faire Preis einer européischen Put-Option (mit Strike K und Lauf-
zeit T') auf eine Aktie, deren Kurs beschrieben wird durch eine geometrische Brownsche

Bewegung mit Drift b und Volatilitit o, darstellbar als
E (e*T*T -max {K — 5;,0}),
wobei
o Sf=sp-exp((r*=05-02)-t+0-Wy),
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o (W,); ist Wiener Prozess,

e r* ist der Zinssatz, den ich am Markt durch eine risikolose Anlage (simultan in

Aktien, Bonds, etc.) erzielen kann.

Ziel: Schatze diesen Erwartungswert.

Wir verwenden dabei zur Vereinfachung der Schreibweise wieder r anstelle von r*.

11.1 Approximation durch Binomialbdume

Idee: Beschreibe (zeitdiskreten) Aktienkurs durch Binomialbaum, d. h. betrachte
Cox/Ross/Rubinstein-Modell (CRR-Modell). Berechne anschliefend rekursiv die in die-
sem Modell erwartete abgezinste Endzahlung der Option als Néherung fiir den tatséchlichen

Optionspreis.
Annahmen

e Betrachtet wird ein Markt mit Bond, Aktie und européischer Call/Put Option mit
AUP K

Aktienkurs S; ist gegeben durch geometrische Brownsche Bewegung fiir ¢ € [0, T

Bondpreis zur Zeit t = 0 ist 1

r, b, o konstant und o > 0

Aktienleerverkaufe bzw. Aufnahme eines Kredits erlaubt

e Keine Transaktionskosten

e Arbitragefreiheit
CRR-Modell

Diskretisierung von Zeitintervall [0, 7] durch dquidistante Unterteilung 0 = tg < t; <
. <t,=T,wobei At:=ti —t; (i=0,....n—1)=at="1L
Es gelte: Aktienkurs zur Zeit ¢; ist gegeben durch S;, und

u-S;, mit Wahrscheinlichkeit ¢ “up-Zustand”
(11.1)
d-S,, mit Wahrscheinlichkeit 1 —¢ “down-Zustand”

(i=0,...,n—1)mit 0 <d<wund g€ (0,1).
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Graphisch:
0=t g t;  to taT "Zeit"
J's
US<:UZS < s
s uds "Preis’
<:ds<: |
S

ud"1s

(B =1 — B =)

0

Hierbei Notation S = Sy, = S(to) = S(0) .
Beachte:
1. Mogliche relative Preisanderung Sy, /S;,_, (i =1,...,n) in jedem Knoten gleich.

2. Aus Arbitragegriinden gilt

0<d<e™®<u (11.2)
d > e"?t ~» Arbitrage: Kauf von Aktien finanziert durch Kredit,
u < e"?" ~ Arbitrage: Kauf von Bond finanziert durch Aktienleerverkiufe).

n—oo

Idee: Wihle u,d, q, so dass mit wachsender Diskretisierung Sy, (—>) ST, wobei St der

Wert der geometrischen Brownschen Bewegung an der Stelle T ist.

Wahl von u,d, q
Seien X7,..., X, unabhéngige b(1, g)-verteilte ZVn und sei X = > X;, die Anzahl der

=1
“Aufwirtsbewegungen” von Sy . Dann gilt:

X ~b(n,q) und
St = 9. UX 3 dan =9. 6X~ln%+n~lnd

n

Definiere u, d durch

u = eb-AHo-\/ﬂ7 d = ebdt—oVat (11.3)

mit b= r — %02. In diesem Fall ist dann

~ 11 Ind 1 Inu—Ind
b:_.w,az_.M (11.4)
2 At 2 Jat
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(11.3) liefert fiir S,

St — . eX-(ln u—Ind)+n-Ind

. eX-(QO’\/B)-}—n'(I;-At—O’\/E)

bbb V/ato (2 1)

L THoVT e (25-1) (dan-at=T)

TV (57)

I
W » » »n O»

Setze q := %

Dann gilt:
2X —n  2X - E(2X) 1

Tn o da X ~ b(n, 5)

n
Da X = ) X; Summe von n u.iv. ZVn X; ist, folgt mit zentralem Grenzwertsatz
i=1

2X —n
N4D

konvergiert nach Verteilung gegen N (0, 1)-verteilte ZV.

Mit Satz von der stetigen Abbildung ergibt sich

Sy, =5+ eETer/T'(”\(/%n) D g e g (n —o00) (also fir At—0).

Sei f(S,) bzw. f(S7) Endzahlung des européischen Calls/Puts im zeitdiskreten bzw.
zeitstetigen Modell. Im Falle eines européischen Puts folgt dann (wegen Beschrinktheit

der Auszahlungsfunktion) daraus auch
—rT (n—00) —rT
E(e™ - f(Si)) —" Ele™™ - f(57)).

Fiir andere Optionen kann man diese Beziehung meist ebenfalls folgern, indem man dazu
(in aller Regel recht aufwendig) Zusatzbedingungen wie z.B. gleichgradige Integrierbarkeit

nachrechnet.
Idee: Schiitze nun Optionspreis E(e™™ - f(S7)) durch E(e™"T - f(S;,)) fiir n groB.

Algorithmus zur Berechnung von E(e™™7T - f(S;,))
Gegeben: r,b, o konstant, o > 0, K, T, Sy, = S(0) = S,S; = S-exp((r —0.5-0%) -t +0-W,).

1. Schritt: Initialisierung des Binomialbaumes
1.1 Zerlege [0,T]in 0=ty <t; <...<t, =T (At=1ti41 —t;) mit n hinreichend grof}
1.2 Setze ¢ = 1, At = I und berechne b=(r— 10?) eR
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1.3 Berechne u,d gemé$ (11.3) ((11.2),(11.4) automatisch erfiillt)
1.4 Berechne fiir i =0,...,n, j=0,...,1
S} =wld7 - S (=2 (11.1))

2. Schritt: Rekursive Berechnung von E(e™"T - f(S;))

Trick: Wir berechnen rekursiv
Vi(Si) =B (1 (5wt B Xo . g Thoa %))
2.1 Berechne fiir j =0,...,n
(8] —K)* : Call

£(8) = |
(K —S.)" « Put

2.2 Setze V;j(S;,) :== f(S]) (j =0,...,n).

2.3 Berechne rekursiv firt=n—1,...,0, 7 =0,...,1

1
V](Stz) = 5[‘/j+1(sti+1) + ‘/j(Sti+l)]

2.4 Setze V = e - Vy(Sy,)
Beachte: E(e™T - f(S,)) =V
Bemerkungen:

1. Optionspreis konnte auch direkt mittels
1/ —r —r . n % n—i %
Vi=e T Vy(S,) =e T-;<Z,)'C](1—Q) - (5%,)

berechnet werden.
Eventuelle Schwierigkeiten: Verschlechterung der numerischen Stabilitdt wegen der

zu berechnenden Fakultdten in den Binomialkoeflizienten.

2. Binomialverfahren gilt auch fiir européische pfadunabhéngige Optionen wie z. B.

Strangle.

3. Wahl von u, d, g auch anders moglich, z. B. nach CRR:

1 rAt d
u=e"d==-=¢""und q = S
u u—d
4. Verallgemeinerungen des “Binomialmodells” durch Trinomialbaum mit 3 Anderungs—
moglichkeiten fiir Aktienkurs mit Wahrscheinlichkeiten p,¢,r mit p+qg+r=1.

Vorteil: schnellere Konvergenz
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11.2 Monte-Carlo-Simulation

Idee: Erzeuge grofle Anzahl von u.i.v. Aktienkurspfaden und berechne fiir jeden einzel-
nen Pfad die Endzahlung der Option. Da hierfiir arithmetisches Mittel nach dem starken
Gesetz der groflen Zahlen fast sicher gegen EW konvergiert, berechne die erwartete abge-

zinste Endzahlung der Option als Naherung fiir tatsédchlichen Optionspreis.
Annahmen:
e Annahmen an den Markt (siche Kapitel 9)

e 1 b, o konstant, o > 0

Algorithmus
Gegeben: r,b, 0 konstant, ¢ > 0, K, T, S(0)

1. Schritt: Simulation von unabhingigen Aktienkursen z. B. gemif3 geometri-
scher Brownscher Bewegung.

1.1 Berechne fiire=1,...,n
Sir=5(0) - er=20") TH+o-Wir
mit W,z ~ N(0,T).
2. Schritt: Berechnung von E(e™"T - f(Sr))

2.1 Berechne Endzahlung fiir i =1,...,n
Vi = f(Sir)

2.2 Schiitze E(V) := 13V,
=1
2.3 Setze V =¢T - E(V)
Beachte: E(eT - f(S7)) = E(V)

Bemerkung: n muss hinreichend grof} sein.
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