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Kapitel 1

Einfiihrung

In dieser Vorlesung werden die folgenden drei Problemstellungen behandelt:

1. Dichteschatzung

X1, Xy, ...seien unabhingige identisch verteilte (u.i.v.) Re-wertige Zufalls-
variablen mit Dichte f : R? — R in Bezug auf das Lebesgue-Borel MaSf.

Ausgehend von
Xi,..., X,

soll f geschatzt werden.

2. Regressionsschatzung mit festem Design

Sei m : R — R, seien xq, 70, -~ € RY, seien €, €, ...unabhingige reelle
Zufallsvariablen mit E{¢;} = 0 (i € N) und

Yi=m(z;)+e (i=1,...,n).

Ausgehend von
(xla }/1)7 A (xTuYn)

soll m geschatzt werden.

3. Regressionsschatzung mit zufalligem Design

(X,Y), (X1,Y1), (X5,Y5), ...seien wiv. R? x R-wertige Zuvallsvariablen
mit E{Y?} < co. Sei m : R? — R definiert durch m(z) = E{Y|X = z} die
zugehorige Regressionsfunktion. Ausgehend von

(Xla}/l)a R (Xnayn)

soll m geschatzt werden
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Die klassische Methode zur Losung der obigen Schatzprobleme ist die sogenannte
parametrische Kurvenschatzung. Hierbei wird die Bauart der zu schatzenden
Funktion als bekannt vorausgesetzt und es wird angenommen, dass diese nur von
endlich vielen Parametern (d.h., endlich vielen reellen Zahlen) abhéngt, deren
Werte unbekannt sind (z.B. bei der linearen Regression: Regressionfunktion ist
eine lineare Funktion). Zur Schétzung der Funktion werden diese dann geschétzt.

Vorteil: Einfach, funktioniert auch, wenn nur wenige Daten zur Verfiigung ste-
hen, da statt einer Funktion nur endlich viele reelle Zahlen geschatzt werden
miissen.

Nachteil: Eventuell grofler Fehler bei der Schatzung, sofern Annahme an die
Bauart falsch ist.

In dieser Vorlesung behandeln wir die sogenannte nichtparametrische Kurven-
schatzung. Dabei ist die Bauart der zu schatzenden Funktion komplett unbekannt.

Schwerpunkte dabei sind:

1. Universelle Konsistenz
Wir konstruieren Schatzverfahren so, dass sie in allen moglichen Situationen
gegen die zu schatzende Funktion konvergieren, sofern der Stichprobenum-
fang gegen Unendlich strebt.

2. Konvergenzgeschwindigkeit

Wir zeigen, dass die Konvergenz in 1. in Abhéngigkeit der Situation so
schnell wie moglich erfolgt (sofern der Stichprobenumfang gegen Unendlich
strebt). Hierbei wird die erreichbare Geschwindigkeit der Konvergenz von
der Glattheit der zu schatzenden Funktion abhéngen.

3. Adaption

In 2. werden Parameter des Schétzers rein datenabhéngig gewahlt (und zwar
so, dass der gleiche Schatzer in moglichst vielen verschiedenen Situationen
die jeweilige optimale Konvergenzgeschwindigkeit erreicht).

Dabei muss insbesondere geklart werden:

1. Mit welchen Verfahren schéatzen wir die Funktion 7
2. Wie wahlen wir Parameter rein datenabhangig ?

3. Wie messen wir den Fehler der Schatzung ?
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Dichteschatzung

2.1 Einfiihrung

Sei X eine R%-wertige Zufallsvariable mit Dichte f : R? — R (bzgl. dem LB-Maf),
d.h. fiir die Verteilung

Px:B;— R, B~ Px(B)=P[X € B|
gilt
Px(B) = /Bf(z) dz (B € By) (2.1)
(wobei By die Menge der Borleschen Mengen in R? ist).

Gesucht ist eine Funktion f : RY — R, mit der wir die Wahrscheinlichkeiten (2.1)
approximieren konnen durch

/ () dz (2.2)
B
(und damit dann Riickschliisse auf Px ziechen kénnen).

Ist f:R? — R selbst eine Dichte, d.h. gilt
f(z2)>0 (2€R% und f(z)dz =1,
Rd

so wissen wir nach dem Lemma von Scheffé (vgl. Vorlesung Mathematische
Statistik, WS 14/15), dass gilt

/Bf(z)dz—/Bf(z)dz

sup
BeBy

= [ == 5 [ 176 - el

6
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wobei (u); = max{u,0} (u € R).

Also sollte die Approximation f von f so gewihlt werden, dass der sogenannte
L;—Fehler

|f(2) = f(2)|dz
Rd
moglichst klein ist.

Dies fiihrt auf die folgende Aufgabenstellung der Dichteschétzung: Seien X, X,
Xy, ... unabhingig identisch verteilte R%-wertige Zufallsvariablen mit Dichte f :
R? — R. Ausgehend von

Xi,...,X,

soll eine Schétzung
fn(') = fn<'7X17 e 7Xn) . Rd — R

so konstruiert werden, dass der Ly—Fehler der Schatzung

/ fale) — f(2)|de = / @, X1, Xo) — f(2)] da (2.3)

moglichst klein ist.

Im Folgenden werden wir dazu fiir geeigenete Schétzer f,, Aussagen zum asymp-
totischen Verhalten von (2.3) herleiten.

Wir betrachten dazu den sogenannten Kerndichteschatzer von Rosenblatt und

Parzen:
1 Z” r — X,
fn(x) B n- hg ' i=1 r ( hn ) (24)

(Motivation siehe Vorlesung Mathematisch Statistik, WS 14/15), wobei h,, > 0
die sogenannte Bandbreite des Schiitzers und K : RY — R die sogenannte
Kernfunktion ist. An K setzen wir voraus, dass K messbar ist mit

|K(z)|dz < oo und K(z)dx = 1.
Rd Rd

Ist K sogar eine Dichte, so ist f,, als arithmetisches Mittel der Dichten

selbst als Funktion von z eine Dichte.
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2.2 Konsistenz

Definition 2.1. Fine Folge ( f,), von Dichteschdtzern heiffit schwach bzw. stark
universell konsistent, wenn fiir jede Dichte f : R — R und alle unabhingig

identisch verteilten Zufallsvariablen Xy, Xo, ...mit Dichte f gilt:

) |folx, X4, ..., X)) — f(z)|de = 0 nach Wk. bzw. f.s.
R

Fiir den Kerndichteschatzer gilt:
Satz 2.2. Ist K : R* — R eine messbare Funktion mit

|K(z)|dx < oo und K(x)de =1
R4

R4

und ist (hy), eine Folge positiver Bandbreiten mit

hy =0 (n—o00) und n-h% =00 (n— o),

so ist die Folge der Kerndichteschatzer

o= g 2 ()

noo4=1

stark universell konsistent, d.h. es gilt

/]fn x)|der -0 fs.

fur alle Dichten f.

Beweis: Wurde im Spezialfall K = 1[_( 5.5« bereits in der Vorlesung Mathema-
tische Statistik, WS 14/15 gezeigt. Der allgemeine Beweis erfolgt in den Ubungen.

Bemerkung: Wegen

O

/Rd|f”(x)_f(x)|d1’§/Rd|fn(x)|dx+/]Rd|f(x)|d$§/Rd|K(z)|dz+1<oo

gilt in Satz 2.2 auch

/ | fo( z)|dr =0 (n— o0)
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fiir jede Dichte f.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Voraussetzung (2.6) nicht nur hinrei-
chend, sondern auch notwendig fiir die Konsistenz des Kerndichteschatzers ist.
Es gilt namlich: Aus

/ |fu(z) — f(x)]dx — 0 nach Wk.
Rd

fiir irgendeine Dichte f folgt
hyp =0 (n—00) und n-h% =00 (n— o0).

Also ist der Kerndichteschatzer genau dann stark universell konsistent, wenn er
fiir irgendeine Dichte schwach konsistent ist.

2.3 Konvergenzgeschwindigkeit

Im Folgenden leiten wir Aussagen zur Geschwindigkeit her, mit der der erwartete
L, Fehler

ERJh@%ﬁﬁNM

des Kerndichteschitzers f, im Falle einer ”glatten” Dichte f : R — R gegen
Null konvergiert. Unsere Glattheitsvoraussetzung an f enthalt:

Definition 2.3. Seip = k+r mit k € Ny und r € (0,1] (also p € (0,00)) und sei
C > 0. Eine Funktion f : R — R heifst (p, C)—glatt, falls fir alle ki, ..., ks € Ny
mit ki + -+ + kg = k die partielle Ableitung

_oF
Ok .. Oz

existiert und falls fiir alle x,z € R? gilt
oF f

k1 k)d
Ozy'...0x,

B
k.. dxhi

(z) (2)] <C-llw ="

Bemerkung. Im Falle von p < 1 ist eine Funktion (p, C')—glatt genau dann wenn
Sie Holder-stetig ist mit Exponent p und Holder-Konstante C.
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Das Ziel im Folgenden ist zu zeigen, dass im Falle einer (p, C')—glatten Dichte f
mit kompaktem Support fiir den erwarteten Li—Fehler eines geeignet definierten
Kerndichteschatzers f,, gilt:

/ | fr(z x)|dx <c- C7ord -~ Tpd (2.7)

falls die Bandbreite in Abhéngigkeit von der Glattheit der Dichte gewahlt wird
durch

Bemerkung. Die rechte Seite von (2.7) wird umso kleiner, je

1. grosser n ist (also je mehr Daten zur Verfiigung stehen),
2. kleiner d ist (also je kleiner die Dimension ist),
3. kleiner C' ist und je grofer p ist (also je glatter die Dichte ist).

Als erstes zeigen wir (2.7) im Falle p < 1.

Satz 2.4. Seien X, X1, Xs, ...unabhdngig identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Dichte f : R — R bzgl. des LB-Majfes. Sei
_ Xi)

Inl) = n -1hd 4 " <w

der Kerndichteschitzer mit Bandbreite h > 0 und Kern K : R? — R, dessen
Support supp(K) kompakt sei und fiir den gelte

|K(z)|dx < oo und K(z)dr = 1.
Rd

R4

Fiir die Dichte f gelte:

1. f st (p, C)—glatt fir ein 0 < p <1 und ein C' > 0.

2. supp(f) ist kompakt.

Weiter sei

/ |2+ |K(2)|dz < 00 und |K(2)?dz < .
R4
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Dann gilt

/|fn ~ f(z)|dz < \/Cl_hd+c2-c-hp (2.8)
n-

fiir Konstanten ci,co > 0, die nur von supp(f), d, fRd I2||IP - |K(2)|dz und
Joa | K (2)[2d2 abhingen.

Insbesondere gilt fiir h = cs - CTotd .~ TpFa -

/ |fn - |d$<C4 02P+d n 2p+d (29)

Bemerkung. Minimiert man fiir A, B > 0 die Funktion
A

fu) = ud/? +B -
so gilt fiir die Minimalstelle
! d 1
O:f(u):—§-A we 't Bap-ur!,
was auf ,
d A\ 2+
- <% ' E)
fiihrt.

Mit A = ¢;/y/n und B = ¢y - C folgt, dass die rechte Seite von (2.8) minimal wird
fiir , )

Im Beweis verwenden wir:

Lemma 2.5. Ist f : R? — R (p, C)—glatt fiir ein 0 < p <1 und ein C > 0, und
ist K : R* — R messbar mit

|K(z)|dx < oo und K(z)dx =1,
Rd

R4

so gilt fur jede kompakte Menge S C R und jedes h > 0:

LILws (55) s s

wobei A\(S) das LB-Maf§ von S ist.

dx < A\(S) / || - | K (u)|du- C - RP,
R4
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Beweis. Die Voraussetzungen an K und die (p, C')-Glattheit von f implizieren

/S /R %K (x—ZZ) f(2)dz = f()

wil (7)) - s
S/S/Rdhd K(xh )’ ~ f(x)|dz dx
< [ Lals (57))

- ) C-|lx—z|P dz dx

/C’ hp/ |K (u)| - ||u|” dudx = \(S)-C - hp/ |K ()] - |Ju]|P du.

O

Lemma 2.6. Ist f, der Kerndichteschdtzer aus Satz 2.4, und sind wie in Satz
2.4 die X1, Xa, ... unabhdingig identisch verteilt mit Dichte f : R — R, so gilt:

dx

dx

» Var(f,(z))dz < » K?(u) du - o

Beweis. Unter Verwendung der Unabhangigkeit und der identischen Verteiltheit
der X, X, ...und des Satzes von Fubini erhalten wir
Xi
)) dx

1 n
RdVar(fn(g:))dx = /RdVar (n-hd'iﬂK(x h
[l
Rd T "
1 1 Zl'f_Xl
forra B (e (57)) o
—z
= n - hd/Rd/Rd_ K2(
—z
L (s

= K%(u)d
Rd ()unhd

IN

Beweis von Satz 2.4. 0BdA h < 1 (da linke Seite von (2.8) durch

| K ()] dz

Rd
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beschrénkt ist).

Da K und f beide kompakten Support haben, existiert eine kompakte Menge
S C R? so dass mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt:

fulz) = f(x) =0 fiir alle z € R\ S.

Damit, mit der Dreiecksungleichung, der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und
der Definition von f,, erhalten wir:

E Rd|fn($)—f(x)!d$

< /SE|fn($)—E(fn(x))|d$+/S|E(fn($))—f(l“)|d$

< [Vt [[|[ r (5) s i sia)
< /NS - (/Svar<fn(x))dx)l/2+/s /R %K (x—;z) f(2)dz — f(2)

Mit Lemma 2.5 und Lemma 2.6 folgt (2.8), und daraus durch Einsetzen auch
(2.9). O

dx

dzx.

Die Konvergenzrate in Satz 2.4 lasst sich bei starkeren Glattheitsvoraussetzun-
gen an f verbessern. Zur Vereinfachung der Notation zeigen wir das nur fiir d = 1.

Satz 2.7. In Satz 2.4 seid =1 und K : R — R ein Kern mit kompakten Support,
fir den

/RyK(x)ma: < oo,/RK(:L-) dr =1 wund /R|K(z)|2dz < 00

sowtie

/u-K(u)du:O (2.10)

gelte. Fur die Dichte f gelte:

1. f st (p, C)—glatt fir ein 1 < p <2 und ein C' >0,

2. supp(f) ist kompakt.

Dann gilt
C1

E/R|fn<x>—f<x>|dxsmm-c-m
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fiir Konstanten ¢y, co > 0, die nur von supp(f

abhdngen.

Insbesondere gilt fiir h = ¢ - C7oiT

B [ 1) -

.ni

14

), Ju 2P| K (2)| dz und [, | K(2)[2d>

1
2:p+1

x)|dr < eq- C7o -~ Ter,

Wie Satz 2.4 folgt auch Satz 2.7 aus Lemma 2.6 sowie der folgenden Modifikation

von Lemma 2.5.

Lemma 2.8. Ist f : R — R (p,C)—glatt fiir ein 1 < p <2 und ein C > 0, und

st K : R — R messbar mit

/ max{|z]?, 1} - |K
R

so gilt fur jede kompakte Menge S C R

fLa

wobei A\(S) das LB-Maf§ von S ist.

1
—-K
h

€xr —

h

z

Beweis. Mit fR r)dr =1,

)| dz < oo,/RK(x) iz —

) ) — [

0,

und /x-K(x)dx
R

und jedes h > 0:

)

dr < A(S)-/|u|p-|K(u)|du-O-h1”,
R

/R%KCE;Z) -f/(x).(z—x)dz_f'(x).<—h)./Ru.K(u)du_o
und £ (p, C)-glatt mit p = 1+ folgt:

/S/R%K (xgz)-f(z)dz—f(a:) da
=/5/R%K L) ) = ) - ) - ) | da
_ <xh ) / ) dudz| do
R o e
TR e
g/S/R K(x;Z) C -z — 2" dzda
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e [R5 e

:C-hp-)\(S)-/R|K(u)|-|u|pdu.

Bemerkung. a) Die Voraussetzung

/ z-K(z)dx =0
R
ist insbesondere fir alle Kerne K : R — R erfullt mit

K(u) = K(—u) (ue€R).
b) Ist in Satz 2.7 f (p, C)—glatt fiir ein p > 2, und gilt
/ul - K(u)du =0 fiir alle [ € Ny mit [ < p, (2.11)
R

so lasst sich in Satz 2.7 ebenfalls die Rate
n_2ppﬁ

zeigen, die fiir p gro dann beliebig nahe an die parametrische Rate n~/? kommt.
Allerdings kann (2.11) fiir p > 2 nicht gelten, sofern K nichtnegativ ist.

Im Folgenden zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen der Satze 2.4 und 2.7
im Allgemeinen keine besseren Konvergenzraten als dort angegeben hergeleitet
werden konnen. Dazu betrachten wir sogenannte Minimax-Konvergenzraten:
Fiir eine vorgegebene Klasse F von Dichten betrachten wir das Problem, einen
Schitzer f,(+) = fu(-, X1,...,X,) so zu konstruieren, dass

supE | [fu(z) — f(z)|dz
feF R4

"nahe am” optimalen Wert

infsupE | |gn(x) — f(z)|dx.
gn feF R4
Hierbei werden innerhalb des Erwartungswertes immer u.i.v. Zufallsvariablen X7,

..., X, mit Dichte f verwendet, und das Infimum oben wird iiber alle Schétzer
9n(-) = gn(-, X1,..., X,,) gebildet.
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Als Menge F der Dichten betrachten wir die Menge aller Dichten, die (p,C)-
glatt sind und einen vorgegebenen kompakten Support haben (den wir oBdA als
Teilmenge von [0, 1]¢ ansetzen).

Definition 2.9. Seien p, C' > 0. Dann bezeichne F*©) die Menge aller Dichten
f:RY = R fir die gilt:

1. f st (p, C)—glatt.

2. supp(f) C [0, 1]%.

Aus den Sétzen 2.4 und 2.7 folgt, dass fiir einen Kerndichteschatzer mit geeignet
gewahlter Bandbreite und geeignet gewahltem Kern gilt:

sup E [ |fu(z)— f(z)|de < c-n =,
feF®O) R4

Wie unser nachster Satz zeigt, kann diese obere Schranke durch Wahl des Dich-
teschatzers hochstens um eine Konstante verbessert werden.

Satz 2.10. Seien p,C > 0 und FP) die in Definition 2.9 eingefiihrte Menge
von (p, C')—glatten Dichten mit kompaktem Support. Dann ezistiert eine nur von

p, C und d abhingende Konstante ¢ > 0 derart, dass fur hinreichend groffe n und
C qult:

infsupE/ lgn(z) — f(2)|dz > c-n~%r,
9n feF R4

Hierbei werden innerhalb des Erwartungswertes u.i.v. Zufallsvariablen Xy, ...,
X,, mit Dichte f betrachtet, und das Infimum oben wird iber alle Schétzer g, () =
Gn(s X1, ..., Xp) gebildet.

Der Beweis beruht auf:

Satz 2.11. Sei A,... A, eine Partition von [0,1]¢. Fir 1 < i < r seien Funk-
tionen gio, i1 : A — Ry so gegeben, dass fiir jedes 0 = (6, ... 01) € {0,1}"
die Funktion fy : R — R definiert durch

~ gipw(x), falls x € A,
folz) = { 0,0() falls = ¢ [0, 1]¢

eine Dichte ist. Fiir = (0, ..., 0M) € {0,1}" sei

0, = (00,..., 00D 1 — g0 gi+D) gy,
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Es gelte
inf inf / |fo(x) — fo.(x)|dx > a >0
Rd

0e{0,1} 1<i<r

e —
Lt it /R hola) fa)de = 5> 0.

Dann gilt fiir G ={fy : 0 € {0,1}"}:

und

1
infsup E |gn(x)—f(x)\dx2Z—l-r~a~ﬁ2".

gn feg R4

Beweis. Seien O, ..., ©() unabhingige auf {0, 1} gleichverteilte Zufallsvaria-
blen, und sei
0=©W .. eM),

In den folgenden Abschiatzungen werden fiir gegebenen Wert von 6 bzw. © die
Zufallsvariablen X3, ..., X,, als unabhangig identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Dichte fy bzw. fo definiert.

Da eine zufillige Wahl von 6 € {0,1}" niemals zu einem gréosseren Fehler als die
ungiinstigste Wahl von 6 fiihrt, gilt dann fiir jeden beliebigen Schatzer g,,:

supE [ o) = f(o)] da

feg

= sup E lgn(z, X1, ..., X)) — fo(z)|dx
9c{0,1}r  JRd

>E , lgn(z, X1, ..., X)) — fo(x)|dx
R

Zz—lr- ) /(Rd)n Rd|gn($a$1,...,xn)—fg(x)|d$-Jl;[lfg(xj)d(xl,...,xn).

0e{0,1}"
Fiir 6 = (0, ...,0) € {0,1}" setzen wir nun
00 = (00, ... 0071 0,00D  90)

und
0,1 = (AW, ...,00"D 1, 90+D g0,

Dann kommt fiir jedes feste ¢ € {1,...,7} in

91'70, (91'71 ((9 € {O, 1}T)
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jedes 6 € {0,1}" genau zweimal vor. Daher erhalten wir weiter:

(T 1) — dz - Dd(x, ...z,
SO IR BRI | E AL

0e{0,1}"
s S, e n -
0e{0,1} i=1 (R S A;

Hfgzo z;)d(zy, ..., T,)

+/ / ‘gn(l'axl?-"vxn) _f9¢,1(x)‘dm
(R)™ J A;

erzl xj)d(xy, ...z, ))

1
2y 3 [ >, (|gn v ) = ()
_Hgn(xa L1, ,an) - f9¢,1 (m)‘) dr
mln{erzo ), [ fou. (fj)}d(xl,u-,%)
7=1
>

oy / Z/ o (&) — o (& >|) 2

0e{0,1}"

e X[ Z /Rdua(x)—f@(x)\dw

0e{0,1}7

> G St [ i er<:cj>,Hf;<xj>}d<x1,...,m,

0e{0,1}" —

da nach Voraussetzung gilt:

inf inf/\fg ()| dz > a.

0e{0,1}7 1<i<r
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Wir zeigen in Lemma 2.12 unten, dass fiir Dichten f, g : R! — R gilt

min(f(z), g(x)) dz > = (/ \/7611:) ,

womit mit dem Satz von Fubini und der zweiten Voraussetzung des Satzes folgt

R!

Insgesamt erhalten wir daraus

E [ |gux) - f(o)]de> T2 3 e 51 gon
?clélgj o gn\T X $_2T+1 11<i§7« 2 74 r-o y

0e{0,1} —
was zu zeigen war. O

Im Beweis haben wir verwendet:

Lemma 2.12. Sind f,g: R' — R Dichten, so gilt

min(f(z), g(z))dz > = ( \/7@) .

R
Beweis. Da mit f und g auch (f + ¢)/2 eine Dichte ist, gilt
2_9. / min{ f(z), g(x)} dz
R!
=2 [ (P a0, 900} ) o

N /R (max{f(z),g(x)} —min{f(z),g(x)}) do
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- [ @) = gt da
- [ WI@ = Vo)l VI + V(o) de

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und f, g Dichten folgt daraus

(22 [ mints(o).ate) dx)2

< [ WVI@ = Ve e [ (VF@)+ Vo) do
(e ). (o2 70
:4—4(41\/%-\/@@)2,

also

s-8- [ min{f(), gla)}de + 4. ( [ winf (). g0} dx)

<44HE/RZ\/W-\/9(_;C)CZQ;>2.

Letzteres ist aquivalent zu

s+ [ min{f(a).g(a)} do
24(AIM~mdx) w1 ([ minseg )}da:)
4(le-mw> ,

was die Behauptung impliziert. O

Bemerkung. Aus dem Beweis von Satz 2.11 folgt, dass er auch gilt, wenn wir fiir
festes h : R? — R, und festes ) # A C R? die Mengen A, ..., A, als Partition
von A wahlen und dann fy durch

_ ) G (x), fallsx € A;,
fole) = { h(z), falls x ¢ A

definieren (wobei die Funktionen natiirlich wieder so gewéhlt werden miissen,
dass fy fiir alle 6 € {0,1}" eine Dichte ist).
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Beweis von Satz 2.10. Sei p = k+smit k € Nyund s € (0, 1]. Fiir M,, € N setze
r = M und ”partitioniere” [1, 3] in r Wiirfel der Seitenlénge 1/(2- M, ). Wihle
sodann eine nichtnegative (p,C')-glatte Funktion g : RY — R mit supp(g) C
(—1/8,1/8)%, supp(g) Kugel in RY und [,, g(x)dx > 0. Weiter wihle fir i €

{1,...,7} zwei Punkte a;o € A; und a;; € A; so, dass

o 1w 1 @ 1 @, 1 ,
(ai,j — m,am- + m) X oo X (az’,j - M7ai,j + SMn (j € {07 1}>

zwei disjunkte Teilmengen von A; sind.

Wihle h : RT — R, mit

1. h ist Dichte,
2. h(z) =0 fiir z ¢ [0,1]¢,

4. h (p,C/2)-glatt.

Dies ist fiir hinreichend grofles C' moglich, da wir eine unendlich oft differenzier-
bare Funktion konstruieren kénnen, die 1., 2. und 3. erfillt.

Definiere dann g, gi1 : A; = R durch
gio(@) =1+ M,? - g(M, - (x —aio)) — M- g(M,, - (x — a;,1))
und
gin(@) =1 = M7 g(My - (x — aio)) + M- g(My, - (z — ai)),
und definiere fiir § = (1, ...,0)) € {0,1}" die Funktion f; : R? — R durch
£(x) { giow (), falls z € A,
o(x) = d
h(z), falls = ¢ [1,3]".

Der Support von
7 M7 g(M, - (z — a))

ist eine Teilmenge von

1 1 1 |
m_ Lo g L@
(“ 8, " +8Mn>>< X(“ 8, " +8Mn)’
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und daher sind die Supports der Funktionen
x> MP - g(M, - (z —aiy)) (5 €{0,1})

disjunkte Teilmengen des Inneren von A;. Und da ||g||« < oo gilt (da g eine glatte
Funktion mit kompaktem Support ist), sind alle g; ; und damit auch alle fy fiir
geniigend grofles M,, nichtnegative Funktionen. Da dariiberhinaus

» fo(x)dx = A),l]d h(z)dx =1

/Aifg(x)dx:/Aildx:/Aih(x)dx

folgt), ist fy sogar eine Dichte fiir alle § € {0, 1}".

gilt (was aus

Wir zeigen im Folgenden:
(I) Fiir C geeignet gewihlt ist fy (p, C)-glatt.
(IT) Fiir jedes 6 € {0,1}" und jedes 1 <1 < r gilt:
R4

/}Rd |fo(z) — fo5,(x)|dx =4 - MoP=d. / g(z) dz =: a,

(III) Fiir jedes 6 € {0,1}" und jedes 1 < i < r gilt:

L A0@) afayde =1 - dat =

Dies impliziert die Behauptung, denn aus (I) bis (III) folgt mit Satz 2.11:

inf sup E [ |go(z)— f(z)|dx

In e F@.C) R4
>inf sup E/ |gn () — fo(z)| dx
gn oef{0,1}r  JRd
1
Z Z Creo- BQn
1 n
=M 4-Mn_p_d'/ gla)de - (1—c- M=)
R4

Mit
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gilt
(1—c- Mn_Qp_d)Qn —exp (=c%)  (n— ),

und folglich ist

inf sup E ]gn(x)—f(x)|dx26-Mn’pzé-n_ﬁ,
gn feF Rd

Also geniigt es im Folgenden, (I) bis (III) zu zeigen.

Nachweis von (I): (I) folgt aus:

1. Sind h; und hy (p,C/2)-glatt, so ist hy + hy eine (p, C')—glatte Funktion
(folgt unmittelbar aus der Definition der (p, C')-Glattheit).

2. Fiir jedes a € Riist h(x) = M, ?- g(M, - (z —a)) ein (p, C')-glatte Funktion,

denn da g (p, C)—glatt ist, gilt fir alle ky,..., ks € Ng mit ky +-- -+ kg = k:

L(x)_L@)
ok .. Ozl ok .. Ozl
g
=\MP Mo —L (M, (x—
no e <aaz’fl...ax’;d( (= a))>
k
M ME. %(Mn'(z—a))
Oxy" ... 0z,
< M,7- My C-||My - (2 —a) = My - (2 = a)||*
=C o — 2"

3. Sind A4, ..., h, (p,C)—glatt und sind supp(hy), ..., supp(h,) disjunkte Ku-
geln in R?, so ist
h=> h
j=1

(p, 2172 - O)-glatt.

Dies gilt, da fiir € supp(hy) und z € supp(hy) sowie T, z so auf der
Verbindungsstrecke von x und z gewéhlt, dass z bzw. z auf dem Rand
von supp(hy) bzw. supp(hs) liegen, aufgrund der Konkavitét der Abbildung
u— u® (beachte 0 < s < 1) gilt:

okh okh

—_— :E _—e—
ozt ... 8952‘1( ) ozt .. 8955‘1

()
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Okhl (x) . 8kh’1
ok 83:(’? oxht .. .al”;d
0% hy B Ok hy _

k1 kq
8:61 . 8xd

<9 (Iflﬁ—wIHHz—ZH)

Ol =2t

| /\

Nachweis von (II): Fiir beliebiges # € {0,1}" und ¢ € {1,...,r} gilt:
o(@) = fo,(2)] da
/ 00(2) — 22 i
= [ Mg o i)+ 2 M g0y (5= 00) o

:4-Mn_p_d-/ g(z)dr =: a,
R4

Nachweis von (III): Fiir beliebiges # € {0,1}" und i € {1,...,r} gilt wegen
fo(z) = f5.(x) fiir x ¢ Ay

[ @) sty as

= » fo(x) dx — /Ai fo(z)dx + Ai Gio(x) - gia(x)dx
- (/A L do — /A Joio(@) - gia () dx)
_ 1—/& (1— gi70(x)-gi,1(:1:)) do

:1_/ 1 - gzO() 911()
A; 1+\/910 gzl

:1_/ (an-g(Mn'(x azo)) 1\4”’-9(ML'(l“—ai,l)))2
A; 1‘|‘\/gzﬂ - gin ()

dx,
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wobei die letzte Gleichheit aus
1-(1+4a)-(1-a)=1-(1-a*) =a’

folgt. Falls wir annehmen, dass M, ? - ||g]|« < 1/2 gilt, so folgt

1 3
1+ \/gi,o(if) cgia(z) > 1+ 5= %

und wir erhalten

>1__ / (M7 g(My - (& — a0)) — M7 - g(My - (¢ — a:1))* da

/ M we (€= ai0)) + M- g* (M, - (= a;,1)) da

2.4 Adaption

Wie wir in den Satzen 2.4 und 2.7 gesehen haben, erreicht der Kerndichteschétzer
die gemafl Satz 2.10 optimale Konvergenzgeschwindigkeit, sofern die Bandbreite
in Abhangigkeit der Glattheit der zu schatzenden Dichte geeignet gewahlt wird.
In einer Anwendung ist diese aber unbekannt, so dass diese Wahl der Bandbreite
nicht moglich ist.

Im Folgenden stellen wir Verfahren vor, die versuchen, die Bandbreite h des Kern-
dichteschétzers so zu wahlen, dass gilt

Fehler(f, ;) ~ mhin Fehler(fon)-

2.4.1 Lo—Kreuzvalidierung

Ziel der Lo—Kreuzvalidierung ist die Minimierung des erwarteten Lo—Fehlers

B [ lfunle) = f(@)do
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bzgl. h > 0.

Aquivalent dazu ist die Minimierung von
T(h)
—E [ fu@Pds~2-B [ oo f(o)do
R R4

:E/Rd |fn,h<x>|2dx—2-/RdE{%-K(‘”_th)}-f(x)dx. (2.12)

Dazu wird (2.12) geschétzt durch

n

1) = | Funla)ide =2 i foj;l (2.13)

wobel
n

o) = - 2 (55

und

fr&%(m) = m' Z K (x _hXj) :

J=1,en

Lemma 2.13. T,,(h) ist ein erwartungstreuer Schitzer von T(h), d.h., es gilt

E{T,(h)} = T(h)
fur alle h > 0.

Beweis. Es gentigt zu zeigen:

E{% : Zf;fg;xxi)} - /RdE{%-K (x _hX1>} . f(z) dz. (2.14)
Mit

li.S. = E {fg,g(xl)}
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und

1 _
re.S. = /Rdm/Rd-K(xhz)-f(z)dz-f(x)dx
1
hd

_./Rd/RdK(aj;Z)-f(x)-f(z)dxdz

folgt die Behauptung. O

Bei der Ly—Kreuzvalidierung wird nun

A~

h = arg I}IL1>161T w(h)

gesetzt (wobei das Minimum oben evt. auch nur {iber ein endliches Gitter von
Bandbreiten gebildet wird), und dann

1 - ZL’—XZ
fn,,;<x>:n.,3d~ZK( : )

i=1

als Schétzer verwendet.

2.4.2 Die kombinatorische Methode zur Bandbreitenwahl

Statt des Lo—Fehlers versucht die kombinatorische Methode den L;—Fehler zu
minimieren.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass nach dem Lemma von Scheffé gilt

[ st = @lde = 2+ [ (funo) = fla)) o

= 20 [ (@) = Funla))s da
/ frle) = fl@)ldw = 2 AU i AU > Fon])

[ fustw)da = [ sia) o
wobei fiir f,g:R? - R

[f>g)={zeR": f(z) > g(x)}

was impliziert

gesetzt wird.
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Ein erwartungstreuer Schatzer fiir [, f(x) dx ist

[ (A) = %Z 14(X;). (2.15)

Anstelle der in einer Anwendung unbekannten Mengen

[fun > f1 und [f > fun]
werden statt dessen Mengen
[fnm > fans]  (ha,hy > 0)

betrachtet. Zusétzlich wird fiir (2.15) noch eine Unterteilung der Stichprobe
durchgefiihrt.

Dies fiihrt auf: Gegeben sei eine (endliche) Menge P C (0,00) von Bandbreiten
und eine Zerlegung n = n; + ny mit n;,n; € N. Fiir h € P und A C R? setzen wir

1 " r— X
= S K
fnl,h(l') n; - hd ; ( h )

und
n

1
)= 5 3 1),
1=n;+1

Die kombinatorische Methode wahlt dann

h = arg min max
heP AcA

[ o) de = o () (2.16)

wobel

A = {[fnl,hl > fnl,hz] . h17h2 S 7)7 hl # hQ}

die Menge der sogenannten Scheffé Mengen ist, und definiert dann den Schéatzer
der Dichte f durch

~

ful@) = £, 0(@). (2.17)

Bem.: Wir nehmen hier vereinfachend an, dass |P| (und damit auch A) endlich
ist, so dass die obigen Minima und Maxima in der Tat existieren.
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Lemma 2.14. Ist |P| < 0o, so gilt mit den obigen Bezeichnungen

/|fn x)|dr < 3- mln/ | frun — f(2)|dx +4- A,

/ f(x) dx — pun,( )‘ :
Beweis. Sei h € P mit

[ i = f@1de =i [ 1o = slo)]de
Dann gilt

(V@) = @ de < [ 1,5~ fual@lde +min [ s = 10l de

wobei

A = max
AcA

Mit dem Lemma von Scheffé, der Dreiecksungleichung und der Definition von h
folgt:

/Rd ‘fnl,ﬁ - fnl,ﬁ<l’)| dx

- d / foi () da

AE{[fnl h>fnl h(x)] [ ny, h >fnl h]}

/fnhd:v /fmh ) dx
/fmh — My ( )‘

/ foi( unt(A)‘
[ fuste) s, <A>\

/fnlh dx—/f ) dx
Lot
[ st dx_/f "
[ 1@ = >‘

< 2 -max
AeA

< 2 -max
AeA

+2 - max

<4 .-max
AcA

<4. max

+4 - maX

- sup
A€eBy

+4 - max
AeA
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=2 / | foi (@) dz — f(2)|dz +4- A,
R4
was die Behauptung impliziert. 0

Seien nun X, X, Xs, ... unabhingige identisch verteilte R%-wertige Zufallsvaria-
blen mit Dichte f : R — R. Dann gilt nach der Ungleichung von Hoeffding fiir

fir A € B; und € > 0:
> }
1 ny+ng
> e}

P{ [ s@yds )
— ) 1a(Xy) — E{14(X)}

=P
ng .
i=n;+1

§2-exp(—2-nt-62).

Fiir beliebiges 0 > 0 impliziert dies

/P{A>t}dt

0

5+/ E{P{A>t}|X,.... X, } dt
J

OO 2. —_
‘”/5 E{\Ar r/glg}P{Mf(w)dx s (A)
(H—/ Pl 2 exp (—2-n - ) dt

)

EA

IA

IA

>t} ]Xl,...,Xm}dt

IA

IN

5+/ IP|*-2-exp(—2-n;-6-t) dt
5

= 0+ |P]*

nt.é-exp(—Q-nt-cp),

—V\l}im folgt:

woraus fiir [P| > 3 mit § =

(7] L, V(P

Vi /(P N

Daher folgt aus Lemma 2.14:

Satz 2.15. Seien X, X1, Xo, ... unabhdingige identisch verteilte R¢—wertige Zu-
fallsvariablen mit Dichte f : R — R. Sei n = n; + ny mit n;,ny € N und sei
P C (0,00) eine endliche Menge mit |P| > 3. Fir K : R* — R sei

1 - r—X;
= . E K
fnhh(x) n - he i=1 ( h ) ’

EA < (2.18)
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und sei die Bandbreite h durch die kombinatorische Methode wie in (2.16) gewdhlt.

Dann qult:
In(|P
/ | fu(z z)|dr < 3- mlnE/ | frin — (x)|dm+8-ﬂ,
T
Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 2.14 und (2.18). O

Bem. Wihlt man in Satz 2.15 z.B. n; ® n/2 ~ ny,
P = {2’g : kE{—n,—n+1,...,n}}
und K geeignet, so gilt fiir jedes 0 < p < 1 und jedes C' > 0 fiir n hinreichend

grof3:

sup E [ |fu(2) — f(2)|dz < c- CForan~ %5,
fer®.c) R4

fiir eine nur von d abhéngende Konstante c.



Kapitel 3

Regressionsschatzung bei festem
Design

3.1 Einfiithrung

Gegeben sind Daten
($1,n7 le,n)v ey (-Tn,na Yn,n)a

wobei die Ty, ..., Tp, € R? sind und
Yviﬂ = m(xw) + Gi,n (Z = 1, e ,n)
gilt fiir eine Funktion m : R — R und unabhingige reelle Zufallsvariablen

€lny -+ €nn

mit
E(en,) =0 (i=1,...,n).

Meist ist hierbei d = 1, manchmal auch d = 2, groflere Werte kommen fiir d eher
selten vor.

Gesucht ist eine Schatzung
mn() == mn('; (xl,vm}/l,n); ceey (In,nu Yn,n)) . Rd —R

von m bzw. eventuell auch nur Schitzungen von m(z1,,), ..., m(Zy,).

32
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Beispiel: Die obige Problemstellung tritt z.B. bei der Schatzung der Festigkeit
von Werkstoffen auf. Diese wird iiblicherweise beschrieben durch eine sogenannte
Dehnungs-Woehler-Linie, die beschreibt, nach wievielen zyklischen Belastungen
zu einer vorgebenen Dehnung ein Werkstoft bricht. Hierbei wére dann x;,, gerade
die beim i-ten Versuch eingestellte Dehnung, und Y;,, ware die Anzahl der zykli-
schen Belastungen mit dieser Dehnung bis zum Brechen des Werkstoffes. Geplot-
tet wird dabei tiblicherweise die Abhéngigkeit der Dehnung von der Anzahl der
Zyklen (also gerade die Umkehrfunktion zu der obigen Funktion). StandardméafBig
fiihrt man dazu 12 bis 16 Versuche durch, was einen Zeitaufwand von etwa einem
Monat verursacht.

Im Folgenden betrachten wir sogenannte Kleinste-Quadrate-Schdatzer:

Fiir einen vorgegebenen Raum F,, von Funktionen f : R — R setzen wir

1 n
n\") — in — in _}/inza
M (+) arg min — ;1 |f(zin) — Yin|

d.h. my(4) = ma (e, (10, Yin), - -+ (@nn, Yan)) erfiillt

mn() - mn('a (xl,'m )/I,n)7 LI (xn,na Yn,n)) S JT:n
sowie .
1 1
- Z [ (250) = Yiul® = min = | f(ai0) = Yinl.
=1 1
Dabei setzen wir vereinfachend voraus, dass obiges Minimum existiert. Sollte es
nicht eindeutig sein, wahlen wir irgendeine Funktion, die das Minimum annimmt.

Ziel im Folgenden ist die Abschatzung des durchschnittlichen quadratischen Feh-
lers (auch empirischen Lo-Fehlers)

1 & )
n 221 |mn(xz,n) - m(xz,n)’

von m,, in Abhéngigkeit von F,.

Zur Vereinfachung der Schreibweise schreiben wir ab sofort x; bzw. Y; bzw. ¢;
statt x;, bzw. Y;, bzw. €.



KAPITEL 3. REGRESSIONSSCHATZUNG BEI FESTEM DESIGN 34

3.2 Lineare Kleinste-Quadrate-Schatzer

In diesem Abschnitt ist F,, ein von n abhéngender endlichdimensionaler linearer
Vektorraum. Der Schatzer ist definiert durch

— - ) = Y2 3.1
mn (1) = arg min -~ Zlfx | (3.1)

3.2.1 Existenz und Berechnung des Schatzers

Bi,...,Bg : R = R sei eine Basis von F,,, wobei K = K,, die Vektorraumdi-
mension von F,, ist. Ist dann

K
f= Z a;Bj,
j=1

so gilt:
2
1 n f(xl) }q
S @) =viP=—|Il : |- = ~|Ba-Y]|3,
= fa))  \¥a ),
wobei
ai Y
B = (Bj(xl))zfl ..... n;j=1,.. K’ a : ) Y = :

aK Yn
und ||z||o die Euklidische Norm von z € R™ ist.
Also ist (3.1) Aquivalent zu
K
=> a} Bi() (3.2)
j=1
und dem linearen Ausgleichsproblem
[Ba* — Y||3 = min |Ba— Y]|5. (3.3)
acRK
Aus der Numerik ist bekannt, dass (3.3) wiederum &quivalent ist zu der soge-
nannten Normalengleichung

B'Ba* = B’Y, (3.4)
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und dass eine Losung des linearen Gleichungssystems (3.4) immer existiert.

Damit haben wir gezeigt: Ist F,, ein linearer Vektorraum, so existiert der Kleinste-
Quadrate-Schatzer immer und kann durch Losen eines linearen Gleichungssystems
berechnet werden.

Bemerkungen. a) Die Losung von (3.4) muss nicht eindeutig sein, allerdings ist
nach dem Projektionssatz Ba* eindeutig, was impliziert, dass

(my(z1), ... ,my(zy))
eindeutig ist.

b) Durch Anwenden des Cram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens bzgl.
des (Semi-)Skalarproduktes

1 n
< f,9>n= ﬁZf(x@-) - g(x)
i=1
kann man erreichen:
1 ., 1 0
EB B = (< Bj, By >)j,k:1 ..... n <0 0) :

In diesem Fall ist dann

K
1
my(x) = Za}f -B; mit a*= EBTY,

i=1

eine Funktion, die (3.1) erfiillt, wobei gilt:

* 1 .
CLj = EZY; : B](l‘l)
i=1

Dies impliziert

Elm ()] = > Blaj] - By(a) = > (% >~ miz)- Bj<x@->> - By(a).

J=1 J=1

Man sieht, dass damit E[m,(z)] die gleiche Bauart hat wie m,(x), wobei aller-
dings Y; durch m(z;) ersetzt ist. Folglich ist E[m,(z)] der Kleinste-Quadrate-
Schatzer zu den Daten

(x1,m(x1)),. .., (Tn, m(xy))
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und es gilt:
3 Bl (o] ) = i £ ) =)
n < fe€Fa M
(Da oben my,(x1), ..., m,(z,) eindeutig ist, gilt diese Beziehung fiir jeden Kleinsten-

Quadrate-Schétzer).

3.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Hauptresultat dieses Abschnittes ist

Satz 3.1. Ist F, ein linearer Vektorraum der Dimension K, < oo bestehend
aus Funktionen f : R? — R, ist m,, der zugehirige Kleinste-Quadrate-Schditzer
definiert durch (3.1), und

dann gilt:

Z mn (@) — Z>|2] <o’ —" + min — Z |f () = m(z) .

Beweis. 0BdA ¢? < o0o.

Es gilt:

E %Z|mn($i) m($z)|2]

_E %Z’mn(xi) Elm, (2)]]?]| + = Y [Blma(2,)] — m(x;)?
da

I
I
=

3
2
G
=

|
22
&
SN—

(@]

i

(@]

Wegen der Bemerkung oben ist

—mea ()P = min — 7| f(w1) — m(ao)
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also gentigt es im Folgenden zu zeigen:

E

n

> (e - E[mn<xi>112] <ot

Dazu wahlen wir eine Basis Bjy,..., Bk, von JF,, wobei wir oBdA annehmen
konnen, dass fiir

gilt

was oBdA

impliziert (vgl. Bemerkung oben, hierbei haben wir bentitzt, dass m,,(z;) eindeu-
tig sind und nur von diesen die Behauptung abhéngt).

Setze

Bi(z)

B(z) = :

Bk, ()

Dann gilt
my(x) = Z (% Y; - B, (mz)> Bj(z) = B(x)" - %BTY
und
1 m(z1)
Bla(e)] = B(x)" - BT

Also folgt unter Beachtung von 22 = z - 27 fiir z € R

E [|m(z) — Elma(2)]]’]

2
. Y1 —m(xy)
=E ||B(z)"- -B” :
n
Y, — m(x,)
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L (Yt 1
=E B(x)TﬁBT : (Y1 —=m(zq),..., Y, —m(xy,)) - EB-B(x)
Y, — m(z,)
= B(a) BT (BI(Y; — m(x)) - (¥ — m(a))yc e BB,

wobei die letzte Gleichheit aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt.
Wegen der Unabhangigkeit der Daten gilt

E[(Y; — m(a.)) - (¥; — m(x,))] =0 fiivi # j
und

E[(Y; - m(x,)) - (Y; — m(z;)] = B[] fiiri =

1

Fiir b = (by,...,bg, )" € R" gilt nun nach Definition von o2

b" (615 - El€]]) oy jen = Y E[E]-07 <o) b =0"b"D,
<ij< —

Jj=1

woraus folgt:

E [[ma(z) — Ema(@)])] < o B(a:)TgBT-%B B(x)
g2 )T ((1) g) Blx)©
< 02-%-B(x)T-B(x)
= LB

Damit erhalten wir unter Beachtung von

S IB@P e 01} (e L Kal),

was aus
1

lorn 1 0
prp (0 0)
folgt, dass gilt:

E

% Z [ () — E[mn(fci)“Q]
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- % Z B [Jma(z:) — Efma ()] ]

j—].
K, n
o 1
2
= — E = IBj(@)]
n n 4
J=1 i=1
K.
02 , K,
< — E l=0"—,
n 4 n
Jj=1
was zu zeigen war. O

Korollar 3.2. Sesi
Yi=m(z;)+e (=1,...,n)

mit x1,...,x, € [0,1], m : R — R p-fach stetig differenzierbar und ey, ... €,
unabhdingig mit E{e;} =0 und V(e;) < o* (i=1,...,n). F, sei die Menge aller
stiickweisen Polynome vom Grad max{0,p — 1} in Bezug auf eine dquidistante
Partition von [0,1] in [nY/ P17 viele Intervalle. m,, sei der zugehérige Kleinste-
Quadrate-Schdtzer definiert durch (3.1). Dann gilt:

Z [ (1) z>|2] ~0 (nf>

Beweis. Wegen

dim(F,)  (max{0,p— 1} +1) - [n!/Cr)] _ O( ,27;))

n 2p+1

n n

und (wie man unter Verwendung eines Taylorpolynoms auf jedem einzelnen In-
tervall sieht)

m1n—Z|fx, m(z;)|> < inf sup |f(z)—m(z)

fe€Fn N fe€Fn CEE[O 1]

2p
1
S COnSt(m) . <W>

— O(n 2102«1;1)

folgt die Behauptung aus Satz 3.1. O
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3.3 Nichtlineare Kleinste-Quadrate-Schatzer

3.3.1 Motivation

Wir betrachten den Kleinsten-Quadrate-Schéatzer
mal) = arg min = 37 |f(m) - Vi
n fe]-—n n p— 7 7 Y

wobei F,, eine gegebene (nichtlineare) Menge von Funktionen f : R? — R ist.
Dieser Kleinste-Quadrate-Schitzer (also eine Funktion oben, die das Minimum
annimmt) sei als existent vorausgesetzt, ebenso existiere

\ 1 2

Hierbei ist

der sogenannte (deterministische) Approzimationsfehler, der bei Approximation
von m durch Funktionen aus F,, immer mindestens ensteht.

Nach Definition von m,, gilt wegen m} € F,

1 — 1 —
— W(z) = Y|P < = “(x:) — Yi]?,
2 Imale) Vi< 23 i () =X

was impliziert

%Z 1Y; — m(x)]* +2- %Z(K —m(x;)) - (m(x;) — my,(z;)) Z |m(z;)
< =S mla + 2= S me) - () - Z ()

bzw.

_Z|mn ;) 2)|2
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n

Zlm xi) —m(zg)|* +2- %Z(K—m(%))'(mn(%)—mi(ﬂfi))-

=1

(3.5)

Mit (a + b)? < 2a® + 2b* (a,b € R) folgt daraus
_Z [ (23) — z)‘
< EZ‘mn(xl) - Z’m ;) Z)’

n

<4 —Z|m v =z 44— S (V= () - () — m ().

n

=1
(3.6)
Nun gilt:
Im Falle
1 - * 2 1 . *
" Z Imy, (2:) — m(z;)][” > n Z(Yi —m(z;)) - (mn(x:) — my(z:))
i=1 =1
ist wegen (3.5)
RS 2 2
- n\L1 % < 3-— ) Zi)| - 3.7
n;lm (i) — m(z;)| Zlm i) = m(w;)] (3.7)

Andernfalls gilt nach (3.6)

n

—Zm ) =i S80S () (ma(e) — i) (39)

Also folgt fiir 6 > 0 beliebig aus

—Z|mn z;) —m(z)> >0+ 3- —Z|m (z;) — m(z;)]%, (3.9)

dass (3.8) gilt (da (3.7) nicht gelten kann). Unter Beachtung von

1 . 2 1 . 2 2
- n\4ti) — ) §2_ n\4i 2-— i X
" ;:1 | () — ()] - ;:1 | (23) — g, (@) |+ E [my () —m(;)]
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folgt aus (3.9) auch noch
2. li (i) — e ()2 > 6
n - n\4i n\4L1 .
Damit ist gezeigt:

%Zlmn(:@)— (z)* >0 +3- ;gglEZIf )|]

<P | < D bmale) — i <8 00— ) () - m;;<a:z~>>]

n

<P|3eF )< 1Z|fxl AP <8 1Zei.<f<xi>—m;z<xi>>],

n
=1

wobei ¢; = Y; — m(x;).

Im Folgenden wird nun die obige Wahrscheinlichkeit abgeschatzt unter der Vor-
aussetzung, dass die €, ..., €, unabhangige Zufallsvariablen mit Erwartungswert
Null sind. Die Abschéatzung wird dabei von der “Komplexitit” des Funktionen-
raums abhéngen, die wir mit den im néchsten Abschnitt vorgestellten Uber-
deckungszahlen beschreiben werden.

Im Falle, dass F,, eine endliche Menge von Funktionen ist, lasst sich die obige
Wahrscheinlichkeit wie folgt abschatzen:

=1

P Elfe}"n:g< IZ\f (z5) —mi(z)]> < 8- %Zez(f(xl)—m;;(a:z))]

(5 1< 1
< . Z < = N _mr ()2 < 8. = . N — m* (s
< |Fl wax P 2<";1 | f(zi) —m ()P < 8 ”;1 & - (f(zi) mn(wz))]
= | Fal P_§<ln (f(@i) — my(x;))

wobel

Sei nun f € F, fest. Dann sind die Zufallsvariablen

& (flx) —mi(z;)) (i=1,...,n)
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unabhéangige reelle Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null. Setzen wir nun
voraus, dass die €; beschrankt sind, d.h., dass fiir ein L > 0 gilt

;| <L fs. (i=1,...,n),
dann gilt fiir diese Zufallsvariablen
e (f(s) = miy(@))| < L [f(@) = mi(@)| (i=1,....n)
f.s. Mit der Ungleichung von Hoeffding folgt dann aber

ISt o)

i=1
N
(1)
AL - LS | f (i) — mi ()]
n-0
< 2-exp (—W) ,

wobei wir bei der letzten Umformung verwendet haben, dass
5 5 <
T~ - 5> ==2-0290
n Zi:l | f (i) — mj ()]

nach Definition von § gilt.

<2-exp| —

N[O

3.3.2 Ijberdeckungszahlen

Wir beschreiben Uberdeckungszahlen zuerst allgemein in halbmetrischen Réum-
en.
Definition 3.3. (X, d) sei ein halbmetrischer Raum. Fir x € X und € > 0 sei

Ulx)={z€ X : d(z,2) < ¢}
die Kugel um x mit Radius €.
a) {z1,...,28} € X heifit e-Uberdeckung einer Menge A C X, falls gilt:
AC U Udz).
b) Ist A C X und e > 0, so ist die sogenannte e-Uberdeckungszahl von A in
(X, d) definiert als
Nix,a)(€, A) = inf {|U| . U C X ist e-Uberdeckung von A} .
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Definition 3.4. Sei F eine Menge von Funktionen f : R? — R, sei e > 0,
1 < p < oo und seien xy,...,7, € R und 27 = (x1,...,2,). Dann ist die
L,-e-Uberdeckungszahl von F auf 27 definiert durch

Nyp(e, Foal) == Nix.a)(e, F),

wobei der halbmetrische Raum (X, d) gegeben ist durch

o X = Menge aller Funktionen f :R? — R,
o d(f,9) = dp(f,9) = (5 X, |f (i) — g(za)[P)'/7.

In anderen Worten: N,(e, F,zt) ist das minimale N € N, so dass Funktionen
fiooo, fnv i RY = R existieren mit der Eigenschaft, dass fiir jedes f € F gilt:

G=1,..,

Im Folgenden verwenden wir Lg—ﬁberdeckungszahlen. Eine Abschétzung einer
solchen Uberdeckungszahl enthalt

Lemma 3.5. Sei F die Menge aller monoton wachsender Funktionen f : R —
[0,1]. Dann gilt fir beliebige x1, ...z, € R und beliebiges 6 > 0:

1\ 1/

Beweis. Fiir f € F setze

wobei | z| die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich z ist. Wahle dann eine Funk-
tion g¢ : R — R mit
gr(z) =6-M; (i=1,...,n),

Dann gilt

woraus folgt

|f(xi) — gp(zi)| = f(zi) — gs(x:) € ]0,6)
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sowie

da(f, g5) < 0.
Also ist

{97 : feF}

eine Ly-e-Uberdeckung von F. Diese besteht aus so vielen Funktionen, wie es
Zahlen
(M, ..., M,) e Ny

mit

1
0§M1§M2§---§Mnétgj

gibt (wobei die letzte Ungleichungskette aus f nichtnegativ und monoton wach-
send mit Funktionswerten kleiner oder gleich Eins folgt).

Jedes dieses n-Tupel von Zahlen entspricht einer Ziehung von n Zahlen aus einer
Grundmenge vom Umfang

5141

mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge. Die zugehorige Formel aus
der Kombinatorik fiithrt auf

e ()< () () < (1)

0

was zu zeigen war. O

Bemerkung. Mit einem deutlich aufwendigeren Beweis kann man sogar zeigen
No(6, F o) < e

fiir ¢ > 0 geeignet, vgl. Birman und Solomjak (1967).

3.3.3 Eine uniforme Exponentialungleichung

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von
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Satz 3.6. (van de Geer, 1990).

Sein €N, z1,...,2, € RY, R >0 und F eine Menge von Funktionen f : R — R
mit

1 n
I£15 =~ > fa)? <R (f€F). (3.10)
i=1
Die rellen Zufallsvariablen e, ..., €, seien unabhdngig mit

Ee, =0 wund || <L<oo fs. (i=1,...,n).

Dann existiert ¢ = ¢(L) > 0 so, dass fir alle § > 0 mit

Vn-6>c-R (3.11)
und B2
Vn-6>c- /6/(8 ., (log Ny (u, F,2)""? du (3.12)
qilt:
1 & n- 62
P ?”g)-‘ E;ﬂxl)el 25] < c-exp (_C'RZ) )
Bemerkung:

a) Messbarkeitsprobleme werden vernachlissigt (sonst Ubergang zu dufierem MasB).
b) Fiir |F| = 1 folgt die Behauptung aus der Ungleichung von Hoeffding.

c) Fiir R = ¢- /9 (was in unserer Anwendung spiter der Fall sein wird) ist der
Exponent der rechten Seite oben linear in 9. Damit konnen wir dann Konvergenz-
geschwindigkeiten bis fast zu 1/n herleiten.

Beweis. oBdA L > 1.

oBdA R > §/(2L), denn gilt diese Beziehung nicht, so folgt nach der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz, |¢;| < L f.s. und Beziehung (3.10):

< [ f k-

%Zf(fb’i)'ﬁi

weswegen dann die Behauptung trivial ist.
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Im Folgenden approximieren wir in

n

F IR

=1

sup
feF

jedes f durch eine Folge von f immer besser approximierender Funktionen (sog.
Chaining-Technik).

Dazu:

Fiir s € Ny sei {f{,..., fx.} eine R/2°-Uberdeckung von F (bzgl. |-||,,) minimaler

Grofie
R
Ns :Nz (§,]:,Ji7f) .

Wegen (3.10) gilt dabei oBdA f =0 und Ny = 1.

Fir f € F sei
fredfi i)

eine Funktion mit

s R
Setze
Szmin{le : ggﬁ}

Dann gilt wegen f = f) = 0 (s.0.) fiir beliebiges f € F:
1< 1<
w2 fte e = 2 Ul =)

1 n S 1 n

= 3 () = £5@) a2 D () — £ @)

Beachtet man, dass wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, |¢;| < L f.s.,
der Beziehung (3.10) und der Definition von S gilt

U3 (@) = @)

<|f = flla-

so sieht man, dass fiir beliebige 7y,...,1ns > 0 mit 9, 4+ --- +ng < 1 gilt:

1 n
P |sup EZf(:cz) €| > (5]
i=1

feFr
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r S n
<P Elfe]::z %Z(fs(xz)—fs_l(xz))ﬁz > -

B S n S
<Plarer: Y A (1) - pe) a2 Yon ]
L s=1 =1 s=1

S n )
<Y P|Ifer: %Z (f*(s) = 77 (@) - e = s - 5] :
s=1 =1
Mit

R R\’ R2
1= Y2 < (1F° = Fllo+ If = £ )" < (2— + 251) 2

und der Ungleichung von Hoeffding folgt unter Beachtung der Tatsache, dass

{(Fr =) fer}

R 2
Ng-Ng_1 < Nf = <N2 (57-7:@?)>

vielen Funktionen besteht, dass gilt:

aus

1 n
P [sup |— i) €l >0
| 15" o ]
S 2 5\ 2
R _ 2-n-(%°)
S;(M(?f’xl)) 'Q'GXP<_4.L2.9.2§_%‘S

R N n-§2-2%s
=2 2 (2-10g/\fz <§vf7“’1> - m'”s)
S
n-6%.2%s
<>z e ()
falls gilt

d.h. falls gilt:
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Setze nun

1
ns:max{nsaz_s'\/g'g}‘

Beachtet man, dass wegen R/2°~1 > §/(2L) (nach Definition von S) und (3.12)
fiir ¢ > 48v/2 - L einerseits gilt

5 12-v2-L-R ( 1/2
Ns = . logN( fx))
; /625 2 1

24 -/2.

Vo
V2.

anmm

IN

L R/28
/ (log Ny (u, F, ™)) /2 du

s R/23+1

24 - L /R/2 1/2
log Ny (u, F, " du

B GesNotn Fa)

- 242 L Vs 24 V2 L _

- Vn-d c c

sowie andererseits ebenfalls gilt

o s 1 1\ 1 d (X,
25 Sg'ZS'@‘E'@(;“’)

l\DI»—t

10 (1—1/2)2

VAN
N | —

S|~

x=1/2

-5,

Mit dieser Wahl von 7, erhalten wir:

an Ti) - €

n'52_22~s )
1aa-12- g2 '

— n-§?.2%s 1
SQ'ZGXP(_—M&L?-R?'Q -s-%)
2

sup >0

fer

n- 62
2514412 k2 °

n - 6%
= cexp | —
1 —oxp () TP\ 725 144 2 R

25-144-L2-R?
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< n -6

c-exp | —

= p ¢ R2

fir ¢ = ¢(L) geniigend groB, wobei wir benutzt haben, dass nach (3.11) fiir ¢ =
¢(L) geniigend grof gilt:

n- 62 2

> t > 0.
55 144 L2 2 = 25.144. L2 = 0"

3.3.4 Konvergenzgeschwindigkeit nichtlinearer Kleinste-
Quadrate-Schatzer

Sei
Y;:TTL(IZ)—FEZ (izl,...,n),

wobei z1,...,2, € RY m : RY — R und €, ..., ¢, unabhingige reelle Zufallsva-
riablen sind mit

Ee¢, =0 und || <L fs (i=1,...,n).

Wir betrachten den Kleinsten-Quadrate-Schétzer

m(-) —arg]{relgl—ZIfxz ~ Y

wobei F,, eine gegebene (nichtlineare) Menge von Funktionen f : R? — R ist.
Dann gilt:

Satz 3.7. Sei
1 n
£ = - 2 |f(z:)]? und mj, = arg min If —ml2.

Gilt dann fir 6, > 0
n-o, » oo (n— o0) (3.13)

und fir ein ¢y > 0 und alle 6 > 6,

Vs
Vndzer / (log N (u, {f =}« f € Fu |f —mi |2 < 6} .a1))"” du,

5/(128-L) (3.14)
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so folgt

1

LS o) ) > - (6 +}E¥1‘Zﬁ %) |)] 0

=1

P

(n — 00) fiir ein ¢ > 0.

Beweis. Gemafl Abschnitt 3.3.1 gilt

1n
ﬁgmn(m— w)l > 6,43 rggl;Zlfxz z\]

<P |3feFu: —Z!f wi) —my () < 8- %Z(f(a:»—mzm))-ei]
=1
ggP afefn:2’“*1-5n<EZ\f(xi)—m;(xi)Pngk-én

n
=1

bl —Z|f () = mi (@) <8 32<f<xi>—m:;<xi>>-ei]

P|3f e Fy: —Z]fxz m?()]* < 2% - 6,

% 2k 5,
n Zzl(f(xl) —my (7)) - € > 16 ] )

Wir wenden nun (fiir & € Ny fest) Satz 3.6 an mit

F={f-m: feF,|f—my? <2 6,}

(also mit R = v/2%§,) und & = 2%6,,/16. Dann gilt fiir n geniigend grof (3.11),
also
2k6,
16

n .

2k6n,

wegen (3.13), und wegen

(log Ny (u, F,z0)"? du

2k5 \V2k6, /2
=

16 k6, /(8-16-L)

(was durch (3.14) impliziert wird, wenn man darin § = 2*§,, und ¢; = 16 - ¢ setzt)

gilt auch (3.12) fir R = 1/2%),, und ¢ = 2%4,,/16.
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Damit erhalt man

n

1
- i) 5 - A T;
n;mn(m m(z;)|? > 6, + 3 - min Z|fx (z;)|?
2
oo (256
<Zc.exp _m
- c-2k6,
k=0
> n'én k
:ZC.eXp<_162-c'2>
k=0
<ic-exp 1o (k+1)
- 162 - ¢

k=
<c¢-exp(—¢-n-d,) =0 (n— o00),

P

wobei wir im letzten Schritt erneut die Voraussetzung n - 6, — oo (n — 00)
benutzt haben. O

Korollar 3.8. Ist in Satz 3.7 d = 1 und F,, = F die Menge aller monoton
wachsender Funktionen f : R — [0, 1], so gilt:

%; M () — m(z;) > > ¢ - ((logrfn)> + }Telgl - Z | f () ;)| )]

—0 (n— o0)

fur ein ¢y > 0.

Beweis. Gemafl Lemma 3.5 gilt

1 1/6
NQ((S, ./—"n,$7f) S (n + 5) 5
was

logj\/g ('LL, {f - m:; : f € -Fna Hf - m;”i < 5} ’x?)
§10g/\/g(u,{f—mz : fEfn}’x?)

=log Ny (u,{f : f € Fu},2}) S%-log (n+%>

impliziert. Daraus folgt fiir 6 > 128 - L/n:

Vs 1/2
/ (log N (u, {f —m3, = f € Fo|If —mi|2 < 6} ,a7)) " du
é

/(128-L)
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V3
1
§01~/ \/j'\/log(Q-n)du
5/(128-L) ¥ U

Vs

=ci-/log(2-n)-2- 1/2‘
“ og(2-m) B u=6/(128-L)

<2-¢;-/log(2-n) -6

Also folgt (3.14) fiir 6, > 2L aus

n

& 5> (20" (M)%.

n

. 1/2
Vn-8>2-c;-/log(2-n) -6 & 53/422_01.(10g(2 n))

Daher ist (3.14) fiir

n

‘ 2/3
5. = ¢y (log(2 n))

mit ¢3 > 0 geniigend grof3 erfiillt, und trivialerweise gilt in diesem Fall auch (3.13).
Mit Satz 3.7 folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung.

a) Ist m : R — R in Korollar 3.8 monoton wachsend und nimmt m nur Werte in
[0, 1] an, so gilt in Korollar 3.8

n < n
=1

n oo(n 2/3
P lZ|mn($i)—m(xi)|2>cg- (1 & )> ] —0 (n— o0).

b) Durch eine aufwendigere Abschitzung der Uberdeckungszahl oben lasst sich
der logarithmische Faktor oben vermeiden.

c) Die Berechnung des Schétzers in Korollar 3.8 kann durch Losen eines Mini-
mierungsproblems mit Nebenbedingungen erfolgen.



Kapitel 4

Regressionsschatzung bei
zufalligem Design

4.1 Einfuhrung

4.1.1 Regressionsanalyse

(X,Y) sei eine R? x R-wertige Zufallsvariable mit E|Y| < co.
Analysiert werden soll die Abhangigkeit des Wertes von Y vom Wert von X.

Ziele dabei (je nach Anwendung):

I) Interpretation des Zusammenhangs zwischen X und Y

z.B.
X = Alter einer amerikanischen Walddrossel,
Y = Gewicht.

IT) Vorhersagen des Wertes von Y zu beobachteten Wert von X

7.B.
X = Ortsvektor

Y = Geschwindigkeit eines Partikels } (in einem Stromungsfeld)

oder
X = Einstellung eines Motors
Y = Abgase

Betrtachtet wird dazu die sogenannte Regressionsfunktion m : R¢ — R definiert

o4
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durch
m(z) = B{Y|X =2} (z€R?).

Anschaulich:
m(z) ist der durchschnittliche Wert von Y unter der Bedingung X = x.

Formal:
m ist diejenige Borel-messbare Funktion m : R — R mit

VB € By - /m(m)PX(dx) :/ Y dP.
B X-1(B)

Diese ist Px-f.i. eindeutig (vgl. Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie).

Die Regressionsfunktion hat die folgende Optimalitatseigenschaft:
Lemma 4.1. Ist (X,Y) eine R? x R-wertige Zufallsvariable mit EY? < oo, so
gilt fiirm : R - R, m(z) = E{Y|X = z} die Bezichung

E{im(X)-Y[’} = min  E{|f(X)-Y’}.

fRI—R messbar

Beweis. Wir zeigen, dass fiir beliebiges (messbares) f : R? — R gilt:

B{If(X) =Y} =B {m(X) -V} + [ 1f(a) = m@)PPx(do). (@)
Wegen
g |f(x) = m(2)]"Px(dz) > 0
folgt daraus die Behauptung.

Zum Nachweis von (4.1) beachten wir, dass wegen EY? < oo nach der Jensenschen
Ungleichung gilt:

E{|m(X)"} = E{[E{Y[X}]’} < E{E{|Y"|X}} = EY? < cc.
Ist nun E{|f(X)|?} = oo, so folgt

E{|f(X) - Y[} = 0o = / 1 (x) — m(z) PP (dz)

(dazB. E{|f(X)]?} <2-E{|f(X) —m(X)[’} +2-E {|m(X)[*} gilt), was (4.1)

impliziert.
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Ist dagegen E{|f(X)|?} < oo, so gilt

E{|f(X) =Y} = E{(f(X)~m(X))+ (m(X)-Y)’}
E{[f(X) =m(X)"} + E{Im(X) = Y['}, (42)

da

)_

- (m(X) = Y)[X}}
E{m(X)-Y|X}}
-(m(X) -E{Y|X})}
C(E{Y|X} -E{Y[XD)

Hierbei wurde beim zweiten Gleichheitszeichen benutzt, dass nach Cauchy-Schwarz
gilt

E{|(f(X) —m(X)) - (m(X) - Y)[}

< VE{[f(X) =m(X)P} - VE{Jm(X) = Y[} < o0
und damit (f(X) —m(X)) - (m(X) —Y) integrierbar ist.

Aus (4.2) folgt nun die Behauptung,. O

Bemerkung. Geméifi dem obigen Beweis (siehe (4.1)) gilt fiir das sogenannte
Lo-Risiko einer beliebigen (messbaren) Funktion:

B{IF(0) = YI'} = E{m(X) =Y} + [ If(@) = m(a) PPx(do).

Damit ist der mittlere quadratische Vorhersagefehler einer Funktion darstellbar
als Summe des Lo-Risikos der Regressionsfunktion (unvermeidbarer Fehler) und
des sogenannten Lo-Fehlers

[ 15 = m(@) P (),

der entsteht aufgrund der Verwendung von f anstelle von m bei der Vorhersage
bzw. Approximation des Wertes von Y.

4.1.2 Regressionsschatzung

In Anwendungen ist iiblicherweise die Verteilung von (X,Y’) unbekannt, daher
kann m(z) = E{Y|X = z} nicht berechnet werden. Oft ist es aber moglich,



KAPITEL 4. REGRESSIONSSCHATZUNG BEI ZUFALLIGEM DESIGN 57

Werte von (X,Y) zu beobachten. Ziel ist dann, daraus die Regressionsfunktion
zu schatzen. Im Hinblick auf die Minimierung des Lo-Risikos sollte dabei der
Ly-Fehler der Schatzfunktion moglichst klein sein.

Formal fiihrt das auf folgende Problemstellung:

(X,Y), (X1, Y1), (X1,Ys), ...seien unabhingige identisch verteilte RY x R-wertige
Zufallsvariablen mit EY? < co. m : R? — R definiert durch m(z) = E{Y|X = x}
sei die zugehorige Regressionsfunktion.

Gegeben ist die Datenmenge
D, = {(X), Y1), (X Vo))
Gesucht ist eine Schatzung
mn(-) = my(-,D,) : R = R
von m, fur die
[ @) = m()P P (o)
moglichst klein ist.

Klassischer Ansatz: Parametrische Regression
Bauart von m ist bekannt und héngt nur von endlich vielen Parametern ab,
schatze diese: z.B. durch lineare Regression

Im Folgenden: Nichtparametrische Regression:
Regressionsfunktion ist nicht durch endlich viele Parameter beschreibbar.

Wir untersuchen dabei z.B. den sogenannten Kernschétzer (Nadaraya, Watson)

my(7) = mod b (x;j() ( wobei 0 = O>
Sk (52 0

mit sogenanntem Kern K : RY — R und sogenannter Bandbreite h, > 0
Z.B. K = 150(1) = I{zeRd:Hz||§l}'

Deutung: Schatzwert ist Mittelwert aller der Y;’s, fiir die X; nahe bei z ist.
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4.1.3 Anwendung in der Mustererkennung

(X,Y) sei R? x {0, 1}-wertige Zufallsvariable.

In der Mustererkennung beschéftigt man sich mit dem folgenden Vorhersagepro-
blem:

Zu beobachtetem Wert von X mochte man den zugehorigen Wert von Y vorher-
sagen.

Bsp.: Erkennung von Werbeemails:

X = Text der Email bzw. Charakteristika des Textes

v o_ 1, falls es sich um eine Werbeemail handelt,
a 0, sonst.

Gesucht ist eine Funktion ¢g* : RY — {0,1}, fiir die die Wahrscheinlichkeit einer
falschen Vorhersage moglichst klein ist, d.h. fiir die gilt:

P{g'(X)#Y}= min P{g(X)#Y}. (4.3)

g:R4—{0,1}

Es gilt:
Lemma 4.2. Fir g* : R? — {0,1} definiert durch

gy = [ L POV =1X =0} > Py =0[X =1},
9 1 0, sonst.

gilt (4.3).
Beweis. Sei g : R? — {0, 1} beliebig. Dann gilt fiir jedes » € R?

P{g(X) #Y|X =2} =1 -P{g(X) =Y[X =2} =1-P{g(z) = Y|X =z},
und mit der Definition von g* folgt daraus

P{g(X) £ Y|X =2} - P{g"(X) £ Y|X =}
= P{g"(2) = Y|X = 2} - P{g(a) = Y|X = 2}
> 0.

Somit:

Pl (X) £V} = [ Plo(X) £ YIX = a}Px(do
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< [ Plalx) 2 YIX = a}Px(aa
— P{g(x) #Y}.
O

Bem.: Im obigen Beweis (wie auch im Beweis von Satz 4.3 unten) ist die Umfor-
mung

P{g(X) = Y|X = 2} = P{g(x) = Y|X =2}

zwar intuitiv einleuchtend, i.A. aber mathematisch nicht korrekt. Sie lasst sich
aber vermeiden, sofern man wie folgt argumentiert:

P{g(X) # Y}

=P{g(X)=0,Y =1} + P{g(X) = 1,Y = 0}
=E{P{g(X) =0,V = 1|X} + P{g(X) = 1,Y = 0|X}}
= E {1{y00-0y - P{Y = 1|X} + Lgexo-1y - P{Y = 01X }}

= / (Ligtmy=oy - P{Y = 1|X = 2} + Lgym)=1y - P{Y = 0]X = a}) Px(dz)
— [PV £ gla)lX = a}Pc(da),

und daraus dann analog zu den angegebenen Beweisen die Behauptung schlief3t.

Wegen
PlY=1X=2}+P{Y =0X=z}=1

P x-f.i. konnen wir ¢g* auch durch

* _ 17 P{Y:HX::E}>%’
g°(x) _{ 0, sonst

definieren.

Die sogenannte aposteriori Wahrscheinlichkeit
P{Y =1|X =z} = E{[y_j|X =z} = m(a)

lésst sich als Regressionsfunktion zum Zufallsvektor (X, Iyy—y) auffassen. Ap-
proximiert man diese (z.B. mittels Regressionsschétzung) durch eine Funktion

m:RY— R
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und definiert man dann die sogenannte Plug-In-Schatzfunktion g durch

3(z) = 1, m(z)>3, [ 1, m(x)>1-mz),
g\¥) = 0, sonst 1 0, sonst,
so gilt:

Satz 4.3. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

0 < P{EX)£Y}-P{g(X)£Y} <2. / m(z) — m(a)|Px (dx)

< \/ [ im(a) = miz)Px (o)

Damit fiihrt ein “gutes” Regressionsschétzverfahren automatisch zu einem “gu-
ten” Mustererkennungsverfahren.

Beweis von Satz 4.3.

Geméaf Beweis von Lemma 4.2 gilt:
P{g(X) #Y|X =z} - P{g"(X) #Y|X =z}
=P{g"(z) =Y|X =z} - P{g(x) = Y|X =z}

(
=m(x) - [g@)=1y + (1 = m(z)) - L{g= ()=
— (m(2) - Igy=1y + (1 = m(x)) - Iy 0})
) -

— (m(x) ig@)=1y + (1 —m(z)) - I{g(x):()})

da die Definition von g impliziert, dass gilt:

{...}go.
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Mit Lemma 4.2 folgt daraus
0 < P{g(X)#Y} -P{g"(X) # Y}

= [ (P{a(x) £ YIX =5}~ PLg"(X) £ YIX = }) Px(da)

< 2-/|m(x)—m(x)|PX(dx).

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daraus die Behauptung. O

4.2 Der Satz von Stone

Der oben bereits eingefiithrte Kernschétzer ist Beispiel fiir lokalen Durchschnittsschatzer

My () = Z Wi(z) - Y;, (4.4)

wobel
Wnﬂ(.ilf) = Wnﬂ'(ﬂf, Xl, e ;Xn)

von den x-Werten der gegebenen Daten abhéngende Gewichte sind.

Beim Kernschatzer:

Whi(x) = " <%_>X
S K (529)

Satz 4.4. (Stone (1977)).
Sei m,, ein lokaler Durchschnittsschitzer definiert durch (4.4).
Fir jede beliebige Verteilung von X gelte:

(i)
Jece Ry VS :RY = Ry messbar mit E{f(X)} <oo Vne&N:
E{Z (Wai(X)]- F(Xi)} < e E{f(X)}-
(i1)

AD > 1Vn: P{>_[W,:(X)| <D} =1.
=1

( 7‘Beschrdinktheit der Gewichte”’)
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(iii)
Va>0:E {Z [Wai (X)) 'f{XiX||>a}} — 0(n — o0)
( ’j‘:[jokale Entscheidung™’)
(iv)
Zn: Woai(X) =F1
i=1
(v) )
E{) Wyni(X)*} = 0(n — o)
(Z:}Einzelnes Gewicht hat keinen zu grofsen Einfluss™).
Dann gilt:

E/ |mn(z) — m(2)|*Px(dz) =0 (n — o0)
fiir alle Verteilungen von (X,Y) mit E{Y?} < oo

(d.h. Schatzer ist universell konsistent).

Beweis:

E/|mn(x) _ m(a)[2Px (dz)
Fugni E{|mn(X) i m(X)’Q}

BB Waa(X) i = m(X)*}
(a+b+c) §3<a +3b%+3c 3. 5] ZWM(X) (Y = m(X)?)
4 3. B Z Wi (X) - (m(X;) — m(X))*}

+3- F{| ZWM(X) -m(X) —m(X)[*}

=: 31, + 3J, + 3L,.
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GemiB (IV) gilt
Z Woi(X)-m(X) —m(X) =m(X) - (Z Wi (X) — 1) —'0.

Daraus und aus (i) und F(|m(X)|?) < oo folgt mit dem Satz von der majorisier-
ten Konvergenz (auf Teilteilfolgen angewendet)

L,—0 (n— o). (4.5)

Fir J, gilt:

Jn < E{(Z [Woa(X)] - [m(X3) = m(X)])*}

B W0 Z [Wos(X)] - m(X0) = m(X) P’}

< DB Wil X)] - Im(X:) — m(X)[2}.

i=1

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert beschranktes und gleichmafig stetiges m mit

B{|m(X) — m(X)?} < e.

Nun gilt:
Jo 3D - E{Y Wy i(X)] - [m(X:) — m(X)[*}

i=1

+3D - E{D_ [Woi(X)] - in(X;) — (X))}

+3D. E{Z Wi (X)) - (X)) — m(X)[*}

=3D - Jp1 +3D - Jos+3D - J,s.
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Mit (7) folgt

o1 < e E{m(X) —m(X)]’} < c-e,

und geméf (ii) gilt

Jns < D-E{m(X)—m(X)]*} < D-e.

Fiir J,, o gilt fir 6 > 0 beliebig:

T =E{Z (Wi (0] - [ (Xs) = m(X) - Tyx,—x >0}
+ E{Z (Wai(X)] - [i(X;) — m(X)|* - Iyx,—x <o}

(ii) _ n
<d- [l BOY S IWai(X)] - Ix-xj=ay}
=1
£D- s infe) — )
u,veR:|Ju—v|| <8

Mit (iii) folgt

lim,, o2 < D - sup |m(u) — m(v)],
u,vER®:||u—v|| <8

woraus wir wegen m gleichméafig stetig mit 0 | 0 erhalten:
Jny =0 (n— 00).

Also gilt

limsup J, < (¢- D) -¢,

n—oo
und mit € | 0 erhalten wir

Jp =0 (n— 00). (4.6)

Fir I, gilt:
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L= B{W,i(X) - Wy (X) - (Y; = m(X5)) - (Y; = m(X;))}

t,j=1

= Z E{W,.(X)*- (Yi — m(X)))?},

da fiir 7 #£ j :
E{Wiui(X) - Wos (X) - (¥ = m(X0)) - (¥; — m(X;))}
=F{E{...|X1,...,X,,Yi}}
=B (X) - W (X) - (Vi = m(X0) - B = m(X)[ X, X0 V)

Unabhéngigkeit

E{Yj 7m(Xj)|Xj}
:m(Xj)fm(Xj):O

=0.

Also erhalten wir fiir 02(z) = E{]Y — m(X)]*|X = z}:

I = Z E{E{W,i(X)* - (V; = m(X;))*1 X1, ..., Xu}}

-~~~

=D B{Wui(X)* - B{(Y: = m(X)*1 X0, - X}

Unabhéangigkeit
= B{(Y;-m(X;))2|X;}

=02(X;)

(Y] Waal X 0*(X0).

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert f : R? — R beschriankt mit

B{lo*(X) — f(X)| <.

Damit:
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I, :E{Z Wn,i(X>2 - f(Xa)}
F B WasX)? - (0%(X0) = (X))
%)Hf”oo . E{Z W,i(X)*}+D - E{Z (Woi(X)| - |0%(X;) — F(X0)]}-

Mit (i) und (v) folgt

limsup,, . I, <0+ D - E{|c*(X) — f(X)|}

<D-c-e,
woraus wir mit € | 0
I, -0 (n— o0) (4.7)
erhalten.
Aus (4.5) - (4.7) folgt nun die Behauptung. O

4.3 Universelle Konsistenz des Kernschatzers

Im Folgenden sei

oy = S )
TSl (5E)

der Kernschiitzer mit Kern K : R — R, und Bandbreite h, > 0.

Satz 4.5. Sei Sor ein Ball mit Radius R > 0 und Mittelpunkt 0. Sei K = Ig, ,
der sogenannte naive Kern und fur die Bandbreite gelte

hy =0 (0= 00) undn-h® = oo (n— o).
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Dann gilt fir den Kernschdatzer

/|mn (z)]*Px(dz) =0 (n — o0)
fir alle Verteilungen von (X,Y) mit EY? < oo, d.h. der Kernschitzer ist
unwersell konsistent.

Im Beweis benotigen wir:

Lemma 4.6. Sei B eine b(n, p)-verteilte ZV mit n € N, p € (0,1].
D.g.:

1 1
o) BArp} < g

b) E{% ’ [{B>0}} < ﬁ-

Beweis:

)
1+B} ZHk ( )-pk(l_p)n—k

(Zﬂ) kil (Z) 1 . n+1 k+1 —k
= . (] — )R
n+1 ;O kE+1 b (1-p)

( _
(n;r1> N L —

(?”Hrl)-zo'1

Zihldichte bni1p)

{_ [{B>O}} E{B+B [{B>0}}

1
(n 1)-19

{—1 Iipsor} <2 B } < O

B+1
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Beweis von Satz 4.5
Es geniigt zu zeigen, dass fiir

K
Wn,z@) = 2?21 K (m;X

die Bedingungen (i)-(v) aus Satz 4.4 gelten.

Nachweis von (i)
Sei f: R — R, beliebig mit E{f(X)} < co. Zu zeigen ist, dass fiir eine von f
unabhangige Konstante ¢ > 0 gilt:

E{ZIWM Xi)} <c- Ef(X).
Wegen
B Was (0 10}
()
:E{; 2?21 K (X;:fj> (Xz)}
—n - B{ " <X;’fﬁ) - f(X0)}
1AR) + Zi K ()
Pubini, /f E{/ + Z}:U>K (fog) Px(dz)} Px(du)

genligt es dazu zu zeigen:

Je>0 VYneN VYueR%:

Sio

K (%)
iR Ens ey
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Dazu tiberdecken wir
So.r

durch Kugeln
21+ So,r/2s - - T + S0,R/2

vom Radius R/2 (wobei z + A :={x + 2 : z € A} fir A C RY).
Dann gilt fir x € u + hy - Tx + So,Rohy 2

-+ hy - 2+ So,Rbn 2 © T 4 SoRb, s

woraus fiir alle z € R¢ folgt:

T —z
K ( h ) - ]{ZECE-‘FSO,R»hn} > ]{Z€u+hn‘xk+SO,R'hn/2} (4'8)
Weiter gilt wegen
M
Sor C U Ty + So,r/2
k=1
auch
M
S0,R-h, € U by - 1 + S0,R b /25
k=1
woraus folgt
T— U S
K ( h ) - I{m€u+So,R.hn} S ZI{I€u+hn-xl¢+SO,Rhn/2} (49)

k=1

fiir alle z,u € R

Damit:
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K (%)
K01 ¢ / K (Z’;u>

1+30 L, K (ﬂ>

7L

e ZE{ / 1 () Py(dr)}

+hn xk+50 R-hn /2 1 _|_ Z

=l{x;ex+50 g, )

S By / I Py (dz))

+hn'$k+SO,R<hn/2 1 + Zj:? I{Xj€u+hn'$k+SO,R-hn/2}

M
1
= Px(u+hy 25+ Sopne)  E{— Px(dz)}.
k=1

1+ g I{Xjeu-i-hnwk-l—So,R.hnm}
Jj=2

J/

-~

b(n,p)—verteilt mit p=Px (...)

womit (i) gezeigt ist.

Nachweis von (ii): Klar, da 0 < Y, W, ;(X) < L.

Nachweis von (iii)

K (45:%) I
Whi(X) = o — {IX—Xil[<R-hn}

Sy K (52 i Tuxoxisnm
=0 falls | X —Xi|| > R h,.

TL

Sei a > 0 beliebig. Wegen h,, — 0 (n — o0) existiert ng mit

R-h, <a fur alle n > ng.
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Damit gilt fiir n > ny:

D W, (O] L= xay < D W, O] Tx— x5 o)
=1 i=1
=3 0=
i=1
womit (iii) gezeigt ist.

Nachweis von (iv)
Sei € > 0 beliebig. Dann gilt:

P{|1—ZWM )| > e} <P{ZWM ) # 1}

:P{;K (X;Xi) =0}

n

:P{Z I{XiEX+SO,R-hn} = 0}

=1
Unabh. £ Fubini / P{Z I{Xie;r-&—So,R.hn} = 0} PX(dx)
=1
Unabh. / H P{X; ¢ x+ So,R-hn} Px (dx)
i=1
identische:\/erteiltheit /(1 o PX (gj -+ S()J{-hn))n PX(dx>

Sei S beliebig (beschrénkte) Kugel um 0. Dann folgt weiter:
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P Y WX > )
< /(1 — PX(.% + X07R.hn))npx(d$) + Px(SC)
S

11—z

Se™®
S / e—an(l’+SO,Rhn)PX(dx> + PX(SC)
S

1
< e ?) - <y
- I?ea]lgi(z € ) /S n- Px(l‘ + S()’R.hn) Px<dl’) + PX(S )

Wir zeigen im Folgenden:

1 c
Px(dx) < 4.10
/Sn-PX(x—i-SO,R.hn) x(dr) < n - hd (4.10)

n

fiir eine von S abhéngige Konstante ¢ > 0.
Wegen n - hd — oo folgt daraus mit S 1+ R? die Behauptung.

Zum Nachweis von (4.10) wéhlen wir

21+ S0,Rhn /2y - -2 ZMy T+ 50,Rehn /2
so, dass
My,
S C U 2j + S0,R-hn /2
=1
und -
M, < <
< Z
hi

(z.B. M,,= maximal Anzahl von Punkten in S, die paarweise Abstand > R - h,,/2
haben (womit Volumina von Kugeln um diese Punkte mit Radius R - h,,/4 in um
"R - h, /4" -vergroferte Kugel S enthalten und paarweise disjunkt sind)).

Dann gilt:
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1
Px(d
/,Sn'PX(x+SO,R~hn) X( l‘)

Mn

1

< / Py (dx)
j;l 2j+S0,Rhns2 1V PX<5U + SO,R-hn)
M, |
jzl 2450, R-hp /2 n- PX<Zj + SO,R~hn/2)

da fiir = € zj45, 5 » 86 2+ So pk, 2 2j + So,RA, 2

M, )

= > Px(2j + SoRn.2) -
; X( J 0,R-h /2) n - PX(Zj +SO,R-hn/2)
M, -

<= < _Chg s (4.10) ~ (i),

Nachweis von (v):
Es gilt:

n n K <I - >2 (I{x:€2+50.n. })2
W2 (x) = - e
; ' ; (Zg 1K< hn )) Z <Z] 1 EHSORh"}Y

. I{Xiex-‘rSo’R.hn}
- : : 2
n
=1 (Zj:l ]X]'GIE+SQ,R4hn)

B 1

>l
7=1 {XjEJ?-‘rSO’RAhn}

. [{Z?ZlI{Xj,EZ+SO,R_hn}>D}.

Damit folgt fiir jede (beschréankte) Kugel S um 0:
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E{zn: W, (X)?

e / E{Z W, (2)?} Px (dz)

1
=Px(59+ / b g5 Px(dx
X( ) S {Zg 1]{X €x+S0, R by, } {ijll{xjem+SO,R.hn}>0}} X( )
Lemz& 4.6P S /‘ 2 P d
c + .
>~ X( ) s (n_'_ 1) . PX(I' + SO,R-hn) X( )
(4.10) n G
S Px(SC) —+

9.
n+1 n - hd
—Px(S°)  fiir n — oo, dan-he — oco(n — o0).

Mit S 1 R? folgt (v). O

4.4 Ein Slow-Rate-Resultat

In diesem Unterkapitel zeigen wir, dass ohne Regularitatsvoraussetzungen an die
zugrunde liegende Verteilung in der nichtparametrischen Regression eine nicht-
triviale Aussage zur Konvergenzgeschwindigkeit nicht herleitbar ist.

Die folgt aus:

Satz 4.7. Sei (my,)nen eine beliebige Folge von Schatzfunktionen. Dann ezistiert
zu jeder monoton gegen Null fallenden Folge (ay,)nen nichtnegativ reeller Zahlen
eine Verteilung von (X,Y') mit den Eigenschaften

1. X ~U0,1],
2. Y =m(X),

3. m ist {0, 1}-wertig

fur die dariberhinaus gilt:

lim sup E [ |m,(z) — m(x)]*Px(dz)

n—o0 an

> 1.
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Bemerkung. Wendet man Satz 4.7 mit /a,, statt a, an, so sieht man, dass in

Satz 4.7 gilt:
E n(x) — Px(d
i oy B () = m(@) PP (de) _
n—oo an

D.h., selbst wenn (X,Y") fehlerfrei und X auf [0, 1] gleichverteilt ist, so existiert
dennoch fiir jeden Regressionsschitzer eine Verteilung von (X,Y), fiir die der
erwartete Lo-Fehler des Schétzers beliebig langsam gegen Null konvergiert.

Im Beweis von Satz 4.7 benctigen wir das folgende deterministische Lemma.
Lemma 4.8. Zu jeder Folge (a,)nen mit

>a>ay > >a, >0 (n— o0)

IS,

ezistiert eine Zihldichte (p;)jen so, dass fir alle geniigend grofien n gilt:

oo
(L—p;)" - p; > an.
7=1

Beweis. Setze
pr=1—2a; >0 und k =1

und wahle dann py,p3,... und 1 = ky < ko < k3 < ... so, dass fiir alle n € N
gilt:

kn+1
Z pi=2(n — any1) (=0)
i:kn"!‘l
und )
0<p; <— fure>k,.
2n
Dann folgt

;>0 und ij_pl+z2 n= Onp1) =p1+2-a; =1,

wobei die vorletzte Gleichheit wegen a, — 0 (n — oo0) und der daraus folgenden
Beziehung

Z(an — Canrl) =a1 —aN4+1 — A1 (N — OO)

n=1

gilt.



KAPITEL 4. REGRESSIONSSCHATZUNG BEI ZUFALLIGEM DESIGN 76

Weiterhin erhalten wir

d (=p)tep > > (—p)tp
7j=1

jENp;<1/(2n)

1 n
2 (1 — %) : - Z Dby
jeN:p;<1/(2n)
1\" <
> (1-5) - X »
j=kn+1
ot nzp
= _—— . aZ
2n +1
1 n
= (1——) -2-a,
(1-5,) 2o
> ap

fiir n gentigend grof , da

R N A LS

Beweis von Satz 4.7:

1. Schritt: Wir definieren uns in Abhéngigkeit von einer Zéhldichte (p;);en und
eines Parameters ¢ = (¢;)jen € {—1,1}" eine Verteilung von (X,Y).

Dazu gehen wir folgendermaflen vor: Wir wahlen
X ~U[0,1] und Y =mlI(X),

wobei wir zur Definition von m ) zunichst in Abhiingigkeit der Zihldichte (p;)jen
das Intervall [0,1] in Intervalle A; der Lénge p; partitionieren und dann setzen:

m(c)(x) _ { 1, falls x € Aj, Cj = 1,

—1, fallsz € Aj, ¢; =—1
(1 €N).

2. Schritt: Wir schatzen

E [ fma(z) ~ m(z) "Px(dr)
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fiir die Verteilung aus dem 1. Schritt nach unten ab.

Setze dazu .
() = —/ mn(2) Px(dz) fiir x € Aj,
Pj Ja;

d.h. m,, ist die Lo-Projektion von m,, auf die Menge aller bzgl. (A;);ey stiickweise
konstanten Funktionen.

Dann gilt
/ mn() — m©(2)*Px (da)
Aj
_ / () — ()PP x (dz) + / () — m (2) ?Px (da),
A

j Aj

da wegen 1m,, — m(® konstant auf A; fiir x; € A; beliebig gilt

/A (1 (2) — 17, (2)) - (n() — () Py (d)

J

= (1 (z;) — m'(z;)) /A (M () — 100, () Px (dix)

= () — m(z,) - ( [ mate)Patin) = [ o) Px<dx>>

i (25) — m(z;)) - 0

Damit folgt

[ @) = mO@PPx(ar) = [ i) - m @) PP(do)
4 Aj

= in(z;) — ¢ ps
fir x; € A; beliebig aber fest.

Wir verwenden nun m,, um c¢; vorherzusagen, und setzen dazu

. [ 1, falls my(x)) = pij . fA]- mn(2) Px(dz) > 0,
Cng = —1, sonst.

Im Falle ¢; =1 und ¢, ; = —1 (was m,(z;) < 0 impliziert) gilt dann

[ (5) — ¢ = ¢j = 1hn(25) 2 ¢; =0 =1,
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und im Falle ¢; = —1 und ¢, ; = 1 (was m,(x;) > 0 impliziert) gilt
770 (25) = ¢ = n(w;) —¢; 2 0 —¢; = 1.

Daraus folgt
17 () = ¢ > Tiey e

und insgesamt
[ i) = mOU@PP(d) 2 - T
J
Damit ergibt sich nun

E/ |m, (z) — m(c)(x)IQPX(daz)

> " pi Pl # ¢}

Jj=1

Z ZP {én,j 7& Cjuﬂn(Aj) = 0} *p; = Rn(C),
j=1

wobel {l<i<n: X cA}
<1<n: X;€A;
Nn(Aj) = " 2

die empirische Verteilung zu Xy, ..., X, ist.

Hier wurde also der Fehler des Regressionsschétzers nach unten abgeschatzt durch
den “Fehler” einer Vorhersagefunktion fiir c;.

3. Schritt: Als nachstes schatzen wir
E / o (2) — m(2)[2Px(dz) baw. Ra(c)

nach unten ab, indem wir ¢ zufillig aus {—1, 1} withlen und iiber das Resultat
mitteln.

Dazu seien C, (s, ... unabhangig identisch verteilte Zufallsvariablen mit

P{C; =1} = % =P{C: = -1},
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die unabhéngig von Xj, ..., X, sind. Dann gilt fir C' = (C4,Cs,...):
BRC)} = S P {én % CrounlAs) =0} 1,
j=1
= f:E {P{en; # Cjpn(A) =0[X1,..., X, }} - py
j=1

= > E{lpm=0y - P{en; # Ci| X0, Xa}} s
j=1

Im Falle p1,,(A;) = 0 gilt X5 ¢ Aj, ..., X,, ¢ Aj, was impliziert, dass (X3,Y7),
.oy (X5,Y,,) (und damit auch ¢, ;) unabhéngig von Cj; ist. In diesem Fall gilt
aber

P{¢,; #Cj|X1,.... X}
=E{P{é,; # C;[(X1,11),..., (X0, Vo) } [ X0, .., X, )

:E{E\Xl,...,Xn} = 1,
2 2

und wir erhalten

E{R.(C)} = Y05 Plm(A) =0} -p,
YL PEAL X g A
1 C n
= 5-;(1—1%) p;
Wegen
R,(C) < ZP{Nn(Aj> =0} -p;= Z(l —pi)" P

gilt dartiiberhinaus
Ra(C) 12%(1 —) e,
E{R.(C)} = 3 252 (1—pj)" -

Damit ist das Lemma von Fatou anwendbar, und wir erhalten

S i) 2P e o)
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Da nun der Wert im Mittel grofier oder gleich Eins ist, muss insbesondere irgend-
einer der (zufélligen) Werte ebenfalls grofier oder gleich Eins sein. Also existiert
ein ¢ € {—1, 1} mit

lim sup = =limsup =——+= > 1.
oo 52 (L=pi)" p; mee E{R (@)}

Mit Lemma 4.8 angewandt auf a, /2, wobei wir den Anfang der Folge abdndern
so dass die Werte alle kleiner oder gleich 1/4 sind, folgt daraus die Behauptung.
O

4.5 Konvergenzgeschwindigkeit des Kernschatzers

Ziel im Folgenden ist die Abschatzung des erwarteten Lo-Fehlers

E [ fma(x) - mfa) P (o)
im Falle des sogenannten Kernschatzers
Z?:l Yi- K (x__Xl>
S K ()

mit naivem Kern K = 1g, (o) und Bandbreite h, > 0.

mn(x) =

Dabei machen wir die folgenden Regularitdtsannahmen an die zugrundeliegende
Verteilung;:

1. Beschranktheitsannahme an X.
2. Beschranktheitsannahme an
Var{Y|X =2} = E{(Y -E{Y|X =2})’|X =z}
= E{V}X =z} - (B{Y|X =2})".

3. Glattheitsannahme an die Regressionsfunktion.

Zur Formalisierung der ersten Bedingungen fordern wir, dass der sogenannte Sup-
port von X bzw. Px definert durch
supp(Py) = {z € Rd|‘v’e >0:Px(S(z)) >0}

beschrankt ist. Dieser hat die folgenden beiden Figenschaften:
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Lemma 4.9. Ist supp(Px) der Support der Ri-wertigen Zufallsvariablen X, so
qilt:

a) P{X € supp(Px)} = 1.
b) supp(Px) ist abgeschlossen.

Beweis. a) Wegen
Ses2(2) C Se(x) fiir jedes z € S¢j2(x)

folgt fiir 2z € S¢/a(x) aus P(S(x)) = 0 immer P(S./2(2)) = 0. Unter Verwendung
dieser Beziehung sehen wir

supp(Px)* = {z € Rd‘Ele >0:Px(S(z)) =0}
< U S.().
z€supp(P x)°NQ4,e€Q4\{0},P x (Sc(z))=0

Die rechte Seite ist eine abzahlbare Vereinigung von P x-Nullmengen, und damit
ist auch supp(Px)¢ eine P x-Nullmenge.

b) Ist x ¢ supp(Px), so gilt
Px(Sc(z)) =0

fiir ein € > 0. Nach dem Beweis von a) impliziert dies aber S./2(x) C supp(Px)°,
also ist supp(Px)° offen. O

Nun gilt:
Satz 4.10. Se:
YL Y K (52
n z—X;
YK (52)

der Kernschdtzer mit naivem Kern K = 1g,(0) und Bandbreite h,, > 0.

my,(x) =

Seien C' >0, p € (0,1] und 0 > 0. Dann gilt fir jede Verteilung von (X,Y) mit

S = supp(Px) st beschrinkt, (4.11)
Var{Y|X =z} < o? firallexz €S (4.12)

und
im(z) —m(z| < C-||lx —z||P  firallex,z€ S (4.13)

die folgende Abschdtzung fir den erwarteten Lo-Fehler des Kernschdtzers:

0% 4 sup,cg [m(2)|

2
o +C*- b,
n-n,

E / i (2) — m(2) 2P x (dz) < ¢ -
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Hierbei ist ¢; eine nur von d und dem Durchmesser von S = supp(Px) abhdngen-
de Konstante.

Im Beweis benotigen wir:
Lemma 4.11. Ist S = supp(Px) beschrinkt, so gilt fir eine nur von d und dem
Durchmesser von S abhdngende Konstante ¢:

1 ¢
/S n - Px(Sh,(x)) Pax(dr) < n-hd’

n

Beweis. Wahle [, < ¢/hd Kugeln Sy, 2(21), - - ., Sh,/2(z,) mit Radius h,/2 so,
dass gilt
S C Ul S, ja(z). (4.14)

Wegen
Shn/g(zl) g Shn(x) (415)

fir x € Sp, /2(2) gilt dann

1 (4.14) 1
P (dx < Px(dx
Lrmmm P Z/Sh oy 7 P )
(4.15)

1
< Py (dx
: Z/Sh o 1P (o) )

n 1
N Z n-Px(Sh, 2(21)) Pox(Sh2(2))

=1

b ¢
n - n-h

(VAN
S

Beweis von Satz 4.10: Setze
Zz 1K< hn ) (Xz)
Tk (%)

n(z) = E{m,(2)|X1,..., X, } =

Wegen
E {|mn(z) — m(x)|2‘X1, o Xn )
=E {|ma(z) — E{m,(2)| X1,..., X0} *| X1, ... X0}
+|E {ma(@)| X1y, X0} — m(a)|
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erhalten wir unter Verwendung des Satzes von Fubini und der Definition der
bedingten Erwartung analog zur Bias-Varianz-Zerlegung aus der Statistik die
folgende Darstellung unseres Fehlers:

E [ lma(z) ~ m(z)*Px(dr)
=B { [E{imalo) = m) s, ... X} (i)}
:E{/ymug—mawﬁpx@m}+E{/ym@g—mwmpxu@}.

Hierbei ist der erste bzw. zweite Term auf der rechten Seite oben die erwartete
integrierte Varianz bzw. der erwartete integrierte Bias des Schéatzers.

Als erstes schatzen wir den erwarteten integrierten Bias des Schatzers ab. Dazu

setzen wir
{1<i<n: X €A}

n

,un<A) =

und
By (z) ={n- un(Sh,(x)) > 0}.

Beachtet man, dass K((z — X;)/h,) > 0 nur gelten kann, sofern ||z — X;|| < h,
ist, so erhalt man unter Verwendung der Ungleichung von Jensen

it () — (o)
Si K (5522) - (m(X) ~m()
Sia K (55)
Y K (%) - m(X;) — m(z)|? )
ZJ':1K< hnj>
@13) Yo K (%) 02| X — x|
<

- n r—X;
Zj:l K( T )

S CQ . hip + |m(m)|2 . ]Bn(x)ca

2

A, @)+ [m(@)|* - Ip, @)

Ap @) + m(@)] - Ip, )

bzw.
E/ |17, (2) — m(x)|*Px (dx)

< OB 4 sup|m(z)? - / P {1 pin(Si () = 0}P(de).

z€S



KAPITEL 4. REGRESSIONSSCHATZUNG BEI ZUFALLIGEM DESIGN 84

Mit
P{n - (S, (x)) = 0}
=  P{Xi ¢S (2),...,Xn & Sp,(2)}
= P{X1 ¢85, () -P{X, ¢S, ()}

(1 = Px, (Sn.(2)))"

1+z§§ez e—n~PX1 (Shy, (2))
1
et . P S . _n'le (Shn(z)) N
n-Px, (Sp,(z))-e n-Px, (Sh,(x))
< (2-¢7) 1
max (z-e %) -
= 250 n-Px, (Sh,(z))
1 1
S — .
e n-Px, (S, (v))
und Lemma 4.11 folgt daraus
B | i) — m(o) PPx(d)
< CQ.h2p+sup|m(Z)|2'/l' 1 PX(de)
=~ n s e n- PX1 (Shn (.’L‘))
1 ¢
2 72 2
<C -hnp+i1€1g>!m(z)| e nond 10

Im Folgenden wird nun die integrierte Varianz abgeschatzt. Hierzu gilt unter
Beachtung der Unabhangigkeit der Daten

E {|mn(z) — mn(x)]2|X1, LX)
S K (52 0 - m(x) |
S K (50)
S K (525) B Y - m()P|X, X
(Zh# ()
K(Z)i{o’l} Z?:1K< hnz) E{’Y m(Xl)|2’Xz}

(s (52))

1
< sup Var{Y'|X = z} - —
zes 2 K <Tj

IN

) “Lin i (Sp, (2)) >0} -
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Y K (%) ist b(n, Px(Sh, (x)))-verteilt. Nach Lemma 4.6 gilt daher
1 2

3 I . < )
sk () T [T D) Pa(Si, (@)

E

Damit erhalten wir unter Beachtung von Lemma 4.11

B{ [ Inte) - @) Pxt) |

_ /E{E{|mn(x) — ()2 X, X, )} P(de)

1
<o? / EY 7yl @0 ¢ Px(de)
Sy i ()

2 . 2 T
=0 /(n+1)~PX(Shn(:c)) Px(dz)

~

C

<o?.2. :
n-hd

(4.17)

Aus (4.16) und (4.17) folgt nun die Behauptung. O

Um unter den Voraussetzungen in Satz 4.10 einen moglichst kleinen Fehler zu
erhalten, muss man h,, so wahlen, dass

0 sup.es ()
n - hd

2
o +C2 R

moglichst klein wird. Dabei darf h,, nicht zu klein sein, damit der Varianz-Term

1
n - hd

moglichst klein wird, andererseits darf h,, aber auch nicht zu grof3 sein, damit der
Bias-Term

C?. p*
nicht zu grofl wird.

Zur Bestimmung des im Hinblick auf die Minimierung der Fehlerabschatzung in
Satz 4.10 optimalen h,, betrachten wird die Minimierung von

flu) = A + C%u®.

n-ud
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Nullsetzen der Ableitung fithrt auf

—d-A
0=f(u) = cuD 0% 9p P!
n

bzw.

ud+2p — d-A

2p-C?-n
bzw.
d- A 1/(2p+d)
v (2p -C?. n)

sowie

' JoA Ve
min f(u) = f((—Qp-Cz.n) )

B A (2p_c2.n)d/(2p+d)+02 ( d- A )2p/(2p+d)

n d-A 2p-C?-n
2p/(2p+d) d/(2p+d)
_ (AT ey (22)T
n d
2p/(2p+d 2p/(2p+d
ey é p/(2p+d) ' i p/(2p+d)
n 2p '

Damit folgt:

Korollar 4.12. Unter den Voraussetzung von Satz 4.10 wird die dort angegebene
Schranke fur den Fehler minimal fiir

b (4 (0% supeg m(2) ) VY
" 2p-C?-n

)

und mit dieser Bandbreite erhdlt man

. 24/ (2ptd)
n

2 2\ 2p/(2p+d)
E/ () — m(a)[Py(da) < - (0 + sup,es m(2)] )

Bemerkung: Die obere rechte Seite ist monoton wachsend in ¢ und C' und
monoton fallend in n.
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4.6 Minimax-Konvergenzraten

4.6.1 Motivation

Gemaf dem letzten Abschnitt gilt fiir den Kernschétzer m,, im Falle einer Lipschitz-
stetigen Regressionsfunktion und beschrankten Daten

E/|mn(x) — m(2)|*Px(dz) zo(n—ﬁ)

Es stellt sich die Frage, ob man diese Rate durch Wahl eines anderen Schatzver-
fahrens verbessern kann bzw. was unter den obigen Voraussetzungen die optimale
Konvergenzrate ist.

Um dies genauer zu formulieren, betrachten wir fiir eine feste Klasse D von Ver-
teilungen von (X,Y’) den maximal erwarteten Lo-Fehler

sup E / () — m(@)|?P (dx) (4.18)
(X,Y)eD
innerhalb dieser Klasse, wobei der Regressionsschétzer eine Stichprobe (X7, Y)),
.oy (X3, Y,) der Verteilung von (X,Y') bekommt. Ziel im Folgenden ist es, m,,
so zu wihlen, dass (4.18) minimal wird, d.h. genauer, dass (4.18) asymptotisch
wie
inf sup E/|mn(x) —m(2)|*Px(dr) (4.19)
n (X,Y)eD
gegen Null konvergiert, wobei obiges Infimum iiber alle Regressionsschatzer m,,
gebildet wird.

Dies lasst sich als Zwei-Parteien-Spiel deuten: Wir spielen gegen die Natur. Im 1.
Schritt wahlt die Natur eine Verteilung aus D und gibt uns eine Stichprobe dieser
Verteilung. AnschlieBend wahlen wir einen Schétzer um die zugehorige Regressi-
onsfunktion zu schatzen. Dabei verfolgt die Natur das Ziel, dass die Schatzung
moglichst schlecht wird, und wir verfolgen das Ziel, dass diese moglichst gut
wird. Spielen nun beide Spieler optimal, so ist gerade (4.19) der zu erwartende
Lo-Fehler.

Die obigen Uberlegungen formalisieren wir in
Definition 4.13. Sei D eine Klasse von Verteilungen von (X,Y) und (a,)nen
eine Folge positiver reeller Zahlen.

a) (an)nen heifit untere Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls gilt

E () — Py (d
liminfinf sup f [mn(z) — (@) [P x(dz) =(C] > 0.
N0 Mn (X Y)eD an
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b) (an)nen heifit obere Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls fiir ein Schdtz-
verfahren m,, gilt
E [ [mn(x) — m(x)*Px (dz)

limsup sup = (5 < 0.
n—oo (X,Y)eD an

c) (an)nen heifit optimale Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls (a,)nen
sowohl untere als auch obere Minimaz-Konvergenzrate fiir D ist.

Aus Kapitel 3 wissen wir: Ist p € (0,1], sind ¢y, ce,c3 > 0 und ist D die Klasse
aller Verteilungen von (X, Y) mit X € [0,1]¢ f.s., sup,co,« Var{Y|X =z} < ¢,
sup,c(o 13 [M(x)] < ¢ und |m(z) —m(z)] < cs - lv — z||P fir alle z, 2 € [0,1]% so

18t
—_2p
(n e )
neN
obere Minimax-Konvergenzrate fiir D.

Im Folgenden zeigen wir, dass dies sogar die optimale Minimax-Konvergenzrate
fiir D ist, so dass der Kernschétzer in diesem Sinne sogar ein “optimales” Schétz-
verfahren ist.

4.6.2 Eine untere Minimax-Konvergenzrate

. __2p . .. .
Um nachzuweisen, dass (n 2P+d> optimale Minimax-Konvergenzrate fiir D
neN

ist, geniigt es aufgrund von Korollar 4.12 fiir DCD geeignet zu zeigen, dass
2 ~
(n_%id> eine untere Minimax-Konvergenzrate fiir D ist.
neN

Im Fall p <1 betrachten wir als Unterklasse von D:
Definition 4.14. Fiirp, C > 0 sei D) die Klasse aller Verteilungen von (X,Y)
mat:

1. X ~U([0,1]%)
2. Y =m(X)+ N wobei N ~ N(0,1) und X, N unabhdngig
3. m (p,C)-glatt.

4. |m(x)| <1 fiir z € [0,1)%

Das Hauptresultat von diesem Abschnitt ist
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Satz 4.15. Seien p,C > 0 und D®) definiert wie oben. Dann ist

(n_ 5ta ) . (4.20)

eine untere Minimaz-Konvergenzrate fiir DWC).

Im Falle p < 1 ist damit (4.20) die optimale Minimax-Konvergenzrate fiir die
Klasse D aus Abschnitt 4.6.1.

Im Beweis von Satz 4.15 benotigen wir:
Lemma 4.16. Sei u € R! und sei C eine {—1,1}-wertige Zufallsvariable mit

P{C =1} = % _P{C =1},

Sei N eine R'-wertige standardnormalverteilte Zufallsvariable unabhdngig von C,
d.h. es gilt N = (NO,...,NO) wobei NV, ..., NO reellwertige unabhingig
standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind, die unabhdangig von C sind. Setze

Z=C-u+N

und betrachte das Problem, ausgehend von Z den Wert von C' vorherzusagen.
Dann gilt
L*:= min P{g(Z) #C} = o(—|lul),

gRI—{-1,1}

wobei © die Verteilungsfunktion von N(0,1) ist.

Beweis. Fiir g : R' — {—1,1} beliebig gilt wegen N, C unabhiingig
P{g(2) # C}
=P {g(C-u+N)#C}
=P{g(C-u+N)#C,C=1}+P{g(C-u+N)#C,C=-1}
=P{g(-u+N)=-1,C=1}+P{g(u+N)=1,C = -1}
=P{g(~u+N)=-1}-P{C=1}+P{g(u+ N)=1} - P{C = -1}

1 1

= 3 P{g(—ut N) = ~1}+ 5P {glut N)=1}.

Sei ¢ die Dichte von N, d.h. fiir v = (v, ..., 0®) gilt

l

1 v(9)2
o) =T] — e = (2 )2 e,
i=1 T

Dann hat u 4+ N die Dichte ¢(v — u), und —u + N hat die Dichte p(v + u) (wie
man z.B. durch Ableiten der jeweiligen Verteilungsfunktion sieht).
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Damit folgt

P{9(2) # C}
1

1
=5 /I{g(z>:—1} ple—u)det o /I{g(z>:1} (2 +u)dz

1
3 /( foe=—13 - 9(2 = u) + Iigiayny - 92 + w)) dz.

Der obige Ausdruck wird minimal fiir

o )1, falls (z —u) > p(z +u),
g'(2) _{ —1, sonst.

Wegen

Sp(z — u) > SO(Z + u) Y (2 . ,ﬂ_)—l/Q . e_”Z_UH2/2 > (2 . 7T)_l/2 . e_||2+u||2/2
&zt ull* > [z —ul?
&S <z,2u> >0
gilt

"(2) = 1, falls <z,u> >0,
g | —1, sonst

und wir erhalten analog zu oben

L' = P{g(2)#C}
— P{g"(Cu+N)#C,C=1}+P{g(Cu+N)#C,C = -1}

1
= 5 Pl N)=—-1}+5 -P{g(-u+N)=1}
1
‘P{<u+ N,u> §0}+§~P{<—u—|—N,u> > 0}

P{|ullP+ <u, N> §O}+%-P{—||u||2+ <u,N> >0}

NN =N =N -

P{<u, N> < —Hu||2}+%~P{< u, N> > |ull*}.

Ist nun u = 0, so folgt

Ist ||u|| # 0, so ist
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als Linearkombination von unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen wegen E{< m, N >} = 0 und Var{< pm, N >} = [Jul/?/[[u]* = 1 stan-

flull® [ull?
dardnormalverteilt, und es folgt

1 { u 1 u

¥ = —.Plc b N> S—Hu!l}+—~P{<—,N> >HUH}
2 [ 2 Il
1

= —®(—lul) + 5 (1—D(|[ul]))

O

Beweis von Satz 4.15: Wir beweisen Satz 4.15 nur fir d = 1, der allgemeine
Fall wird in den Ubungen behandelt.

1. Schritt: In Abhéngigkeit von n definieren wir Unterklassen von D®©).

Dazu setzen wir )

M, = [(C )]
(mit [z] = inf{z € Z : z > x}) und partitionieren [0, 1] in M, dquidistante
Intervalle A, ; der Lange 1/M,. a, ; sei der Mittelpunkt von A, ;.

Sodann wahlen wir ein beschranktes g : R — R mit
supp(9) € (<1/2.1/2), [ g(a)do >0 und g (.2 glat

(wobei wir die letzte Bedingung durch Reskalierung einer gentigend oft differen-
zierbaren Funktion erfiillen kénnen), und setzen dann

g() = C-g(z) (zCR).
Dann gilt

supp(g) € (~1/2,1/2), / ¢A(x) dz = C* - / A (x) dz > 0

und
g (p,C - 2°71)-glatt.
Fiir ¢, = (¢n1,-- s Comr,) € {—1,1}m =: C, setzen wir
M7L
m(Cn) (x) — Z Cn,j . gnh7 (x)
j=1
wobei

nj(@) = MP - g(My(z — an;)).
Dann ist m() (p, C)-glatt, wie wir wie folgt schen:
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(i) Fir z,z € Ay, gilt

() =) v
(d%)kgm(x) - (%)kgm(@

—1-M;?-MF.C- 25" M, (2 — an;) — Mu(z — any)|”
<C- 271 p— 2 <Oz — 28

= ’Cn,z'| )

(i) Fir v € A,; und z € A, ; mit ¢ # j seien & bzw. Z die Punkte am Rand
von A, ; bzw. A, ; in Richtung von z bzw. . Da g,; und g, ; (p, C)-glatt
sind (s.0.) und am Rand verschwinden gilt dann

(%) k (%) =0 = (%) k 9 (2)-

Unter Verwendung des Resultates aus Schritt (i) folgt dann

() i () e

= |Cn,i - (d%)kgn,z’(x) — Cny - (%)kgm(z)
<l | () 00| sl (12) 00st2)
k () o () 0

(%) gni(T) — (%)kgn,i(‘%)

<C- 2tz —Ff 2P 2 2P

1 1
:(J-2ﬂ~(§~|x—:ﬁ|ﬁ+§~|z—z|ﬂ)

. S\ B
<o (B )

2 2
<C-(lz—F+|z-2)<C |z—2,

wobei die vorletzte Ungleichung mit Hilfe der Ungleichung von Jensen aus
der Konkavitdt von u +— u” auf R, \ {0} folgt.

Damit ist die Klasse D) aller Verteilungen von (X,Y) mit
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1. X ~U[0,1],

2. Y = ml)(X) + N fiir ein ¢, € C, und ein N ~ N(0,1), wobei X und N
unabhéngig sind

fiir geniigend grofes n eine Unterklasse von D®) und es geniigt zu zeigen:

M2p 1
liminfinf ~ sup —--E [ [m,(x) - m e (2)|*dz > 0. (4.21)
(X,Y)eDP ) ¢ 0

2. Schritt: Wir verwenden Regressionsschatzer, um den Parameter ¢, € C, einer
Verteilung (X,Y) € D 7u schitzen.

Dazu sei m,, ein beliebiger Regressionsschétzer. Nach Konstruktion sind die Sup-
ports der g, ; disjunkt, also sind die {g,; : j € N} in L, orthogonal. Daher ist
die orthogonale Projektion von m,, auf {m() : ¢, € RM»} gegeben durch

My,

mn(ﬂ?) = Z én,j ) gmj(x)

=1

wobel
Ja, , (@) - g j(w)

Cnj =
" Ja,, 9ni(x) dx

Fir ¢, € C, beliebig gilt nun

1

/|mn(x)—m(c”)(x)]2da:
-

>

> / i () — i (2) P

0
M,
= Z/A |Cnj * Gng () = Cnj - gy (2)[Pd
j=1 7 An.j

My,
=Y ey = el [ ghla)ds
j=1 Anj

Setze
_— { 1, falls¢,; >0,

C .
" —1, sonst.
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Dann gilt

g = ensl 2 5 7 ong = sl = Ty pens
wie man leicht durch Betrachtung der beiden Falle ¢,; = 1, ¢,; = —1 und
6n,j = —1, Cnj = 1 sieht.

Damit erhalten wir

Mn

1
1
[ ) = m @ > [ e de 3 T e

j=1
also folgt (4.21) aus

Mn

lim inf inf sup ﬁ Z P{¢,; #cn;} > 0. (4.22)

n—oo Cn CGCn

3. Schritt: Wir wahlen ¢,, € C, zufallig.
Seien (), 1, ..., 0y, a, unabhangig identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit
P{Cnlfl}— =P{C,1 = -1},
die unabhéngig von (X1, Ny), ..., (X,, N,) sind. Setze
Cn - (le, e 7Cn7Mn) .

Dann gilt

inf sup —ZP{CW # Cnj}

Cn Cnecn
e 1 .
> lgbf E ; P {Cn,j # Cn,j} .

Die optimale Vorhersagefunktion ist

C—, o 17 falls P{On,j = 1|<X1,Y1), ey (Xnayn)} Z %,
™7 —1, sonst.

Aus Symmetriegriinden gilt daher

P {ENJ 7& Cnd} > P {Cn,j 7é Cn,j} =P {én71 7é On,l}
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und wir erhalten

M
1 _
lpf sup ﬁ ZP {6717]' % Cn,j} Z P {Cn,l 7é On,l} .
noi

Cn cn€Cn

Also gentigt es zu zeigen:

liminf P {C,1 # Cp1} > 0. (4.23)

n—oo

4. Schritt: Nachweis von (4.23).

Wir verwenden

P {Cn,l 7é Cn,l} =E {P {On,l 7é Cn,1|X1> s aXn}} .

Seien X, , ..., X, diejenigen X; mit X; € A, ;. Dann gilt
(Yi, o0 Y5) = Cnp - (901 (Xay ), -5 901 (X)) + (Nigs oo, NGy (4.24)
Alle Y; mit X; ¢ A,,; héngen nur von C,, o, ..., C, p, sowie
{(Xo, Ny) s & {iy, ... 0 }}
ab und sind damit unabhéngig von den Daten in (4.24) gegeben X, ..., X,.

Bedingt man nun auf alle diese Zufallsvariablen ebenfalls noch, so folgt unter
Beachtung von
gn,l(Xj> =0 fur Xj ¢ An,l

mit Lemma 4.16

l
P{Cn,l #Cn,l}Xlw"aXn} = & —\Zgz,1<er>
r=1

= o _\ZQTQL,I(XZ') ’
i=1

wobei @ die Verteilungsfunktion zu N (0, 1) ist.

Man sieht (z.B. durch Berechnung der 2. Ableitung) leicht, dass

1 (= /2)
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konvex ist. Anwendung der Ungleichung von Jensen liefert

P {Cn,l 7é Cn,l} -

v

da

4.7 Datenabhangige Wahl von Parametern

4.7.1 Motivation

Die Bandbreite des Kernschétzers in Korollar 4.12, dessen Lo-Fehler gemafl Satz
4.15 mit optimaler Geschwindigkeit gegen Null konvergierte, hing von p, C, o und
dem Maximalwert des Betrages der Regressionsfunktion ab. Eine solche Wahl der
Bandbreite ist in Anwendungen nicht méglich, da dort insbesondere die Glattheit
der Regressionsfunktion (in Korollar 4.12 beschrieben durch p und C') unbekannt
ist.

Notig ist daher eine datenabhangige Wahl der Bandbreite, die wir in diesem
Kapitel untersuchen.

4.7.2 Unterteilung der Stichprobe

Seien (X,Y), (X1, Y1), (X2, Y3), ... unabhingige identisch verteilte RY x R-wertige
Zufallsvariablen mit E{Y?} < co. Setze m(x) = E{Y|X = z}. Seien

D, ={(X,Y1),....,(Xy,Yn)}
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die gegebenen Daten. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir eine endliche
Parametermenge P,, und fiir jedes h € P, einen Schatzer

mnh) (QJ) = mth) (SL’, Dn)

von m(x) gegeben haben (z.B. m{" ist Kernschitzer mit Bandbreite h). Unser

Ziel ist, in Abhangigkeit der gegebenen Daten

~

h=h(D,) € P,

so zu bestimmen, dass approximativ gilt:
/\m h m(z)]*Px(dr) ~ mm / |m) (z) — m(z)|*Px (dx).

Bei der sogenannten Unterteilung der Stichprobe gehen wir zur datenabhéangigen
Wahl von h wie folgt vor:

Zuerst unterteilen wir unsere Stichprobe in Lerndaten

Dnz - {<X17}/1)7 ) (anaym)}

und Testdaten
{(an+17 Ym-i-l)’ S (an+nt7 Ynz-i—m)} )

wobei ng, n; > 1 mit n;+n; = n. Dann berechnen wir fiir jeden Parameter h € P,
mit Hilfe der Lerndaten den Schéatzer

m () = m(h)(',DnZ),

n n

berechnen dessen empirisches Lo-Risiko auf den Testdaten, d.h.

— Z Y; —m{ (X)), (4.25)

i=n;+1

und wahlen dasjenige h € P,, fiir das (4.25) minimal wird, d.h. wir setzen

h = h(D,) = arg i?el;’rin_tz;l Y; — mW™ (X)) (4.26)
i=ny

Sodann verwenden wir

my(z) = mg;)(m, D.,) (4.27)

als Regressionsschatzer. Fiir diesen gilt:
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Satz 4.17. Sei 0 < L < o0. Es gelte

< 5. (M)(]|oo < L.
YI<L fs. und maxfmy,’()]e <L
Sei m,, definiert durch (4.26) und (4.27). Dann gilt fir jedes 6 > 0 :

E [ ma(x) - mfa) P (d2)

1+1
<(1+9)- m1nE/|m m(z)|’Px (dz) + ¢ - +Og’7)n”

6 n nt

wobei ¢ = L? - (2 470+ 38 - 6).

Beweis. Wir verwenden die Fehlerzerlegung

/ () — m(@)[2Px (dx)
= E {|m.(X) — Y]*|D,} — E {|m(X) - Y|*}
_ (E{]mn (X) —Y|2\Dn} —E{|Im(X) - Y|}

(144 Z{mz VP~ m(x) ~ YiP})

i=n;+1
1 n
H140) - 37 {Ima(X) = VPP = [m(X)) - Vi)
i=n;+1
= Tl,n + TQ,n-

Nach Definition des Schitzers ist
— m —Y;|“ = min — m -Y; 2
Z [rn (X:) = hEPn T Z | K
i=n;+1 i=n;+1
woraus folgt

E{T»,} = E{(1+5 mln— Z {]m = |m(Xi)—Y§|2}}

hePy, ’n,ti 1

§(1+5)'}5161%1LE{ Z{|mm i) = Yil - |m(Xz')—Yi|2}}

1=n;+1

—(14): pin E [ [ () = m(a) PPx(de).
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Also geniigt es, im Folgenden noch zu zeigen:

_ 1 + log |P,|
Tt '

E{T1,} <c (4.28)

Zum Nachweis von (4.28) beachten wir, dass fiir s > 0 gilt:
P{T, > s|D,}

_ P{E {Ima(X) = YP|D,} — E{|m(X) - Y[*}

Z {Ima(X0) m?—\m<xi>—m2}>s\1>m}

i=n;+1

< P{ah € Pn : E{Im{(X) =Y P|Dy,} —E{|m(X) - Y[’}

2
pm}
i=n;+1

—(144)- Z{|mm D) = Vi) — m(X;) - Yi[*} > s
<P -hmE%XP{EﬂmSZ)(X) CYEIDL} B {flx) - V)

—(1+6)- Z {m® (X)) = Vi[? - |m(XZ-)—Yi|2}>5‘Dm}.

i=ny+1
Beachtet man, dass fiir h € P, fest gilt
o? = Var{im{’(X)-Y| - |m(X)-Y*|D,,}
< EB{(Im{(X) = VP~ [m(X) - Y[*)’ Dy, }
= E{(m®(X) —m(X))* (m(X) + m(X) — 2v) D, }
< 161 E {(mgp (X) — m(X))” \Dm}
= 16L* - (E{|m{(X) = Y|*|Dn} —E{|Im(X) - Y|*}),

so folgt

P{E {Im{(X) = Y| Dy} — E {|m(X) = Y[?}

—(1+9) - Z {|mnl ) = Yi)? = Im(X;) = Yi} > S‘Dm}

i=n;+1
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g{ma ) (B (I () — YP[D,,} — B{m(x) — VP
~1+9), ni > {0 - Y - m(6) - ¥i)
>s+0- (B{m"(X) = Y]?|Dn} — E{Im(X) - Y[2}) ‘Dm}

P{E {ImP(X) = YD, } — E{|m(X) - Y|*}

- Z {lmiy) (X0) = Yi? = Im(X;) - Y}

1=n;+1

5 S n o o?
1+6 1446 1612
Mit der Ungleichung von Bernstein lasst sich die letzte Wahrscheinlichkeit nach
oben abschatzen durch

2
s ) o2
ng <1+5 15 16L2>

2. (_s o . a2
- 8L (1+5 + 15 16L2)

2
s ) o2
N - <m+m'16m)
< exp .

exp | —

2. 1+5 1612 o2
1+5+1+5 16L2> 32L + 73 (1+5+1+5 16L2)

- 1+5 )
2 . 1+5 16L2
32L =5

| /\

| /\

da

5 1 , 16L2 5 1 9
(1+49)- 32L-5+32L—|— 5 < (1+96)- 32L-5+38L
32
= I? (F+7O+38-5) =
Damit erhalten wir fiir u > 0 beliebig:

E{T\.} < / P{T\, > s}ds
0
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IN

u +/ P{T\, > s}ds

u+ /OO |Py| - exp <—ntc' 8) ds

c ng - u
= u—|—|73n|-n—t-exp<— ! )

@
o

IN:

C
Mit
_ c-log|P,|
= —nt
folgt
-1 " 1+1 n
B (1)< 8P, o TrleP]
¢ N T
W.Z2.Z.W. O

Korollar 4.18. Die Verteilung von (X,Y) erfiille

(1) supp(X) beschrinkt,
(i) |Y| < L fs. fir ein L > 0,
(i) Ip € [0,1],C >0 Va,z € supp(X) : |m(z) —m(z)| < C - ||z — z|]P.

Sei m,, der Kernschdtzer mit naivem Kern, wobei die datenabhdangige Bandbreite

aus der Menge
2 . ke{-n,...,n}}

mit Hilfe des Verfahrens der Unterteilung der Stichprobe gewdhlt wird, und
ny &~ ng ~n/2 gelte.

Dann folgt
E/ i (z) — m(2)|?Px (dx) = O (n**+> .

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 4.17 und Korollar 4.12. O

4.7.3 Kreuzvalidierung
Nachteile der Unterteilung der Stichprobe sind:

1. Nach Wahl des Parameters wird der Schéatzer nur noch mit einem Teil der
Daten berechnet.
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2. Der Schétzer hiangt von der zufélligen Unterteilung der Stichprobe ab (und
zusatzlicher Zufall vergroflert einen mittleren quadratischen Fehler immer).

Beides versucht die sogenannte Kreuzvalidierung zu vermeiden. Bei der sogenann-
ten k-fachen Kreuzvalidierung mit k € {2,...,n} (wobei wir oBdA n/k € N
voraussetzen, um die Schreibweise zu vereinfachen), wird die Datenmenge

D, ={(X,Y1),...,(Xy,Yn)}

in k gleich grofle Teile unterteilt. Sei Dg}k die Datenmenge ohne den [-ten Teil,
also

D = { (X0 V), (X, Yaona) (Xpen, Yigsn)s o (X Ya) |

Sel
l
mELp) (z) = mgzpz%,l(x?pi,)k)

der Schéatzer berechnet mit den Daten DS’),C und Parameter p € P,,. Bei der k-
fachen Kreuzvalidierung wéhlen wir den Parameter durch Minimierung des Mit-
tels der empirischen Lo-Risikos aller dieser Schatzer berechnet jeweils auf den
weggelassenen Daten, d.h. wir wahlen

= arg min — Z Z ‘Yz‘ - m;p,)%,l(Xz')

pEn
=1 k ; =(-1)-2+1

2

und setzen
mp(z) = mP (2;D,,).

Im Spezialfall von £ = n, d.h. bei n-facher Kreuzvalidierung, spricht man auch
von Kreuzvalidierung. Hier ist der Schétzer gegeben durch
1< 2

p = arg min — W (X (X1, Y1) (X1, Yiet), (Xiit, Yied), - - (X, Ya))

PEPn N

und )
mp(z) = mP (2;D,,).
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4.8 Hilfsmittel aus der Theorie empirischer Pro-
zesse

4.8.1 Motivation

Sei F,, eine Klasse von Funktionen f : R? — R und

M (+) —argmln—2|f —Y;|?

fe€Fn

der zugehorige Kleinste-Quadrate-Schétzer der Regressionsfunktion
D= in E{|f(X)-Y|’}.
m() = arg min E{|f(X) - Y]}
Ziel im Folgenden ist die Abschéitzung von dessen Lo-Fehler:
/|mn m(@)PPx(dr) = B {|ma(X) — YP|D,} — E {|m(X) — Y}

Die Idee dazu ist, dass eines empirische Variante dieses Fehlers einfach abgeschatzt
werden kann, da nach Definition des Schéatzers gilt:

1 — 1 —
T = 5 2 ImalX) =Y = 0D (X0 i
1= =1

1 n
= ;ggﬂgi F06) = = 23 Lm0 =Y

woraus folgt

B{Z} < J{relglE{!f SYP} - E{m(X) - Y}
— min [ [(2) - m(o) PPx(ds).

Im Weiteren schitzen wir die Differenz zwischen dem Lo-Fehler und einem Viel-
fachen der obigen empirischen Variante desselben ab.

4.8.2 Uniforme Exponentialungleichungen

Nétig in Abschnitt 4.8.1 sind Abschatzungen fiir Ausdriicke wie

E {Jma(X) = YP[Da} = 3 lma(X0) - Vi
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Ein Problem dabei ist, dass innerhalb des Erwartungswertes bzw. der Summe
eine zufallige Funktion m,, € F,, steht. Dieses Problem wird man los, indem man
den obigen Ausdruck nach oben abschétzt durch

sup {E{If(X) - Y} - %Z £ (X)) _Yi|2}'

Fiir Abschéatzungen von Ausdriicken dieser Bauart benotigen wir ein Maf§ fiir
die “Komplexitat” des Funktionenraumes F,,, das wir in der nachsten Definition
einfiihren.

Definition 4.19. Sei e > 0, sei G eine Menge von Funktionen g : R — R, sei
1 <p < oo und sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R'. Fiir g : Rl — R sei

l9llz,0) = {/ \g(x)|py(d:c)};.

a) Jede endliche Menge von Funktionen gi,...,gn : Rl — R mit
VgeG3j=ilg) e{l,.... N} llg = gjllL,0) <€
heift e-Uberdeckung von G bzgl. | - I 2,0)-
b) Die e-Uberdeckungszahl von G bzgl. || - |,y mit Bezeichnung
NG Nlzye)

wird definiert als minimale Kardinalitdt aller e-Uberdeckung von G bzgl. |- ||z, (-

Im Falle, dass keine endliche e-Uberdeckung von G bzgl. || - |z, ewistiert setzen
wir N (€,G, | - ||r,0)) = oc.

c) Seien 2} = (z1,...,2,) n Punkte in R'. Sei v, die zugehérige empirische
Verteilung, also

Vn(A) = %ZIA(ZZ') (ACR),

so dass

1 — Z
91z = § = D lalzP ¢
=1

Dann heifit jede e-Uberdeckung von G bzgl. || - 2, () auch L,-e-Uberdeckung

von G auf 2, und fiir die e-Uberdeckungszahl von G bzgl. || - ||1, () wird die
Notation
NP(E’gaz?)

verwendet.
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Satz 4.20. (Pollard (1984)).

Seien Z, Z, ..., Z, unabhdingig identisch verteilte Rl-wertige Zufallsvariablen.
Sei B > 0 und sei G eine Klasse von Funktionen g : Rl — [0, B]. Dann gilt fiir
jedes n € N und jedes € > 0:

> e}

{Sglelg nzg - E{9(2)}

<8 -E{MN(¢/8,G, 21} - exp <—”—62) ,

128 - B2
wobei Z7 = (Z1, ..., Zy).

Bemerkung: Hierbei vernachlasigen wir eventuell auftretende Messbarkeitspro-
bleme (die beim Supremum und bei der Uberdeckungszahl auftreten kénnen).

Beweis. Analog zu Satz 2.2 aus der Vorlesung Mathematische Statistik im WS
14/15. O

Bei der Anwendung des obigen Satzes tritt das Problem auf, dass die rechte
Seite fiir € < 1/4/n nicht gegen Null konvergiert, was nicht zufriedenstellend ist
hinsichtlich der optimalen Konvergenzrate von

__2p
n 2p+d

aus Abschnitt 4.6. Schneller gegen Null konvergierende obere Schranken lassen
sich aber herleiten, sofern wir die Differenz zwischen Erwartungswerten und Viel-
fachen des Stichprobenmittels abschéatzen, denn es gilt

E {|m.(X) = Y]|D,} — E{|m(X) - Y|*}

n

20237 (Ima(X) ~ Vi~ [m(X,) - Vif?)

> 1 -
& E{]mn(X)—Y|2‘Dn}—E{|m(X)_Y|2}
2 () =i~ () )
% (t+E{|ma(X) = YP|Dn} —E{|m(X) - Y[*})

sowie
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Satz 4.21. (Lee, Bartlett and Williamson (1996)).

Seien (X,Y), (X1, Y1), ..., (X,,Y,) unabhdingig identisch verteilte R? x R-wertige
Zufallsvariablen mit |Y| < B f.s. fir ein B > 1. Sei F eine Klasse von Funk-
tionen f : RY — [=B,B]. Dann gilt firn € N, o, > 0 und 0 < ¢ < 1/2
beliebig:

P{af e FE{|f(X) =Y’} —E{jm(X)-Y[’}
— > (£ = Vil = m(x,) = Yif)

>e (a+B+E{f(X) -V} —E{Im(X>—Y|2})}

B-e (l—€)-a-n
<14- T F ) exp (- .

Ty

Beweis: erfolgt im Seminar im WS 15/16. O

Im Folgenden: Herleitung von Abschétzungen fiir Uberdeckungszahlen.

4.8.3 Abschatzung von ﬂberdeckungszahlen

Definition 4.22. Sei ¢ > 0, sei G eine Menge von Funktionen g : R' — R, sei
1 <p < oo und sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R'. Fiir g : Rl — R sei

lgllz,0) == {/ \g(x)|py(da:)};.

a) Jede endliche Menge von Funktionen gi,...,gn € G mit
I9: = 9slli,) > € firallel1<i<j<N
heifit e-Packung von G bzgl. || - ||1,)-
b) Die e-Packzahl von G bzgl. || - ||, )
M (E,Q, | - ||Lp(y))

ist definiert als die mazimale Kardinalitit aller e-Packungen von G bzgl. |- ||, w)-
Hierbei setzen wir M (e,G, | - ||1,0)) = o0, falls fir jedes n € N eine e-Packung
von G bzgl. || - ||,y mit n Elementen existiert.
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c) Die L,-e-Packzahl von G auf 2} ist
Mp (67 g; Z?) = M (67 g7 H : ||Lp(l/n)) y

wobei v, die empirische Verteilung zu 2} = (21, ..., 2,) € (R)" ist.
Lemma 4.23. Ist € > 0, G eine Menge von Funktionen g : R - R, 1 <p < o0
und ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R', so gilt:

M2-6G, | N,0) SN (G| l,0) S MG ,0)) -

Beweis. a) Ist gi,..., gy eine 2- e-Packung von G bzgl. || - ||, ), so enthilt jede
offene Kugel mit Radius € hochstens eines der gy, ..., gy, und damit besteht jede
e-Uberdeckung von G bzgl. || - ||, ) aus mindestens N Funktionen.

b) Ist g1,..., gn eine e-Packung von G bzgl. || - ||z, () maximaler Gréfle, so ist fiir
jedes g € G
di,---,9N, g

keine e-Packung. Folglich existiert fiir jedes g € G ein j = j(g) € {1,..., N} mit
lg = gjll,0) <e
Damit ist aber g1, ..., gy eine e-Uberdeckung von G bzgl. |- [ zp00)- O

Zur Herleitung einer Abschitzung fiir Uberdeckungszahlen betrachten wir zuerst
den Spezialfall, dass die Funktionen alle Indikatorfunktionen sind.

Sind f = 1I4, g = Ip fir A, B CRY und sind 2, ..., 2z, € R, so gilt

-

..... n

{%Z £ (=) —g(zi)|p}p < max |f(z) - g(=)]

B 1, falls AN{z,...,2,} #BN{z,...,2,}
N 0, sonst.

Ist also G = {14: A € A} fir A C P(R?) und 0 < € < 1, so gilt:

No(e, G 20) < {AN{z1,...,z,}) + Ae A}|.
Definition 4.24. Sei A cine Klasse von Mengen A C R? und sein € N.
a) Fir zy,...,2, € RY ist

s(A Az, ) = {ANz, ...,z 0 Ae A}
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die Anzahl der Teilmengen von {z,...,z,}, die durch Mengen aus A “herausge-
griffen” werden konnen.

b) Sei G eine endlichen Teilmenge von RY. Man sagt, A zerlegt (shatters) G,
falls
s(A,G) = 29,

d.h., falls jede Teilmenge von G in der Form ANG fir ein A € A dargestellt
werden kann.

c) Der n-te Zerlegungskoeffizient von A

S(A,n) = max_s(A{z1,...,2.})
ist die mazimale Anzahl verschiedener Teilmengen von n Punkten in R?, die durch
Mengen aus A herausgegriffen werden kénnen.

Beispiele: a) Die Menge aller Intervalle der Form (—o0,a], a € R, zerlegt ein-
elementige Teilmengen von R, aber keine zweielementigen.

b) Die Menge aller Intervalle der Form (a,b], a,b € R, zerlegt zweielementige
Teilmengen von R, aber keine dreielementigen.

c) Die Menge aller Halbebenen in R? kann drei (geeignet gewéhlte) Punkte in R?
zerlegen.

d) Die Menge aller konvexen Mengen in R? kann n (geeignet gewahlte) Punkte
in R? zerlegen fiir jedes n € N.

Da ein Mengensystem, dass eine Menge G nicht zerlegt, auch keine Obermenge
von G zerlegen kann, gilt:

S(A k) <28 = S(A,n)<2"fiir alle n > k.

Das grofite n mit S(A,n) = 2" ist die sogenannte VC-Dimension von \A.
Definition 4.25. Sei A eine Klasse von Teilmengen von R? mit A # (). Die VC-
Dimension (Vapnik-Chervonenkis-Dimension) V4 von A wird definiert durch

Vy=sup{neN : S(An)=2"},
d.h. V4 ist die mazimale Anzahl von Punkten, die durch A zerlegt werden.
Beispiel: a) A = {(—00,a] : a €R} =V, =1
b) A={(a,b] : a,beR} = V=2
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c) A={A : Akonvex} = V4 = c0

Das nachste Theorem impliziert:

Entweder gilt S(A,n) = 2" fir alle n € N, oder S(A, n) wichst hochstens poly-
nomiell in n.
Satz 4.26. (Vapnik und Chervonenkis (1971)).

Sei A eine Menge von Teilmengen von R? mit VC-Dimension V4. Dann gilt fiir

allen € N: ”
A
san <> ().
i=0

Korollar 4.27. Ist A eine Menge von Teilmengen von R? mit VC-Dimension
Vu, so gilt:

a)
S(A,n) < (n+1)" fir allen € N.
b)
e-n\ "™
S(A,n) < (—) fiir alle n > Vy.
V4

Beweis: a) Nach Satz 4.26 und dem binomischen Lehrsatz gilt:

Va n Va 1
S(An) < Z<Z.)=Zn~(n—1) ..... (n—i+1):
i=0 i=0 -
Va
- V4! 1
< v _
- ZZ_;” (Va—1a) dl
Va
_ i V-A . Va
= ; <i>—(n—|—1)

b) Ist V4/n <1, so gilt nach Satz 4.26:

(2) s < 3 (3)7 ()

IN
3
RS
S
N————
/N
= 3
N——



KAPITEL 4. REGRESSIONSSCHATZUNG BEI ZUFALLIGEM DESIGN 110

= (14—&) < eva,
n

wobei die letzte Ungleichung aus 1+ x < e* (x € R) folgt. Dies impliziert
Va Va
n e-n
S < — eV = [ — .
Am) = (VA> ‘ ( Va )

Beweis von Satz 4.26: O.B.d.A. gilt V4 < n, da sonst die rechte Seite mit 2"
trivialerweise grofler oder gleich als die linke Seite ist.

O

Seien z1,. .., 2, € R? beliebig. Wir zeigen:

Va

AN {21, . o) AEA}|§Z<Z>.

1=0

Dazu: Seien Fy, ..., F, mit k = (VA"+1> alle (V4 +1)-elementigen Teilmengen von

{z1,...,2n}. Nach Definition von V existiert zu jedem i € {1,...,k} ein H; C F;
mit

ANFE;,# H; firalleAe A
(da A die Menge F; wegen |F;| > V4 nicht zerlegt).

Aus H; CF; C{z,...,z,} folgt
(AN{z1,...,2,}) N F; # H; fiiralle A e A.
Also gilt

{An{z,...,2z,} : Ae A}
C{CC{z,...,z}  CNFE #Hfiuralleie{1,...,k}}=:Co.

Also gentigt es zu zeigen:
Va
n
ol <> (7).
Gl= i—0

Dies ist einfach, falls H; = F; fir alle i € {1,...,k}. Denn F}, ..., F} sind alle
Teilmengen der Kardinalitédt V4 4+ 1 von {z,...,2,}, und fiir C' C {z,...,2,}
folgt aus

CNF,#H;=F, firalleie{l,...,k},
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dass C hochstens V) viele Elemente enthalten kann, was impliziert:
Va o
YESE

Im Folgenden fiithren wir den allgemeinen Fall darauf zurtick.

Dazu setzen wir

Wegen H; C F; wird hier H; im Falle z; € F; und z; ¢ H; um 2; erweitert,
andernfalls bleibt H; gleich.

Sodann definieren wir
C,:={CC{z,...,z.} : CNEF #H firalleie{l,...,k}}.

Wir zeigen nun

ICo| < |Cy. (4.29)

Dazu geniigt es zu zeigen

ICo\ il < [C\ Col,
und dazu wiederum zeigen wir, dass die Abbildung
f:C\Ci = Ci\Co,  [f(C)=C\{u}
wohldefiniert und injektiv ist.
Sei C' € Cy \ C;. Dann gilt
CNF,#H; furallei € {1,...,k}

und
CNF,=H fireni, e {1,...,k}.

Also gilt fiir ein ig € {1,...,k}:
Hz{o == Cﬂ Fio # Hio'

Nach Definition von H] unterscheidet sich dieses aber héchstens um z; von H;,
also folgt aus der obigen Beziehung

ZleHZ(O:CﬂEOQO.

Damit gilt aber fiir C' € Cy \ C; immer z; € C, so dass die obige Abbildung f -
sofern wohldefiniert - immer injektiv ist.
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Noch zu zeigen: f ist wohldefiniert, d.h. fiir C' € Cy \ C; gilt immer:

C\{Zl} € Cl \C()

Dazu beachten wir:

1. Wie oben schon gesehen, folgt aus C' € Cp \ C; immer H; = H; U {2},
z1 ¢ Hyy und C N Fy, = H , was impliziert

C\{z} N F, = (CNFo) \{=n} = Hj, \ {1} = Hj.
Dies zeigt C'\ {z1} ¢ Co.
2. Ist nun z; ¢ Fi, so gilt H; = H], was wegen C € Cy impliziert
(C\{x1}))NF,=CNF,#H,=H.
Ist dagegen 2 € Fj, so folgt z; € H], was
C\{z}NE # Hj
impliziert, da die linke Seite z; nicht enthalt, die rechte Seite aber schon.
Also gilt in beiden Fallen C'\ {2z} € C;.
Damit ist (4.29) gezeigt.
Erweitert man nun analog H! um 29, z3, . . ., 2,, so erhilt man

1Co| <|Ci] < -+ < Chl,

und bei C, erfiillen alle Mengen Hl-(") die Bedingungen des Spezialfalles zu Beginn
des Beweises, woraus die Behauptung folgt. O

Zur Abschitzung von Packzahlen einer Menge G von Funktionen g : R! — R ist
die Betrachtung der VC-Dimension der Menge

gt .= {{(z,t)eRlxR : tgg(z)} : gE(]}

aller Untergraphen von G hilfreich. Genauer gilt:

Satz 4.28. Sei B > 0 und sei G eine Menge von Funktionen g : Rt — [0, B] mit
Vg+ > 2. Dann gilt fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf§ v auf Rt und 0 < € < B/4
beliebig:

€

2.¢-B 3.¢-B\""
M(€7g7H ’ ||L1(l/)) §3< . 10g ) .
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Beweis. Wir zeigen

M(€,G, || Nlew) <38 <g+, Lg log (2- M (.G, ]| - ||L1(u)))J) . (4.30)

Dies impliziert die Behauptung, denn im Falle

B
{; -log (2 - M (Eaga | - ||L1(V)>)J < Vg+

ist diese trivialerweise erfiillt, und im Falle

B
| tog (20 M (.61 )| = Ve

folgt mit Korollar 4.27 b) aus (4.30)

Vot

log (2- M (e.G. |- HLl(v)))) )

e-B

M (E,g, | - HLl(V)) <3- <e -V

G+

und aus letzterem folgt mit der elementar (aber mithsam) nachrechenbaren Be-
ziehung

$§3-(%-log(2-a¢)>b —  2<3-(2-a-log(3-a))

die Behauptung von Satz 4.21.

Zum Nachweis von (4.30) wéhlen wir

g:{gla"'vgm}

als e-Packung von G in Bezug auf | - ||z, () mit maximaler Kardinalitét
m =M (¢,G,1 L))

Weiter seien @1, ..., Qk, 11, ..., T, unbhéngige Zufallsvariablen mit @, ..., Qg
identisch verteilt mit Verteilung v und T7, . . ., T, identisch auf [0, B] gleichverteilt.
Wir setzen

R = (Q,T) (i=1,...,k)
le = (Rla"'aRk)

und
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Dann gilt (wobei die erste Gleichheit aus der Definition von s folgt):
S(G", k)
> E{s (9", RY)}
>E{s({G; : feG}LRY)}
>E{s({Gy: feGund GyNR} #GyNR} firallege G\ {f}}.R})}

=E {Z ]{GfﬂR’f;«éGgﬂR’f fiir alle geg\{f}}}

feg
=Y P{G;NRE#G,NR} firalle g € G\ {f}}
feg
=> (1-P{3geG\{f}:G;NRy =G,NR{})
feg
> 1—m- PGmRk:GmR’“).
_%( me e PAG MR =Gy 0

Fiir beliebige f, g € G mit f # ¢ gilt wegen Ry, ..., Rj unabhingig und identisch
verteilt
P{G;NR{ =G,NR}}
=P{GiN{R1} =G, N{R1},...,GsN{Ry} = G, N{Ry}}
= (P{G;N{R} = Gyn{R}})",
sowie wegen T} auf [0, B] gleichverteilt, g(Q1), f(Q1) € [0, B}, Wahl von @, und
G e-Packung bzgl. || - |1,
P{G;n{R} =Gyn{R}}
=1-P{Gyn{Ri} # G,N{R:}}
=1-E{P{G;n{Ri} # Gy N {R1}|Q:}}
=1-E {P {Q(Ql) <T) < f(Q1) oder f(Q1) < Ty < 9(@1)‘@1}}
—1 _E{‘f(Q1> _9(Q1)|}

B
1 [ 1@ - g@lv(dr)
<1-<
- B

Daraus folgt unter Beachtung von 1+ z < e” (z € R)

€\~ €k
PﬂﬁmR%ﬂ%mRﬂg<1—E>ge@<_7?>,
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was zusammen mit der oben hergeleiteten Beziehung impliziert
-k
S(Gt k) >m- (1 —m - exp (—%)) :

k:Lg-log(Zm)j.

Wir setzen nun

Dann gilt

L= e ()
e —_ — - e —_—
"om P B
S L ()
= exp B

und damit auch

womit (4.30) gezeigt ist. O

Die Anwendung von Satz 4.28 benotigt eine Abschéatzung von Vg+. Eine solche
liefert:

Satz 4.29. Sei G ein r-dimensionaler Vektorraum von reellwertigen Funktionen.
Sei

A={{z:9(2) >0} : gegG}.

Dann gilt
Vi<,
Ist G wie in Satz 4.28, so gilt
Gt = {{zHeR xR : t<g(x)} : geg}
C ) eR' xR gz)+a-t>0} : gegG acR}

und mit Satz 4.29 erhalten wir

Vg+ ST—Fl
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Beweis von Satz 4.29: Seien z,. .., 241 (r + 1) verschiedene Punkte aus dem
Definitionsbereich der Funktionen in G. Wir zeigen, dass diese Punkte nicht durch

{{z:9(:) >0} : ge€g}

zerlegt werden.

Dazu definieren wir

L:G—R™ Lig) = (9(21), .-, 9(z41))"

Dann ist L lineare Abbildung, und das Bild LG des r-dimensionalen Vektorraumes
G ist eine hochstens r-dimensionaler Unterraum von R™*!. Folglich existiert ein
nichttrivialer Vektor, der senkrecht zu LG ist, d.h., es existieren vy,..., 711 €
R mit ~; # 0 fiir ein 4 und

M g(z1) + o+ Y 9(zr1) =0 (4.31)
fir alle ¢ € G. OBdA gilt dabei sogar ; < 0 fiir ein ¢ € {1,...,r + 1}.

Existiert nun ein g € G mit der Eigenschaft, dass

{z:9(z) 20}
aus {z1,..., 241} genau die z; herausgreift mit v; > 0, so hat g(z;) immer das
gleiche Vorzeichen wie «;, d.h. es gilt
vo9(z) 2 (GEf{L...,r+1}).
Mit
Yi-g(zi) >0

folgt daraus aber
Y- g(’zl) T Y1 g(zr+1) >0

im Widerspruch zu (4.31). O

4.9 Analyse von Kleinste-Quadrate-Schatzer
Im Folgenden seien (X,Y), (X1,Y)), (Xo,Y3), ... unabhéngige identisch verteilte
RY x R-wertige Zufallsvariablen mit E{Y?} < oo. Wir schitzen

m(-) = argfminRE {\f(X) — Y|2}

R —
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durch einen Kleinste-Quadrate-Schatzer

m,(-) = arg min — Z |f(X (4.32)

feFn

wobei F,, eine Menge von Funktionen f : RY — R ist und wir annehmen, dass
das Minimum in (4.32) existiert.

Fiir diesen Schatzer gilt:
Satz 4.30. Fir ein L > 1 gelte

Y| <L fs.

und
I flleo = sup |f(z)| < L fir alle f € F,.

z€RA
Dann gilt fir den Kleinste-Quadrate-Schétzer m,, definiert in (4.32):

E [ fma(z) = m(z) PPx(dr)

¢ (02+0310gn)-VF+ ) / )
< = "+ 2 inf — Px(d
<%y - +2 i [ 17(2) = m(e) PPx (de),

wobet ¢y, co,c3 € Ry nur von L abhdngende Konstanten sind.

Bewelis. Setze
D, ={(X1,Y1),...,(X,,Y,)}.

Wir verwenden die Fehlerzerlegung

/ () — m(@)PPx(dr) = E{jma(X)— YP[D,} — B {jm(X) — Y|’}
= Tl,n+T2,n
mit .
Ty =203 (Ima(X0) = Vil = (X)) = Vi)
und

Ty =E{|m,(X) = Y]*|D,} —E{|m(X) =Y’} =2 Tp,.

Fiir Ty, gilt nach (4.32):

E{Ty.} = {;g;nﬁZ\f E\Z—%Z\m(&) —Yf}
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1 n
< -me{ Zlf Yi|2—ﬁiz;|m(Xi)—Yi|2}

— 2+ int [ [f(2) ~ i) PPx(de),
also gentigt es im Folgenden zu zeigen:
co +c3logn) - V.
B(T,, ) < & el By (4.39
n n

Zum Nachweis von (4.33) sei t > £ beliebig. Analog zur Motivation von Satz 4.21
gilt dann:

P{T\, >t}

= P{E {Ima(X) = Y’|Dn} — E {Jm(X) - Y |*}
L Z (Jmn(X) — YiP = (X)) — Vi)
% (t + E {|ma(X Y|2}Dn}—E{|m(X)—Y|2})}
< P{Hf € Fu: B{|f(X) =Y} —E{|Im(X) - Y[*}

‘% > (IF(x0) = Yif* = Im(X3) = Vi)

l\DI»—t

(B {X Y|2}—E{|m<x>—w2}>},

wobei die letzte Abschétzung aus m,(-) € F, folgte.

Wenden wir auf den letzten Term Satz 4.21 mit o« = =1¢/2,e=1/2und B=L
an, so erhalten wir

t

1 Loty
P{Ty, >t} < 14- 22 oan). - 8 2
Tin >} < SELPM( 20 L’ ’xl) eXp( 214 (1+ 1/2) - L*

t t-n
— 14 ' Fn ) exp (=)
sup i (SO-L’]: xl) eXp( 5136-L4>
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Mit Hilfe von Lemma 4.23 und Satz 4.28 (wobei wir den Wertebereich der Funktio-
nen von [—L, L] auf [0, 2L] verschieben) lasst sich die Uberdeckungszahl abschétzen
durch

t t
- n < - n
Nl (80L,fn,$1) S Ml (80L,fn,l’1)

2-e-(2L) 3.e-(2L0)\ "=
3'( A RICA )

< 3-(480-e- L2n)* "=t

wobei wir in der letzten Zeile ¢ > 1/n und log(z) < z benutzt haben. Damit
erhalten wir

) t
P{T,, >t} <42 (480 - ¢ L*n)""= - exp (——”> ,
und fiir beliebiges € > 1/n folgt:
E{T,,} < / P{T\, > t}dt
0
< / 1dt+/ P{T}, > t} dt
0 €
OO 2 2:V_4 t-n
< e—l—/ 42-(480-¢e- L*n)” 7a - exp (——> dt

: t- —5136) - L*
= 6+42-(480-6-L2n)2vfi-exp(— n )( )
n

t=00

t=e¢

= 442480 ¢- L)Y A 2T Lexp (-l) .
n .

Der obige Ausdruck wird minimal fiir

5136 L*

. -1og(42.(480.e.L2n)‘fn),

und damit erhalt man

5136 - L' - (log(42) + 2 - Vs - log(480 - e - L?n)) , 5136 L*

E{T,} <
{1’}_ n n

Damit ist (4.33) gezeigt. O

Bemerkung 4.1: Ist F,, Teilmenge eines linearen Vektorraumes der Dimension
K, so gilt nach Satz 4.29:
V}‘,f < K, +1,
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und damit gilt nach Satz 4.30:

B [ (o)~ mio)PPx(de) = 0 (22 4 ing [ 11(0) = (o) PPx(an).)

feFn

Ist supp(Px) C RY beschrinkt und m (p, C)-glatt, so fiihrt die Wahl von F,, als
geeignet definierte stiickweise Polynome bzgl. dquidistanter Partition auf

: )2 0] 1
flenffn/|f z)|"Px(dz) = O (sz/d)

und es folgt insgesamt:

logn - K, 1
/|mn m(z)|*Px(dr) = O ( " + KQp/d) .

Minimierung dieser oberen Schranke bzgl. K, fiihrt auf

2 . d

P+
logn

und damit erhalten wir:

E/ mn(2) — m(2)?Px(dz) = O <<loin)+> .

Bemerkung 4.2: In Bemerkung 4.1 lésst sich der logarithmische Faktor durch
Verwendung lokaler Uberdeckungen vermeiden.

Bemerkung 4.3: Die Rate in Bemerkung 4.1 wird schlecht fiir d grof3. Ein Aus-
weg ist, zusatzlich strukturelle Annahmen an die Bauart Regressionsfunktion zu
machen. Z.B. ermoglicht die Annahme des sogenannten additiven Modells

m(zW, . e @) = my (W) + -+ mg(a@),

mit Hilfe des Prinzips der Kleinsten-Quadrate genauso aufgebaute Funktionen an
die zu schatzende Regressionsfunktion anzupassen. Da dann die Komplexitat des
Funktionenraumes der im eindimensionalem Fall entspricht, erhalt man in diesem
Fall die entsprechende eindimensionale Rate.

Bemerkung 4.4: Sinnvoll ist Satz 4.30 (bzw. verwandte Abschétzungen mit
Uberdeckunsgzahlen statt VC-Dimension) vor allem im Falle nichtlinearer Funk-
tionenra ume, z.B. neuronaler Netze.



