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1 Einfiihrung

1.1 W-Theorie und Statistik

W-Raum (92, A, P)
(mit Grundmenge 2 # (), o-Algebra A C P(Q2) und W-Mak P : A — [0, 1])

Zufallsvariablen (kurz: ZVen) X,, X : Q@ — R (n € N) (d. h. X,,, X sind A — B-
messbare Abbildungen).

X (und analog X,,) wird das W-Maf
Px : B —[0,1]
Px(B)=P(X}B))=P({we Q: X(w) € B})
zugeordnet.
Die ZVen X, X, X5, ..., X, seien fiir alle n € N unabhéngig und identisch verteilt
(kurz: u. i. v.), d. h.:

e identisch verteilt: Px = Py, = ... = Px,

) unabhéngig: P(X,X1 Xn) = PX ®PX1 & ---®PXn-

~~~~~

In diesem Fall heift X3, ..., X,, Stichprobe von X bzw Py (genauer: unabhéngige
Stichprobe).

Typische Fragestellung der W-Theorie:
Verteilung von X sei bekannt.

Wie verhilt sich dann X (w), Xa(w), ..., X, (w) fir w € Q (sog. Realisierung der
X1, X

z. B.: X sei integrierbar mit Erwartungswert £X € R. Was kann man dann iiber

%in(w)

aussagen?

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen (SGdGZ) gilt:
1 n
“NUX, » EX fs,
n
i=1
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d. h. es existiert A € A mit P(A) =1 und

1 n
— E Xi(w) = EX (n — oo) fiir alle w € A.
n

i=1

Typische Fragestellung der Statistik:
Verteilung von X sei unbekannt.

Realisierung x4, ..., x, von Xy,..., X, sei gegeben.
Was kann man daraus iiber Py schliefen?

z. B.: Wie grof ist der Erwartungswert von X7
Naheliegend: “Schétze” EX durch

1+ ... +T,

T(xy,...,2,) = -

Fragen:

e Welche Eigenschaften hat diese Schatzung?
o Gilt es “bessere” Schiatzungen?

e Was sind “optimale” Schéatzungen?

etc.

1.2 Zwei (moderne) Anwendungsbeispiele

Beispiel 1.1: Positionsbestimmung mittels GPS

Anwendungsgebiete:

e Naviationssysteme fiir Schiffe, Autos, etc.
e Erdbebenfriiherkennung (z. B. in Japan)

e Militdrische Anwendungen

Idee: Bestimme (durch Schnitt von Kugeloberflichen) Standort ausgehend von
Entfernungen zu drei bekannten Punkten im Raum.
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Vorgehen: ca. 30 Satelliten umkreisen die Erde in 20.200 km Hohe und senden
ihre Position und Signalaussendezeit im Sekundentakt zur Erde.
Bestimme durch Vergleich der Signalaussendezeit und der Empfangs-
zeit (mittels Lichtgeschwindigkeit) die Entfernung zu den Satelliten.

Probleme: Messungenauigkeiten durch: e Uhrenfehler (beim Empfénger)
e Verdnderungen in der Ionosphére

Ausweg: Entfernung von 4 - 5 Satelliten bestimmen und statistische Verfahren
verwenden ...

Beispiel 1.2: Analyse von DNA-Microarray-Daten

Stoffwechsel von Zellen wird gesteuert durch Proteine (Eiweife). Bei DNA-Microarrays
wird statt Aktivitdt der Proteine (schwierig zu messen!) die Aktivitét von Genen
(Abschnitten der DNA) simultan fiir ca. 3.000 - 20.000 verschiedener Gene gemes-
sen.

Ausgehend von diesen Messungen (d. h. Vektor bestehend aus 3.000 - 20.000 reeller

Zahlen) sollen dann z. B. bei Tumorzellen Vorhersagen gemacht werden bzgl.:

e Ansprechen auf verschiedene Therapiearten

e Ubrlebenszeit der Patienten

etc.
Als “Stichprobe” vorhanden:

beobachtete Daten zu in der Vergangenheit erkrankten Patienten (u. a. Uberlebens-
zeit, gewihlte Therapie) zusammen mit aus Zellproben der Tumore gewonnenen
DNA-Microarray-Daten.

1.3 Drei (klassische) Problemstellungen

Beispiel 1.3

Zur Heilung einer bestimmten Krankheit wurde eine neue Behandlungsmethode
[ entwickelt. Bei Anwendung auf n = 10 Patienten ergab sich in 8 Fillen ein
Heilerfolg, in 2 Fillen ein Misserfolg. Lisst sich aufgrund dieser 10 Uberpriifungen
sagen, dass die neue Methode I hiufiger zum Erfolg fiihrt als eine herkémmliche
Methode II, deren Heilungschance erfahrungsgeméf 65 % betrégt?



Problem: Heilerfolg hingt nicht nur von Behandlungsmethode, sondern auch von
vielen anderen (zufilligen) Faktoren ab. Also kénnte Anwenden von
Methode I auf 10 andere Patienten auch 9 oder 6 oder ... Heilerfolge
geben.

Im Folgenden: Stochastische Modellierung

Beobachtungen werden als Realisierungen von ZVen aufgefasst. Aufgrund der be-
obachteten Werte machen wir Aussagen iiber die Verteilung dieser ZVen.

Dazu: Setze
{ 1 , falls Heilerfolg bei i-ten Patienten
Tr; =

0 , sonst
(1=1,...,10).

Fasse x1,...,710 als Realisierung von u. i. v. ZVen Xi,..., Xj auf, die nur die
Werte in {0,1} annehmen.

Dann sind die X; b(1,7) verteilt mit 0 = P[X; =1] (i = 1,...,10).

Problemstellung 1: Schitzproblem
Schétze den Zahlenwert der Erfolgs-Wahrscheinlichkeit 9 z. B. durch

T+ ...2 _
g1(x) == g1(xq,...,210) = u =T
10
oder
92(53) =T
oder
1+ X3+ X7
) == —
oder ...

Problemstellung 2: Bereichsschitzproblem

Bestimme eine moglichst kleine Menge C(z) C [0, 1], die ¥ mit moglichst groker
Wahrscheinlichkeit {iberdeckt.

Wegen

v (%ZX) = %En)vm) = ﬁ(ln‘ LN f“n—f)



ist eine naheliegende Bereichsschéitzung:

O(z) = [E—k-«/f(l—f)/lO,f%—k:-\/f(l—f)/lo}
< [0,8-0,13-%,0,8+0,13 - k]
mit k£ > 0.

Hierbei:

k grofs = Entscheidung ¥ € C'(x) mit groker Wahrscheinlichkeit
richtig, Intervall C'(z) grof

k klein = Entscheidung 9 € C(z) nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit
richtig, Intervall C'(z) klein.

Anhaltspunkt fiir Wahl von k:

Fasse 7 als Realisierung eines normalverteilten ZV N auf und beachte:

0,68 , k=1
PINep—k-o,p+k-o]]=< 0,95 , k=2
0,997 , k=3.

Problemstellung 3: Testproblem

Ist die Erfolgswahrscheinlichkeit ¥ der neu entwickelten Methode grofer als 0,65
oder nicht?

Aufgrund der Beobachtungen x1,...,x;y mochte man hier zwischen den beiden
Hypothesen
Hy:9 <0,65und Hy : 9 > 0,65

entscheiden.
Mogliche Entscheidungsvorschriften sind z. B. Entscheidung fiir Hy, falls

10
lezcmitcz() (z.B. ¢ =38)

=1

oder falls
Tr1 = Ty = T3 = 1

oder falls ...



1.4 Klassische parametrische Statistik

Hier wird vorausgesetzt, dass die Verteilung der Daten bis auf einen endlichdimen-
sionalen Parameter bekannt ist.

Dies lisst sich wie folgt formalisieren: Sei © C R! eine Parametermenge, und fiir
jedes 6 € O sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf wy auf B gegeben. Ausgehend von einer
Stichprobe

X1,..., X,

von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen, fiir deren Verteilung gilt
Py, =wy fiireinf e O,

sind “Aussagen” iiber 6 gesucht.

Dabei auftretende Problemstellungen sind:

(i) Konstruiere eine Punktschditzung T, (X, ..., X,) € © von 6.
(i) Konstruiere Bereichsschitzungen I(Xy,...,X,) C © von 0.
(iii) Entscheide zwischen Hypothesen wie

Hy:0=0y und H;:0+#06,

mittels eines statistischen Tests.
Als Fragen dazu treten dann auf:

e Wie konstruiert man entsprechende Verfahren?
e Welche Eigenschaften haben diese Verfahren?

e Was sind optimale Verfahren?

Entsprechende Fragen wurden ansatzweise schon in der “Einfiihrung in die Stocha-
stik” behandelt.

1.5 Nichtparametrische Statistik

In der nichtparametrischen Statistik kann das zu schéitzende Objekt nicht durch
einen endlichdimensionalen Parameter beschrieben werden. Beispiele dafiir sind:

a) Schiitzung von Verteilungen



X, X;, X, ...seien unabhingig identisch verteilte R?wertige Zufallsvariablen.
AAusgehend von
X1,..., X,

soll hier das Wahrscheinlichkeitsmaf
Px:B;— [0,1]

geschitzt werden.

Hier gilt
Px(B) = E[15(X)],

und schétzt man den Erwartungswert wie oben durch ein Stichprobenmittel, so
fithrt dies auf die Schitzung

Py(B) = %Z 1p(X;).

Py:B,— [0, 1] heikt empirische Verteilung zu X, ..., X,,.
b) Schitzung von Dichten
In a) sei nun f : R? — R eine Dichte von X (bzgl. des LB-Mafes). Ausgehend von

X1,..., X,
soll dann f geschéitzt werden, d.h. gesucht ist eine Schatzfunktion
fn : Rd — R> fn(x) = fn(anlv s 7Xn)

¢) Schitzung von Regressionsfunktionen

Hier sind (X,Y), (X1,Y1), (X5,Y3), ... unabhéimgi identisch R? x R-wertige Zu-
fallsvariablen mit E(Y?) < oo. Sei durch

m(z) = EB{Y|X =z} (z€R?

die sog. Regressionsfunktion m : R? — R definiert.

Ausgehend von
(X1, Y1), ..., (X, Yy)

soll hier m : R? — R geschiitzt werden, d.h. gesucht ist eine Schitzung

My R —= R, my (2) = mp(z, (X1, Y1), ..., (X, Y2)).
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2 Schatzung von Verteilungen

X1, Xo, ..., X, seien u. i. v. R%wertige ZVen.
u sei die Verteilung von Xy, d. h.

piBi— Ry, p(B) = Px,(B)=P(X{'(B))

geg.: Realisierungen xy,...,x, von Xy,..., X,

ges.: Schiatzung

von
JI Bd — R+.

Hierbei ist fiir jede B € B,
fn(B) = fin(B,x1,...,2,) €ER

eine Schitzung der Wahrscheinlichkeit u(B) = Px,(B) = P[X; € B]

2.1 Die empirische Verteilung

Def. 2.1: Die Verteilung
Mo - Bd — R—i—

i (B) = L éw»

(mit
I(e) 1, fallsz; € B
Z;) =
o 0 , fallsz; & B )
heilst empirische Verteilung zu z4,..., x,.

Einfach zu sehen: pu,, ist W-Maf

(d. h. pn(0) = 0, (R = 1, (U Bk> = > un(By) fiir paarweise disjunkte
k=1 k=1
B, B,y,... € Bd)

11



Sind die Punkte 1, ..., z, paarweise verschieden, so gilt

)=~ G=1,...n)

und

fn (RU\ {21, ..., 2,}) =0,
d. h. jedem der xy,...,x, wird die Masse % zugeteilt.
Allgemein gilt:
_ #{1<i<n:x;€ B}

tin(B) n

Ist p, die empirische Verteilung zu Xy, ..., X, so gilt nach dem starken Gesetz
der groften Zahlen:

S

(1) wa(B) =13 Ip(X) 3 B{Ix(X))} = P[X: € B]
= pu(B)

(da Ip(Xy),Ip(Xs),... u.i. v. und integrierbar).
Im Folgenden: Verschirfung dieser Aussage.

Sei F' die zu pu gehorende Verteilungsfunktion, d. h.
F:RI— R,
F(x) := p((—o0, ]),
wobei fiir v = (z1), ... 2(¥) gesetzt wird:
(—00,z] = (=00, zW] x (=00, @] x ... x (=00, 2]

Aus W-Theorie bekannt:

Das W-Mafs p ist durch seine Verteilungsfunktion F' bereits eindeutig festgelegt,
d. h.
w:By— Ry, B u(B)

ist eindeutig festgelegt durch
(_007 I’] = /L<<—OO, SL’]) (CL’ S Rd)

F kann geschétzt werden durch die zu pu,, gehérende Verteilungsfunktion.

Def. 2.2:

12



Die zur empirischen Verteilung pu, gehdérende Verteilungsfunktion
F,:R* - R,
Fu(z) = pn((—00,2]) = 3 2 oo (2:)

heitt empirische Verteilungsfunktion zu x4,.. ., z,.

Ist F, die empirische Verteilungsfunktion zu Xi,..., X, so gilt fiir alle z € R¢
analog zu (2.1):

22 B0 =23 T (X0 5 Bl (X)) = PIX: <] = F0)

Diese Aussage ldsst sich verschérfen:

Satz 2.1 (Satz von Glivenko-Cantelli bzw. Hauptsatz der Mathematischen
Statistik)

Sind X, Xo, ... uiv. Rewertige ZVen mit Verteilungsfunktion F, und ist F,, die
empirische Verteilungsfunktion zu Xy, ..., X, so gilt:

sup |F,(z) — F(x)] -0  fs.

zcRd

Der Beweis von Satz 2.1 erfolgt im allgemeineren Rahmen im néchsten Abschnitt.

2.2 VC-Theorie
Satz 2.1 lasst sich umformulieren zu

(2.3) itelg |(A) — pn(A)| = 0 f. s,

fiir
A= {(—o00,2] : v € R}.
Im Folgenden leiten wir hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (2.3) im

Falle allgemeiner Mengensysteme A C P(R?) her. Dabei werden evtl. auftretende
Messbarkeitsprobleme ignoriert.
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Def. 2.3 Sei A eine Klasse von Mengen A C R? und sei n € N. Der n-te Zerle-
gungskoeffizient von A ist

s(A,n) = max #{AN{x1,...,2,} : A€ A}

Klar: 0 < s(A,n) < 2" = maximale Anzahl der Teilmengen einer

Beispiel 2.1

n-elementigen Menge.

a) Seid=1und A = {(—o0,z] : € R}. Sind z1,...,2, € R mit
1 < a9 < ... <y, so gilt

{(—o0,z] N{z1,..., 2.} : x € R} CH{D, {21}, {1, 22}, ..., {x1,. .., 20 }}

(wobei Gleichheit fiir 1 < x9 < ... < x, besteht).

Daraus folgt s(A,n) =n+ 1.

Seid>1und A= {(—o0,z]: z € R}

Dann gilt
s(A,n) < (n+ 1)<
Begriindung: Seien x1, ..., x, € R? fest.
Fir j € {1,...,d} sei zy,..., z,; Permutation von z1, ..., z, mit

zg) < zé?) <...< szk)

Wie oben gilt dann
Rx...xRx (=00, 2] xR x ... x R) N {x,...,2,}
€ {@, {le}, cey {le, ce ,an}}

und mit

(—o0, x]N{z1, ..

folgt

(—o0, z]M{z1, ...

woraus folgt:

d
.,xn}:ﬂ(Rx...XRX(—oo,x(j)]XRX...XR)ﬂ{xl,...
j=1

,xn}E {(ﬂ{211,221,...,2j11}> N...N <ﬂ{21d722d,..

Jj1=0 Ja=1
s(A,n) < (n+1)7%

14
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Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist:

Satz 2.2

Seien X1, Xy, ... u.i.v. Reé-wertige ZVen, u = Py, und sei p, die empirische Ver-
teilung zu X1,..., X,,. Sei A eine Klasse von Mengen A C R¢.

Dann gilt fiir alle n € N und alle ¢ > 0

22

P {sup |un(A) — ,u(A)‘ > 8} <8-5s(A,n)-exp <_n ° ) .
AcA 32

Korollar 2.3 (Vapnik und Chervonenkis (1971))

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 gilt: Aus

log s(A, n)

(2.4) .

— 0 (n — o0)

folgt
sup |pn(A) — u(A)| - 0 fs.
AeA

Satz 2.1 ergibt sich nun unmittelbar aus Korollar 2.3, da nach Beispiel 2.1 b) gilt:

log s({(—o0, 2] : x € R4}, n) < log ((n+1)%)

n n

—0 (n— oc0).

Beweis von Korollar 2.3

Setze

Zy, = sup |pn(A) — p(A)|.
AcA

Dann gilt fiir € > 0:
> Satz 2.2 X n 22
X P(|Z >} TS L8 s(Am) -exp (~55)

8o (e —5) )

A
2

da nach (2.4) fiir n geniigend grof gilt:

logs(A,n) & _ g?
n 32 64



Daraus folgt
Z, — 0 fs.

Begriindung:

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt aus > P(|Z,| > ¢) < oo, dass gilt:

P[lim[|Z,| > ¢]] = 0.

Mit o
im[|Z,] >¢] = N UllZl>e]

n=1k=n
= N U{weQ:|Zy(w)| > e}
n=1k=n
O 1 eQ:m|Z,(w)| > ¢}
folgt daraus fiir beliebiges £ € N und mit ¢ = %:
Mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt

— 1
hmn%oo‘Zn’ S 7

k
Also gilt mit Wahrscheinlichkeit Eins auch

lim,, o0 Zn| <0 ~ Beh. O
Beweis von Satz 2.2
OBdA n > 8/e%, da andernfalls linke Seite > 1.

Schritt 1: Symmetrisierung durch Einfithrung einer Geisterstichprobe.

Wir ersetzen

u(a) = [ 1Py (a0

durch

wobei Xi,..., X, X|,..., X uiv.

Dazu setze



Wihle
Ar=A"(X) e A
so, dass
| (A”) — p(A7)] > &,
falls eine solche Menge existiert; wihle A* € A beliebig, falls keine solche Menge
existiert.

Gemafs der Ungleichung von Tschebyscheff gilt fiir jedes feste A € A
P{lp(A) = p (A)] > 5}

—_p {|%§IA(X{) — BE{IA(X])}| > 5}

<

=5 (daV(Ia(X1)) < E(Ja(X1)?) <1)

INA
=3

(da nach Voraussetzung n > 5%)7

also gilt auch

P - ) > §|xe f < 4

Daraus folgt:

P {sup 1, (4) - ()] > 5
AeA
2 P{lpn(A*) = i, (A7) > 5}
> P{|pn (A7) = p(A7)| > &, [u(A") = p,(A7)] < 5}
= E{P{...|X]}}

(nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)
= B { L, (a9)-p(anizey - PLURAT) = 1, (A7)] < §1X7}

(da Indikatorfunktion (messbare) Funktion von X7 ist)
> B {[{\#n(A*)—M(A*)|>€} ’ %}
5 Pllun (A7) — p(A7)] > €}
3 - Plsup |pn(A) — u(A)] > e}

AeA

(nach Definition von A*).
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Also ist damit gezeigt:

P {sup i (4) = )] >

< 2P {sup () - () > 5 }.
AeA

Schritt 2: Einfiihrung zufélliger Vorzeichen.
Wihle Zufallsvariablen Uy, ..., U, mit

1
P{U; =1} = P{U; :—1}—5( i=1,...,n)
und
X, X0, Xy, X Uy U, unabhingig.
Die gemeinsame Verteilung von (X1,..., X, X{,..., X]) &ndert sich nicht, wenn
man Komponenten von (Xj,...,X,) mit den entsprechenden Komponenten von

(X1,..., X)) (zufillig (!)) vertauscht.
Daraus folgt:

{sup () — i (A)] > }

_ {Sup B i (1a(X;) — Ia(XD)) | > 5}
AcA =1

2 p Lo 83500 (106) ~ 1) > 5
AcA i=1

<P {SUP LU - 1a(X5)] > i}

AeA =1

+P{sup]1 S Ui La(X))] > i}

AcA =1

ZQ'P{SUM%ZU@"]A(XM > %}

AeA =1

Schritt 3: Festhalten der Werte der X’s.
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Da (Uy,...,U,) und (X3, ..., X,) unabhéngig sind, gilt nach dem Satz von Fubini:

{wm1zv u<m>i}

AeA =1

(hier wird die Wk. als Integral bzgl. der gemeinsamen Verteilung von
(Uy,...,Upn Xq,...,X,) geschrieben, und dieses dann als iteriertes
Integral bzgl. Py, .. v,) und Prx,,. x,) umgeschrieben).

777777777

Fiir feste z1,...,z, € R? nimmt
(Ia(x1), ..., Ia(xy,)) € {0,1}" (%)
genau so viele verschiedene Werte an, wie es Mengen der Form
An{xy,...,x,}

gibt. Daher nimmt () hochstens s(A, n) verschiedene Werte an.

Also ist das obige Supremum in Wahrheit ein Maximum iiber s(.A, n) verschiedene
Zufallsvariablen, und mit

" p(fwen: mas 101> 1)

K
< ZIP ({weQ:]Z;(w)] > £})
iz
K
- Z {|Z | > 4}
< K- max P{|Z;] > £}
J=1,s
folgt:
P{sup LS U - La(x) >§}
AcA =1
< s(A,n) supP{ LN U - La(y)| > %}
AcA i=1




Schritt 4: Anwendung der Ungleichung von Hoeffding.
Die ZVen Uy - I4(x1),...,U, - I4(z,) sind unabhéngig und es gilt

E{U; - Io(z))} =0und —1<U; - Ia(x;) < 1.
Daher lésst sich das folgende Resultat anwenden:

Ungleichung von Hoeffding:
Sind Zi, ..., Z, unabhingig mit a; < Z; < b; f.s. (i = 1,...,n), so gilt fiir jedes

e>0:
2 2
P{ >5}§2-exp<—#>.
w2 (b — ai)?
i=1

Damit folgt fiir beliebige z1, ..., z, € R? und beliebiges A € A:

"

1 n
- ;(Zz - E7Z;)

LU - Ia() >f}} < 2-exp
i=1

Die Behauptung folgt nun aus den Schritten 1 bis 4:
P {sup i (4) = ()] >
AcA

Schritt 1 /
< 2. P{sup 1n(A) — i, (A)] > 5}

AcA
Schritt 2 n
< 4-Posup |23 Ui - I4(X5)| > £
AcA | =1

Schritt 3

< 4-f3(.A,n)-supP{‘%anUi'IA(%‘)
i=1

AeA

Schritt 4
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3 Dichteschitzung

3.1 Motivation

X1,..., X, u. i. v. Ré-wertige Zven, p = Px,. ji, sei die empirische Verteilung zu
D ST, ¢

Nach Glivenko-Cantelli gilt:

sup |t ((—00, 2]) — p((—o0,z])| = 0 fs.

fiir jede Verteilung p auf (R?, By).

~+ Gute Vorhersage der Wahrscheinlichkeiten von Intervallen.

Frage: Auch gute Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten beliebiger (messbarer)
Mengen?

Antwort: Im allgemeinen leider nein, denn ist die Verteilungsfunktion F' von p
stetig, so gilt p({z}) = 0 fiir alle € RY, und daraus folgt:

S lia(B) = pu(B)| 2 [ ({X0, -, Xa}) = p{ X, Xa})[ 420 s

=1 =0 (s.0.)

Man kann allgemeiner zeigen:

Satz 3.1. Es gibt keinen Schéitzer
:&n() = ,an('aXla B 7Xn) : Bd — R

mit
sup |jin(B) — u(B)| =0 f.s.
BeB,

fiir alle Verteilungen p auf (R%, B,;) und alle unabhingig identisch verteilten Zu-
fallsvariablen Xy, Xo, ... mit Px, = p.

Beweis. 0BdA d=1.
Wir zeigen:
Fiir jede Folge von Schéatzfunktionen

in() = fin( X1s . X))t B R

existiert eine Verteilung p und unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen X,
Xo, ...mit Px, = p so, dass gilt:

inf sup |, (A) — n(A)] >0.45 f.s.
neN 4B
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Schritt 1: Wir definieren in Abhéngigkeit eines Parameters
b= (b9)jer € {0, 1}"

eine Verteilung p, und unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen X, X,
.. mit PX1 = Up-

Dazu wiahlen wir unabhéngige auf {0,1,...,9} gleichverteilte Zufallsvariablen

YO y@ oy y® vy

und setzen
1 2 .
Y=Oy® ) wmd V=" Y . ..) (jeN),
und
1

Xoi=X(V,0) =) Y™ Ty - 1o
k=1

sowie X7 = X (Y1,0), Xo = X (Y5,0), ...

X ist also der zufillige Wert den man erhélt, wenn man eine Zahl zwischen Null
und Eins so erzeugt, dass man in ihrer Darstellung als Dezimalbruch alle Ziffern
unabhéngig voneinander zuerst rein zuféllig wéhlt und dann alle die, an deren
Position in b keine Eins steht, auf Null setzt. Enthilt b genau L Nullen, so ist
X gleichverteilt auf einer Menge vom LB-MaR (1/2)f (und damit stetig verteilt
mit Dichte bzgl. des LB-Mafes). Enthélt dagegen b genau L Einsen, so ist X
gleichverteilt auf einer Menge der Kardinalitdt 2 (und damit diskret verteilt). In
allen anderen Fallen ist X weder stetig verteilt mit Dichte noch diskret verteilt
(ohne Beweis).

Schritt 2: Wir verwenden die Schitzung

fn(4) = fn(, X1,..., X)) : B—=>R
von i, um ausgehend von Xy, ..., X, die b, b . vorherzusagen.
Dazu setzen wir

Ak:{ZHE[O 1] : :EiE{O,l,...,g} (ZEN> und xk:o}
j=1

und beachten

. 1
w(Ay) = P ZYO) : [{b(y’):1} 10 € Ay

=P

1

1
Y I{b(k)zl} . 1_019 == 0:|

_{ falls o™ =0,

% falls b*) =1,

—_
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wobei die zweite Gleichheit gilt da die dabei auftretenden Ereignisse mit Wahr-
scheinlichkeit Eins {ibereinstimmen.

Wir vergleichen nun die Vorhersage fi,,(Ay) mit p,(Ag). Ist der vorhergesagte Wert
niher an 1 als an 1/10, so schiitzen wir b*) durch 0 und andernfalls durch 1. D.h.,
wir setzen

2 207
1

0 sonst.

b — { 0 falls fin(Ay) > 20— 1

Dann gilt

. 9
i (Ar) = 1o(Ar)| 2 55 - 1ig,, vy

wie man sich wie folgt durch Fallunterscheidung klar macht:

Die obige Aussage ist trivial im Falle I;nk = b®). Tst nun l;nk =1 und p%) = 0, so
fiihrt zundchst b*) = 0 und dann by =1 auf

11 9

A~ . — |7 . > _ ==

Ist dagegen Bnk = 0 und b® = 1, so fiihrt zunéchst b*) = 1 und dann Bnk =0 auf

1 11 1 9

finlA) = 35| 2 56~ 16 = 50

|fin(Ar) — pp(Ar)| = 10/=20 10 20

Damit erhalten wir insgesamt

9
inf sup |1, (A) — pp(A)| > inf sup |jin(Ar) — p(Ay)| > ~ - inf sup I; .
Infsup |in(A) = i (A)] = Inf sup | (Ax) = po(Ax)| 2 55 - Infsup I, 00y

Schritt 3. Wir wihlen den Wert von b als zufélligen Wert.

Dazu setzen wir
B=(BW B ),
wobei BY, B®?), .. unabhingige auf {0,1} gleichverteilte Zufallsvariablen sind,

die auch unabhéngig von allen Yi(]) (1,7 € N) sind. Diese zufillige Wahl von b
fithrt auf

. . 9
inf sup |1, (A4) — pp(A)| > —

9
- inf sup I,; — . infZ
neN gep 20 TlLrelNilég {bnx#B®} e "

20 neN
mit

Zp =supl .
Im Folgenden zeigen wir nun

Zp,=1 f.s. firalleneN,
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(was Z, = 1 fiir alle n € N f.s. impliziert), was den Beweis abschlieft, denn dies
zeigt, dass wir durch rein zufillige Wahl von b mit Wahrscheinlichkeit Eins einen
Wert B erhalten mit

9
inf 1 (A) — (A > — =04
}LgNiléI;Wn( ) — 1s( )I_20 0.45,

was insbesondere die Existenz eines solchen Wertes nachweist.

Schritt 4: Abschluss des Beweises.

Wir zeigen fiir jedes n € N: P[Z,, = 1] = 1.

Dazu beachten wir, dass aufgrund der Stetigkeit des W-Males von unten gilt:

PlZ,=1] = P [iﬁg Lb, im0y = 1}

- P (UkeN[i)nak 7 B(k)]>
— lim P (Uszl[l;n:k 7 B(k)D

N—o00

— lim P [(8,%1,...,13”@ ”; (B(l),...,B(N))} .

N—oo

Im Folgenden leiten wir eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit
P [(ém, o ,z}mN) £ (B, . ,B(N))}
her. Dazu beachten wir
P [(ISM, o ,Bn,N> £ (B, .,B(N))}

_1-E <P [(z}n,l, o ,En,N) — (BO,...,BMY|YV* I y, (1<i<nke N)])

und die aus der Unabhéngigkeit der Yi(j), BY) (1 <i<n,jeN) folgende Bezie-
hung

Pl(by,...,bw) = (BO,...,BM) [V Iy, (1<i<nke N)]

—

I
w

(b1, bw) = (BY, BV Y Ty, (1<i<n1 <k <)

I
=

P [bk = B(k)’Yi(k) . [{B<k):1} (1<i< n)} '

e
Il

1

Da der letzte Ausdruck maximal wird, falls jeder einzelne Faktor maximal wird,
kénnen wir aus den obigen beiden Beziehungen folgern, dass gilt:

P | (buss b)) # (BY, ., BY)| 2 P[(Bas,. o, Buw) # (BY,.., BY)],
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wobel

l\DI»—A

B, - { 1, falls P [B(j) 1Y Lo, (1<i< n)] >
0, sonst.
Mit
P [B V= 1}}/ a1y = =y Tgnoy (1<i< n)}
P B9 = LY Ty = o Ty (10 <0)]
P [Yi(j) L=y = lem Ty (1< < n)}
! falls yfj) Moy A0 fireini € {1,...,n},

1\"
_1011)0)" 103“7 falls yz I{bm 1) = =0 firalleie {1 ,n}

NI~

N
=+ |l

folgt

_ 1, falls Y'Y I p0_n #0 fiireinie {1,...,n},
Bn L i {B 1}
/ 0, sonst.

Erneute Anwendung der Unabhéngigkeit der Y;(j ), BU) (1 <i<n,jeN) liefert

PlZ,=1 > lim P (UN [an # B(j)])

~ N—ooo

= (-

P (nj

= ]\llj)noo <1 _ JHlp [B,.; = B(j)}>
N

- Jim (1 [[0-PB,+ an) -

Mit

P [B,; # BY]
=P[B,;=0,BY =1 +P[B,; =1,BY =0]
=P[B,;=0,BY =1

P [Yf” ~0,...,YY =0,BY = 1]

(N1
—\ 10 2
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folgt

P(Z, =1] > lim (1— (1_%_ (%)")N> _1

W.Z.2.W. 0
Aber: Es gibt Schétzer [i,(-) = u(-, X1,...,X,) : B4 = Ry von p mit
sup |in(B) — u(B)| — 0 fs.

BEd

fiir alle Verteilungen p auf ( ,Bd), die eine Dichte bzgl. des LB-Malfses besitzen,
d. h. fiir die gilt:

3¢ : (R, By) — (R, Bs) mit u(B) = /f(x)dx (B € By).

Konstruktion solcher Schétzer mittelbar {iber Dichteschdtzung moglich. Dies folgt
aus:

Lemma 3.2 (Lemma von Scheffé)

Sind f, g Dichten auf (R, B,) (d. h. f,g: (R%, Bd) = (R4, B) mit [ f(x)dz =1 =
d

fg , dann gilt:
[1f @) —gla)lde = 2- [(f( 2))dr =2 [(g(x) — f(x)),dx
= 2-sup |£f dx—gg dx|,

wobei - .

y , tallsy >0,

@)+ :{ 0 , sonst.
Beweis:
Wegen
f(@) = g(z)] = (f(z) — g(x))+ + (9(z) — f(2))+
gilt
15 = g@lldz = [(7(@) = gla))sda + [ (g(0) = @)

Wegen



folgt
/ (@) — g(a)|dz =2 / (f(2) - g(x))odz = 2 / (f(x) - g(a))_dz.

Dariiber hinaus gilt
J(f(@) —g(2))sdz = S (f@) —g(x))dx
{teRe:f(t)>g(t)}

< sup | [ f(z)dx — [ g(x)dx

BeBs ' B B ‘

sowie fiir beliebiges B € By:
| [ f(z)dz — [ g(x)dz|
B B

-| [ v@-gade- [ (o) - f@)is]

BO{:£()29(1)} _ B{Ef()<a(n) )
<max{ [ (f@-glaDdr, [ (9(@) - f(2))dz}
B{t:f(t)=2g(t)} Bn{t:g(t)>f(t)}
< max{ J(f@) = g(@)sd, [ (9(x) = [ (@) o}
R4 R4
5.0 dx ~» Beh.
J(F(@) = g(a)+
Folgerung:

Ist fo(-) = ful-, Xi,..., X,,) Folge von Schitzfunktionen mit

falz) >0 (z € Rd) und /fn(a:)dx =1

(d. h. f, ist als Funktion von x eine Dichte) und

/|fn 2)ldz — 0 (n — o),

so folgt fiir die Schétzung

von i



wobei u die zur Dichte f gehdrende Verteilung ist.

Im Folgenden

Konstruktion von Dichteschatzern f,, mit

fiir jede Dichte f.

3.2 Der Kerndichteschatzer

Zur Motivation des Dichteschitzers dient:

Lemma 3.3

Ist f: (R By) — (R, B) stetig in zy € R, so gilt
[ fx)dx

Sr(xo)

ey~ @) firr—o,

wobei
Sp(zo) ={x €RY: ||z —a0 || <7}

die Kugel um zy mit Radius r ist, und A das LB-Mafs ist.

Beweis:
. (f )f(x)dx ; (f )(f(fff)*f(mo))du’v
r(ZQ r(ZQ
Ny (@) = (5, (@0)
< sup |f(z)— f(xg)] — 0 fiirr — 0, da f stetig in xo. O

z:||z—zo||<r

Allgemeiner gilt:

Lemma 3.4 (Dichtetheorem von Lebesgue)
Ist f: (RY By) — (R, B) eine Dichte (d. h. f(z) >0 (z € R?) und [ f(x)dz = 1),
Rd
so gilt fiir \-f.a. x € R%:
[ flu)du

Sr(z)



Beweis: Wird in der Maftheorie behandelt. OJ

Fiir r klein ist also

(wobei f Dichte von f ist) nahe bei f(x).
Ausgehend von Xi,..., X, (u.i. v. ZVen mit Verteilung p und Dichte f) kann

p(Sy(x))
A(S:(2))
geschitzt werden durch
n(Sr(x)) "
SEw) A(STI(I)) ‘3 ;1 Is () (X5)

= m-;m-l&(m ().

Hierbei gilt die letzte Gleichheit wegen
A(Sr (@) = - A(51(0))

und
Is,)( X)) =1 & X; €8, () & =% € 5(0)

& I (554) = 1

Dies fiihrt auf den sogenannten Kerndichteschéitzer (Rosenblatt (1956), Parzen

(1962)): n
falz) =~ .1hg ;K (93 ;nXl)

mit

e Kernfunktion K : R? — R integrierbar mit [ K (x)dz =1 (oft wird K als
Dichte bzgl des LB-Makes gewiihlt)

e Bandbreite h,, > 0 (Parameter, der die “Glattheit” der Schitzung steuert).

Fir K = m - Is,(0) (sog. naiver Kern) ergibt sich der obige Schétzer.
Fiir glatteres K, z. B.

e Epanechnikov-Kern: K(u) = const - (1— || u ||?)

29



e Gauss-Kern: K(u) = (275(1/2 . e~ lull?/2

ist die Schitzung glatter.

Der Kerndichteschatzer lasst sich deuten als Mittel von n um die Datenpunkte
Xi,...,X, zentrierte Dichten.

3.3 Ein Konsistenzresultat

Satz 3.5 (Schwache universelle Konsistenz des Kerndichteschitzers) Xi,..., X,
seien u. i. v. R%wertige ZV mit Dichte f bzgl. des LB-Mafes. f, sei der Kerndich-

teschatzer
fulz) = n.hg;K( - )

mit naivem Kern

und Bandbreite h,, > 0.
Dann gilt: Aus

By — 0 (n — o0) und n - A% — 0o (n — o0)

folgt
B{ [ Ifale) = f(@)ds} =0 (0 o0
fiir jede Dichte f.

Beweis:

Wir zeigen zuniichst, dass fiir M\-f.a. z € R? gilt:
E(|fu(z) = f(2)[)) = 0 (n — o). (%)

Dazu beachten wir

E(lfu(z) = f(@)P) = E{((fal(z) = Efu(2)) + (Efa(z) = f(2)))*}
= E{(fa(x) = Efu(2))*} + (Efulz) = f(2))?,
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da gilt
E((fa(x) = Efu(x)) - (Efa(x) = f(2)))

= (Eful@) = f(2)) - E{fu(x) = Efn(z)}
= (Efu(z) = f(z)) - (Efu(x) — Efalz))

=0.

=0

Hierbei ist
B{(fa(z) = Efa(x))?} = V(fu(2))

der Varianzteil des Fehlers, wihrend

Efu(z) — f(2)

als Bias (auf deutsch: Verzerrung) bezeichnet wird.

Unter Beachtung von
1 n
fal@) = = 3" I, (X0 /N (Sh, (@)
i=1

(vgl. Herleitung des Kerndichteschétzers fiir den naiven Kern) lassen sich Bias und
Varianz einfach abschéitzen.

Nach dem Lebesgueschen Dichtetheorem (Lemma 3.4) gilt wegen h,, — 0 (n — o0)
fiir \-f.a. z € R?

— Elshn(w)(xl) B fsh,n(x) f(u)du
Efu(r) = @@ =  rem@)

= fl@)  (n—00),

und wegen n - h¢ — oo (n — o) gilt dariiber hinaus
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V(@) = V ( 5 T, 0 (X0 /S, <x>>)

= P EnEP Zl V (s, @(X))
(Rechenregeln fiir die Varianz und Unabhéngigkeit

der Xla'--an>

- nv\(S;n(x)PV(Ishn(l“)(Xl))
(Identische Verteiltheit der X, ..., X,,)

- n-)\(Shln(a:))Q_E]Shn(x) (X1) - (1= E]Shn(x)(Xl))
(da Varianz einer b(1, p) — verteilten ZV gleich p - (1 — p) ist)

- # ' A(Sll(o)) ' A(Shi(;r)) - E{ls,, (X)) - (1= E{ls,, ) (X1)}

n

— 0 (n— o0) fir A —fa. z € RY,

o == =0 (n—00),
° )\(Shi(x)) ) E{]Shn(a:)(X1>} = f(z) (n— o00),
fiir M.a. x € RY und wegen [ |f(z)|dz = 1ist |f(z)| < oo fiir L-f.a x € R?

o 1 - E{ls, ()(X1)} ist betragsméRig durch 1 beschrénkt.

Damit ist die Zwischenbehauptung (x) bewiesen.

Aus dieser folgt nun
fulz) =7 f(z) fiir A —fa. z,

was wiederum geméifs dem Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert
E{(f(z) = fu(z))+} = 0 (n — o0 (%)
fiir A-f.a. z.

Anwendung von Fubini und dem Lemma von Scheffe ergibt

E [ |fa(x) = f(@)ldz = 2B [(f(z) = fu(2))+dx
= 2 [E{(f(z) = fu(x))+dx

— 0 (n— o00),
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wobei die letzte Konvergenz (unter Beachtung von

B{(f(z) = fu()2) < fla) und [ flu)du=1

mit (xx) aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt. O

Bemerkung: Satz 3.5 gilt wesentlich allgemeiner (siehe z. B. Devroye, Gyorfi
(1985). Nonparametric density estimation: The Ly view.)

Z. B. geniigt es zu fordern, dass der Kern eine beschrinkte Dichte mit kompaktem
Support ist. In diesem Fall gilt sogar:

hp — 0 und n-he — 0o (n — o0) & / | fn(x)— f(z)|dx — O fs fiir jede Dichte f.

Die Aussage von Satz 3.5 lisst sich verschirfen:
Satz 3.6. (Starke universelle Konsistenz des Kerndichteschdtzers)

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 gilt sogar:

/Rd fule) = f(@)de =0 fs.
fiir jede Dichte f : RY — R.
Im Beweis verwenden wir:

Satz 3.7 (Ungleichung von McDiarmid).

Seien Zi, ..., Z, unabhingige reelle Zufallsvariablen mit Werten in einer Menge
A C R (bzw. genauer: A € B). Sei

fiA" SR
eine (messbare) Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir jedes i € {1,...,n} ein
c; € R, existiert mit

sup  |f (21,5 20) — f(21, 0y 2ii1, 20 Zindy - -5 20)| < i

Dann gilt fiir jedes € > 0:

_ 2'62

Plf(Z,....2,) —E{f(Z1,....Z,)} > €| <e Tiad
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und

P[E{f<Zla7Zn)}_f(Z177Zn)Zd <e z?:lclz-

Beweis von Satz 3.6:

Aufgrund von Satz 3.5 geniigt es zu zeigen:

/|fn — f(z)|dr —E {/ | fn(x) — |dx}—>0 f.s.

(da wegen des Lemmas von Scheffe aus

/|fn ~ f(@)] dz =P 0

mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz auch

{/ | fu(z |d:p}—>0 (n — o0)

folgt).
Setze
T — x;

falzyxy, ..o x,) = ( I )

und
g(x1,...,T) = g \fulz, 21, .. x0) — f(2)] do.
Dann gilt
[ 15@) = @) dz = g(Xa..... X,

also ist zu zeigen:

g(Xy,..., X)) —E{9(X1,..., X))} =0 fus.

34



Firi e {1,...,n}, z1,...,z,, 2, € R gilt gemik der zweiten Dreiecksungleichung

lg(z1, .. mn) —g(T, oo i1, e T, )|
/d(|fn(x,x1, cosn) — f@)| = | falz,ze, w1, 2 T, ) — f(2)]) dae
R
|

S/ |ful, oy, ) — f(2)| = [ fulz, 21, o w1, @ T, - ) — f(20)]] do
Rd

S/ |fn($a$17"'7zn)_fn('raxl)'"7xi—17$;axi+17"-7xn| dx
Rd
1 x— X 1 x —

- |— K . K i) 4

Lol () = (57

</ 1 (T +/ 1 K x— J

. X . X

B Rdn'hg hn Rdn‘hz hn

2
n

)

wobei wir bei der letzten Gleichheit benutzt haben, dass K eine Dichte ist.
Mit der Ungleichung von McDiarmid (Satz 3.7) folgt
P {’g(Xh s 7Xn) - E{g<X1> s 7Xn)}‘ = 6}

<P{g(X1,..., Xn) —E{g9(X1,...,X;)} > ¢}
P E{g(X1, . X — g(X, . X)) > €}

<2 BRI R ne
< 2-exp —22;1% =<2-exp| — 5 )

Daher gilt fiir jedes € > 0:

S - n- e
ZP{’g(Xl”Xn) _E{g(X177Xn)}| > 6} < ZQ'QXP (_ 2 ) < 00,
n=1 —)

was die Behauptung impliziert. ]

Zum Beweis von Satz 3.7 benotigen wir:

Lemma 3.8. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei Z eine R-wertige und
V eine (integrierbare) reelle Zufallsvariable auf (€2, A, P), und sei h : R? — R eine
beschrinkte (und messbare) Funktion. Es gelte

E{V|Z} =0

sowie fiir ein ¢ > 0

WZ) <V < h(Z)+c
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Dann gilt fiir alle s > 0:

s2.c2

E{es'V‘Z} <es fus.

Beweis. Da z — e*? konvex ist, gilt fiir a < z < b:

T4 sy b—uz

“b—a +b—a

_ b—
ST — eff&&b—l—bijs-a <

Mit x =V, a=h(Z) und b = h(Z) + c folgt

sV < V- h(Z) . 6s-c+s-h(Z) + h(Z> +c-V . es-h(Z).
- c c

e

Unter Beachtung von E{V|Z} = 0 erhalten wir daraus

h(Z h(Z
E{es.V‘Z} < — ( ) . es-c+s-h(Z) + ( ( ) + 1) . 6s-h(Z) f.S.

C C

bzw. mit p = —h(Z)/c

IN

p- eScspe + (1 o p) .eSPC
(1—p+p-ec)-e =P = W  fs

E{c|2}

wobei
u=s-c¢ und P(u)=—-p-ut+log(l—p+p-e").

Hierbei gilt p > 0 f.s., da nach Voraussetzung gilt
hZ) = B{h(Z)|Z} <B{V|Z} =0 fas.,

so dass der Logarithmus oben f.s. wohldefiniert ist.

Wegen
p-e”
u)=-p+ ——-——
(u) =—p T
und
_ p-e
@”U — .eu._l.l_ + .eu 2. .€u+—
(u) p (=1)-(I—=p+p-e)=-p TE—

_p2‘e2-u+(1_p)_p_eu_‘_p2‘e2-u
(L=p+p-e)?
(1-p)-p-e _1

(I—p+p-ev)?~ 4
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(wobei die letzte Ungleichung aus (a + b)?> > 4 - a - b folgt) gilt

®(0) =9'(0) =0 und P"(v) < - fiir alle v € R.

1
4

Mit Hilfe einer Taylorentwicklung erhalten wir daraus

1 2
D(u) = B(0) + ¥'(0) - u+ 5 - 2(€) - u” < % il
was die Behauptung impliziert:

s2.c2

E {es'V’Z} < W < %3 f.s.

O

Beweis von Satz 3.7. Aus der Voraussetzung, dass sich der Wert von f nur um
hochstens eine Konstante dndert, wenn man eines der Argumente abindert, folgt,
dass f beschriankt ist.

Setze
V=f(Z,....2.) —E{f(Z1,...,Z,)}

und
Vi=E{f(Z,....Z)|2,.... Zi} —E{f(Z1,.... Z,)| %1, ..., Zia }
fir i € {1,...,n}. Dann gilt
Vzﬁé%,
=1

was fiir beliebiges s > 0 aufgrund der Monotonie von x — e** und der Ungleichung
von Markov impliziert

P{E{f(Z1,....Z)} — f(Z1,.... Zy) > ¢}

)

=1

<P {exp (s . ZV’) > 65'5}
i=1
<e ¥ E {exp (5 . Vi) }

1
n—1
e 678.6 . E {eXp (S : ‘/Z> ' E{eXp (S ’ Vn) ‘Zl’ o .,an}} '

)=

i=1
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Offensichtlich gilt
E{V,|Z\,..., Zy 1}
=E{E{f(Z1,....Z)|%,.... 20} —E{f(Zr,....Z)| Z1,. ... Zna } | 20, .., Zn }
=0 f.s.
Weiter gilt fiir
h(zlv s 7Zn—1> = ;Ielﬂgf(zh e '7zn—172) - E{f<Zla SR Zn)|Zl = Zly.-, Zn—l = Zn—l}
= inf f(z1,...,20-1,2) = E{f(21,.. ., 201, Zn)}

z€R

(hier ignorieren wir evt. Messbarkeitsprobleme (!)) aufgrund der Voraussetzung an

f:
h(ZI, .. -;Zn—l) S Vn S h(Zl, .. .,Zn_l) + Cp.

Mit Lemma 3.8 folgt

was impliziert:

P{E{f(Z1,....2)} — f(Zi,.... Z,) > ¢}

2.2 n—1
S 6—5'6.6 Sn E{exp (32%)}
i=1
' n—2
<e ¥ .e s -E {exp (s : ZM) ~E{exp(s- V1) |Z4,..., Zn_g}} .
i=1

Wiederholtes analoges Vorgehen wie oben liefert

PE{/(Zs . 20}~ f(Zio 22 eh < e e

i=1
— 2
= exp(—s-e+s-—

Mit

folgt der erste Teil der Behauptung:

_ 2.2

Plf(Zi,....Z,) —E{f(Z1,...,Z,)} > ¢ < e i,

Durch Vertauschung von f mit (—1) - f erhilt man daraus auch den zweiten Teil
der Behauptung. 0
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4 Punktschatzungen

4.1 Problemstellungen und Beispiele

gegeben:

Realisierungen x1,...,x, von u. i. v. Zufallsvariablen Xy, ..., X,, mit
Werten in Menge X.

Px, sei unbekannt.

Klasse {wy : ¥ € O} von Verteilungen sei bekannt mit

Px, € {wy : ¥ € O}.
Funktion g : © — R* sei gegeben.
gesucht:

Schitzfunktion 7}, : X — R¥, mit der man, ausgehend von z,. .., 7,
den unbekannten Wert g(¢) durch

To(xy, ... xy)

schatzen kann.

Beispiel 4.1: © =R x R}
w(,,02) = Normalverteilung mit Erwartungswert x und Varianz o2.
9:0 =R, g((p,0%) =0

Hier soll, ausgehend von einer Stichprobe einer Normalverteilung mit unbekanntem
Erwartungswert und unbekannter Varianz, die Varianz geschitzt werden. Mogliche
Schétzfunktion:

n

1 1 <
Tz, ..., xn) =  —T) mitT = — N
(21 Tp) Z(x T)" mit T n;x]

=1

Beispiel 4.2 Die folgenden Daten beschreiben die Anzahl der Toten durch Huf-
schlag in 10 verschiedenen preufischen Kavallerieregimentern pro Regiment und
Jahr, beobachtet iiber einen Zeitraum von 20 Jahren (insgesamt n = 1020 = 200
Datenpunkte)
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Anzahl Toter im Jahr 0 1 2 3 4 >5

Anzahl Regimenter 109 65 22 3 1 0

Die Zufallsvariable X; (i =1,...,n mit n = 200) beschreibe die (zufillige) Anzahl
der Toten durch Hufschlag in einem der 10 verschiedenen Regimentern und in einem
der 20 verschiedenen Jahre.

Die Tabelle oben beschreibt dann

#{1<i<n:z;=j}

fiir y =0,1,2,... fiir eine konkrete Realisierung der X1,..., Xoqp.

Zur stochastischen Modellierung machen wir die folgenden Annahmen:

e X, ..., X, seien unabhingig und identisch verteilt.

° P[Xlzk]:(?)-pk-(l—p)m_k%%~€_/\

mit A = m - p. Hier wird davon ausgegangen, dass das Regiment aus m
Soldaten besteht, von denen jeder unbeeinflusst von den anderen mit Wahr-

scheinlichkeit p durch Hufschlag stirbt. Anschlieffend wird die Z&hldichte der
Binomialverteilung durch die einer Poisson-Verteilung approximiert.

Damit
©= R-i-a
wy = Poisson-Verteilung mit Parameter 1,

g : Ry — R definiert durch g(9) = 9.

Die folgenden Daten beschreiben die Anzahl ménnlicher Krebstoter in verschiede-
nen Altersstufen in Hamburg im Jahr 1974:

Beispiel 4.3: Krebstote in Hamburg
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Altersstufe | Anzahl méinnlicher Einwohner | Anzahl ménnlicher Krebstoter
[30,35) 76612 13
|35,40) 72615 21
|40,45) 50878 33
[45,50) 49059 65
[50,55) 45316 111
[55,60) 31274 118
|60,65) 47637 318
|65,70) 45792 514

Die (zufillige) Anzahl X; der Krebstoten in Altersstufe i € {1,2....,8} héngt
von der (zufilligen) Anzahl N; der ménnlichen Einwohner in Altersstufe i ab. Wir
modellieren N; durch eine Poisson-Verteilung (als Approximation einer Binomi-
alverteilung) und bei gegebenem Wert von N; die Zufallsvariable X; durch eine
Binomialverteilung. Dies fiihrt auf die Modellannahme:

AP
P[N;=n,X; =1] = T
n!
Zihldichte von =(\)
Damit
PlXi=a] =Y P[N;=nXi=a] =) =
n=0 n=0

(Z)pf (11— pi)”_“i-

Zihldichte von b(n.p:)

[

) -\ n T n—x
. i -p7 - (1 — p; .

Gesucht sind hier Schitzungen von \; und p; ausgehend von einem beobachteten

wert von (IV;, X;).

4.2 Konstruktion von Punktschitzungen

Sei u, die empirische Verteilung zu x4, . ..

Bei U- und V-Schétzern und vorausgesetzt:

y Ty

gw):/.../ h(zi, ... 2)we(dz) . .. we(dz).
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Bei V-Schéatzern wird wy durch p, geschitzt und das entsprechende Integral als
Schétzer von g(9) verwendet, d. h. g(J) wird geschétzt durch:

T, yxn) = [ [ h(z1,. .0y 20) pnldzr) ... p(dz)

n
= % Z h(mil7~-'7$il>7

wobei die letzte Gleichheit aus

n

[ e =23 [ seras, =13

=1 =1

(wobei 6,, das Dirac-Mak zum Punkt z; ist) folgt (vgl. Ubungen).

Beispiel 4.4: Der V-Schitzer der Varianz
g(W) = Vy(X1) = Ey(X: - (X1 — X2))
= [ [z (21 — z2)wy(dzr)wy(dz)

ist
To(x1, .. vxn) = [ [z (21 — 22)pn(dz1) pn (d22)

=1 i=1
n n
= %Z(mz—x)Q mitE:%sz
1=1 =1

(vgl. Ubungen).

Eine Variante des V-Schétzers ist der sogenannte U-Schétzer gegeben durch

Tn(ﬂfl, C.e ,.In)
= n-(n—l)u.l.‘(n—l-q-l) ) ; Z ce Z h(ﬂfm ce ,xil).

11=1,..., n i2.:1,.‘..,n i=1,..., n
i9Fi] AL 58] £ 1

U-Schétzer sind immer erwartungstreu (englisch: unbiased) im Sinne von:

Definition 4.1
Die Schétzung T,, heift erwartungstreu fiir g(¢), falls fiir alle ¢ € © gilt:

EyTo(X1, ..., X,) = g(9).
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Dass U-Schétzer immer erwartungstreu fiir g(¢) sind, folgt aus

By[To(X1,.... X)) = Eyh(X1,..., X))
(da Px, .. x,) = Px,
fiir alle Indizes iy,...,4 € {1,...,n)
mit i; # iy, fiir j # k)
= [... [ h(z1, ..., z)wy(dxy) ... we(day)
= g(¥)

(nach Voraussetzung).

Im Falle der Schétzung der Varianz in Beispiel 4.4 ergibt sich als U-Schétzer:

n

Th(xy,...,z,) =

-

i=1 i=

NN

J#u

3

H M§
8

ln

- %1—22
1=

T (21

n

3
—

Da nach oben der U-Schéitzer immer erwartungstreu ist, folgt aus

_ n
Th(zy,...,2,) = — Tz, .. 2y),

dass in Beispiel 4.4 der V-Schétzer nicht erwartunstreu ist. Also sind V-Schétzer
im allgemeinen nicht erwartungstreu.

Ein zu V-Schétzern verwandtes Konstruktionsprinzip ist das sogenannte Substi-
tutionsprinzip fiir Erwartungswerte.

Hierbei wird - sofern moglich - g(1) als Funktion
h (Eﬁ(Xl)a Eﬁ(XIQ)a ceey Eﬁ(X{))

dargestellt, die Momente Ey(X?) werden durch ihre V-Schétzer
1 n
= b
geschétzt, und dann wird
e 1, 1 l
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als Schétzung von g(1) verwendet.

Abschliefsend werden noch Maximum-Likelihood-Schétzungen eingefiihrt. Da-
bei wird vorausgesetzt, dass wy eine Dichte fy bzgl. eines o-endlichen Mafses v hat
(z. B. v = LB-Maf und fy Dichte bzgl. des LB-Mafes, oder v = abzéhlendes Maf
und fy(z) = Py[X = ).

Wegen der Unabhingigkeit und identischen Verteiltheit von X, ..., X,, hat dann
(X1,...,X,) die Dichte

n

go(T1,. .., x,) = Hfﬁ(xz)

=1

Die Idee beim Maximum-Likelihood-Prinzip ist nun, bei beobachteten 1, ..., x,
als Schitzung fiir ¥ (d.h. hier ist g(v) = 0) dasjenige ¥ zu verwenden, fiir das die
sogenannte Likelihood-Funktion

maximal wird.

(Die Heuristik dahinter ist, dass fiir eine kleine Umgebung U(xy,...,x,) von
(T1,...,xy)

(@i wg) (U2, a0)) = (H fﬁ<xi)> (@) (U@, a))

genau dann grof ist, wenn L(v) grof ist).
Statt L(1)) wird manchmal auch die sogenannte Log-Likelihood-Funktion

In(L(V)) = Z In(fs(z:))

maximiert. Da x +— In(z) auf R, streng monoton wachsend ist, ist dies im Falle
fo(x) # 0 fiir alle ¥ € © und alle x dquivalent zur Maximierung von L(4). Die
Definition eines Schéitzers durch Maximierung der Log-Likelihood-Funktion ldsst
sich motivieren durch:

Lemma 4.1. Ist X Ré%wertige Zufallsvariable mit Dichte f (bzgl. des LB-Mafkes),
so gilt fiir jede beliebige Dichte g : R? — R (bzgl. des LB-Mafes):

E [log f(X)] > E [log g(X)] .
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Beweis: Sei g beliebige Dichte (bzgl. des LB-Mafes). Dann gilt o0BdA P[g(X) =
0] = 0, da andernfalls die rechte Seite gleich —oo ist. Weiter gilt (da f Dichte von
X ist) auch:

P[f(X) = 0] = Px ({x € R*: f(z) = 0}) = /{ sy SO =0

Durch Abédndern der ZV X auf einer Nullmenge kénnen wir dariiberhinaus sogar
voraussetzen, dass g(X) und f(X) nur positive Werte annehmen. Es geniigt daher

Zu zeigen:
() =

Wegen der Konkavitit der Logarithmusfunktion und der Ungleichung von Jensen
folgt dies aber aus:

() s ()
f Dichtevon X log </Rd M - f
TE o ([ o)) =toxtr) =0

Hat nun die Verteilung wy von X eine Dichte fp (bzgl. des LB-Mafes) fiir 6 € O,
so gilt
0 = arg max Egy[log f5(X)].
PEE
Beim Log-Likelihood-Schétzer wird nun Eg[log f3(X)] durch das entsprechende
Stichprobenmittel

1 n
= log f3(X))
L
geschiitzt (wobei X, X, ..., X, unabhéngig identisch verteilt sind mit Verteilung

wy), und diese Schéitzung wird maximiert, d.h.

n

A 1
§ = arg max — Zlog fa(Xi).

Bei Differenzierbarkeit hat man dabei die notwendige Bedingung

0

(L)) =0,
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Als Schétzung von g(v) wird im Falle g(J) # ¢

9(?)
(mit ¥ wie oben) verwendet.
Anwendung in Beispiel 4.1:
Hier ist | )
_(z—p)
fﬁ(l’) = e 207 7’19_ (M,U)

Maximierung von

L(9) = Hfﬁ(xi) = m - exp (— ' %)

i=1 =1
fihrt auf
L o) _ o) (931* )
0 = 6MlnL(19)—0+a—M{ 2:21 20‘2‘ ]
= % ;(xz - ,u)a
also auf
1
H=— L,
n
=1
sowie auf .
10 n
0=—InL(¥) = —— i — )P o?
80n() U+pfx p) o
also
1 & 1 &
== (m-p)lmita==)
n 4 n

Hier stimmt der Maximum-Likelihood-Schétzer mit dem V-Schétzer iiberein. Da
der V-Schétzer in diesem Beispiel nicht erwartungstreu ist, sieht man: Maximum-
Likelihood-Schétzer sind im allgemeinen nicht erwartungstreu.

Anwendung in Beispiel 4.2

Hier muss




maximiert werden, was auf

0 L Zn(L) =5y (tnks + a0 In(3) - 2)

fithrt. Damit stimmt der Maximum-Likelihood-Schatzer
~ 1
)\ - — i

hier wieder mit dem V-Schéatzer iiberein.

Anwendung in Beispiel 4.3
Hier ist ¥ = (\;, p;), Stichprobenumfang n = 1 und

Ao (M .
L) = Jon ) = g e (o=,

wobeil n; bzw. x; die beobachteten Anzahlen von Mannern bzw. méannlichen Kreb-
stoten in Altersstufe ¢ sind.

Maximieren von L(¥}) fithrt auf

0 L (L) = Flink +ni n(A) = A +0
= ;L -1,
also —~
Ai = ny,
sowie

was Aquivalent ist zu

= Ti — NP
also
~ Z;
pi=—.
n;



Problem: Schiatzung von (\;, p;) beruht nur auf einer Beobachtung der zugehérigen
Zufallsvariablen.

Ausweg: Strukturelle Annahme (z. B. log {#- = a+i-f (1 = 1,...,8)) und alle
Parameter simultan schitzen ...

4.3 Optimale Schatzverfahren

Frage: Was ist ein “optimales” Schétzverfahren?
Gegeben sei eine Verlustfunktion [ : R* x R* — R,

Bei Vorhersage von g(¢) durch T'(xy, ..., z,) sei

der auftretende Verlust.

Es gelte I(v,v) = 0 fiir alle v € R,

Beispiel fiir k=1: [(u,v) = |u — v|? fiir ein p > 1 (fest).

Bei Vorliegen des Parameters ¥ und wiederholter Vorhersage von ¢g(¢) durch T'(xy, . ..

tritt im Mittel der Verlust
rr(0) = Es[l(T(X1, ..., Xn), g(9))]

(sogenanntes Risiko) auf.

Wiinschenswert: Schitzfunktion 7,,; mit

1, (V) < rp(9) fiir alle ¥ € © und alle T.

Problem: Solch ein Verfahren existiert im allgemeinen nicht!

z. B. hat
Tﬂo (xb s 7In) - 9(190) das R,lSlkO TTﬂO (190> = O7

also muss fiir T,,; von oben r7,,,(¥) = 0 fiir alle ¥ € © gelten, was im allgemeinen
unmoglich ist.

Ausweg: Abschwichung des obigen Optimalitatskriteriums.
Moéglichkeit 1: Minimax-Prinzip
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Minimiere das maximale Risiko:

sup rr,,, () = inf sup ri(0)
VEO T veoe

Moglichkeit 2: Bayes-Prinzip

Vorausgesetzt wird hier apriori Information iiber das Auftreten der einzelnen Pa-
rameterwerte. Dazu wird eine Verteilung p auf dem Parameterraum © vorgegeben.

Minimiert wird dann das mittlere Risiko bzgl. dieser Verteilung:

/ 1 (Dpld9) < ini / ro(9)p(dd).

S}

Moglichkeit 3: Einschrankung der Klasse der betrachteten Schatzfunktionen

Betrachte nur Schétzfunktionen 7' aus einer vorgegebenen Klasse A\, d. h. Schétz-
funktionen mit einer gewissen Eigenschaft, wie z. B. Erwartungstreue. Suche dann
in dieser Klasse ein optimales Verfahren 7, € A mit:

T, (0) < rp(19) fiir alle ¥ € © und alle T € A.

Im Folgenden: Untersuchung von Md&glichkeit 3.

4.4 Der Begriff des optimalen erwartungstreuen Schitzers

Ausgehend von u. i. v. Zufallsvaribalen Xi, ..., X, mit
Py, € {wy : ¥ € O}

soll

9(?)
fiir ein g : © — R geschitzt werden.
T(Xy,...,X,) sei eine Schatzfunktion.

Wiinschenswert:

Pr(x,.....x,) soll moglichst stark um g(+)) konzentriert sein.

Moégliche Prézisierung:
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(1) T(Xy,...,X,) erwartungstreu fiir g(¢), d. h.

Ey T(Xy,...,X,) = g(?) fir alle ¥ € ©.

(2) Vo(T(Xy,...,X,)) “moglichst klein” fiir alle ¥ € ©.
Definition 4.2: T heifit gleichmifiig bester erwartungstreuer Schitzer fiir
g(v), falls gilt:

(I) T ist erwartungstreu fiir g(0).

(II) Fiir alle erwartungstreuen Schiitzer T fiir g(J) und alle o € © gilt:

Vo(T(X1,..., X)) > Vo(T(X4,...,X,)).

Bemerkung 1: Ist T gleichméfig bester erwartungstreuer Schétzer fiir g(J), dann
gilt fiir alle ¥ € ©:

B(T(X0, - X) =g = min — By[(T(Xy,..., X,) — g(0)]
fiir 9(15;
Begriindung:

Fiir einen beliebigen Schétzer T gilt

Eg[(T(X,..., X,) — g(1))?)

= By[(T(X1, ..., Xn) — ByT(X1,...,X0)) + (BsT(X1,..., X)) — g(9))3]

= By[(T(X,..., X,) - BT(Xy,..., X,))Y

)
F(EyT(X1,..., X)) — g(9))? +0,

da
Ey[(T(X1, ..., X,) — EsT(X1, ..., X)) - (ByT(X1, ..., X0) — g(9))]
= (ByT(X1, ..., Xp) = g(0) - By[T(X1,..., X)) = ByT(Xy, ..., X,)]
=0 ~

gilt.
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Hierbei heifst Vy(7'(X1,...,X,)) Varianz und

EyT(X:,...,X,) —g(9) bias  (Verzerrung) des Schiitzers T

Ist nun 7 erwartungstreu, so ist der Bias gleich Null und man sieht: Fiir erwartungs-
treue Schitzer ist die Minimierung des mittleren quadratischen Vorhersagefehlers
dquivalent zur Minimierung der Varianz. 0

Bemerkung 2: Erwartungstreue Schétzer existieren nicht immer (siehe nichstes
Beispiel).

Beispiel 4.5:

Sei © = (0,1),wy = b(1,9)-Verteilung und n = 1. Angenommen, 7'(X;) ist erwar-
tungstreu fiir %, dann gilt:

% = ByT(X1) = T(0) - Py[Xy = 0] + T(1) - Py[X; = 1] (%)

also
=T0)-(1—=9)+T(1) 0.

| =

Mit ¢ — 0 ergibt sich:
T(0) = oo,

womit (x) nicht gelten kann.

4.5 Die Informationsungleichung von Cramér-Rao

Im Folgenden: Herleitung einer unteren Schranke fiir die Varianz von Schéatzern.

Dazu beachten wir, dass gemaf der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir beliebige
Schétzer T'(X7, ..., X,,) und beliebige Zufallsvariablen V' gilt:

COU,g(T(le L 7Xn)7 V)
D By (T(X0, ..., X)) — ByT( X, .., X)) - (V — EgV))
< VVo(T(Xy, . X)) -/ Va(V),

woraus im Falle Vy(V') > 0 folgt:

(4.1) Vo(T(X1,..., X)) >




Sei nun p ein o-endliches Mafs und f(¢J, -) eine u-Dichte von wy. Wir wihlen dann

speziell:
n

V= E% log <H [, Xz)) = Z f% log(f (¥, Xi)).

=1

Sofern die mit (x) gekennzeichneten Umformungen dann zulissig sind, gilt:

(i)
Ey (35108(f(9,X1))) = [ g5llog f(0,2)] - f(V,2) - p(de)
= [ 157wl 2)] - [(9,2) - u(dz)
= [ 55lf(0,2)] - p(dz)
22 f(9,2) - plde)
21 =0.
(i )
Vo(V) = ; Vi (Zlog f(9, X5)])
. (wegen Unabhéngigkeit)
= n-Vy(&log (¥, X1)])
(wegen identischer Verteiltheit)
2o Byl Zlog f(9, X)) (42)
(iii)

Covyg(T(X1,...,X,),V)
= Ey(T(Xy,...,X,) — Ey(T(X1,..., X)) - (V= EyV))
= FEy(T(Xy,...,X,) V)
(wegen EyV =0, woraus auch Ey(Ey(T(Xy,...,X,)) V) =0 folgt)

~ B (T X, Blioe 1T 10,30 )
=[... [T(x,...,z,)- %[logtlﬁ[lf(ﬁ,xi)] : li[lf(ﬂ,xi) cpu(dxy) ... p(dy,)
= [ [T, 20) %[i]i[lf(ﬁ,xi)] p(dzy) . p(da)

o) %Uﬁ,,fT(xl,...,xn)Zﬁlf(ﬁ,xi).M(dxl)...u(dxn)]

= DIET(X0, ..., X)), (4.3)
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Setzt man nun (4.2) und (4.3) in (4.1) ein, so hat man den folgenden Satz gezeigt:

Satz 4.2: Sei © C R ein Intervall. Fiir J € © besitze wy eine Dichte (9, ) bzgl.
eines g-endlichen Mafses ;1 und es gelte:

(4.4) Y9 € © : p-fii. ist % existent und endlich.

(45) Vi € ©: [ & [f(9,2)] uldz) = & [ f(9,x)u(dx) = 0.

(4.6) V9 €0 :0 < I(9) := Ey {((%log f(ﬂ,Xl))Q} < .

Dann gilt fiir jede Schétzfunktion T'(X7, ..., X,,) mit

A vWeo: [ [T(zx,...,2.)5 [ﬁlf(ﬁ,x,)] p(dry) ... p(de,)

=2 [ [ T(x,....w0) [] O, 2) p(day) ... p(dzy,)

=

i=1

die folgende Abschétzung fiir die Varianz:

(2 [EsT(Xy,..., X))

Vi€ Vy(T(Xy,..., X)) > n-1(0)

Im Spezialfall, dass T eine erwartungstreue Schétzung fiir g(¢) ist, gilt wegen

0 0
_[EﬂT(Xla SR 7Xn)} — %g

o () = ¢(0)

insbesondere die sogenannte Informationsungleichung von Cramér-Rao:

V) €OV (T(Xy,. .., Xn))

v

Beweis: Folgt auf der obigen Herleitung, indem man (4.2) und (4.3) in (4.1) ein-
gesetzt und beachtet, dass die mit (%) gekennzeichneten Umformungen aufgrund
der Voraussetzungen des Satzes zuldssig sind. U

Definition 4.3:

a) 1(0) = Ey[(Z1og f (9, Xl))Q] heifst Fisher-Information.
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b) Ist T eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir g(«7), so heift die nach der
Informationsungleichung im Intervall [0, 1] liegende Zahl

(' ())*/(n - 1(9))
Vo(T(X1, ..., X))

Effizienz (oder Wirksamkeit) von 7.

¢) Eine Schitzfunktion mit Effizienz = 1 fiir alle ¢ € © heift effizient.

Klar: Erfiillen alle erwartungstreuen Schétzer die Voraussetzungen von Satz 4.1,
so ist jeder erwartungstreue und effiziente Schéitzer ein gleichméafig bester erwar-
tungstreuer Schitzer.

Aber: Effiziente Schitzer existieren nicht immer ...

Im Folgenden: Zwei Beispiele fiir effiziente Schatzverfahren, fiir die gezeigt wird,
dass sie gleichméakig beste erwartungstreue Schétzer sind.

Beispiel 4.6: © = (0,00),wy = w(9), d. h. wy({k}) = % - e~?(k € Ny)
Gesucht ist gleichméfig bester erwartungstreuer Schitzer fiir g(9) = 9 = [z wy(dx).

wy hat Dichte
19:17

ﬂ?' 719 ’ [No(x)

f(0,x) =
bzgl. des abzdhlenden Mafes .

Wir zeigen nun, dass Satz 4.1 anwendbar ist. Dazu beachten wir:

0)‘(19 z)

Vo € Ny existiert und ist endlich, also ist (4.4) erfiillt.

Weiter gilt fiir z € No

0 0
%[log f(,x)] = %[x log ¥ —log(z!) — ] =

also ist

| & f0,0)udz) = [ diﬁi;’) 2)u(dz)
f 1ogfw>1 F (0, 2)p(dz)
)l)

90
( [log f (¥, X3
(55

Ey(X1)=0 _ 9—9 __
) = = =0

||_§
t

7
il =gy J f(0,2)u(dr),

womit auch (4.5) erfiillt ist.



Wegen
Vo(X1) = Ey(Xy- (X1 — 1))+ Ey(Xq) — |[(Ey(X1)P?

= .=+ 9—-(9)?*=9
gilt
1) = Ey((Zllog f(¥,X1)))?)
= Ey ('Xlﬂ;zw> =5 Vo(0) =3,
woraus (4.6) folgt

Sei nun T'(Xy,...,X,) ein beliebiger erwartungstreuer Schétzer. Zum Nachweis
von (4.7) miissen wir

[ [T, ) ﬁf(ﬁ,xi)p(dxl)...u(dxn)

SIS T(xl,...,wn)-i]f[lf(ﬁ,xi)

x1=0 xn=0

o0 o0 19%1+u~+l'n —9-
:ZZT($1,7[L'”) e n

1. x|
z1l-xp!
x1=0 zp=0

betrachten und zeigen, dass die Ableitung dieses Ausdrucks mit der gliedweisen
Ableitung iibereinstimmt.

Der obige Ausdruck lasst sich umschreiben zu
—9n 1 ) n k
. —= | - 9"
c Z Z ! ooxy!

Ist nun Vy(T'(Xyq,...,X,)) < oo, was Ey|T(Xy,...,X,)| < oo impliziert, so ist das
Produkt und damit auch der zweite Faktor absolut konvergent.

Damit kann der zweite Faktor (als absolut konvergente Potenzreihe) gliedweise
abgeleitet werden, was impliziert, dass auch die urspriingliche Reihe gliedweise ab-
geleitet werden kann. Also ist auch (4.7) (und damit die Informationsungleichung)
fiir jedes ¥ € © mit Vy(T'(X;,...,X,)) < oo nachgewiesen.

Also folgt aus der Informationsungleichung fiir jeden erwartungstreuen Schitzer

1 o0

; LX) > -
Vi € © : Vy(T'(Xq,  Xn)) 2 n - 1(9) n

_ Xit+.+Xn.
’Xn) — 1 n .

Andererseits gilt fiir den erwartungstreuen Schétzer Ty (Xq, . .. =

1 so. U
Vﬁ(To(Xl, .. 7Xn)) — ﬁ‘/b(Xl) — E,
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womit gezeigt ist:

—X1+‘7‘L‘+X” ist gleichméfig bester erwartungstreuer Schitzer fiir v.

Beispiel 4.7:
O = R, wy = N(9, 02)-Verteilung.

Gesucht ist wieder ein gleichméfig bester erwartungstreuer Schétzer fiir g(J) =
V= [z wy(dz).

wy hat die Dichte
1 (z=9)2

V2moy '

f(??,l’) =

Fiir die Fisher-Information gilt hier:
2
10) = £ (($loss0.3])")
2\ \ 2
- n (el - (3)))

2
_ X1-9 _ V(X)) _ 1
p— Eﬁ ( U‘g ) ) —_— 0'61 —_— 0_(2).

Man kann wieder zeigen, dass die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfiillt sind, und
erhilt fiir jeden erwartungstreuen Schétzer fiir v:

1 ol Xi+...+X
T(Xy,...X,))>—— =YY= 2.
Vﬂ( ( 1, ) n))—n]-(ﬁ) n Vﬁ( n )

ein gleichméfig bester erwartungstreuer Schitzer fiir 1.

Also ist wieder %

4.6 Suffizienz

Zwecks Vereinfachung der Notation betrachten wir nun folgendes Problem:

gegeben:
R"-wertige ZV X mit Px = wy fiir ein ¥ € © C R.

gesucht:
Schétzung T'(X) von 9.
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Wir versuchen nun, S : R — R™ (moglichst mit m < n) so zu bestimmen, dass
S(X) alle zur Vorhersage von o notigen Informationen enthélt.

Beispiel:

X = (Xy,...,X,) mit Xy,..., X, unabhingig identisch b(1,J)-verteilt mit v €
[0, 1]. Wegen der Unabhéngigkeit der Xy, ..., X, spielt die Reihenfolge der auftre-
tenden Nullen und Einsen keine Rolle, also ist es naheliegend, statt

(X1,...,Xn)

nur

zu betrachten.

Wir fordern fiir S: Fiir beliebiges (messbares) 7' : R" — R soll die Kenntnis von
T(X) bei gegebenem S(X) = s keinen Riickschluss mehr auf 9 erlauben, d.h.
Py[T(X) € A|S(X) = s| hdngt nicht von ¢ ab fiir alle A € B. Da T beliebig ist,
ist dies dquivalent zu Py[X € B|S(X) = s] héngt nicht von ¢ ab fiir alle B € B,,.

Im Beispiel oben: Fir x = (zy,...,2,) € {0,1}" und s = S(z) =z, + ... + z,

gilt
Py X =2,5(X) = ]
Pyl X = X)=s|=
19[ $‘S( ) 3] Pg[S(X):S]
da S(w)=s Py[(Xy, ..., X)) = (21, ..., 2,)]

Pﬁ[(X1++Xn):JI1++JIn]

X144 Xpn~b(n,9) H?zl v (1 — 19)1_”“ B 1 B L
($1+.7.1.+a3n) ) 19I1+--~+In ) (1 - ﬁ)n—($1+.--+33n) (m1+.7.1.+a:n) (;L)

héngt nicht von ¥ ab (ebenso nicht im Fall S(x) # s, da dann obige Wk. Null ist).

Def. 4.4: Sie © C R und {wy : ¥ € ©} Familie von W-Mafen auf (R", B,).
Sei X R"-wertige ZV mit Py = wy fiir ein ¥ € ©. Eine (messbare) Funktion
S :R™ — R™ heifst suffizient fiir ¢, falls fiir alle B € B,, eine von ¥ unabhéngige
Festlegung von

P[X € BIS(X) = ]
moglich ist.
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Lemma 4.3
Sei S suffizient fiir 9, und sei f : R® — R messbar mit Ey[|f(X)|] < oo fiir alle
¥ € ©. Dann existiert eine von ¥ unabhingige Festlegung von

Ey[f(X)]S(X) = ].

Beweis: folgt fiir f = 1 unmittelbar aus Definition 4.4.

Dann Beweis schrittweise geméf der schrittweisen Definition des Erwartungswer-
tes, vgl. Ubungen. [

Der néchste Satz zeigt, dass fiir S suffizient fiir ¥ die Schéatzung von ¥ durch
Betrachtung von S(X) anstelle von X erfolgen kann. Also kann in obigem Beispiel
statt

T.(Xy,...,X5)

einfacher ein Schéatzer

von ¥ gesucht werden.

Satz 4.4 (Satz von Rao-Blackwell)
Sei S suffizient fiir ¥, und T'(X) eine Schétzung von ¥ mit Ey[|T(X)[] < 0 fiir alle
¥ € ©. Dann existiert Schitzung T'(S(X)) mit

Ey[|T(S(X)) = 0]°] < Eo|T(X) = 9f]

fiir alle ¥ € ©.

Ist dabei T(X) erwartungstreu fiir 9, so kann auch T(S(X)) erwartungstreu fiir
gewahlt werden.

Beweis: Setze

T(s) = E5[T(X)[S(X) = ],
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was geméf Lemma 4.3 nicht von ¢ abhéngt.

Dann gilt

T(5(X)) = Ey[T(X)[S(X)],

woraus folgt:

und damit folgt

Ist nun 7'(X) erwartungstreu fiir J, so gilt auch

Ey[T(S(X))] = Ey[E[T(X)|S(X)]]
= Ey[T(X)]
=19 ~ Beh. O

Die Bestimmung suffizienter Funktionen S : R" — R™ ermoglicht:

Satz 4.5 (Neyman-Kriterium)

Sei {wy : ¥ € ©} Familie von W-Maken auf (R™, B,,). Sei u o-endliches Mafs auf
(R™, B,,). Fiir ¥ € © existiere eine u-Dichte fy : R" — R, von wy. Sei S : R" — R™
messbar.

Existieren dann
go :R™" >R, (V€O

und
r:R"— R,
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messbar mit

Ve o: folxr)=ge(S(x)) r(x) fir p —fa. z € R",

so ist S suffizient fiir 9.

Bemerkung:
Man kann zeigen: Die Bedingung in Satz 4.5 ist nicht nur hinreichend, sondern
auch notwendig fiir S suffizient fiir 9 (vgl. Witting).

Beispiel:
X = (Xy,...,X,) mit X;,..., X, unabhingig N (9, 02)-verteilt fiir ein o2 > 0
fest. Dann hat X bzgl. des LB-Mafes die Dichte

51 i —1)?
folxy, ... xy) = H Toron - exp <—%)

r\" toa? Yoxed n-9?
— ( ) - exp (_ 21—12 + 21—12 _ > )
V2moy 207 o 20§

~ ZXi suffizient fiir (Xq,...,X,).

=1

Beweis von Satz 4.5:

Definiere

v(4) = / r(@)u(de),

d.h. v ist Mak auf (R™, B,)). Dann hat wy Dichte

hy(x) = gs(S(x)) bzgl. v,
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da fir A € B, gilt:

/ hlg (Qf)]j(da’,‘) Wahrscheinlichkeitstheorie, Integration bei Mak mit Dichte / h,& (J,‘) . r(x) l,[,(dx)
A A

[ @) " w 4),

Wir zeigen nun: Fiir alle B € B,, kénnen wir
Ps[X € B|S(X)] = Es[1p(X)]S(X)]

unabhéngig von ¥ € © festlegen (wobei (Py)x = wy) (womit auch jeweils eine von
¥ unabhéngige Faktorisierung dieser bed. Wahrscheinlichkeit existiert !)

Dazu setzen wir fiir B € B,

kg = E,(15]S7Y(B,)) : R" = R,

wobel

Ey(Z|F)

die bedingte Erwartung von Z : (2, A) — (R, B) bei gegebener og-Algebra F C A
ist, wenn wir das Maf (nicht notwendigermaken W-Maf) P auf (2, 4) zugrunde
legen.

Wir zeigen dann, dass die (von ¢ unabhéngige(!)) Funktion

k‘B(X> Q—=R
eine Version von Fy[lp(X)|S(X)] ist fir ¥ € © beliebig,.
Da kp nach Definition S™'(B,,) — B messbar ist, gilt fiir A € B:

(kp o X)™H(A) = X~ (k' (4))

= X1(S7I(A)) = (So X)1(A) € F(S(X)),

(da kz'(A) € STYB,,), also ex. A € B,,, mit kz'(A) = S~H(A))

d.h. kgox ist F(S(X))-B messbar.
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Weiter gilt fiir C € F(S(X))), also fir C = X~ 1(S7Y(E))) = X }(D) fiir ein
E€B,,De S (B,)

und beliebiges v € © :

/ k’B (X)dpﬁ Transforlgtionssatz / k‘B ({L‘) (Pﬁ)X (dm)
C

D

_ / ke (x)wy PO [ (@) - fo() p(d)
D D

- /D kp(r) go(S(2)) - () p(de)
ety /D k() - g9(S(2)) v(de)

analog zu Integration von W-Maf mit Dichte

Deths / E,(15|S™(Bn)) - go o S dv
D

gr8ie / Ey(1p - go o SIS~ (By)) dv
D
da gyoS S Y(B,,) — B-messbar.

Def. bedingte Erwartung, D € S~(B,,) (s.0.)

f.

g
@

lB-ggOSdl/

v}
@
I
N
w
(=}

1p(x) - g9 (S(x)) - () p(di)

Vor. an fy

1p(x) fo(x)p(dz)

fﬂ M-Dichte von wy

1p(z)wy(dx)

—————5—

1p(z) - (Py)x(dz)

Transformationssatz

1p(X)dPy, w.zzw [
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5 Statistische Testverfahren

5.1 Einfiihrung

Beispiel 5.1: “Qualitatspriifung”

Betrachtet wird das Abfiillen von Mineralwasser in Flaschen. Dabei ergibt die
zufillige Auswahl von n Flaschen Fiillmengen xi,...,x,. Wie kann man daraus
schliefsen, ob der Sollwert von 0,7 Liter eingehalten wird oder nicht?

Zahlenbeispiel: n = 100,7 = = 3> 2, = 0,71, s* = -5 >~ (z; — T)? = 0,003.
i=1 i=1
Beispiel 5.2: “Marktforschung”

Im vergangenen Jahr betrugen die Kosten fiir einen “Warenkorb” im Durchschnitt
312 Euro. Heutiger Einkauf des “Warenkorbs” in n zufillig ausgewihlten Kaufhau-
sern ergibt xy, ..., x, als zu zahlende Betrige. Wie kann man daraus schliefen, ob
der Preis gestiegen ist oder nicht?

Zahlenbeispiel: n = 40, 7 =315, s%=120.

Beispiel 5.3: “Mietspiegel”

In der Stuttgarter Zeitung vom 31.05.2002 wurden n = 10 4-Zimmerwohnungen
zu Quadratmeterpreisen 7.52, 6.90, 9.05, 6.60, 7.97, 8.29, 7.48, 10.12, 7.47, 7.45,
sowie m = 5 5-6 Zimmerwohnungen zu Quadratmeterpreisen 6.92, 8.94, 9.31, 7.33,
8.13 (jeweils Kaltmiete pro Quadratmeter, in Euro) angeboten.

Kann man daraus schliefen, dass sich die Quadratmeterpreise zwischen 4- und
5-6-Zimmerwohnungen unterscheiden?

Hier sind 7 = 7.89 und y = 8.13 die Durchschnittswerte der Preise fiir 4- bzw.
5-6-Zimmerwohnungen.

Stochastische Modellierung:

Wir fassen die beobachteten Daten als Realisierungen von unabhéingigen Zufalls-
variablen auf.

In den Beispielen 5.1 und 5.2:

x1,...,T, seien Realisierungen von u. i. v. ZVen X,... X, (“Einstichproben-
problem”).
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In Beispiel 5.3:

X1,y Tny Y1, - - -, Ym seien Realisierungen von unabhéngigen ZVen Xy, ..., X,
Yi,...,Y,, wobei Xp,... X, u.i. v.und Yq,...,Y,, u. i. v. (“Zweistichproben-
problem”).

Zwecks Vereinfachung der Problemstellung wird die Klasse der betrachteten Ver-
teilungen eingeschrankt:
Px, € {wy : ¥ € O} oder Px, y,) € {wy: v € O}.

Mogliche Verteilungsklassen sind:

e In den Beispielen 5.1 und 5.2:

— wy = N(p,08) mit 9 = p € R unbekannt und o7 = s? bekannt.
— wy = N (g, 0%)mit J = (u,0%) € R x R, unbekannt.

e In Beispiel 5.3:

— wy = N(ux,0?)N (py, %) mit ¥ = (ux, py,0?) € RxRxR, unbekannt.
Hier wurde vereinfachend angenommen, dass die Varianz der X/s mit
der der YJ's iibereinstimmt.

Wir betrachten eine Aufteilung der Parametermenge in zwei Teile:

@:@(]U@l mit @oﬂ@lzw,@o#ﬁ,@l#ﬁ.

Aufgrund der beobachteten Stichprobe x = (x1,...,2,) (bzw. 2 = (1, ..., Zn, Y1, -+, Ym)
in Beispiel 5.3) wollen wir uns dann zwischen den beiden Hypothesen

Hy:9v €0y ... sog. Nullhypothese

bzw.
H,:9e€0; ... sog. Alternativhypothese

entscheiden.
In Beispiel 5.1:

Wir setzen wy = N(u, s2) mit ¥ = p € © = R unbekannt voraus. Wir wollen uns
dann entscheiden zwischen

Hy:9<0,7und Hy : 9 > 0,7

d. h. hier ist ©¢ = (—00,0.7) und 6, = [0.7, 00).
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Alternativ konnten wir uns auch zwischen
Hy:9=0,7und H; : 9 #0,7

entscheiden, in diesem Falle wire Oy = {0.7},0; = R\ {0.7}.

Im ersten Fall interessieren Abweichungen von ¥ zu 0,7 nur in eine Richtung, daher
spricht man von einem einseitigen Testproblem.

Im zweiten Fall interessieren Abweichungen von ¢ zu 0,7 sowohl nach oben als auch
nach unten, was als zweiseitiges Testproblem bezeichnet wird.

Im Beispiel 5.3 mdchte man sich zwischen

Hy: px = py und Hy @ px # py
entscheiden, also ist hier

O = {(MXMY#TQ) px =y}
und

O1 = {(px, iy, 0%) - px # pv}-
Ein statistischer Test ist eine Funktion

p: X —[0,1],

wobei X' der Wertebereich der Stichprobe ist(X = R" in den Beispielen 5.1 und
5.2, in Beispiel 5.3 gilt X = R"™™).

Bei Vorliegen der Stichprobe x (also x = (x1,...,2,) in den Beispielen 5.1 und
5.2) bedeutet

1: Entscheidung fiir H;

() =0: Entscheidung fiir Hy
p € (0,1): Entscheidung fiir H; mit Wahrscheinlichkeit p und
Entscheidung fiir Hy mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Ein mogliches Vorgehen in Beispiel 5.1 zur Entscheidung zwischen
Hy:9<0,7und H; : 9 > 0,7

ist das folgende:
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Schitze zundchst ¢ = “Erwartungswert von wy” durch

T(xy,...,2,) = leZ

und verwende dann als Test

mit ¢ € R geeignet gewéhlt (und zwar gewihlt in Abhéngigkeit von ¥g = 0.7,n
und s2).

Die genaue Wahl von ¢ wird spéter erklirt. Beim obigen Test heifst 7' Priifgrofie
oder Teststatistik, und ¢ wird als kritischer Wert bezeichnet.

Beim Anwenden eines statistischen Test kénnen die folgenden Félle auftreten:

Entscheidung fiir Hy Entscheidung fiir H,;

Hj richtig | richtig falsch, sog. Fehler erster Art
H; richtig | falsch, sog. Fehler zweiter Art richtig

Gesucht ist dann ein Test, fiir den die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens eines
Fehlers erster bzw. zweiter Art (sog. Fehlerwahrscheinlichkeiten erster bzw.
zweiter Art) moglichst klein sind.

Problem: Im allgemeinen existiert kein Text, der in allen Situationen sowohl
bzgl. der Fehlerwahrscheinlichen erster als auch zweiter Art optimal
ist.

Beispiel: Setze p1(z) =1 und ¢y(x) = 0 fiir alle z € X.
Dann gilt:

Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art von ¢y = 1,
Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art von ¢ = 0,
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sowie

Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art von ¢ = 0,
Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art von o = 1.

Ein im obigen Sinne optimaler Test miisste dann bei den Fehlerwahrscheinlichkei-
ten erster Art mindestens so gut wie ¢, sein, und bei denen zweiter Art mindestens
so gut wie ¢ sein. Damit miissten bei diesem Test alle Fehlerwahrscheinlichkeiten
Null sein, was im allgemeinen unméglich ist.

Ausweg: Asymmetrische Betrachtungsweise der Entscheidung, z. B. in Beispiel
5.1: Ein Fehler erster Art (d. h. eine Entscheidung fiir H; : ¢ > 0,7, obwohl in
Wahrheit Hy : 9 < 0,7 richtig ist) fiihrt zur Herstellung unvollstandig gefiillter Fla-
schen. Dies wird als schlimmer angesehen als der Fehler zweiter Art (Entscheidung
fiir Hy : 9 < 0,7, obwohl Hy : 9 > 0,7 richtig ist), der zur unnétigen Uberpriifung
des Abfiillvorgangs fiihrt.

Was man daher macht, ist, eine Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art
vorzugeben, und unter dieser Nebenbedingung die Fehlerwahrscheinlichkeiten 2.
Art zu minimieren. (Dies entspricht der Einschrinkung der Klasse der betrachteten
Schétzverfahren in Abschnitt 4.3).

Genauer wird folgendermafen vorgegangen:
Definiere die sogenannte Giitefunktion eines Test ¢ durch

B,:© —[0,1]
Bo(0) = Eyp(X)

wobei X = (X1,...,X,) in den Beispielen 5.1 und 5.2, sowie
X = (X1, X Vi Yon)

in Beispiel 5.3, und Ey bedeutet, dass der Erwartungswert bei Vorliegen der Ver-
teilung wy (fiir X7 bzw. (X31,Y7)) berechnet wird.

B,(9) gibt dann die Wahrscheinlichkeit fiir die Entscheidung fiir H; an, falls ¢ der
wahre Parameter ist, d. h. falls wy die zugrundeliegende Verteilung ist. Dies folgt
aus

Py[“*Annahme von H,"] = Ey| Py[‘Annahme von H,” | X] ]

/

Damit ist

B,(9¥) = Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art, falls ¢ € ©,
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und
1 — B,(¥) = Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art, falls ¥ € ©;.

Definition 5.1: Sei a € [0, 1].

a) ¢ heift Test zum Niveaus «, falls gilt:
B,(V) < a fiir alle ¥ € O

(d. h., falls die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster Art immer kleiner oder
gleich « sind).

b) ¢ heift gleichméfig bester Test zum Niveau «, falls ¢ Test zum Niveau
a ist und falls fiir alle Test  zum Niveau « gilt:

1— B,(9) < 1 — B(0) fiir alle ¥ € O,
—— ——
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
von ¢ fiir den Parameter ¢ von P fiir den Parameter ¢

d. h. falls fiir alle ¥ € ©, gilt:

In Beispiel 5.1:
Xi, ..., Xp w v, Py, = N(u,02) mit 03 = s2 gegeben.
Hy:p<07,Hy:p>0.7

Test ist "
1, falls 1Y X;>c

p(X) = iy
0 , falls 3 X;<c

i=1

mit ¢ € R fest. Wir berechnen nun die Gutefunktion dieses Tests:

Pe(n) = Eulp(2)]




Die Zufallsvariable auf der linken Seite im Innern der Wahrscheinlichkeit hat Fr-
wartungswert Null und Varianz Eins. Da Linearkombinationen unabhéngiger nor-
malverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt sind, ist sie folglich N (0, 1)-
verteilt, also gilt:

mw:l—@(ﬁcg“) w(ﬁ“a_oc),

0

wobei @ die Verteilungsfunktion zu N(0,1) ist, die die Symmetrieeigenschaft
1—®(z) = P(—x) (x € R)

hat.

@ ist Test zum Niveau «, falls gilt
Bo(p) < afiir alle p < pg = 0,7,

was hier dquivalent ist zu

1-@(\/56

M) < a fiir alle p < py,
0o

bzw.

00

CD(\/EC_’M> > 1 — o fiir alle u < po,

d. h. (wegen Monotonie von ®):

q)(\/ﬁc_“o) >1—a.

0o

Die Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art

10 = (Vi

0o

M) (fiir 1> po)

werden umso kleiner, je kleiner c ist.

Daher ist im Hinblick auf die Einhaltung des Niveaus und der Minimierung der
Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art die folgende Wahl von ¢ naheliegend:

Wihle ¢ so, dass gilt:

@(\/ﬁc_’m) —1-aq,

0o
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d. h. das gilt

0o
wobei u, das sogenannte a-Franktil zu N'(0,1) ist, d. h. ®(u,) =1 — a.
Dies fiihrt auf den sogenannten einseitigen Gaufs-Test

n

1, falls L Ti— o) > U
p(z) = Vnao i;( o)
0 , sonst,

1, falls lnxi>u0+&-ua

0 , sonst.

Nach Konstruktion ist ¢ Test zum Niveau a.

Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen:
@ ist gleichméfig bester Test zum Niveau «.

Bemerkung:

a) Aus historischen Griinden wihlt man fiir das Niveau meist o € {0.05,0.01,0.1}.

b) Fiir die Verteilungsfunktion ® von N (0, 1) gilt:

X ‘1.28 1.64 1.96 2.33

d(z) | 0.90 0.95 0.975 0.99.

Damit gilt fiir die a-Fraktile von N(0,1):

o \0.1 0.05 0.01

1.28 1.64 2.33

Ue,

Anwendung des einseitigen Gauft-Tests in Beispiel 5.1

Zu testen ist
Hy:p<pg=0.7 wversus H;:p>0.T7.
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Gegeben ist

sowie

Wir wihlen a = 0.05, also ist u, = 1.64.

Wegen
s Llwi = o) = YL (T — pro)
- _ /i
= 08(0,71-0,70)
~ 1,83 > u,

kann hier Hy zum Niveau a = 0,05 abgelehnt werden.

Anwendung des einseitigen Gaufi-Tests in Beispiel 5.2

Zu testen ist hier

Hy:p < po =312 versus Hy : > 312.

Gegeben ist n = 40,7 = 315 und o2 2 s2 = 120,

Wegen

= (T — po)

= Y1(315 - 312)
= 1,73 > u,

S
3~
M=
5

|
S

I
ER

g5

kann hier ebenfalls Hy zum Niveau o = 0,05 abgelehnt werden.

5.2 Das Fundamentallemma von Neyman und Pearson

Zur Konstruktion von Tests ist der folgende Begriff hilfreich.

Def. 5.2: Sei @) ein W-Maf auf B mit Verteilungsfunktion F': R — [0, 1]
(d. h. F(t) = Q((—0o0,t]), und sei « € (0,1).

Dann heifst
Qo =min{t e R: F(t) > 1—a}
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a-Fraktil von Q).

Bemerkung: Wegen F(t) — 1 (t — oo) und F(t) — 0 (t — o0) ist die Menge
oben nicht leer und nach unten beschrankt. Das Minimum existiert wegen rechts-
seitiger Stetigkeit von F'.

Bemerkung: Es gilt  F(Q,) >1—« und
F(Qu—)= lim F(z)<1—oq.

T2 Qa,
z<Qa

Ist daher X Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F', so gilt
PIX > Q. =1-F(Qu)<1-(1—a)=a,
PIX>Qu=1-PX<Qu=1-F(Qy—)>1—(1-0a)=aq,
also: P[X > Q.| <a < P[X >Q,]

Im Folgenden betrachten wir das Testproblem:
Gegeben sei Realisierung x einer Zufallsvariablen

X:(QA4P)— (R"B,)
mit
PX = Wy flir ein ¥ € © = {1907191}.
Die Verteilung wy besitze eine Dichte fy bzgl. eines Makes p auf (R™, B,) (fiir
v € 0).

Zu testen sei
Hy: 9 =19 versus H; : ¢ =

(also H;: ¥ € 0, mit @0 = {190}, 0, = {191})

Satz 5.1: Fundamentallemma von Neyman und Pearson.
Betrachtet wird das obige Testproblem. Sei a € (0, 1) beliebig.
a) Ein Test ¢ mit
Egolp(2)] = @

ist gleichmafig bester Test zum Niveau « genau dann, wenn fiir ein £* € R,
gilt:

(5.1) o(a) = { 1 fir xeR"mit fg,(z) > k" fy,(x)

0 fir zeR"mit fy, () <k*- fg,()
fiir p-fast alle z € R™.
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b) Es gibt einen gleichmifig besten Test ¢* zum Niveau «. Dieser lédsst sich
folgendermafen konstruieren:

Setze
T( ) fﬁl (;IZ')

a 0
xr) = "7+ mit — = oo fiir a > 0, - =0).
fgo(l’) ( 0 0 )

Wihle £* als a-Fraktil der Verteilung von 7'(X) bei wahrem Parameter 0,
und wiéhle v* € [0, 1] so, dass gilt:

(5.2)  PulT(X)> k47 Pp[T(X) = ] = a.

Setze dann
1 falls T(x) > k¥,
o (x) =< v* falls T(z)=k*,
0 falls T(z) < k™
Bemerkung:
a) Wegen

Py, [T(z) > k] <a < Py|T(z) > k*]

= Py [T(X) > k] +1-Py,[T(X)=Fk"|
existiert immer ein v* € [0, 1], fiir das (5.2) gilt.

b) Wegen

Egole"(X)] = 1Py [T(X) > k] +77 - Py, [T(X) = k7]

schopft ¢* das Niveau an der Stelle ¢ = 9y voll aus.
Beweis von Satz 5.1

a;) Wir zeigen: Die Bedingung (5.1) ist hinreichend.

Sei dazu ¢ von der Form (5.1) mit Ey [p(X)] = «. Da die Werte von ¢
auf p-Nullmengen sich nicht auf Fyo(X) auswirken, konnen wir dann oBdA
sogar voraussetzen:

1 fir x € R™ mit fy, (z) > k* - fy,(x),
p(z) = v(x) € [0,1] fiir @ € R™ mit fy, (z) = k" - fy,(2),
0 fir x € R™ mit fy, (z) < k* - fo, ()
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fiir alle x € R™.
Sei © ein beliebiger Test zum Niveau a.
Dann gilt
Ego[p(X)] < o = Eg[p(X))].

Zu zeigen ist: Die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art von i an der Stelle ¥,
ist grofer oder gleich als die entsprechende Fehlerwahrscheinlichkeit von ¢,
d. h. es gilt

1= By, [2(X)] 21— Ey, [p(X)],

was aquivalent ist zu
By, [p(X)] < Ey, [o(X)].

Um dies zu zeigen, beachten wir, dass fiir alle x € R" gilt:

0 < (o) =@(x)) - (fo, () = K- foo ()
(denn ist fy, (x) — k* - fg,(z) > 0, so gilt

p(r) —plr) =1 -p(z) =20,

ist dagegen fy,(z) — k* - fy,(x) <0, so gilt

p(r) —p(r) = 0—p(x) <0,
also ist das Produkt in beiden Fillen grofer oder gleich Null).
Daraus folgt:

0 < [ (ex) =2(x)) - (fo,(x) = k- foo(x)) p(de)
J ) p(de) = [ @(x) - fo, () p(dx)
(] el@) - fao () pldx) = [ B(x) - fo,(x) p(dz))
PX)] = k™ - (B, [p(X)] = Ego[0(X)])
PX)] = k™ - lor = By, [9(X)])
NG SEY

<«

IA

E191 [QD(X)] - Eﬁl [@(X)L
woraus die Behauptung von a;) folgt.

b) Da — wie man sich leicht klar macht — gilt
= fou (@) > k" fa(2) = 22
0

— fo (@) <K foy(a) = Tt



hat ¢* die Bauart (5.1). Weiter gilt nach Wahl von &* und ~*:

Ego[0"(X)] = Poo[T(X) > k'] + 77 Py [T(X) = k'] = .
Mit a;) folgt daher, dass der in b) konstruierte Test ein gleichmiikig bester
Test zum Niveau « ist.

as) Wir zeigen: Die Bedingung (5.1) ist notwendig.

Sei dazu ¢ ein gleichméfig bester Test zum Niveau o mit

Eyo[p(X)] = a

und sei ¢* der Test aus b).

Dann gilt:
Eao[p(X)] = a = Eyy["(X))]

sowie — da beide Tests gleichmékig beste Tests zum Niveau « sind —

Daraus folgt

[ (" (x) = @(x)) - (fo, () = k* - foo(x)) p(dex)
) By [0t (X)] = Eaylp(X)] = k- (g " (X)] = Ealo(X)])
0.

®
o

Nach a;) ist der Integrand nicht negativ. Also gilt fiir p-f.a.

(0" (x) = p(x)) - (fo, () = K- fay (x)) = 0,

woraus fiir p-f.a. x folgt:

p(r) = ¢*(z) falls fo, (x) # k" - fo,(x) B

Im Folgenden: Nachweis der Optimalitit des einseitigen Gauf-Tests mit Hilfe
von Satz 5.1

Xi,..., X, seien u. i. v. ZVen mit Py, = N(p,03).

Fiir 02 > 0 bekannt und pg € R fest sei zu testen

Hy < g versus Hy @ p > pug.
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Niveau sei « € (0, 1).

Einseitiger Gauf-Test:

( 1 falls To(z1, ... x,) > Ug,
Ti,...,Ty) =
o 0 sonst,
wobei
1 n
Tn > ydn) = Xi_
(1) = o3 (= )
und

Uy = a — Fraktil von N(0,1),
d. h. ®(uy) =1 — @ mit & = Verteilungsfunktion zu N(0, 1).

Satz 5.2

In der obigen Situation ist der einseitige Gaufs-Test ein gleichméfig bester Test
zum Niveau a.

Beweis:
1. Schritt: Wir zeigen ¢ ist Test zum Niveau a.

Dazu: Ist u < pyg, so gilt

Be(n) = P, \/%GO Z(Xz — Ho) > Uq

=1
n \/ﬁ
= Pu| i 2 (X0 = 1) > a4 = (ko = 1)
—_———
>0
< P, \/%UO Z:l(XZ —p) > ua]
= q,

da \/ﬁlao > (X — p) bei Vorliegen des Parameters p standard-normalverteilt ist,
i=1

und u, das a-Fraktil zu N(0, 1) ist.

Insbesondere gilt

n

1
> (X — o) > pa
D/HUO i=1

N(0,1)—verteilt

:O{7

Bw(MO) = P/Lo [

>
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also schopft ¢ das Niveau an der Stelle ug voll aus.

2. Schritt: Sei 1 > o beliebig.

Wir setzen X = (X1, ..., X,) und betrachten das Problem, bei beobachtetem Wert
von X

Hoy :jo= g versus Hy : 1 = i
zu testen.

Wir zeigen: o ist gleichméfig bester Test zum Niveau « fiir das obige Testproblem.

Dazu:

@ erfiillt
EHO‘:O(X) = a.

X hat bzgl. des LB-Mafes auf R™ die Dichte

n zi—p)?
fu<$1,...7xn) = zl;[l \/%Uo >y (_( 205) )

= Gy XD (— > (@i = u)2/203)) :

i=1

Fiir diese gilt:
fin(@1, oo ) > K- fuo(@r, ..., x0)

S(@i-m)? 3 (wi—po)?
<:> eXp _ =1 + 1=1 5 > k*

2
20 203

& 20— po) 3o wi —n- (pf — p) > 205 - In(k*)
=1

202-In(k*)+n-(u2—p2
A \/%U'O 1:21(% - ,U/O) > ( . (2(M)1*M(El;1 HO) —n- :U’0> rtcro

und analog

fn(@r, o my) < K" fuo(x, ... 20)

n 202-In(k*)+n-(u2—p3
< i R0 < (R o) i
Daher hat ¢ die Bauart (5.1) aus Satz 5.1, und die Behauptung folgt aus Satz 5.1.
3. Schritt: Abschluss des Beweises.
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Sei p beliebiger Test zum Niveau « fiir

Hy o < g versus Hy @ p > pug.

Sei p1 > po beliebig.
Wir zeigen:  5,(u1) > B(iu)-

Dazu fassen wir ¢ und © beide als Test zum Niveau « fiir
H()I,u:,uo versusﬁl U= U

auf. Dann ist ¢ nach Schritt 2 gleichméfig bester Test fiir dieses Testproblem zum
Niveau «a, und da auch p Test zum Niveau « fiir dieses Testproblem ist, folgt
unmittelbar die Behauptung. U

5.3 Tests bei monotonen Dichtequotienten

Entscheidend im Beweis von Satz 5.2 war, dass

fﬁl (LU) > k

fﬁo (33)
dquivalent war zu

T(z) > k*

fiir ein nicht von ¥y < v/; abhéngendes T'.

Existiert eine streng monoton wachsende Funktion gy, », mit

fﬂl (l‘)

= §9y,9
fﬁo(x) o

so ist diese Aquivalenz immer giiltig, falls & im Bild von Ggo9, © T liegt.

(T'(2)),

Def. 5.3. Eine Klasse {wy : ¥ € O} von W-Maken auf (R, B,,) mit © C R heifst
Klasse mit monotonen Dichtequotienten 7 : (R", B,) — (R, B), falls gilt:

(1) wy, # wy, fir ¥y # Y, (“eindeutige Parametrisierung”).

(2) Es existiert ein o-endliches Maf p und p-Dichten fy : R® — R von wy so,
dass fur alle 1&), ¥ € © mit ¥y < ¥ eine streng monoton wachsende Funktion
G900, - R — R existiert, fiir die gilt:

f791 (l’)

= G99,
fﬂo(vx) 0,V1

(T'(z)) fir (U)lgo + w191> — fast alle z € R".
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(Hierbei oBdA 3 =0, da {& € R": fy,(z) = 0 = fy,(x)} eine (wy, + wy,)-
Nullmenge ist.)

Beispiel 5.4 Die Zufallsvariablen Xi,..., X, seien u. i. v. mit Px, = b(1,9),9 €
(0,1) =: ©.

Dann hat X = (X1,..., X,,) bzgl. dem abzihlenden Maf p auf {0, 1}" (eingebettet
in R”, d. h.
p(A) = [AN{0,1}"]

fir A € B,,) die Dichte

. . —x ixz n—ixi
folwr, oo an) = [[om(1 —0) = =05 (1 —v) =,
=1

Fiir 0 < 9y < 97 < 1 gilt

f191<1’1,...7$n) _ (]_—191)” (191 1_790)121%

fﬁo('rla"'vxn) 1_190 19_0 ]-_191
Wegen
1 —1
— 1-1=1
9o 1—0,
ist

(u) = 1=9:\" [ 1-1p\"

Joon =\ 19, 9 1-1,

streng monoton wachsend (in u), und daher ist {wy = @ b(1,9) : ¥ € O} eine
i=1

n
Klasse mit monotonen Dichtequotienten in T'(x) = > x;,x = (21, ...,2,).
i=1

Beispiel 5.5 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien u. i. v. mit Py, = N (u,02),u €
R =: ©. Dann hat X = (X,...,X,,) bzgl. dem LB-Maf die Dichte

=

L 2
fu(xbu'axn) — ‘1\/%.%.@@(_(%20?))
K2

1 1 é:l(ﬂfi—u)Q
R RCEEIN S U R b

3
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Fiir po < py gilt

fuq (1,0, Tn = -
% = exp (“ (Z(%‘ —m)? - ;(% - M0)2>/(203))

77777 .
=1

= exp(on (i = i)/(208) - ex0 (20— o) (S ) f209))

i=1

n
also ist {w, = @ N (u,03) : 1 € O} Klasse mit monotonen Dichtequotienten in
i=1
n
T(xy,...,2,) = Zajz
i=1

Bemerkung: Ist {wy : ¥ € O} Klasse mit monotonen Dichtequotienten in T,
und ist b : (R,B) — (R,B) streng monoton wachsend und bijektiv, dann ist
{wy : ¥ € O} auch Klasse mit monotonen Dichtequotienten in h o T'. Dies folgt,
indem man in Definition 5.3 gy, 9, durch gy, 9, o h™" ersetzt.

Satz 5.3 (Optimale Tests bei monotonen Dichtequotienten)
Zu testen sei
Hy 9 < g versus Hy : ¥ > vy

ausgehend von einer Realisierung einer Zufallsvariable X, fiir die gilt Px = wy fiir
ein ¥ € ©. Das Niveau sei a € (0,1). {wy : ¥ € O} sei Klasse mit monotonen
Dichtequotienten in T'.
Dann gilt:
Der Test

1 falls T(x)>c,

() =< v* falls T(z)=c,
0 falls T(z)<c,

wobei ¢ und ~* so gewihlt sind, dass Py, [T(X) > ] +v* - Py, [T(X) = ] = «
erfiillt ist, ist ein gleichméfig bester Test zum Niveau «.

Bemerkung: Satz 5.3 impliziert Satz 5.2. Um dies zu sehen, wihle man v* = 0

n
und ¢ = u,, und beachte, dass @ N (i, 07) Klasse mit monotonen Dichtequotienten
i=1
in T(x) => z; bzw.
=1

1=
n

T() = < (o~ )
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ist.

Beispiel 5.6: In einem Krankenhaus wurden im Jahr 1999 374 Madchen und
396 Jungen geboren. Kann man daraus zum Niveau o = 5% schlieken, dass mehr
Jungen als Médchen geboren werden?

Hier ist
X =(Xq,...,X,)

mit Py, = b(1,9), Xq,..., X, u. i. v., ¥=Wahrscheinlichkeit fiir “Jungengeburt”
und n = 374 + 396 = 770.

Ausgehend von einer Realisierung
= (T1,...,Tp)
n
mit Y x; = 396 wollen wir uns zwischen
i=1

Hy:9<0,5und Hy : 9 > 0.5
entscheiden. Dabei ist das Niveau als a = 0.05 vorgegeben.

Die Klasse {wy : ¥ € O} mit wy = Q) b(1,¥) ist nach Beispiel 5.4 Klasse mit
i=1

monotonen Dichtequotienten in

n

T(xy,...,2,) = sz

i=1
Nach Satz 5.3 ist daher ein gleichmékig bester Test zum Niveau « fiir dieses Test-
problem gegeben durch

1 falls x1+...+2x, >c,

*

O (1, ) =< v falls x+... 42, =c,
0 falls z1+4+...4z, <c,

wobei ¢ und ~* so gewahlt werden, dass gilt:

a=Pyos[X1+ ...+ X0 >+ Ppeos[ X1+ ...+ X, = .
Da X + ...+ X, b(n,?)-verteilt ist, ist die rechte Seite (fiir ¢ € Ny) gleich

n

S (1) - (0.5)F - (1 —0.5)"F 447 (") - (0.5)°- (1 —0.5)"°

k=c+1
n

SRHRORERAION
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Wir wahlen nun ¢ € Ny minimal mit

k=c+1

und setzen dann
a—Fy 1 [Xi+... + Xy >

Pﬁ:%[X1+...+Xn:c].

*

v

Dies ergibt
¢ =408 und v* = 0.67.

Da bei den gegebenen Daten
1+ ... +x, =396 <c

ist, ergibt dann die Anwendung des obigen Tests:

Zum Niveau o = 0.05 kann Hj nicht abgelehnt werden, d. h. man kommt bei dem
vorliegenden Datenmaterial zu dem Schluss, dass nicht unbedingt mehr Jungen als
Médchen geboren werden.

Der obige Test wird als einseitiger Binomialtest bezeichnet.
Zum Beweis von Satz 5.3 benotigen wir:

Satz 5.4. Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Satz 5.3. Dann gilt:

a) Ey,[¢"(X)] = a.

b) ¢* minimiert die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleich-
mékig unter allen Tests mit Ey [p(X)] = «, d. h. fiir jeden Test ¢ mit
Ey,lp(X)] = a gilt:

> <
Eylp(X)] Eylp*(X)] falls @ Jo.
< >
Beweis:
a)
Egolo"(X)] = 1+ Popy[T(X) > c] + 79" Py=po[T(X) =] +0

= «

nach Wahl von ¢ und ~*.

82



b) Sei ¢ beliebig mit Ey,[p(X)] = a.

b1>

bg)

Sei 91 > vy. Zu zeigen:
Ey, [p(X)] < Eg, [¢"(X)].
Hilfsproblem: Teste
Hj : 9 =19 versus Hy : 9 =4

zum Niveau .

Mit k* = gy, 0, (c) gilt (da {wy : ¥ € O} Klasse mit monotonen Dichte-
quotienten in T ist):

f191 (ZE) > k" f790<l‘> = gﬂo,ﬁl(T(‘r)) > 990,01 (C)
= T(x)>c

(da gg,., streng monoton wachsend ist).
Analog folgt
fo, (@) < k*- fy,(x) = T(x)<ec.

Also hat ¢* die Bauart (5.1) aus Satz 5.1, und ist folglich gleichméfig
bester Test zum Niveau « fiir H) gegen Hj. Wegen Ey,[p(X)] < « folgt
daraus, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art von ¢* an der Stelle 9,
nicht gréfer ist als die von ¢, d. h.

1- E191 [@*(X)} < 1- E191 [QO(X)]
bzw.
Ey, [p(X)] < By, [¢"(X)]. ~~ by)
Bem.: Im Beweis kann oBdA

f191,191 (gj)
Jo0.0,()
fiir p - fast alle x (statt (wy, + wy, ) - fast alle x) vorausgesetzt werden,

da man oBdA p so abéndern kann, das eine wy, + wy,-Nullmenge auch
p-Nullmenge ist.

= 090,91 (T(CL’))

Sei v < ¥gy. Zu zeigen:
By o(X) > Ey, ¢"(X).
Dazu betrachten wir das Hilfsproblem: Teste

Hj: 9 =g versus Hy : 9 =04
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zum Niveau 1-a.
Wir betrachten

1 falls T(z) <,
Pr)=1—¢"(x)=¢ 1—9* falls T(z)=c,
0 falls  T(x) > ¢,

was wegen

Epp(X)=1-Epe'(X)21-a

ein Test zum Niveau 1 — « fiir das obige Hilfsproblem ist, der das Niveau
an der Stelle ¥ voll ausschopft.

Mit k= —1 gilt dann analog zu b;):

991,90(¢)

fﬁl(x) > k" f190<x)

f'ﬁo (z)
f191 (x)

= 91,00 (C) > Go,0,(T(2))
=T(x)<c

1
:>/€_*>

da gy, 9, streng monoton wachsend ist.
Analog sieht man wieder

for(x) < k* - fo(x) = T(z) > c.

Also hat @ die Bauart (5.1) aus Satz 5.1 und ist daher gleichméfig
bester Test zum Niveau 1 — « fiir H| gegen Hj.

Wegen
Ego[1 = o(X)] =1 = Eylp(X)] =1-a

ist auch 1 — ¢ Test zum Niveau 1 — « fiir H| gegen Hj. Also ist die
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art von 1 — ¢* kleiner oder gleich der ent-
sprechenden Fehlerwahrscheinlichkeit von 1 — ¢, was impliziert

1= Ep, [l = ¢"(2)] < 1= Eg, [1 = p(X)],

also
Ey, [¢"(X)] < Ey, [0(X)] ~ b)

Beweis von Satz 5.3
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a) Beh.: ¢* ist Test zum Niveau a.
Beweis: Sei v; < 9. Zu zeigen:
Ey [¢"(X)] < a
Dazu betrachte
o(z) = a.

Nach Satz 5.4 sind die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster Art von ¢* kleiner
oder gleich als die von ¢, also gilt

Ey, [0"(X)] < By, [p(X)] = a.

b) Beh.: ¢* minimiert die Fehlerwahrscheinlichkeiten zweiter Art unter allen
Tests zum Niveau «.

Dies folgt wie im Beweis von Teil b;) von Satz 5.4, da dort nur Ey,[p(X)] < «a,
nicht aber Ey, [¢(X)] = «, bendtigt wurde. O

5.4 Tests im Zusammenhang mit der Normalverteilung

Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, seien unabhiingig identisch N '(u, 0?)-verteilt. Zu
testen sei

(5.2) Hy : o < g versus Hy @ > g
bei bekannter oder unbekannter Varianz o2, sowie
(5.3) Hy : 0* < of versus H, : 0° > 0.

Beim einseitigen Gauk-Test wird zum Test von (5.2) bei bekannter Varianz o2 die
Priifgrofe

T(Xy,...,X,) UO\/_Z

betrachtet. Ist o unbekannt, so kann o2 geschiitzt werden durch die emprische

Varianz
n

1 — _—
2 _ 2 S
S =7 ;Zl(XZ-—X) , WObelX_EjEZIX

und sodann kann die Priifgrofse

1



(mit S = v/S?) betrachtet werden.
Zur Konstruktion eines Tests fiir (5.3) bietet sich die Betrachtung der Priifgrofe

n—1 1 —
T(Xy,.. Xp) = — 8= 5> (X; = X)°
70 90 5=

an.

Im folgenden verwenden wir jeweils Tests der Bauart

1, falls T'(Xy,..., X,) > c,
SO(XM?XTL):{O SOIlSt.( ! )

Hierbei heift 7" Priifgrofie und c kritischer Wert des Tests ¢.

Die Festlegung des kritischen Wertes ¢ erfolgt durch Betrachtung der Fehlerwahr-
scheinlichkeit erster Art. Hierzu benétigen wir die Verteilung der Priifgrofe bei
Giiltigkeit der Nullhypothese, die im weiteren hergeleitet wird.

Def. 5.4:

a) Sind X, ..., X, unabhingige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen, so heift die

Verteilung von
> X!
i=1

(zentrale) X2-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

b) Sind X,Y unabhingig mit X N(0, 1)-verteilt und Y X?-verteilt, so heilt die
Verteilung von

s

(zentrale) t,-Verteilung.

Bemerkung: Man kann zeigen:

a) Die X2-Verteilung hat die Dichte

1 n_q

f(f):2n/?r(%)'ﬂl72 e72 (zeRy)
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(mit
o0

[(z) = /tx_l et dt (x >0))

bzgl. des LB-Mafies und stimmt daher mit der F;
Wabhrscheinlichkeitstheorie).

.- Verteilung iiberein (vgl.

b) Die t,-Verteilung hat die Dichte

Bemerkung: Werte der Dichte, der Verteilungsfunktion, Fraktile etc. der obigen
Verteilungen sind vertafelt.

Satz 5.5
X1,..., X, seien unabhingige N (i, 0?)-verteilte Zufallsvariablen.
Setze
. 1 n 1 n o
X==) X,und $? = X; — X)%
o2 XS 2
Dann gilt:

a) X und S? sind unabhiingig.
b) X ist N(u, U—:)—Verteilt.

¢) 25t S%ist X2 -verteilt

d) /n- % ist t,,_;-verteilt.

Im Beweis benotigen wir:

Lemma 5.6

Seien Y71,. .., Y, unabhingige N (0, 1)-verteilte ZVen, sei A eine orthogonale n x n-
Matrix (d. h. es gelte A”A = 1) und sei

Z Y

87



Dann sind die ZVen Zi, ..., Z, ebenfalls unabhingig N (0, 1)-verteilt.

Beweis:

Wir zeigen:

n

(%) PlZy < z1,...,20 < 23] = / 1}1(&@—) d(zy, ..., 2,)

(—00,21]X... X (—00,2n]
fiir alle z1,...,2, € R.

Dies impliziert die Behauptung, denn aus der obigen Beziehung folgt, dass die
Dichte von (74, ..., Z,) das Produkt von n-Dichten von standard-normalverteilten
ZVen ist und damit die Komponenten von (Zi,...,Z,) unabhingig standard-
normalverteilt sind.

Zum Nachweis von (x) setzen wir fiir beliebige z1,...,z, € R
= (—00, 21| X ... X (—00, 2]

und beachten

PlZy < z1,..., 7, < 2]
Z 1
=pP||: el
Zn
vy
bel% p Al : | el
Y,
Y
=P cleds
Y,
= f v (@, xn) d(xy, ..o xp)

A
= If Fvevn (A7 W1, ) - [det (A D] d(yn, - - -, yn)

(mit Substitution (z1,...,2,) = A (y1,...,yn)), wobei



die Dichte von Y7,...,Y,, ist.
Wegen éTé =1 gilt é_l = éT und ]det(éT)\ = 1. Damit folgt

PlZy < z1,..., 72y < 2]
- f th“"Yn(éT(yl; e JJn)T) -1 d(yl, e 7yn>
I
Y1
(yl ~~~~~ yn)ééT N

() o (- Ml ()

folgt daraus die Behauptung.

Beweis von Satz 5.5:
Seien X1, ..., X, unabhingig N (u, 0?)-verteilt.
Dann sind Y3,...,Y, mit

unabhéngig N (0, 1)-verteilt.

Wir wihlen eine orthogonale Matrix A, deren erste Zeile gerade gleich

el = (n’l/Q, o ,n’1/2)
ist, und setzen
Z Yy
7 = : = é :
L Y,

Nach Lemma 5.6 sind dann die 71, ..., Z, unabhingig N (0, 1)-verteilt.

Im Folgenden stellen wir die interessierenden Grofen als Funktionen der 77, . ..

dar.
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Dazu beachten wir:

n

YD Z =2z P=YTY |P=) P

=1 i=1

(da. A orthogonal ist und Z = AY'), sowie

VX = g Yo Yitp) =0 Y +pey/n
1=1
= o-e'Y +/nu

und
(n—1)-5% = Z(XZ — X)?

(da [ Z |*=Il AY [I*)
= o2 i Z2.

i
=2

Daraus folgt nun leicht die Behauptung:

a) Da Zi, ..., Z, unabhingig sind, sind auch

\/ﬁ-ysé'a-Zl—l—\/ﬁ-u

und

2 — o* .iz?
n—1 pr ¢

unabhéngig.
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b) Da Z; N(0,1)-verteilt ist, ist
o

7 S.ZO.
vn

Zi+p

N (1, %)—Verteilt (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie).

¢) Da Z,,...,Z, unabhingig N (0, 1)-verteilt sind, ist

X2 -verteilt.

d)

ist t,,_1-verteilt.

O

Die obigen Uberlegungen fiihren auf die folgenden Tests fiir normalverteilte Zu-

fallsvariablen:

a) Teste bei bekannter Varianz o? = o2

Hy:p < pg versus Hy @y > pg

mittels

(X,

0 , sonst
mit u, = a-Franktil von N'(0,1).
(“Einseitiger Gauft-Test”)

b) Teste bei unbekannter Varianz o2

Hy: p < pg versus Hy @y > pg

mittels

QD(Xl,...,Xn) =
0 sonst

mit ¢, 1., = a-Fraktil der ¢,_;-Verteilung.

(“Einseitiger t-Test von Student”)
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c¢) Teste bei unbekanntem (u, 0?)
Hy: 0® < of versus H; : 0° > o
mittels

1 falls L
(X1, X)) = asea.

0 sonst ,

(X; — X)?> &2 L

M=

1

mit X ., = a-Fraktil der X*-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden.
(“Einseitiger X2-Test fiir die Varianz”).

Bemerkungen:

a) Der einseitige Gauf-Test ist ein gleichméfig bester Test zum Niveau « fiir
das obige Testproblem (vgl. Satz 5.2).

b) Der einseitige t-Test von Student ist ein Test zum Niveau «, denn:

Fiir py < po gilt:

PM*M[\/H' 7—#0 > tn—l'a]

X,ul

Py Hl[ > ln1 04]
(da li. 5. im Innern der Wahrscheinlichkeit “vergrofert”wurde)
=a

(da li. S. nach Satz 5.5.d) t,,_1 — verteilt ist).

c¢) Der einseitige X?-Test ist ein Test zum Niveau «, denn analog zu b) folgt
mit Satz 5.5 ¢):

Fiir 0y < 0¢ gilt:

n

O' o1 |:o'_l(2) Z:l( ) > Xg—l;a]
< Py (X = X7 > X2
= .

d) Man kann zeigen:

Der einseitige ¢t-Test von Student und der X2-Test besitzen “4hnliche” Opti-
malitidtseigenschaften wie der einseitige Gaufs-Test.
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Bemerkung:

a) Mochte man in a)
Hy:p > po versus Hy @ o> po
testen, so ersetze man in der Definition des Tests
n —
~—(X — po) > ua
00

durch

n —
—(X — ,uo) < Up—g-
0o

Analog in b) und c¢).
b) Zweiseitige Tests:

Mochte man in a)
Hy : p= po versus Hy @ ju # po

testen, so ersetze man in der Definition des Tests

N

— (X — > Ug
o0 ( fo) > u
durch
n —
— (X — o) | > Uqyo.
0o
Analog in b).
In ¢) verwende man
1 < —
Xifl;lfa/2 < ? Z(XZ - X)2 < Xsfl;a/Q
0

i=1
als “Ablehnungsbereich” von H;.

¢) Zweistichprobenprobleme

Gegeben seien Stichproben
Xi,..., X,

und
Yi,.... Y,

zweier Normalverteilungen mit unbekannten Erwartungswerten pyx bzw. uy

und gleicher (bekannter oder unbekannter) Varianz o3 bzw. o2.
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Getestet werden soll

Hy : pux = py versus Hy @ pux # py.

Ist die Varianz o2 bekannt, so schitzen wir puy bzw. py durch

o 1 n . 1 m
X:E;Xi bZW.Y:E;Yj

und betrachten als Testgrofe |Z| mit

n-m X-Y
m (o)) '

7 —

S
+

Bei Giiltigkeit von Hy ist Z N(0, 1)-verteilt, denn Z ist als Linearkombina-
tion unabhingiger normalverteilter Zufallsvariablen normalverteilt und fiir
px = py gilt

EZ = Jrm . L(EX — EY)
00

= ,H—m'%o’(ux—/w)

sowie

Also ist es naheliegend, H, abzulehnen, falls

n-m X-Y
n—+m (o)

ist (Zweiseitiger Gaufi-Test fiir zwei Stichproben”).

> Uq /2

Ist dagegen die Varianz o unbekannt, so gehen wir analog zum zweiseitigen
t-Test von Student vor. In einem ersten Schritt schitzen wir o2 durch die
sogenannte gepoolte Stichprobenvarianz

Y (X=X (Y - TP
g2 _ =l j=1
m+n—2
fiir die gilt
BIS?) = ———— (1= 1) V(X)) + (m— 1) V(Y1) = 0%
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und verwenden dann als Testgrofe |Z| mit

g [n-m X-Y
S Vnd+m V52

Man kann zeigen, dass Z bei Giiltigkeit von H, t-verteilt ist mit m +n — 2-
Freiheitsgraden. Daher lehnt man hier Hy ab, falls

|Z‘ > ta/Q;nerfQ

gilt.

(“Zweiseitiger t-Test fiir zwei Stichproben”)

Anwendung des t-Tests in den Beispielen 5.1 bis 5.3:

In Beispiel 5.1 betrachten wir zunéichst das einseitige Testproblem
Hy:p<0,7versus Hy : 0> 0,7
bei normalverteilten Daten mit unbekannter Varianz. Gegeben ist hier

n=100,Z =0,71,s* = 0,003 und o = 0, 05.

Wegen
T — lp 0,71 —-0,7
=v100- —————~ 1,83
\/ﬁ( s ) 0 /0,003 ’
und

tn—1:0 = t99;0,05 = 1,66

kann Hj hier zum Niveau a abgelehnt werden.

Betrachtet man Beispiel 5.1 dagegen als zweiseitiges Testproblem
Hy:p=0,7versus Hy : p # 0,7,

SO IMusSS 1man

‘\/ﬁx_"o — 1,833

S

mit

tn—1;0/2 = t99;0,025 = 1,98
vergleichen und kommt jetzt zum Ergebnis, dass Hy zum Niveau a nicht abgelehnt
werden kann. Dies liegt daran, dass bei zweiseitigen Testproblem der “Ablehnungs-

bereich” in Richtung p > 0,7 kleiner wird, da auch Werte mit p < 0,7 abgelehnt
werden.

95



Als Néchstes wenden wir den einseitigen ¢-Test in Beispiel 5.2 zum Test von
Hy:p <312 versus Hy @ > 312

an. Hierbei ist
n =40,7 = 315, s* = 120 und a = 0, 05.

Wegen
T — o JI0 315 — 312
n =vV40 — ~ 1,732
v S v 120
und

th—1,0 = t39,0,05 ~ 1,69
kann hier Hy wieder zum Niveau a abgelehnt werden.

Abschliefsend wenden wir noch den zweiseitigen t-Test fiir zwei Stichproben in
Beispiel 5.3 an.

Dabei ist
Hy: px = py und Hy @ px # py
und es wird angenommen, dass 0% = 0% gilt und der Wert unbekannt ist.

Gegeben ist
n=10,7 =7,885,m =5,y = 8,128

und 1
s* = 1—3(9,65 +4,15) =~ 1, 06.
Damit ist
n—m IT-—7Y
1/ . ~ 0,4
‘ n+m \/? )
und wegen

bntm—2;a/2 = t13,0,025 ~ 2,2

kann H, anhand dieser Daten zum Niveau o = 5% nicht abgelehnt werden.

5.5 Robustheit von Tests

Frage: Was passiert, wenn man die Tests aus dem vorigen Abschnitt auf nicht
normalverteilte Daten anwendet ?

Wir betrachten dazu exemplarisch den einseitigen ¢-Test:

Xi, ..., X, seien unabhingig identisch verteilt mit unbekanntem Erwartungswert
i € R und unbekannter Varianz o2 > 0. Zu testen sei fiir festes pp € R

Hy:p < pg versus Hyp:p > pp.
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Wir verwenden dazu den ¢-Test:

gO(Xh...,Xn) =

1 falls RS > 1, g,
0 sonst,

wobei X = 15" X, 5% = L5 (X; — X)? und t,_1,, = a-Fraktil der t-
Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, d.h., dass a-Fraktil der Verteilung von

A
V=D s

mit Z, Zy, ..., Z,_1 unabhingig N (0, 1)-verteilt.

Interessieren tun uns die Fehler erster Art

P {\/?ﬁ (X = po) > tn—l;a} (1)

fiir Verteilungen mit EX; = u < g, sowie die Fehler zweiter Art

P Y (X ) <t )

fiir Verteilungen mit EX; = u > py.

Wir fiithren dazu bei festgehaltener Verteilung (!) asymptotische Betrachtungen fiir
(1) und (2) (fir n — oo) durch.

Hilfreich dazu ist:
Lemma 5.7 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
a) Ist X, quadratisch integrierbar mit 0 < V(X;) < oo, so gilt

X —EX;

Vg

—P N(0,1) — verteilte Zufallsvariable.

b) Fiir beliebiges a € (0,1) gilt
tha = Us (N — 00),

wobei u, das a-Fraktil von N(0,1) ist.

Beweis: Aus dem Satz von Slutsky folgt

X-EX, V(X)) &

s SNV

Vn (X—EX;) =P N(0,1)—verteilte Zufallsvariable,
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da nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

vn

——— - (X —EX)) =P N(0,1) — verteilte Zufallsvariable
V(X1)

und da aus dem starken Gestz der grofsen Zahlen folgt

2
1 - 1 o IR
St = - XP = azilef‘GZXi)

=1 i=1

1 (BX2— (BX)) = V(X)) fs,
was impliziert
V(Xy)
G2

b) Seien Z, Z;, Z,, ...unabhéngig identisch N (0, 1)-verteilt. Dann gilt nach dem
starken Gesetz der grofien Zahlen

—1 fs.

1 n
- § 7? - EZ} fs.,
n

i=1

was mit Slutsky impliziert

A

Vo 2

Mit der Definition von u, folgt daraus fiir beliebiges ¢ > 0

—P N(0,1) — verteilte Zufallsvariable.

A
IimP|—/——=<uy—€| <1l—-a

n—00 1 2
\ o 2ie1 Zi

und

Z
Im P|— <wu,+e| >1—a.

n—00 /1 n 2

Also existiert fiir beliebiges € > 0 ein ng € N so, dass fiir alle n > ny gilt

Z Z
P|l—2 <uy,—¢|<l-a<P|—2— <u,+el,

Vi i 2 Vi e 4
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woraus mit der Defintion von

Z
lpo=mind 2 €ER 1 P | —m—me= <2z > 1 -«

Jiznz

ua_EStn;agua'f_e

folgt

Da dies dquivalent ist zu
|tn;a - ua’ S €,

folgt die Behauptung. OJ

Satz 5.8. Seien Xi, Xy, ...unabhingig identisch verteilte reelle Zufallsvariablen
mit Erwartungswert 4 = EX; € R und 0 < V(X;) < o0. Sei X = 137" X,
5% =L 5" (Xi—X)% ae(0,1) und po € R.

a) Fiir p < py gilt:

lim sup P [g (X = o) > tn_l;a} <a.

n—oo

b) Fiir pu > o gilt:

limsup P {ﬂ (X =) < tn_l.a} =0.
n—o00 S '
Beweis.

a) Fiir p < py gilt nach Lemma 5.7 und Slutsky:

P ‘/?ﬁ (X — o) > tn_m] < P {g (X —p) > tn—m]

JERTRENN

AL CN TR
e S (X —p)>u

(n—00)

— P [N(0,1)-verteilte Zufallsvariable > u,] = .

b) Fiir pu > g gilt fiir z € R beliebig nach Lemma 5.7:

lim sup P [g (X — o) < tnl;a:|

. n — n
timsupP [ Y2 (X = ) < e — (1 — o) - L
= limsup P {g (X —p) < z}

=P [N(0,1)-verteilte Zufallsvariable < z] - 0 (2 — —00).
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Hierbei haben wir bei der zweiten Gleichheit ausgenutzt, dass nach dem starken
Gestz der groken Zahlen gilt

(M_MO)g_)OO f‘s'v

vgl. Beweis von Lemma 5.7. U

Bemerkung: Eigentlich interessant sind Aussagen iiber

limsup sup Py [ Y+ (X — p0) >ty 1.0 (3)
n—oo 1YE€Og L S |
und _ .
lim sup sup Py [ Y2 - (X — 10) < fu_p (1)
n—oo €O, L S

fiir Klassen {wy : ¥ € Op} und {wy : ¥ € ©;} von Wahrscheinlichkeitsmafken mit
Erwartungswert kleiner oder gleich pg bzw. grofer i, die keine Normalverteilungen
sind.

Fiir Aussagen zu (3) braucht man dann Voraussetzungen, die sicherstellen, dass
die Konvergenz im Beweis von Satz 5.8 gleichmikig bzgl. 9 ist (z.B. uniforme
Beschrinktheit geeigneter Momente). Fiir (4) muss zusétzlich ein ”Abstand” grofer
Null zwischen den beiden Verteilungsklassen bestehen (da i.A. die Giitefunktion
stetig von p abhéngen wird, und i.A. (4) groker oder gleich 1 — « fiir n grok sein
wird, sofern (3) kleiner oder gleich « ist).

5.6 Zwei nichtparametrische Tests

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei Tests, bei denen nicht zwingend eine durch
einen endlich-dimensionalen Parameter parametrisierte Klasse von Verteilungen
vorgegeben ist.

5.6.1 Der Zeichentest

Im Folgenden seien X, ..., X,, unabhéngig identisch verteilte reelle Zufallsva-
riablen mit stetiger Verteilungsfunktion. pi,,.q sei der Median von Xj, der hier
durch

1
P{X1 < ,Umed} = 5 = P{Xl > ,umed}

(aufgrund der Stetigkeit der Verteilungsfunktion) eindeutig definiert ist (ansonsten
allgemein:

1
fmed = min{z eR:P{X; >z} > 5})
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Zu testen sei fiir vorgegebenes py € R:

Ho : pimed < po vs. Hiy @ flmea > lo-

Bsp. im Zusammenhang mit sogenannten verbundenen Stichproben:
n Kunden testen jeweils Produkt 1 und Produkt 2, wobei Kunde ¢ die Qualitét
von Produkt 1 bzw. 2 durch Y; bzw. Z; einschitzt. Wir fassen sodann (X7,Y)),
.o, (X5, Y,) als eine unabhéingig identisch verteilte Stichprobe auf und testen
ausgehend von

Xi=Yi— 2

die obigen Hypothesen mit pg = 0. H; besagt dann, dass das neue Produkt besser
eingeschatzt wird, wihrend bei Giiltigkeit von H, das alte Produkt das bessere ist.

Beim Zeichentest betrachtet man

n

T(Xh s 7Xn) = Z I{X—L‘>M0} = Z(SZQTL(X,L - MO))"F
=1

i=1
(mit sign(z) = Vorzeichen von z € R).

Fiir Hmed = Ho gllt
1
P{Xl > NO} = 57

also ist in diesem Fall T'(Xy,..., X,) b(n, 1/2)-verteilt.
Wir lehnen daher Hy zum Niveau « ab, falls
T(Xy,...,X,) > a— Fraktil von b(n,1/2)

gilt.

Analog fiir
Ho: prmed = o VS, Hi @ fimed 7# 1o

(vgl. Ubungen).

5.6.2 Der Wilcoxon-Rangsummen-Test

Xy, ..., X, Y1, ..., Y, seien unabhingige reelle Zufallsvariablen, wobei X, ...,
X,, unabhingig identisch verteilt sind mit Verteilungsfunktion F' und Y3, ..., Y,
unabhingig identisch verteilt sind mit Verteilungsfunktion G. Zu testen sei

Hy:F=G versus Hi:F>Gund F#G
(also bei Hy: F(x) > G(z) fiir alle z € R und F(y) > G(y) fiir ein y € R).
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F und G seien stetig.

Sind z1,...,2y € R paarweise verschieden, so ist die Rangzahl r; von z; bzgl.
(z1,...,2n) der Platz € {1,..., N}, den z; einnimmt, wenn man die 21, ..., 2y
der Grofe nach sortiert.

Bsp. Fiir (z1, 22, 23, 24) = (5,1,2,6) gilt (r1,7re,7r3,74) = (3,1,2,4).

Zur Entscheidung zwischen Hy und H; betrachtet man beim Wilcoxon-Rangsum-

men-Test die Rangzahlen 7y, ..., r,y,, von Xy, ..., X,,, Y7, ..., Y,,. Wegen der
Unabhéngigkeit und der identischen Verteiltheit der Xy, ..., X, undder Yy, ..., Y,
ist es klar, dass uns eigentlich nur {ry,...,r,} und {r,41,..., 71} interessieren.

Da jede der Mengen die jeweils andere eindeutig bestimmt, betrachten wir sogar
nur Rangzahlen
1<S5 <SS << S, <n+m

der Yy, ..., Y, im (n+m)-Tupel (Xi,..., X,, Y1,...,Y,), und zwar der Groke nach
geordnet. (Bindungen treten hierbei nur mit Wk. Null auf, ggf. randomisieren).

Bei Giiltigkeit von Hy tritt jede Anordnung der Y3, ..., Y,, im (n + m)-Tupel
(X1,..., X, Y1,...,Y,,) mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf, also gilt unter
Hy

1
P[Slzsl,...,szsm]:W
fiir alle s1,...,8, ENmit 1 <s1 <8<+ <8, <n+m.

Jeder Rangtest, d.h., jeder auf den obigen Rangzahlen basierende Test, mit
k

(")
als Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art (mit & € Ny), hat daher einen kritischen Bereich
(d.h., einen Bereich in dem H, abgelehnt wird), der aus genau k& Tupeln

o =

(S1,--+,8m) € N

mit 1 <s; <8y <+ <8y, <1+ m besteht.

Beim Wilcoxon-Rangsummen-Test wihlt man nun den kritischen Bereich als

{(s1,---y8m) EN" g1 4854+ + 8, >c},
wobei s, ..., S, die Rangzahlen zu v, ..., y, im (n + m)-Tupel
(X1, Tp, Y1, -+, Ym) sind (die hier nicht sortiert werden miissen), und wobei

¢ > 0 in Abhéngigkeit des Niveaus geeignet gewéhlt wird.
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5.7 Multiples Testen

Oft mochte man nicht nur {iber eine Eigenschaft eines Datensatzes, sondern iiber
viele simultan Aussagen machen.

Beispiel: In einer Studie zur Bildungsforschung werden Tests an Schiilern in den
16 verschiedenen Bundesldndern gemacht, und man mochte die Ergebnisse der
einzelnen Bundesléinder miteinander vergleichen.

Formal: X ZV mit Py € {wy : ¥ € ©}, wobei © = @éi) U @ﬁ“ firi=1,...,s.
Teste simultan ’ . ‘ .

a9 e 0 versus HY:9ecol
fiir i = 1,...,s zum Niveau « mittels Tests @1, ..., ©s.

Beispiel: Ausgehend von einer Stichprobe einer N (u, 0?)-Verteilung soll getestet
werden

Hy:p<pgund o <oy versus Hy:p> pugoder o > oy,

wobei wir im Falle einer Ablehnung von Hj auch wissen wollen, welche der beiden
Hypothesen
1
Hé "n < o

bzw.
Hé2) o <oy

abgelehnt wurden.

Definition: Ist {p;}i—1
heifst

s eine Familie von Tests fiir die obigen Testprobleme, so

sup Py [Eli e{l,...,s}:0¢€ @éi), 0i(X) =1
V€0
die Fehlerrate erster Art von {y; }i=1

.....

Frage: Wie konstruiert man zu vorgegebenen o € (0,1) eine Familie von Tests
mit Fehlerrate erster Art kleiner oder gleich « (die natiirlich im Hinblick auf die
Fehler zweiter Art die Nullhypothesen moglichst oft ablehnen soll) 7

Bemerkung: Die Wahl von ¢; als Test zum Niveau « fiir alle 2 = 1,..., s ist hier
i.A. nicht sinnvoll. Denn existiert

9o € Ni_, 0}

und sind fiir ¥ = 9y die p1(X), ..., ¢s(X) unabhingig (was z.B. moglich ist, falls
X aus s unabhéngigen Komponenten besteht), so gilt im Falle, dass alle ¢; das
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Niveau fiir ¢ = 9y voll ausschépfen, aufgrund der Unabhéngigkeit der ¢;(X), ...
ps(X):

Py, [az’e{1,...,s};q9oe@g“, goi(X)zl] = Py [Fie{l,....s}:p(X)=1]
= 1-Py, [Vie{l,...,s}: ¢;i(X) #1]
= 1= T[Po w0 1]

= 1- ] =Py pi(x) =1
i=1
= 1-(1-w?°
Z.B. ergibt sich hier fiir « = 0,05 und s = 10: 1 — (1 — @) = 0,4
und fiir « = 0,05 und s = 50: 1 — (1 — )% =~ 0,92

Primitive Vorgehensweise: Wihle @; als Test zum Niveau «/s. Denn dann gilt:

sup Py [Eli e{l,...,;s}:0¢ @((f), wi(X) = 1]

9e®
<su P [ﬁe@(i), (X :1]
ﬂeg; 0 0 s Pi(X)

< ZS:SUPPIQ [19 € @((f), wi(X) = 1]

— veo
= Z sup Py [0;(X) = 1]
i=1 90"

s
(0]
S E — =q,
- S
i=1

wobei wir bei der letzten Ungleichung ausgenutzt haben, dass ¢; ein Test zum
Niveau «/s ist.

Aber: Bei dieser Vorgehensweise wird das Niveau eventuell sehr klein.

Fiir eine raffiniertere Vorgehensweise benotigen wir den Begriff des p-Wertes:

Ist ¢ Test der Bauart

1 falls T(z)>c
p(z) =
0 sonst
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(mit Teststatistik 7" und kritischem Wert ¢) fiir
Hy:9 €0y versus H;:1¥ € Oy,
so ist
S:={z : T(x)>c}

der sogenannte kritische Bereich von ¢, der alle x enthélt, fiir die der nichtrando-
misierte Test ¢ die Hypothese Hj ablehnt. Wir nehmen im Folgenden an, dass ¢
das Niveau « voll ausschopft, d.h., das gilt

sup By[o(X)] = sup Py[T'(X) > ] = a. (5)
9€O 9€60

Weiter sei ¢ = ¢, das minimale (bzw. infimale) ¢, fiir das (5) erfiillt ist, und es
sei Sy = {z : T(x) > ¢4} der zu ¢ gehorende kritische Bereich. Dann gilt fiir
D<o <ag <1

Cay > Cap und folglich S, CS,,

(da ¢ = supyee, Eg[¢(X)] = supyce, Py[T'(X) > c| monoton fallend in c ist).

Der p-Wert des Tests ¢ ist nun dasjenige (vom Werte x von X abhingende) Niveau,
das gerade noch zur Ablehnung von Hy (also zu p(x) = 1) fithrt. Genauer definieren
wir:

p=7p(x)=inf{a € (0,1) : x € Su} =inf{a € (0,1) : T(x) > c,}.
Gilt nun p < ayg, so existiert a € (p, ) mit
T(x) > cq > Cay,

was impliziert x € S,,, d.h., der Test ¢ zum Niveau oy lehnt H, ab.
Fiir den p-Wert gilt:

Lemma 5.9. Fiir den Ablehnungsbereich S, des obigen Tests ¢, zum Niveau «
gelte

sup Py[X € S,] <«
JEO

fiir alle a € (0,1) (was dquivalent zu

sup Ey[pa(X)] <«
DISSTY

fiir alle a € (0,1) ist). Dann gilt fiir jedes ¥ € Oy und jedes u € (0,1):

Py[H(X) < u] < u.
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Beweis. Aus p(X) < u folgt fiir jedes 0 < u < v < 1 die Beziehung p(X) < v, was
X € S, impliziert. Also gilt

Pyp(X) <u] <Py[X €S, <supPy[X eS| <w
ISSN

fiir alle 0 < u < v < 1, was die Behauptung impliziert. 0]

Mit Hilfe des p-Wertes konnen wir nun wie folgt eine Methode zum Multiplen
Testen einfiihren:

Zu testen sei simultan

Héi) VNS @(()i) Versus Hl(i) VNS @@

fiir ¢+ = 1,...,s zum Niveau «. Dazu seien Tests @1, ..., p, der obigen Bauart
vorgegeben.
p1 = p1(X), ..., ps = Ps(X) seien die zugehdrigen p-Werte, und pry < -+ < Py

sei eine aufsteigende Anordnung derselben mit zugehériger Anordnung Hé(l)), ce
HY“) der Hypothesen HS", ..., H{.

Zum Niveau « € (0,1) testen wir die Hypothesen Hél), e Hés) wie folgt:

(1)

Schritt 1: Gilt p1) > a/s, so akzeptiere Hé ey Hé(s)). Gilt dagegen p1y < a/s,
iy

(
so verwerfe H(()( ) und fahre mit Schritt 2 fort.

Schritt 2: Gilt p) > a/(s — 1), so akzeptiere H(()(z)), e H(()(S)). Gilt dagegen
P2) < o/ (s — 1), so verwerfe HS(Q)) und fahre mit Schritt 3 fort.

Schritt 3: Gilt pi) > a/(s — 2), so akzeptiere Hé(g)), ey Hé(s)). Gilt dagegen
P < af(s—2),s0 ...

Fiir dieses Verfahren gilt:
Satz 5.10: Fiir die Tests ¢; (i = 1,...,5s) gelte

sup Eylpi(X)] < a
ECTY

fiir alle i € {1,...,s}. Dann ist die Fehlerrate erster Art bei obigem Testverfahren
kleiner oder gleich a.

Beweis. Sei v € O beliebig und
Li={ie{l,....s}:0e0l} 0.
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Wir miissen zel%en dass die Wahrscheinlichkeit, dass der obige Test irgendeine der
Hypothesen H (1 € I) verwirft, kleiner oder gleich « ist.

Sei j € I der kleinste Index mit

P(j) = min p;.

el

Der obige Test verwirft nur dann eine der Hypothesen Héi) (i € I), falls er Hé(j )
verwirft, was genau dann eintritt, wenn gilt

s a - « s Q@
P Sap(Q) 8_17"'7p(]) S—]+1
Letzteres impliziert
o s Q @
minp;, =pjH < ———— < —,
ier Vi PO s—j+1 7= |1

dal C{1,...,s}unddiezu pg), ..., P;—1) gehorenden Indices nicht in I enthalten
sind (woraus |[I| < s — (5 — 1) folgt).

Daher gilt:

Py [Der Test verwirft eine der Hypothesen H[gi) firiel

(0%
1]

<2P [pz |f|]

el

< Py {mm D <

Lemma 5.9 a

S Zm:O{

U

Bemerkung: Vergleichen wir die primitive mit der raffinierteren Vorgehensweise,
und sagen wir vereinfachend, dass unser Test ¢; zum Niveau « die Hypothese Hél)
genau dann verwirft, wenn gilt

ﬁ’i < a,
so konnen wir beide Methoden wie folgt miteinander vergleichen:
Bei der primitiven Methode wird Hé(i)) genau dann verworfen, wenn gilt

S < o
Y4o) s

()

Dagegegen verwirft die raffiniertere Methode H; ' genau dann, wenn gilt:

. <aA @ s < a
P S7p(2) 8_17---17(1) S—’L—l-l
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Wegen

Py < Pe) < - D)
wird die letzte Bedingung aber von p) < < impliziert, also verwirft die raffinierte
Methode in den Féllen, in denen die primitive Methode Hé(i)) verwirft, immer
ebenso diese Hypothese.

Daher wird bei der raffinierteren Methode Hé(i)) ofters abgelehnt, was zu kleineren

Fehlern zweiter Art fiihrt (bei denen Hl((i)) richtig ist, aber trotzdem Hé(i)) nicht
abgelehnt wird).
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6 Bereichsschatzungen

6.1 Einfithrung

In Kapitel 3 haben wir unabhéngige und identisch verteilte ZVen X;,..., X, be-

trachtet mit
Px, = wy, € {wy : ¥ € O},

und versucht, eine Schitzung 7, (X7, ..., X,,) von g(J) fiir ein gegebenes
g : © — R* zu konstruieren.

Klar: L A. gilt T,,(Xq, ..., X,) # g(J0).
Daher ist es eventuell realistischer zu versuchen, eine Menge
C(Xy,...,X,) CR”

zu konstruieren mit

9(190) € C(Xl, e ,Xn)

Wiinschenswert dabei ist:

(1) Die Wahrscheinlichkeit

soll “moglichst grok” sein fiir alle ¥ € © und alle u. i. v. Zufallsvariablen

Xq,..., X, mit Px, = wy.

(2) Die Menge
(X1, ..., X,)

soll “méglichst klein” sein.

Die folgende Definition formalisiert (1).

Definition 6.1: Sei a € (0,1).

a) C(Xy,...,X,) heikt Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1—« falls

fiir alle ¥ € © und alle u. i. v. ZVen Xy, ..., X, mit Py, = wy gilt:
Pylg(W) € C(Xy,...,X,)] > 1—a.

Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite

existiert.

b) Ist C(Xy,...,X,) in a) ein Intervall, dann heift C(X4,..., X, ) Konfidenz-

intervall zum Konfidenzniveau 1 — a.

109



6.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel 6.1. Bei einer Umfrage ca. 3 Wochen vor der Bundestagswahl 2002 ga-
ben von n = 2000 Befragten 912 bzw. 927 an, fiir Rot-Griin bzw. fiir Schwarz-Gelb
stimmen zu wollen. Wie bestimmt man daraus moglichst kleine Intervalle, die mit
Wahrscheinlichkeit grofer oder gleich 0,95 den Anteil der entsprechenden Wéihler
in der Menge aller Wahlberechtigten iiberdecken?

Beispiel 6.2. Im Jahr 1999 wurden in Deutschland 374.448 Madchen und 396.296
Jungen geboren. Man gebe ein moglichst kleines Intervall an, das mit Wahrschein-
lichkeit grofer oder gleich 0,99 die Wahrscheinlichkeit fiir eine “Jungengeburt”
tiberdeckt.

Beispiel 6.3. Ein Psychologe interessiert sich fiir die Reaktionszeit im Strafen-
verkehr von 10-jdhrigen Schiilern. Bei n = 51 Schiilern wurde eine mittlere Reak-
tionszeit T = 0,8 [sec.] mit empirischer Varianz s> = 0,04 [sec.?] gemessen. Wie
bestimmt man daraus ein (moglichst kleines) Intervall, das die mittlere Reaktions-
zeit mit Wahrscheinlichkeit grofer oder gleich 0,95 iiberdeckt?

6.3 Konstruktion von Bereichsschiatzungen mit Hilfe von
stochastischen Pivots

Seien wie oben Xi,..., X, u.i. v. ZVen mit
Py, = wy, € {wy : ¥ € O}

und g : © — R*.

Die Idee bei der Konstruktion von Bereichsschitzungen mit Hilfe von stochasti-
schen Pivots ist die folgende:

Wir konstruieren ein sogenanntes stochastisches Pivot

Q = Q(Xh ce aXnag(ﬁ(]))

derart, dass die Verteilung von () unabhéngig von ¥y € © ist. Wir wihlen dann
eine Menge B mit
P[Q e Bl =1-aq,
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und schreiben
Q(Xh ce 7Xnvg<190)) € B

um zu

g(9) € C(X1,.... X,).

Anwendung in Beispiel 6.3:

Wir treffen die vereinfachende Annahme, dass X, ..., X,, unabhiingig N (u,0?)-
verteilt sind, wobei 02 = o = s* bekannt ist.

Dann ist
1 1 <
- Z(Xi_ﬂ) N(0,1) — verteilt,
no i=1
daher gilt
Pl 1i(X )| < 1
— - S Uy =1 -«
H | Vo & Y /2

fiir alle p1 € R, wobei w9 das a/2-Fraktil von N'(0,1) ist.

Mit
Tro iil(Xz' — 1)| < a2
& —topp S LEX X~ ) < o
& %Z_ilX fua/2<,u< ZX+fu0¢/2
folgt:

C(Xl,..-, [ ZX ua/27 ZX + Ua/Q

ist Konfidenzintervall zum Konﬁdenzmveau 1—a.

In Beispiel 6.3 folgt konkret mit T = 0.8,0 = s = v/0.04 und a = 0.05 (also
Ugj2 = 1.96): das gesuchte Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 0.95 ist

Clxy,..., 1) = [0,8—1,96-%,0,8+1,96-%}

~ [0.745 , 0.855).

Die Annahme von oben, dass die Varianz bekannt ist, ist unrealistisch. Ohne diese
Annahme folgt mit

n

sro L D (X - X)?

n—1
i=1
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aus Satz 6.5:
vn —H ist t,,_1 — verteilt.

Also gilt

lu‘ < tnl;a/2:| =1-a

fiir alle p € R.

Analoge Rechnung wie oben ergibt:

C(Xy,..., X [ ZX — tn—1:a/2, = ZX + tntia/2

ist Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a.
Konkret folgt daraus mit den Zahlenwerten aus Beispiel 6.3, also mit 7 = 0.8, 5 =
V 004,n =51 und o = 0.05 bzw. tn—l;a/Q = t50;0.025 ~ 2.01:

C(z1,...,x,) = [0.743,0.856]

ist Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 0.95. Da die Varianz jetzt als unbe-
kannt vorausgesetzt wird (und damit mehr Unsicherheit iiber die zugrundliegende
Verteilung besteht) ist dieses Konfidenzintervall etwas grofer als das obige.

Anwendung in den Beispielen 6.1 und 6.2:

Xi, ..., X, unabhéngig b(1, p)-verteilt mit p € (0,1). Nach dem Zentralen Grenz-
wertsatz ist dann fiir groke n

(4 IWZ

annéhernd N (0, 1)-verteilt. Insbesondere gilt:

lim P,

n—oo

1_

<ua/2] =1—-aq.

Man bezeichnet (%) daher als approximatives stochastisches Pivot.

Zur Konstruktion eines approximativen Konfidenzintervalls zum Konfidenzniveau
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1 — a verwenden wir nun diejenigen p € (0,1) mit

1
b (55 m0)] <

n 2
And (;Xz ) Sn-p-(l—p)-ui/z
& (%ZXz) —p2- LS X 42 <p(l—p) - o2
=1 i:l
n ,u2 n 2
o (1+52) w- (2 gt e (1EX) <o
i=1 i=1
Mit
— 1
Xx=-Yx
nzzl

w2 w2 w2 -
2X+ “/Qi (2X+°j/2)24-<1+“/2>-()()2

w2 w2 A . 7
OX 4 2/2 \/4(?)2+4Y-a—/2+z—/274(X)274(X)2-

2
2(14-2/2)

Damit erhalt man
C(Xy,...,X,) = [p1,p2)

als approximatives Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a.

In Beispiel 6.2 erhdlt man mit o = 0.05, also uq/2 = 1.96, und n = 2000 fiir den
Anteil der Wihler, die fiir Rot-Griin stimmen:

Hierbei ist X =1 ; X; = 552 = 0.456,

also
C(Xy,...,X,) =10.434,0.478]
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Und fiir den Anteil der Wahler, die fiir Schwarz-Gelb stimmen, verwendet man

— 927
X = =04
2000 = (0.4635
und erhalt:

C(X1,...,X,) = [0.442,0.485]

Bei grofsem Stichprobenumfang bietet sich wegen

%Z&@fﬁ}m%ﬂﬂ—Mf&

an, die Rechnung zu vereinfachen, indem man in (*)  p(1 — p) durch X(1 — X)
ersetzt. Damit erhélt man als approximatives Konfidenzintervall zum Konfidenz-
niveau 1 — a:

C(X1,... Xn) = yxX--% ;¥+V 1-x

*Uq /2,y *Uq /2

Anwendung in Beispiel 6.2 ergibt unter Beachtung von a = 0.05, also uq/, =
1.96,n = 374448 4 396296 = 770744 und

306296
7 ~ 0.5142
T 0744

das folgende approximative Konfidenzintervall fiir die wahrscheinlichkeit einer “Jun-
gengeburt”:
C(Xy,...,X,) =~ [0.512,0.516].

6.4 Konstruktion von Bereichsschatzungen mit Hilfe von
statistischen Tests

Seien X1i,..., X, unabhingig und identisch verteilt mit
Px, = wy, € {wy : V¥ € O}

und sei g : © — R.

Ist dann

A(g(0o))
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der “Nicht-Ablehnungsbereich von Hy” eines Tests zum Niveau « fiir

Ho : g(9) = g(do) versus Hy : g(J) # g(Vo),
so gilt fiir alle ¥ € ©:
Po[(Xi, ..., X)) € Alg(¥))] > 1 - a.
Mittels
g(9) € C(X1, ..., X,) & (X1, ..., X,) € A(g(9))

lasst sich daraus ein Konfidenzbereich konstruieren.

Beispiel 6.4:

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien unabhéngig N (u, 0?)-verteilt mit p und o2
unbekannt. Gesucht ist ein Konfidenzbereich fiir 62 zum Konfidenzniveau 1 — a.

Wir betrachten dazu in der obigen Situation das Testproblem
Hy : 0 = o} versus H, : 0> # o}

fiir og > 0 fest. Ein Test zum Niveau « ist dann

1 falls % (X —X)? > Xr?—lu/?
0 i=1 ’
o(Xy,..., Xy) = oder & > (X; — X)? < X2
0

n—1;1—a/2
i=1 /

0 sonst .

Hy wird hier nicht abgelehnt, falls gilt:

n

1 _
X,f_l;l_% < 0_8 Z(Xz - X)* < Xi—l;a/%
i=1

also falls gilt:

n

S XR (X
aoel P ) X2 ]7

n—1;0/2

und wir erhalten als Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — «

Y(Xi-X)? Y (Xi-X)?
C(Xy,...,X,) == , = .
X'r?—l;a/Q XS—I;I—Q/Z
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7 Einige nichtparametrische Testverfahren

Die Schéatz- und Testverfahren in den Kapiteln 3 und 4 beruhten auf der An-
nahme, dass die zugrundeliegende Verteilung bis auf den unbekannten Wert eines
Parameters bekannt ist. Im Folgenden stellen wir einige Tests zur Uberpriifung des
Wahrheitsgehalts dieser Annahme vor.

Beispiel 7.1. Zufillige Auswahl von 10 Pkw eines festen Typs ergab den fol-
genden Benzinverbrauch in 1/100 km: 10.8, 11.3, 10.4, 9.8, 10.0, 10.6, 11.0, 10.5,
9.5, 11.2. Ist der Benzinverbrauch in 1/100 km normalverteilt mit Erwartungswert
p =10 und Varianz o2 = 17

Beispiel 7.2. In Beispiel 3.2 wurden die Toten durch Hufschlag in preufischen
Kavallerieregimentern beschrieben durch:

# Tote/Jahr ‘ 0 ‘1 ‘ 2 ‘3‘4‘25
# Regimenter | 109 | 65 [ 22 [3 [ 1| 0

Kann man diese Anzahlen sinnvollerweise durch eine Poisson-Verteilung approxi-
mieren?

7.1 Der Test von Kolmogoroff-Smirnow

Um festzustellen, ob eine gegebene Stichprobe Xi,..., X, von einer Verteilung
mit vorgegebener Verteilungsfunktion Fy : R — R stammt, vergleichen wir die
empirische Verteilungsfunktion

1
F,:R— Ra Fn(t) = E Z ](—oo,t] (X’L)
=1

Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Satz 2.1) gilt
sup |Fu(t) — Fo(t)] 0 fis.,
teR
sofern die Zufallsvariablen X, X5, ... unabhingig und identisch verteilt sind mit
Verteilungsfunktion Fj. Dies fiihrt auf die naheliegende Idee,
H(] F = Fo
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abzulehnen, falls die Teststatistik

ﬂL(X17 s 7Xn) = sup ‘Fn(t> - F()(t)‘

teR

einen kritischen Wert ¢ € R iibersteigt.

Dabei kann das Supremum in der Teststatistik leicht berechnet werden, da F),(t)
stiickweise konstant mit Sprungstellen an den Xj,..., X, ist, F,(¢) und Fy(t)
monoton wachsend sind, und daher das Supremum entweder an den Punkten
Xq,..., X, oder an den “linksseitigen Grenzwerten” dieser Punkte angenommen
wird.

Die Festlegung des kritischen Wertes ¢ in Abhéngigkeit des Niveaus a benétigt
Kenntnisse iiber die Verteilung von T,(Xq,...,X,) bei Giiltigkeit von Hy. Dazu
ist der folgende Satz hilfreich:

Satz 7.1

Sind Xj, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit ste-
tiger Verteilungsfunktion F', so héngt die Verteilung von

sup [ F,(t) — F(1))]

teR

nicht von F' ab.

Damit kann bei stetigem

Fy das a-Fraktil Q). der Verteilung @),, der Zufallsvariable

1 n
— Y aon(Us) =t

sup
tefo,1] |
(mit unabhéngigen und auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, ..., U,) als

kritischer Wert ¢ des obigen Tests verwendet werden. Dieses ist zum Teil vertafelt
und kann auch durch Simulationen erzeugt werden.

Damit testen wir bei gegebenen Werten der Stichprobe x4, ..., x,, gegebenem ste-
tigen Iy und « € (0, 1)

H()IF:F()VGI'SUSHliF?éFO

zum Niveau « mittels

o1, ., Tp) = teR

1, falls  sup|F.(t) — Fo(t)| > Qua
0 , sonst
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wobel

Bei Anwendung in Beispiel 7.1 erhalten wir
To(zq,...,2,) =~ 0.3555
und — mittels Simulationen —

Q10:0.05 ~ 0.41.

Wegen T, (21, . .., Z,) < Q10,005 kann hier Hy zum Niveau oo = 0.05 nicht abgelehnt
werden.

Bemerkung: Wie immer bei Tests zum Niveau « ist dieses Ergebnis eigentlich
nicht aussagekraftig, da der Fehler 2. Art hier nicht kontrolliert wird.

Beweis von Satz 7.1:

1. Schritt:  Wir zeigen: Fiir eine reelle Zufallsvariable X mit stetiger Verteilungs-
funktion F'ist F'(X) auf [0, 1] gleichverteilt.

Dazu: Setze
F~'(u) =min{t € R|F(t) > u} (u€(0,1))

Dann gilt:

(i) F~!ist monoton wachsend.

(Denn aus u < v folgt {t € R|F(t) > u} D {t € R|F(t) > v} und daher

min{t € R|F(t) > u} < min{t € R|F(¢) > v}.)

(ii) Fiir alle u € (0,1) gilt F(F~(u)) = u.

(Denn aus
F~'(u) € {t e RIF(t) > u}
folgt
F(F™(u)) > u,
und wire



so ware (wegen Stetigkeit von F') fiir € > 0 klein auch
F(FY(u) —¢) > u,
woraus der Widerspruch
F'u) < FYu) —¢
folgen wiirde.)

(iii) Vu € (0,1) VzeR: Fl(u) <z e u< F(r)

(denn “=" folgt mit (ii) aus der Montonie von F', und “<” gilt, da u < F(x)
die Beziehung
ze{teR|F(t) > u}

impliziert, woraus
F~'(u) =min{t e R|F(t) > u} <z
folgt).

Damit gilt fiir u € (0, 1) beliebig:

P[F(X)>u| = P[X > F'(u)] (nach (iii))
= P[X > F Y(u)]
(da F stetig, und daher P[X = z| = 0 fiir alle z € R)
= 1= PX < F(u)]
= 1= F(F(u))
(nach Definition von F')
= 1—wu (nach (ii)).

Mit P[F(X) <] =0 fiir v < 0 und P[F(X) <wv] =1 fiir v > 1 (was aus
F(z) € 0,1] (x € R) folgt) und der rechtsseitigen Stetigkeit der Verteilungsfunk-
tion folgt daraus

0, wv<0,
PIF(X)<wv]=< v , 0<v<1,
1, v>1,

also ist F'(X) auf [0, 1] gleichverteilt.
2. Schritt:  Wir zeigen:
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Mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt:

X, <te F(X;) < F(t).

Dazu:

Wegen der Monotonie von F' gilt

X, < 4] C[F(X,) < F(t)].

Da nun aber auch

F(t) = P[X; <t S'SO- PIF(X,) < F(1) Schritt 1

F(1),

also
PIX, < f] = PF(X,) < F(t)

gilt, stimmen die beiden Mengen bis auf eine Menge von Maf Null iiberein, was
ZU zeigen war.

3. Schritt:  Wir zeigen die Behauptung des Satzes.
Dazu beachten wir, dass mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt:

sup |[Fu(t) = F(O)] = sup |23 un <>—ﬂﬂ
teR teR =1
= suﬂg IS I ooy (F(X5)) — F(t)‘ (nach Schritt 2)
te =1
= sup |2 [ (F(X3)) — uf,
u€el0,1] | =1

wobei die letzte Gleichheit aus der (aus der Stetigkeit von der Verteilungsfunktion
F folgenden) Beziehung

(0,1) C{F(t): t € R} C [0,1]

folgt.

Die Verteilung von

sup ZI( oou] (F(X5)) — u

u€[0,1]

hdngt nun nur von der Verteilung von

F(X3),...,F(X,)
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ab, die nach Schritt 1 nicht von F' abhingt. 0J

Satz 7.2

Sind X, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger
Verteilungsfunktion F', und ist F;, die zu Xy, ..., X,, gehorende empirische Vertei-
lungsfunktion, so gilt fiir jedes A > 0:

i P {suwpl,(0) - F()] < <2 = @0,

o0

Q) =1-2- (~1) 1.,
j=1

wobei

d. h.
\/ﬁstlelﬂgan(t) — ()]

konvergiert nach Verteilung gegen eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-
tion Q.

ohne Beweis.

Anwendung dieses Satzes ergibt den
Test von Kolmogoroff-Smirnow:

Lehne
HO . F = FO

zum Niveau « € (0,1) ab, falls gilt
A

Q

sup |F,(t) — F(t)| >

teR

wobei A\, € R, so gewéhlt ist, dass gilt: 1 — Q(\,)
Die Werte von A, sind tabelliert, z. B. gilt

/\0,05 =1.36 und )\0.01 = 1.63.

Bl

Q.

Gemaék Satz 7.2 ist dieser Test bei stetigem Fj fiir grofe n ndherungsweise ein Test
zum Niveau a.

Anwendung in Beispiel 7.1 mit a = 0.05, \’\/—% = % ~ (.43 ergibt wegen
sup | F,(t) — Fo(t)] = 0.36 < 0.43 :

teR

Hy kann hier zum Niveau a = 0.05 nicht abgelehnt werden.
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7.2 Der X?-Anpassungstest

Xq,...,,X, seien unabhéngige identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F'. Fiir eine gegebene Verteilungsfunktion Fj sei wieder zu testen:

(%) Hy: F = Fyversus Hy : F # F,.
Dazu unterteilen wir den Bildbereich R von X; in messbare disjunkte Mengen
Cl,...,Cr mit
R=|JC;und C;NC; =0 fiir i # j.

j=1
Wir setzen
p?:PF:FO(XleCZ-) (izl,...,T)

und
pi = Pr(X; € C)).

Anstelle von (%) testen wir dann die “schwicheren Hypothesen”

Hy : (pl,...,pr):(p?,...,pg) versus Hy : (p1,...,pr) #(p?,...,pg).

Dazu setzen wir
n

Y; =) 1o,(Xi) (G=1,....7).
i=1
Dann ist Y; b(n,p;)-verteilt (5 =1,...,r), und wegen
Yi+...+4Y,. =n f.s.

sind die Zufallsvariablen Y7,...Y, nicht unabhingig (da aus den Werten von
Yi,...,Y,; der Wert von Y, berechnet werden kann).

Genauer gilt:

n!
P{i/'l:k‘b?}/;“:k?“}:mp’flplgw'pfr

fiir alle k1,...,k, € Ny mit ky + ...+ &k, = n.

Man sagt: Der Zufallsvektor (Yi,...,Y,) ist multinomialverteilt mit Para-
metern n und py, ..., pr.

Bei Giiltigkeit von Hj ist
Er_p{Yo} =n -p?
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der “erwartete Wert” der b(n, p?)—verteilten Zufallsvariablen Y;. Zur Entscheidung
zwischen Hy und Hp betrachten wir die Abweichung zwischen

Y; undn-p? (GJ=1,...,7).
Hierzu gilt:
Satz 7.3 Bei Giiltigkeit von Hy : (p1,...,p.) = (P, ...,p0) gilt:

() —n-p))?
Tu(X1,.. . X)) =y ——2

j=1 P
konvergiert, fiir n — oo nach Verteilung gegen eine X2 |-verteilte Zufallsvariable.

Beweis: Zur Vereinfachung der Schreibweise schreiben wir im Folgenden

(P1,---,0r)
statt
(Pl 0)
Setze
Z;= LR oy )
n - D;

Wir zeigen im Folgenden:
Es existieren Zufallsvariablen Vi, ..., V, mit V, =0 f.s. und V4, ..., V,_; unabhén-
gig N(0, 1)-verteilt, und es existiert eine orthogonale Matrix A so, dass fiir

(Ui, ..., U)" = AT, V)T

gilt:
(Z1,...,2,) =P (Uy,...,U,) (n— o).

Daraus folgt die Behauptung, denn nach dem Satz von der stetigen Abbildung
impliziert dies

T

Z(Y npj ZZ2 DZUQ (n — 00),

j=1
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und wegen

. Vi
Y UP = (V... V) AAT |
j=1 ‘/;'
Vi
= WV,..., Vi) | : (da A orthogonal ist)
V.

RS
Il
—_ =

= V7 (da V, =0fs.)

=1

.

ist die Grenzverteilung die Summe der Quadrate von (r — 1) unabhingigen stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen und damit eine X? ;-Verteilung.

Also bleibt die Behauptung von oben zu zeigen:

Im ersten Schritt des Beweises bestimmen wir die charakteristische Funktion
von (Y1,...,Y,).

Dazu beachten wir, dass wegen

n

(1/17 ce 7}/;”) = Z (101<Xi)’ s ]‘Cr(Xi))’

i=1
(Y1,...,Y,) die Summe von n unabhingigen multinomialverteilten Zufallsvektoren
mit Parametern 1 und pyq,...,p, ist. Jeder einzelne Summand hat die charakteri-

stische Funktion

\If(l)(u) = F exp (z(ul . 101 (Xl) + usg - 102(X1) + ...+ U 101,(X1>>

- E (z e . 1Cj(X1)>

7=1
(da X; genau in einer der Mengen C1, ..., C, enthalten ist)

T‘ . .

—_ .

= > e pj,
=1

also hat (Y, ...,Y,) die charakteristische Funktion
U, (ug,.uy) = (O (ug, .o u,))”

j=1
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Im zweiten Schritt des Beweises bestimmen wir die charakteristische Funktion
on von (Z1,..., 7).

Wegen

g _Yi—n-p

n-pj
gilt
on(ur,...,u) = FE exp(i- Zuj Z;)

_ S LY i S s ST
_Eexp<z;m§/j zZuj npj)

Jj=1

= exp <—z’-zluj-1/—n.pj> q,n<¢z_17p¢%)
J:

und durch Einsetzen des Resultates von Schritt 1 erhalt man

*ZZ“ /B r "
onug, ... u) =e ’ <ij e v"”ﬂ) )
7j=1

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir fiir alle u € R":

lim g (u) = ¢"(u)

n—o0

2
. 1 T T
o = (5| S (S i) |
j=1 j=1

Dazu beachten wir

log op(ur, ... up) = —i-/ny u;-\/pj+n-log <ij-ezv”'pf>

.
I
—

wobei wir . . )
T _HL.ﬁ_L&w(l)

verwendet haben und

o (it ) o o2



gesetzt haben.

Unter Beachtung von der aus der Taylorentwicklung von u — log(1+ u) folgenden
Beziehung

n-log(l+z,) = n- (042, —322+328 —+...)

1, .2 2 (1 1.2
= n-zn—§nzn+n-zn(§zn—zzn+—...),
2n — 0 (n — o0) und n - 22 beschriinkt (was unmittelbar aus der Definition von
n

zp, folgt), sowie der daraus folgenden Beziehung

1 1
nzfl(gzn—zzi—l——)—)O (n — o00)
erhalten wir:
log @n(u, ..., uy) = —i-/n Y uj- /D +n- 2 —gnz; + O(1)
j=1

= —z\/ﬁzzuj\/p_j—l—z\/ﬁzluj\/p_]—%zjlug
i= i= =
) J
2 [ v
%'”';(Zluj'\/P_j) +0(1)
J:

2
_ —%ZU?"'% (Zu]\/p—J> +0(1),w.z.z.w.

Im vierten Schritt des Beweises zeigen wir, dass eine orthogonale r x r-Matrix
A so existiert, dass fiir

U1 Uy
=A

Ur Uy

gilt:
1 r—1
©*(uy, ..., u) = exp (—5 ZUJZ) .
j=1

Dazu wihlen wir eine orthogonale Matrix A = (a;;)1<i j<r 50, dass die letzte Zeile
durch den Einheitsvektor (!)

(ar1,- s ar) = (V/P1,- - /D5)

gegeben ist. Dann gilt
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ﬁ
I
—

.

2 _ 2 2
Vi o= v
j:1 jzl
- 2
— uy — v} (da A orthogonal ist)
Jj=1
2
T 2 T
= (Y
=1 j=1

2
- S (S )
nach Wahl der letzten Zeile von é

Im fiinften Schritt des Beweises zeigen wir die Behauptung. Dazu wéhlen wir
unabhingige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen Vi, ..., V,_;, setzen V, = 0 und de-
finieren

U Vi

|l =AT ]

v.) v
mit A wie in Schritt 4 des Beweises. Dann hat (Uy, ..., U,)" die charakteristische
Funktion

QO(Ul ..... Ur,-)(ula s 7u7') = F {eXp <Z : Zuj ’ U]) }
j=1

Ui
= Eqexp|i-(ug,...,u)
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4
= Eqexp|i(vr,...,v) | :
V.
(dn A AT =1

r—1
= HE exp(i-vj - Vj)
j=1

(da Vi, ..., V,_; unabhéngig und V, = 0)

r—1

1

= H exp(—Evf) (da V; N(0,1) — verteilt ist)
=1
1 r—1

_ 2
= exp (-5 Z Uj)

7=1
= ¢ (ur,. .. u)

nach Schritt 4.

Daher ist ¢* die charakteristische Funktion zu (U, ...,U,)T, und mit dem Stetig-
keitssatz von Lévy-Cramér folgt die Behauptung mit Schritt 3. O

Satz 7.3 fiihrt aus den X2-Anpassungstest:

Lehne Hy ab, falls
T,(X1,...,X,) > X2

r—1;a

wobei X2, das a-Fraktil der X? |-Verteilung ist.

r—1;a

Nach Satz 7.3 ist dieser Test fiir n — oo ein Test zum Niveau o.
Bei der Berechnung der Priifgrofe ist hilfreich:

T
3/]-2—2'71'13?'3/j+n2'(1?9)2

To(X1,..., X,) = =
J=1 ’
T YQ T T
= Y on -2 XV X
j=1 J j=1 Jj=1
T Y2

<.
I
—_
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da

iY} =n und ip? =1
J=1 j=1

Bemerkung: Beim X2-Anpassungstest gibt es die folgende Faustregel: C1, ..., C,
und n sollten so gew#hlt sein, dass fiir

p?:PF:Fo(Xl ECZ> gllt np225 (]Il7vr)

Oft mdchte man wissen, ob eine Verteilung aus einer vorgegebenen Klasse von
Verteilung stammt, z. B. ob eine 7(¢)-Verteilung fiir ein 9 € © vorliegt. Dann
kann man wie folgt vorgehen:

Sei {wy : ¥ € O} mit © C R die gegebene Klasse von Verteilungen. Setze
pi(0) = Po{X1 € Cj} = wy(Cj) (j=1,....7).

Seien y1, .. .,y, die beobachteten Werte von Y7, ...,Y,. Dann kann 9 mit Hilfe des
Maximum-Likelihood-Prinzips geschitzt werden durch

n!

g RO )"

s Ype

¥ = argmaxycg

Anschliefiend kann
Hy : Px, = wg versus H, : Px, # wj

durch Betrachtung von

T

Tn(X17 :Z j—n- p](

]:1 n- p] (/19)

0))?

getestet werden.
Man kann zeigen:

Fiir n grol ist bei Giiltigkeit von H
T,(X1,...,X,) annihernd X2 | |

verteilt.

Daher lehnt man hier H, ab, falls

T.(X1,..., X,) > X%

r—2;a
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wobei X2, das a-Fraktil der X*-Verteilung mit r — 2 Freiheitsgraden ist.

Anwendung in Beispiel 7.2

Hier m6chten wir wissen, ob die Anzahl der Toten durch Hufschlag wirklich durch
eine 7(1)-verteilte Zufallsvariable beschrieben werden kann.

Die Darstellung der Daten legt die Klasseneinteilung

C1 = (=00,0],Cy = (0,1],C3 = (1,2],Cy = (2,3],C5 = (3, 4]
und Cg = (4, 00) nahe.
Fiir 7 < 6 gilt hier

pj(9) = P (“Poisson(¥)-verteilte ZV nimmt Wert j — 1 an”)

9I—1 —9

G-

Unter Beachtung von yg = 0 ergibt sich als Maximum-Likelihood-Schéitzer

n!

9 0 0
Vo= argMaXye 0,00) yilgal- . ve! (pl(ﬁ))yl e 'pG(ﬁ)yﬁ
109 65
_ 200 [ — 99
= argMaXye (0,00) 109165122131 11:0! (ﬁ "€ ) ' (_! "€

2 3 1
. (192—?-649> 2. <’;—?-67§) . (%-6719)

_ 0-10941-65+2-2243-444-1 | ,—200-9
= argmaxye g .o)const(n, yi, ..., y,) - v 2224 e

_ 122 | ,—200-9

= ArgmaXe(g,0)CONSH(M, Y1, ..., yp) -V w e

_ 122 _

— 12_ g

-~

(da f(¥) = V% e " als Maximalstelle in (0,00) 9 = £ hat).
Damit gilt
~ 0.6171
0(9) = .
Pl = G

J

e (j=1,...,5)

und mit n = 200 erhalten wir:

130



# Toter/Jahr 0 1 2 3 4 > 5

# Regimenter 109 65 22 3 1 0

Gehort zur Klasse | 4 Cy Cs Cy Cs Ce

~

p?(ﬂ) 0.543 0.331 0.101 0.02 0.003 0.002
Erwarteter Wert
n -p?(z?) 108.7 66.3 20.2 4.1 0.63 0.4

Man sieht, dass bei dieser Klasseneinteilung Cy, C5; und Cg nicht die Faustregel
n - p) > 5 erfiillen.

Daher verwenden wir fiir den X2-Test die neue Klasseneinteilung.

gl = (_007 0]

92 - ( 71]

g?) - (17 2]

04 = (2, OO]

Fiir diese Klasseneinteilung gilt
PU-1
0(0) = —— e fiir ¥ € {1,2
P0) = oy e i € (1,23)

und
Pi0) = 1—p(9) — p3(9) — p§(v)
= 1-e?(14+09+2)

Damit Maximum-Likelihood-Schétzer bei dieser Klasseneinteilung

v = argmaXye g, co) y1!~y2!-y3!-?y!4+ys+y6)! ) (p(l)(ﬂ))yl ) (pg(ﬁ))?ﬁ : (pg(qg))ys
.(pg(ﬁ))y4+y5+y6

= argmaxye g oyconst - (7)1 (9. 7). (%2 o2 (1—e (1 +9+ %2))4

= argmaxﬁe( )CODSt/ . 190~109+1-65+2~22 . 6—19619<1 o 6_19<1 + 9 4 19_22)>4

0,00

Q

0.61 (1)
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Damit gilt jetzt fiir die erwarteten Werte

j ‘ 1 2 3 4

n-pd(0) | 1087 663 202 5

und die Priifgrofe berechnet sich zu

4 32

— y —_

T(xy,...,x,) = 32:31 —n.pgj(ﬁ) n
~ 1092 652 222 42
~ Ts7 T o63 T 202 T 5 — 200
~ 0.187

Damit ist ) ) )

T(zy,.zn) < Xlon =Xl 2005 = X005

~ 5.99

und man kommt zu dem Schluss:

Hy kann bei dem vorliegenden Datenmaterial zum Niveau o = 5% nicht abgelehnt
werden.
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