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1 Grundbegriffe der Mafitheorie

Ziel: Konstruktion von Mafzahlen (wie z. B. Lénge / Fldche / Volumen / ...) von
Mengen A C Q, wobei Q # () fest.

Im Folgenden ist
P(Q):={A: ACQ}

die sogenannte Potenzmenge von 2, die “abgeschlossen” ist bzgl. beliebigen Men-
genoperationen (z. B. Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, ...).

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, eine sinnvolle Mafizahl fiir jede Menge aus
P(Q) festzulegen. Statt dessen bestimmt man diese nur fir Mengen aus einem
vorgegebenen Mengensystem A. Fiir A wihlt man meist sogenannte o-Algebren,
die “abgeschlossen” sind bzgl. abzéhlbar vielen der {iblichen Mengenoperationen
(Vereinigung, Duchschnitt, Komplement).

§ 1 Mengensysteme

Zentraler Begriff ist der Begriff der o-Algebra. Zur Konstruktion und Nachweis
von Eigenschaften werden weitere Hilfsbegriffe verwendet.

Definition 1.1 Nichtleere Menge €. System A von Teilmengen von Q.

a) A heifit Ring, wenn gilt

1.) D e A,
2) ABe A= A\Be A,
3) A Be A= AUBec A

b) A heifit Algebra, wenn gilt

1.) 0 e A,

2) Ac A= A:=Q\A e A,

3) ABe A= AUBec A
c) A heifit o-Ring, wenn gilt:

1.) 0 e A,
2) ABc A= A\Bec A

3.) A,e A(neN) = GAneA
n=1
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d) A heifit o-Algebra, wenn gilt

1.)0eA
2) Ac A=A =0Q\Aec A

3) Ay A(neN)= |J A, € A

n=1

Lemma 1.1

a) ARing, A;,... A, e A= A, cAud N 4, €A

n=1

b) A Algebra < A Ring und Q2 € A

Beweis

a) Fiir m = 2 gilt A; U Ay € A nach Definition und A; N Ay = A1\ (A41\Az) € A

nach zweimaliger Anwendung von 2.)

Allgemeiner Fall folgt mit vollstdndiger Induktion.
b) “=7: Sei A Algebra. Dann gilt
Q=0\0e A nach?2)
und fiir A, B € A ist
AAB=ANB‘=(A°UB) €A

nach 2.) und 3.), wobei die zweite Gleichheit aus den de Morganschen Regeln
folgt.

“<”: Sei A Ring mit Q2 € A. Dann gilt fir A € A
A =O\Ae A

nach 2.) (da A,Q € A). O

Folgerung:

Eine Algebra ist ein Mengensystem A, das () und 2 enthélt, und bei dem Differenz-
bildung, endliche Vereinigungsbildung und endliche Durchschnittsbildung nicht aus
A herausfithrt. Wendet man also endlich viele der iiblichen Mengenoperationen auf
Mengen aus A an, so erhélt man eine Menge, die wieder in A liegt.
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Bemerkung
a) A o-Ring = A Ring
b) A o-Algebra = A Algebra

Beweis
Folgt aus AUB=AUBUQOUPU...und D e A O

Umkehrung gilt i. A. nicht!

Lemma 1.2

a) Ao-Ring, A, e A(neN)=[) 4, € A

neN

b) A o-Algebra < A o-Ring und Q2 € A.

Beweis

a) Wegen (), oy An € A; gilt nach den de Morganschen Regeln

) An = ANAN () A) = A1\< g Al\An) €A,

neN neN neN

(denn A;\A4, € A= |J A1\A, € A nach 3.), dann noch 2.) anwenden).

neN

b) Folgt wie in Lemma 1.1 b) O

Folgerung

Eine o-Algebra ist ein Mengensystem A, das () und Q enthélt, und bei dem Diffe-
renzbildung, abzéhlbare Vereinigungsbildung und abzéhlbare Durchschnittbildung
nicht aus A herausfithren. Bei einer o-Algebra fithren also endlich oder abzéahlbar



unendlich viele der iiblichen Mengenoperationen nicht aus der o-Algebra heraus.

Zusammenhang der Begriffe:

o-Algebra = Algebra
\ \

o-Ring =  Ring
Beispiele:
1.) {0,Q} ist o-Algebra (und damit auch o-Ring, Algebra und Ring).

2) Fir 0 & A& Qist {0, A, A%, Q} o-Algebra, aber {0, A, A°} keine Algebra
und kein Ring (da AU A° & {0}, A, A°}).

3.) P(Q) ist o-Algebra.

4.) Das System aller endlichen Teilmengen von {2 ist ein Ring, aber i. A. kein
o-Ring (vgl. Ubungen).

5.) Sei © = R" und fiir a = (a1,...,a,)7 € Qb = (by,...,b,)T € Q mit
a; <b; (i=1,...,n) sei

((Z,b] = {(;1:1,...735”)T€R”:ai <x; < b (Z:L,n)}

Sei &, das System aller elementaren Figuren, d. h. aller endlicher Summen von
halboffenen Intervallen (a, b] definiert wie oben. Hierbei ist eine Summe eine Verei-
nigung, bei der paarweise Disjunktheit der zu vereinigenden Mengen vorausgesetzt
wird.

Beh.:

Das System &, der elementaren Figuren in R” ist ein Ring.

Beweis
1.) 0 =(a,a] € &,

2.) Seien A, B € &,,. Zu zeigen: A\B € &,.
Es gelte A=Ay +...+A,,B=DB;+...+ B,, wobei “4” fiir Vereinigung
bei paarweiser Disjunktheit steht. Wir zeigen A\B € &, mit Induktion nach
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q:
“q=1": A\B1=(A4\B)+...+(A4\B1) €&,
da (a1, b1]\(az, bo] = (a1,b1]\  ((a1,b:] N (az, ba])

N J/

~
wieder von der Form (a,b]

sich als endliche Summe halboffener Intervalle darstellen lasst.

“@—q+ 1" A\(B1+ ...+ Bg1) = (A\(B1 + ...+ By))\By+1 € € nach
Induktionsvoraussetzung sowie dem Fall ¢ = 1.

3.) Seien A, B € &, Zu zeigen: AU B € &,.
Folgt mit AU B = A+ B\A, B\A € &, nach 2. und Definition von &,. O

Lemma 1.3

A o-Algebra < A Algebra und fiir paarweise disjunkte A, € A (n € N)
gilt immer auch ) A, € A

Beweis

“=7" ist trivial.
“<” folgt mit

AJUA U A3 U. .. = A+ (A\A)) + (A3\(A; U Ap)) + ...

O

Nachweis der Eigenschaften einer o-Algebra oft moglich iiber Umweg iiber Dynkin-
Systeme.

Definition 1.4

Q # (. System D von Teilmengen von 2 heiit Dynkin-System, wenn gilt

i) QeD
(ii) ABeD,ACB= B\AeD

(iii) A, € D (n € N) paarweise disjunkt = > A, €D

neN



Beispiel:
Fir Q = {1,2,3,4} ist
"4 = {@7 Q) {17 2}7 {3’ 4}’ {]‘7 3}7 {27 4}}

ein Dynkin-System, aber wegen {1,2} U {2,4} ¢ A kein Ring, keine Algebra und
keine o-Algebra.

Lemma 1.4

a) Rq Ringin Q (o € I # 0) = (,e; Ra Ring in Q.

b) € Mengensystem in ). Dann existiert ein “kleinster” Ring, der £ umfasst, d.
h. es existiert ein Ring, der £ umfasst und in allen Ringen enthalten ist, die
& umfassen.

Analoge Aussage gilt fiir o-Ringe, Algebren, o-Algebren und Dynkin-Systeme.

Beweis:

a) (i) 0 €Nye; Ras da ) € R, fir alle a € I und I # 0.

(ii)) A,B € (aerRa = A, B € R, fiir alle a € I = A\B € R, fiir alle
a€l=A\Bc\e Ra

(iii) analog.

b) I:={R CP(Q):R Ring mit £ C R}
I#0,daP(Q)el

Dann ist (., R ein Ring (siche a)), der £ umfasst (nach Definition), und
der in jedem Ring enthalten ist, der £ umfasst (da jeder solcher Ringe in
obigem Schnitt auftaucht).

Definition 1.3

Sei & Mengensystem in ). Der kleinste Ring, der £ umfasst, heifit der von &£
erzeugte Ring. £ heifit Erzeugersystem dieses Rings.

Analog fiir o-Ring, Algebren, o-Algebren und Dynkin-Systeme.
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Bezeichnungen:

F(&)=Fq(€) ... dievon & (in Q) erzeugte o — Algebra.
D(E)=Dqu(E) ... dasvon & (in Q) erzeugte Dynkin-System.
Beispiel

(i) €& =o0-Algebra = F(&)=¢&
(i) 0 & AG Q= F({A}) ={0, A, A, Q}.

Definition 1.4

Sei O,, das System der offenen Mengen im euklidischen Raum R". Dann heif3t
B, = F(O,)

das System der Borelschen Mengen in R".

Bezeichnung: B = B;

Bemerkung

a) B, enthélt alle abgeschlossenen Mengen (da jede abgeschlossene Menge das
Komplement einer offenen Menge ist), alle Einpunktmengen (da abgeschlos-
sen) und alle abzahlbaren Mengen.

b) Man kann zeigen: B, & P(R") (ohne Beweis).

Satz 1.1:
Die folgenden Mengensysteme sind Erzeuger von B,,:

a) Das System 7, der halboffenen Intervalle
I
(a,b]: GR”al<x1§bz(z:1,,n)

I
b) Das System der abgeschlossenen Mengen in R".

¢) Das System der abgeschlossenen Intervalle in R™.
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d

)
c)
)
)

Das System der offenen Intervalle in R™.

Das System der kompakten Mengen in R".

f) Das System der Intervalle (a,00) in R™.

g) Das System der Intervalle (—o0,a) in R".

Beweis von Satz 1.1:

Nur Beweis von a) im Fall n = 2, Rest analog.
Zu zeigen:  F(J2) = F(Oy) (= B)

a) Wir zeigen:  F(J2) € F(Os).

Da F(O,) o-Algebra ist, geniigt es zu zeigen:
J2 € F(Os)
Sei (a,b] € J5 beliebig. Dann gilt

(a,b] = (a1,b1] x (ag,by] = ﬂ(al,bl + %) X (ag, by + %) € F(O,),

keN

1 1
nach Lemma 1.2, da (al, b1 + E) X (ag, bg + E) S 02 Q f(OQ)
fiir alle £ € N gilt und F(O3) o-Algebra ist.

Wir zeigen:  F(Oy) C F(Jo)

Wieder geniigt es, dazu zu zeigen: Oy C F(Js)

Dazu: Sei D € O, beliebig

Da D offen ist, existiert zu jedem d € D ein offenes Intervall (a,b) mit
d € (a,b) € D. Durch Verkleinern des Intervalls kann man 0oBdA erreichen,
dass die Endpunkte des Intervalls rational sind und (a,b] C D gilt. Dann ist
aber

D = U (zu d gehorendes Intervall mit rationalen Endpunkten)
deD

als abzéhlbare Vereinigung halboffener Intervalle aus J; in F(J>) enthalten.
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Lemma 1.5

a) D Dynkin-System = () € D und aus A € D folgt A° € D

b)
Ao — Algebra < A Dynkin-System und A U — stabil
(d.h.aus A,B € Afolgt AUB € A)
c)
A o — Algebra < A Dynkin-System und A N —stabil
(d. h. aus A, B € Afolgt ANB € A).
Beweis

a) 0 =Q\Q € D nach Def. 1.) + 2.)

A e D= A°=O\A € D nach Def. 2.), beachte A C Q und §2 € D.

by “=" klar
“<" Sei A Dynkin-System und U-stabil. Dann gilt:

(1) 0 € A nach a)

(2) Ae A= A° € Anach a)

3) ABeA=AuBe A (da A U-stabil)

(4) A, € A (n € N) paarweise disjunkt = io: A, € A nach Definition
Dynkin-System. i

Mit Lemma 1.3 folgt die Behauptung.

c) “=" klar
“<" Sei A N-stabiles Dynkin-System. Wegen AU B = (A° N B°)° ist
A U-stabil, und mit b) folgt Beh.

O

Lemma 1.6

Ist £ ein N-stabiles Mengensystem, dann ist auch das von & erzeugte Dynkin-
System D(E) N-stabil.

Vor dem Beweis von Lemma 1.6 zeigen wir zunéchst die folgende Folgerung aus
Lemma 1.6:
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Satz 1.2

Seien A, £ Mengensysteme in €.

a) € N-stabil = F(&) =D(E)

b) £ C A, A Dynkin-System, £ N-stabil
= FE)CA

Anwendung;:

Ist £ N-stabil, und haben die Mengen aus £ die Eigenschaft F, dann haben auch
die Mengen aus F(€) die Eigenschaft E, sofern das System aller Mengen mit
Eigenschaft E ein Dynkin-System ist.

Beweis von Satz 1.2:

a) Sei € N-stabil.

“27 £ C F(E) und F(€) Dynkin-System nach Lemma 1.5 b)
= D(€) C F(E) nach Definition.

“C” £ CD(E),D(E) N-stabil nach Lemma 1.6, D(E)
Dynkin-System nach Definition = D(&) o-Algebra nach
Lemma 1.5 ¢) = F(&) C D(E) nach Definition F(&)

b) £ € A und A Dynkin-System = D(E) C A nach Definition. Wegen £ N-
stabil gilt nach a) F(£) = D(£) = Beh.

Beweis von Lemma 1.6:

Sei £ N-stabil.

Zu zeigen: E, F eD(E)=ENF D)
1. Schritt:

Sei E € €. Gezeigt wird:
ENF eD) fir alle FF € D(E).

11



Setze
Gp :={FeP(Q): ENF eD(E)}.

Behauptung folgt aus
D(E) C G (typischer Beweisschritt!)
Nach Definition von D(E) folgt dies wiederum aus:

(1) £C e
(2) Gg ist Dynkin-System.

Nachweis von (1): Fec& Da & M-stabil und E' € & nach Annahme oben ist,
gilt dann ENF € ECDE) = F €Gp

Nachweis von (2):

(1) Q€ Gy, da ENQ=E € £ CD(E)

(2) Seien A, B € Gg mit A C B.
En(B\A) = (ENB)\(ENA)eDE) da ENBeDE),ENAEecDE),
ENACENB und D(€) Dynkin-System
= B\A €gp.

(3) Seien A,, € G (n € N) paarweise disjunkt
= ENA, € D(€) (nach Def. Gg) und paarweise disjunkt

En (i An> = i (ENA,) e D) (nach Definition Dynkin-System).
n=1

n=1

Bemerkung

Beweis zeigt, dass Gg auch Dynkin-System ist fiir £ € D(E).

2. Schritt:

Sei £ € D(E)
Wir zeigen wieder:

ENF e€D() firalle Fe D)
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Dazu geniigt es wieder zu zeigen:
DE)C Gy :={F cP(Q): ENF e DE)}
Dies wiederum folgt aus:
(1) £ CGg
(2) Gg Dynkin-System.

Nachweis von (2) erfolgt wie im 1. Schritt.
Nachweis von (1):
Sei F' € £. Nach Schritt 1 gilt dann

FNEeDE)

= Fegg ~+ (1) — Beh.

§ 2 Inhalte und Mafle

Bezeichnungen: R =R U {—o0, +o0}
Rechenregeln: a+ o0 =400 =400+ afiiraeR

00+ 00 =00, —00 — 00 = —OQ
Nicht definiert sind: co — oo, 22, %.

Im Folgenden: Auflistung von Eigenschaften, die bei Zuweisungen wie
A — Volumen von A

sinnvollerweise vorliegen sollten.

Definition 2.1
C Mengensystem in Q. ¢ : C — R ist

a) positiv : < p(A) >0 fir alle A € C
b) monoton: < Fiir A, B € C mit A C B gilt p(A) < ¢(B)
c) endlich : & ¢(A) € R fiir alle A € C
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d) additiv : < Fiir paarweise disjunkte A;,..., A, € C mit > A; € C gilt
i=1
o (Sa) = Lot
e) o-additiv: < Fiir paarweise disjunkte Ay, As,... € C mit > A, € C gilt

o ()= et

neN

Bemerkung

a) Endlich # beschrinkt

b) Ine)ist > ¢(A,) unabhingig von der Summationsreihenfolge, da linke Seite
n=1
unabhéngig von Summationsreihenfolge ist.

Definition 2.2

R sei Ring iiber (2. -
Eine Mengenfunktion p : R — R heifit

a) Inhalt : < u(0) = 0, p positiv und p additiv.

b) Ma8 : < p(0) = 0, p positiv und p o-additiv

Bemerkung

a) Haufig verwendet man o-Algebren als Definitionsbereich von Mafien

b) Jedes Maf ist ein Inhalt, da

A+ 4A,) = p(Ai+. . FA,4+0+0+. ) = p(Ar)+. . +p(A,)+0+0+. ..

c¢) Jeder Inhalt ist monoton, da
A C B = u(B) = u(B\A) + n(A) = u(A),
wobei verwendet wurde, dass mit A, B auch B\ A im Ring R liegt.

Beispiele fiir Inhalte:

14



0 , |A] endlich
a) Q=N,R=P(N),u(A) = (AeR).

oo , sonst

1 ist Inhalt:
— (@) =0
— uw(A) >0 firalle AeR

— (A + ...+ A,) = pu(Ar) + ...+ p(A,), denn sind alle A; endlich, so
sind beide Seiten Null, andernfalls sind beide Seiten oo.

1 ist aber kein Maf; da

oo = p(N) # Y u({n}) =0.
neN
b) 2 =R" R = &, = Ring der elementaren Figuren.

m(A) = elementargeometrisches Volumen von A (A € &,).
Man sieht informal sofort: m ist ein Inhalt.
Wir zeigen spéter: m ist sogar Maf.

Beispiele fiir Mafle
a) triviale Mafle:

pi(A)=0 firalle AeR

0 fir A=10
MQ(A):{ oo fir A#(

b) R Ring iiber Q,w € Q fest.

1 fir we A
pA) = { 0 fir weA
(sog. Dirac-Maf)

Anschaulich: Mafl misst Masse einer Menge, bei Dirac-Maf ist alle Masse im
Punkt w konzentriert.

c) abzdhlendes Maf:

Q=NR=P(Q),
(1(A) = |A| = Anzahl Elemente der Menge A.
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Definition 2.3

Q) Menge, A o-Algebra iiber , 1 : A = R MaB. Dann heifit (2, A) Messraum,
die Mengen A € A heilen messbare Mengen, und (2, A, 1) heifit Mafiraum.

Im Falle 1(2) = 1 heifit © Wahrscheinlichkeitsmaf3 und (€2, A, 1) Wahrschein-
lichkeitsraum.

Im Folgenden behandeln wir einige Folgerungen aus der o-Additivitit.

Definition 2.4
A, (n € N) und A seien Mengen

a) (Ap)nen konvergiert von unten gegen A (kurz: A, T A) .= A; C A, C ...

und |J 4, =A
n=1
b) (A,)nen konvergiert von oben gegen A (kurz: A, | A): < A3 D Ay D ...
und () 4, = A.
n=1

Definition 2.5
C Mengensystem in €, ¢ : C — R Abbildung.

a) o heiit stetig von unten, wenn gilt:

A, €eC A TAEC = p(A,) — v(A) (n — o0).

b) ¢ heifit stetig von oben, wenn gilt:
A, €CA, | AeC,p(A,) endlich = p(A4,) — ¢(A) (n — ).

c) ¢ heiBt P-stetig, wenn gilt:
A, €C, A, | 0,p(A,) endlich = ¢(A,) — 0 (n — c0).

Satz 2.1
Sei R Ring iiber Q und ¢ : R — R ein Inhalt. Dann gilt:
a) o o-additiv < ¢ stetig von unten
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b) ¢ stetig von unten = ¢ stetig von oben = ¢ (-stetig

c) ¢ P-stetig und ¢ endlich = ¢ o-additiv.

Fiir einen endlichen Inhalt sind also die Begriffe o-additiv, stetig von unten, stetig
von oben und (-stetig dquivalent.

Beispiel

(Q, A, u) sei W-Raum mit 2 = R, F' : R — R sei definiert durch F'(z) = p((—o0, z])
(sog. Verteilungsfunktion). Dann ist F' rechtsseitig stetig, denn fiir 7 > x5 > ...
mit z,, — x (n — 00) gilt (—oo,z,] | (—oo,z] und daher gilt

(n—o0)

F(an) = p((=00,2,]) "—" pl(—00,2]) = F(x).

Beweis von Satz 2.1

a) “=" Sei p o-additiv und A,,, A € R mit 4, T A
Zu zeigen: p(A,) — o(A) (n — o0)

Dazu:

,4::Ej,&l:441+(fb\A1)+(A3\Ag-+.”

n=1
nach Definition der Konvergenz von unten.
Die Mengen A, \A,_; sind in Ring R enthalten, und mit der o-Additivitét
von ¢ folgt:

©(A) = (A1) + o(A\A1) + p(As\A) + ...

n

= ‘P(Al) + limy, oo k; ‘P(Ak\Akfl)
= 7111_{20(%0(141) + p(A,\A1))
= i p(dn).

“<" Sei ¢ stetig von unten und A, € R (n € N) paarweise disjunkt mit
Y A, €R.

n=1

mm@m@(Z&)iiﬂM)

neN

Setze B, = Y Ai. Da R Ring ist, gilt B,, € R, weiter gilt nach Konstruktion
k=1
Blngg...und U Bn: ZATL
n=1

neN
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Mit ¢ stetig von unten und ¢ Inhalt folgt

A A= (U B) = lim, ()

neN
= i o (S5 0) = timee 55 o) = 5 o)
n—oo k=1 k=1 k=1

b) b1) Sei ¢ stetig von unten und A,,A € Rmit A; D A, D ..., A, =A
und p(A4,) € R fiir alle n € N.
zu zeigen: p(A,) — ¢(A) (n — o0)

Es gilt A\As € A\A; C ... und ) A\A, = A\ (72, Ay)
n=1
Da ¢ stetig von unten ist, folgt daraus
p(A1\An) — (A1) (ﬂ An)> (n €N)
n=1

Wegen ¢(A;) € R, ¢ positiv und

(A1) = p(A1\Ay) + o(An),
(A1) = ¢ (A1\ (ﬂff:l An)) + o (ﬂff:l Ay)

folgt daraus
P(An) = p(AD)—p(A1\A,) =5 p(A1)—¢ (Al\ N An) = (ﬂ An> :

by) Ist ¢ stetig von oben, so ist (mit A = @) und () = 0) ¢ auch (-stetig.

c) Sei ¢ P-stetig und ¢ endlich.
Nach a) geniigt es zu zeigen: ¢ ist stetig von unten.

Dazu: Seien A,,A € R mit A; C A, C...und A= {J A,.

n=1

Dann ist A\ A, im Ring R enthalten und erfiillt
A\A; D A\Ay D A\Ay D ... sowie (1, A\A, = A\ ([’j An) _ .
n=1

Also gilt A\A,, | 0 und unter Beachtung von ¢ endlich folgt mit der (-

Stetigkeit von ¢:
p(A\An) =0 (n — o).

Da ¢ endlich ist, gilt aber p(A\A,) = p(A) — ¢(A,) (da
p(A) = p(An + A\AL) = p(An) + p(A\A)

18



und alle auftretenden Werte endlich sind), und es folgt

p(An) = o(A) (n — o0)

Bemerkung

a) Satz 2.1 b) gilt nicht, wenn man in der Definition von ¢ stetig von oben die
Bedingung ¢(A4,) € R weglésst.

Beispiel

Fir Q = R, A = B und m = Lebesque-Borel-Maf§ (s. u., dasjenige Maf} auf
B, das Intervallen ihre elementare Linge zuordnet) gilt:

A, = [n,00) | 0, aber m(A,) = oo konvergiert nicht gegen 0 = m(0) fiir n — co.

b) Satz 2.1 c) gilt ohne die Voraussetzung “¢ endlich” nicht (vgl. Ubungen).

Lemma 2.1

Sei p ein Inhalt auf einem Ring R in (2. Dann gilt

a) p ist monoton.

b) p ist subadditiv, d. h. fiir A;,..., A, € R gilt immer

p (U Ai) < ZMAi)'

c) Ist p ein Maf, so ist p sogar o-subadditiv, d. h. fiir alle A, € R (n € N) mit
U A, € R gilt

n=1

¢ (U An) <Y oA
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Beweis

Siehe Ubungen.

Zur Erinnerung:
Elementare Figur = endlich disjunkte Vereinigung beschriankter halboffener Inter-
valle

&, = Ring (!) der elementaren Figuren (d. h. e, enthélt () und ist abgeschlos-
sen gegen Vereinigungsbildung, Durchschnittsbildung und Differenzbildung zweier
Mengen)

Satz 2.2

Der elementargeometrisch definierte Inhalt m auf dem Ring &,, der elementaren
Figuren in R™ ist ein Ma8.

Beweis von Satz 2.2
Ohne Beweis: m ist Inhalt ...  (klar!)

Seien Ay, Ay, ... € &,, paarweise disjunkt, und sei A = > A, € &,.
neN

zu zeigen: m (Z An) = > m(4,).
neN n=1

1. Schritt: Wir zeigen die Behauptung im Spezialfall A, Ay, A, ... € J, = System

der halboffenen, beschrinkten Intervalle

a) Wir zeigen: Y m(4;) < m(A).
=1
"N
Folgt wegen ) A; C A, m monoton aus

j=1

m(A) > m (Z Aj> - Zm(Aj) (N €N)

(da m als Inhalt endlich additiv ist) mit N — oo.

B) Wir zeigen: m(A) < i m(A;).
j=1
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Sei € > 0 beliebig.

Wiihle B € J,, mit B C A und m(B) > m(A) — ¢, wobei B die Abschlieffung
von B ist.

Fiir n € N wéhle B; € J, mit A; C ]§j und

wobei B das Innere von B ist.

Dann gilt
BcA=J4cUB;
j=1 j=1

und da B kompakt ist (da abgeschlossen und beschrinkt) und die 103j offen
sind, existiert nach dem Satz von Heine-Borel ein N € N mit

N
UB,.
=1

]
IN

woraus folgt:

B

J

sy
N
C=

1

<.
Il

S m(A)—c < m(B)<m <L]lej>
< ]ﬁl m(B)) (]Lemma 2.10))
< % (mla) +5)
< ]ﬁjlm(A])jLe
Mit N — oo folgt .
m(A) <Y m(A;) + 2

Mit € | 0 folgt ().
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2. Schritt:

Wir zeigen die Behauptung im allgemeinen Fall A, Ay, Ay, ... € &,.

Sei also A= i A; €€,
=1

J

Dann gilt:
K
A=>"1I, fir geeignete I, Ix € J,,
k=1
5
Aj =3 I;, fiir geeignete I;y I, € Ty,
s=1

und damit ist . .
I, = LinA=L,NnY Aj=> IiNA;

j=1
[&.°]

= Y LY Ls=> >IN,
j=1 s=1 j=1s=1
wobei I, N I; s € J, ist, da Durchschnitt halboffener Intervalle wieder ein halbof-
fenes Intervall ergibt.

Mit Schritt 1 folgt:
K K
m(A) =m (Z Ik> = > m(1y)
k=1 k=1

da m Inhalt

I
M=

m (i i(fk N Ij75)>

j=1s=1

=~
&
3

Schritt 1

M=

Z m(]k N Ij,s)
1j=1
j K
m (Z Ik N ]j,s>
k=1

Reihenfolge der Summation ist bei nichtnegativen Summanden egal, m Inhalt

1j

b
Il

I
Mo
M

<
Il

-
@
Il

—
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oo Sj

= 22 m(AN )

j=1s=1

= i ZJ m(ls) (dal;, € A; CA)

j=1 s=1

- (2
7j=1 s=1

= > m(4;) — Beh. O
=1

§ 3 Fortsetzung von Maflen

Motivation: Der elementargeometrische Inhalt m ist Maf§ auf dem Ring &, der
elementaren Figuren. Um auch allgemeineren Mengen ihre Mafizahl zuordnen zu
konnen, ist es wiinschenswert, m auf ein grofleres Mengensystem A fortzusetzen,
wobei £, & A C P(R) gilt. D. h. gesucht ist Maf

m:A—R
mit m|g = m, also m(A) = m(A) fir alle A € &,.
Wir zeigen im Folgenden, dass m auf B,, = F(&,) fortsetzbar ist.

Hilfsmittel dabei ist das sogenannte duflere Maf3:

Definition 3.1:
Sei R ein Ring iiber Q und g : R — R ein Maf. Dann heift
pP(Q) - R
p*(A) = inf { > u(Bn) ’ B, € R mit AC | Bn}
n=1

n=1

das zu p gehodrende duBlere Maf3. (Hierbei inf () = o)

Definition 3.2

Eine Mengenfunktion v : P(2) — R mit v(#) = 0,v positiv, ¥ monoton und
v o-subadditiv heifit &ufleres Maf3.
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Hierbei ist v o-subadditiv, falls gilt: Fiir alle A, As, ... € P(Q) ist

v (U An) < ZU(An)

Klar: ¢ Mafl = v dufleres Maf3

Die Umkehrung gilt i. A. nicht, z. B. ist p mit

0 fir A=10
M(A):{l fir A#(

ein dufleres Maf3, aber kein Maf3.

Satz 3.1

Sei R ein Ring iiber Q, p: R — R MaB, und p* das zu u gehorende duBere Maf.
Dann gilt:

a) p* ist ein duBeres Mafl im Sinne von Definition 3.2.

b) w* stimmt auf R mit p tiberein, d. h. p*(A) = p(A) fir alle A € R.

Beweis:

a) — @) =0da@COuUOUD... und daher

=0, da pu Ma8.

< C

— p* positiv, da > p(B,) > 0 fir alle A C |J B, (wegen u positiv).

n=1 n=1

Ist A C B, so folgt aus B C |J B, auch A C |J,~, B,. Daher gilt

n=1

{f; u(B,) | B,eRmit AC|UZ, Bn}
n=1

C {Z 1(By) | BneRmithUff:an},

was p*(A) < p*(B) impliziert.
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— Sei A, € P(Q). Wir zeigen: u* (U An) < ST ur(Ap).
n=1 n=1
0BdA p*(A,) < oo fiir alle n € N
Sei € > 0 beliebig. Wahle B, € R (k € N) mit A, C |J By und

k=1
p(A) 2 5 pBus) - 5
=1
Dann gilt:
UJAa.€ |J Bux mit BreR

neN neN,keN

und die Definition von p* impliziert:
o (Ua) < S uim =35 o
neN n,keN n=1 k=1

(Summationsreihenfolge spielt bei nichtnegativen Zahlen keine Rolle)

o0 6 o0
<> (WA + o) = “(A,) ] +e.
; w(An) + 5 (;u ( ))
Mit € | 0 folgt die Behauptung.
b) Sei A € R beliebig.
Zu zeigen: p(A) = u(A

)
by) Wir zeigen: p*(A) < p(A)
Folgt mit By =A,By=0,B; =0, ... unmittelbar aus Definition

by) Wir zeigen: pu(A) < p*(A)
Nach Definition von u* geniigt es dazu zu zeigen:
Ist B, € R (ne€N)mit AC (J By, so gilt

neN
A) <> B
n=1
Mit
A=An (U Bn> = J@AnB,),
neN neN
wobei AN B, € RdaR Ringund |J(ANB,) =A € R(), folgt aus der
neN
o-Subadditivitdt des Mafles u:
A) <> WANB,) <> (B
n=1 n=1
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da g monoton und AN B, C B, — Beh. O

Wir zeigen im Folgenden:
Die Einschriankung von p* auf F(R) ist ein Maf (und dieses stimmt dann auf R
mit p iiberein, da p* das schon tut).

Dazu Umweg:
Einfithrung einer o-Algebra My, die F(R) umfaBit und auf der p* ein Maf ist.

Motivation der Definition dieses Mengensystems:
Im Falle p1*(€2) < oo wird definiert:

M2 = {AcP(Q)| AuBeres MaB von A = Inneres Ma8 von A}

n
= {AeP@) [ w(A) = p (@) — p(A)}
= {AePQ) |1 (Q) = p(A) + p (A},
wobei p*(§2) — p*(A°) als Ersatz fiir ein “inneres Mafi” von A verwendet wird.

Im allgemeinen Fall wird definiert:

M;, = {AeP@Q) | p(Q)=p(QNA)+p(QNA%)
fir alle Q € P(2)}

{AePQ) [ p(S+T)=p(S)+p(T)
fir alle S C A, T C A}

vgl. UEungen

Im Falle 11*(Q) < oo stimmen beide Definitionen iiberein (vgl. Ubungen).

Definition 3.3

Die Mengen aus M, heiflen p*-messbare Mengen.

Lemma 3.1

Sei p ein Maf} {iber einem Ring R iiber 2. Dann sind alle Mengen aus R p*-
messbare Mengen.

Beweis

Seit A € R und seien S C A°,T C A.
Za zeigen:
WS+ T) = w(S) + (1)
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a) Da p* ein duBeres MaB ist (vgl. Satz 3.1a)) gilt

w(S+T) = p(S+T+0+0+...) <p(S)+p(T) +p (@) + (@) + ...
= w(S)+p(T)

B) Wir zeigen p*(S) + p*(T) < p*(S+1T).
oBdA p*(S+T) < o0
Sei B, € R mit
S+TC B

neN

Wegen S C AT CA gilt dann

S C UBnmAC ud T C UBnﬂA

neN neN

wobei B, N A%, B, N A € R gilt wegen R Ring.
Nach Definition von p* gilt dann aber

n=1

wH(S) + pr(T) < ilmBmA%iu(BmA)

(B, N A+ B, N A)

,U(Bn)

=

=

&
s

I
gL

3
Il
—_

und da B,, € R beliebig war mit S+ 7T C |J B, folgt daraus

n=1

P (S) +p(T) < p*(S+T)

Lemma 3.2
Sei p ein Maf3 iiber einem Ring R iiber (2. Dann ist

My ={ACQ|p(S+T)=p"(S)+ p*(T) fiir alle S C A°, T C A}

eine o-Algebra iiber €.

27



Beweis
Bez.: M* = M,
(i) 0 € M*, denn S C ()¢, T C () impliziert T = ) und damit

(9) +0 = p(S) + p (@)
(1)

pS+T) = () =

/,l/*
= p(S)+u

da p*(0) = 0.

i) Mit A € M* gilt (nach Symmetrie in der Definition von M?*) auch immer
g y
A e M*.

(iii) Seien A, B € M*
Wir zeigen: AUB e M*
Dazu sei SC(AUB), T C AUB.
Zu zeigen: p* (S +1T) = p*(S) + p*(T).
“<” @ klar wegen o-Subadditivitdat von p*.
“>7: Setze T' = TN A, T" = T\A

Dann gilt:

pwrS+T) = p(S+T'+71")
= w(S+T") +p(T)
(da S+T"C A, T"C Aund A € M¥)
= w(S) +p(T7) + p (1)
(da S C B, 7" C Bund B € M*)
> w(S)+p(T"+1")
(da p* o-subadditiv)
— W(S) + (T
Also ist gezeigt
pr(S+T) = p(S) + p(T),
und damit gilt die Zwischenbehauptung.

(iv) Seien A, € M* (n € N) paarweise disjunkt.
Wir zeigen: Y. A, € M*.

neN

Dazu sei S C <E An> T C YA,

neN neN
Dann ist zu zeigen:

p(S+1T) = p(S) + p(T).
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“<": Klar, da p* o-subadditiv.

“>7. Setze
T,=TnNA,.
Dann gilt T'= > T, und damit
neN

(AVANI

( da p* monoton)
wW(S+T+...+Ty_1)+ p*(Tn)
daS+T1+...+TN_1 QA‘;V,TNQANund AN e M*

= @(S) + p(T) + .+ (T)

Mit N — oo folgt:

pS+T) = pw(S)+ 3 (L)

> #*(5)+#*(§1Tn>
= i (S) +p(T),

wobei die letzte Ungleichung aus der o-Subadditivitdt von p* folgt.

— Beh. O

Lemma 3.3

Sei p ein Maf iiber einem Ring R iiber €2. Dann ist p* ein Maf} auf der o-Algebra
M*.

Beweis

Da nach Satz 3.1 p*ein duBeres Mafl auf P(£2) ist, geniigt es zu zeigen:
Sind A, € M}, (n € N) paarweise disjunkt, so gilt

neN
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Dies folgt aber aus

0w <z An> > (A + ...+ Ay)

neN
(da p* monoton)

> p(Ar+. + Ayvo) + pt(Aw)
(daA1+...AN_1QA?V,ANQAN,ANGMZ)
> (A + ..+ p(An)
mit N — oo. U

Satz 3.2 (Fortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei u ein Maf} auf einem Ring R iiber ). Dann existiert mindestens ein Maf} iz auf
der von R erzeugten o-Algebra F(R), welches p fortsetzt, d. h. welches auf R mit
1 iibereinstimmt.

Beweis

Sei pu* das zu p gehorende duBlere Mafi auf P(2), und sei

e L ASY | (S +T) = (S) + ()
H fir alle S C A, T C A '

Nach Lemma 3.1 gilt R € M, da M7, nach Lemma 3.2 weiter eine o-Algebra ist,
gilt auch
F(R) C M,

Nach Lemma 3.3 ist p* ein Maf} auf M7, und damit ist auch
n:F(R)—R
(4) = i (A)

ein Ma$.

Nach Satz 3.1 b) stimmt p* (und damit auch @) auf R mit u tiberein.

—  Beh. U

Im Folgenden: Herleitung von hinreichenden Kriterien zur eindeutigen Fortset-
zung eines Mafles.

Hilfreich dabei:
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Definition 3.4

Sei C ein Mengensystem iiber Q, d. h. C € P(Q). Dann heiit ¢ : C — R o-
endlich, wenn Mengen A, € C (k € N) existieren mit Ag T ©Q und ¢(Ax) < oo fiir
alle k € N.

Beispiel

Der elementargeometrische Inhalt m auf dem Ring der elementaren Figuren ist
o-endlich, da fiir

A = (=k, k] x ... x (=k, k] €&, gilt:
A TR” und  m(Ax) = (2k)" < oo fiir alle £ € N.

Satz 3.3 (Eindeutigkeitssatz)

Seien i1, g zwei Mafle auf der o-Algebra A iiber 2. Sei C ein N-stabiler Erzeuger
von A (d.h. A,BeC= ANB € C und es gilt A = F(C)). Fiir die Restriktionen
'u1‘c und ,uQ‘c der Mafle auf C gelte:

'u1|c = ,ug}c (d. h. p1(A) = pe(A) fiir alle A € C)

und
'u1|c’ ,u2|c seien o — endlich.

Dann gilt auch
H1 = U2,
d. h. p1(A) = pe(A) fiir alle A € A.

Korollar

Ist 41 ein o-endliches Mafl auf einem Ring R iiber 2, so existiert genau eine Fort-
setzung 71 von p auf F(R), d. h. es existiert genau ein Mafl 7 : F(R) — R mit

(A) = u(A) fiir alle AeR.
Hierbei gilt:
E(A):u*(A):inf{ You(By):B,eR(neN)und AC | B, }
n=1 n=1
fir A e F(R).
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Beweis:

Folgt unmittelbar aus den Sitzen 3.2 und 3.3 (da R N-stabiler Erzeuger von F(R)
ist).

Anwendung

Es existiert genau ein Mafl m, das den elementargeometrischen Inhalt von dem
Ring &, der elementargeometrischen Figuren auf B, = F(&,) fortsetzt.

Dieses Maf} wird als Lebesgue-Borel-Maf} (kurz: LB-Maf}) bezeichnet und im
Folgenden wieder mit m bezeichnet.

Beweis von Satz 3.3:

1. Schritt: Es gelte 11(2) = 12(Q2) < 00
Wir zeigen: A€ F(C) = m(A) = pu(4)
d. h.
F)CG:={G e F(C) : m(G)=m(G)}

Dazu geniigt es zu zeigen:

(1) ccg

(2) G ist Dynkin-System
Denn daraus folgt:
da C N-stabil, vgl. Satz 1.2

(1) gilt, da nach Voraussetzung des Satzes 'u1|c = ’uz}c'

Nachweis von (2):

a) Qe g, dae F(C) und pi(2) = ua(2) nach Voraussetzung.

b) Seien A, B € G mit A C B.
Dann ist B\A € F(C) und

pi(B\A) = (B) —pui(A) = pa(B) — pa(A) = pa(B\A),

T T
a () < oo da A,Beg da p2(2) < oo

o —
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also gilt auch

B\A € g.
c) Seien A, (n € N) paarweise disjunkt.
Dann ist > A, € F(C) und es gilt

neN

fi1 (%An) = Z:lul(An) = §1M2<An) = M2 (Z An>,

neN
7 7 7
11 Maf3 A,eqg 1o Maf3

also ist auch ) A, € G.

neN
Aus a) - ¢) folgt (2).
2. Schritt: Allgemeiner Fall

Da “1‘0 und |, o-endlich sind, existieren A;, € C mit A;,, T  (n — oo0) und
wi(A;n) < oo firallen € N (i € {1,2}).

Setze
An = Al,n N Ag’n.

Da C N-stabil ist, gilt A,, € C. Weiter erfiillt A,

An 192,

und damit

U2 Jav=0

neN NeN

Es gilt auflerdem

11(An) < pi(Arn) < oo und pia(Ay) < pa(Aspn) < o0,
da pq, po als Mafle monoton sind.
Wir zeigen im Folgenden:

(x) VneNVAec F(C) : m(ANA,) =u(ANA,).
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Wegen AN A, T A (folgt aus A, T Q) folgt daraus mit der Stetigkeit des W-MaBes
von unten:

p(A) = lim (AN A,) = lim pp(ANA,) = pa(A)

n—oo

fur alle A € F(C), was zu zeigen war.

Nachweis von (x): Sei n € N fest.
Setze

Co=A,NC={A,NA:AeC).

Da C N-stabil ist, gilt C, C C.
C, ist ein N-stabiler Erzeuger von Fa,(C,), und die Mafie p; und po stimmen auf
C,, tiberein (da sie sogar auf C iibereinstimmen) und erfiillen

p1(A4y) = p2(Ay) (da A, €C,)

und
pi(Ay) < oo (nach Konstruktion von A,).

Mit Schritt 1 folgt daraus
w1 (A) = ua(A) fiir alle A € Fyu, (Cp).
Wegen
Fa,(Cp) =Fa,(ANC) = A, NFa(C)
(vgl. Ubungen) folgt daraus aber () O

Definition 3.5:

Eine Funktion G : R — R heiffit mafldefinierende Funktion, falls sie monoton
wachsend (d. h. x; < z9 = G(z1) < G(x2)) und rechtsseitig stetig ist.

Gilt auBerdem
lim G(z)=0

r——00

und

lim G(z) =1,

Tr—00

so heifit G (eindimensionale) Verteilungsfunktion.
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Beispiele

3x+7 fur x>0

9 . ist mafBidefinierende Funktion.
— fir x <0

) 60 = {
b) G(z) =z (xz € R) ist maBdefinierende Funktion.

¢) G(v) = lpooy(x)  ist Verteilungsfunktion.

d) G(z) = o= [ e P12t ist Verteilungsfunktion.

— 00

Satz 3.5
a) Zu jedem MaB y : B — R mit
w((a, b)) < oo fiir alle a,b € R,a < b

existiert eine — bis auf eine additive Konstante eindeutige — mafldefinierende
Funktion G : R — R mit

p((a, b)) = G(b) — G(a) fir alle a,b € Rya <b,
und umgekehrt.

b) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmafl p : B — R existiert genau eine Vertei-
lungsfunktion F': R — R mit

i((a, b)) = F(b) — F(a) fur alle a,b € R,a < b

und umgekehrt.
Hierbei gilt: F'(z) = p((—o0, z]) (x € R).

Beweis
a) a;) Sei p: B — R MaB mit pu((a,b]) < oo (a,b € R,a < b).
Wir zeigen: Es existiert eine mafidefinierende Funktion G mit
p((a,b])) = G(b) — G(a) (a,beR,a<b).
Dazu definiere
Glz) = { ‘iﬁi?gfé]) bl 2 0

Dann gilt:
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(i)

(iii)

G ist monoton wachsend, denn:

Sei x1, 19 € R mit 21 < 9.

Ist xq, 29 > 0, so ist (0,21] C (0, z5]

und daher G(x1) = p((0,z1]) < p((0,z2]) = G(x2).
Ist 1 < 0,29 > 0, so ist

G(x1) = —p((21,0]) <0 < p((0,22]) = G(x2).
Ist z1, 29 < 0, so gilt
(xlu O] 2 (‘r27 O]
und daher

G(a1) = —p((21,0]) < —p((22,0]) = G(2),

G ist rechtsseitig stetig, denn:
Sei

T >T9> ... > 2, > (n— 00)

Fall 1: > 0
Dann gilt (0,x,] | (0,z], und mit Stetigkeit des W-Mafles von oben
folgt
G(xn) = p((0, 2n]) = p((0,2]) = G(z)  (n — o0).
Fall 2: x <0

Dann gilt (z,,0] T (x,0], und mit Stetigkeit des W-MaBes von unten
folgt wieder

G(zn) = —p((#n, 0]) = —p((,0]) = G(z) (n — o0)
Da G monoton ist, folgt daraus die rechtsseitige Stetigkeit.
Fir G gilt
p((a,b]) = G(b) = G(a) (a,b € R,a<b)
Fall 1: a,b > 0:
G(b) = Gla) = pu((0,]) -
0,b

= u((0,9]
Fall 2: a < 0,0 > O:

G(b) — Gla) = p((0,b]) + pu((a, 0]) = u((a, b])
f‘all 3:a<0,b6<0:

G(b) = Ga) = —p((b,0]) + p((a,0])
= (@, 0\ (b, 0]) = p((a,b]) ~ az).
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(iv) G ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.
Seien (G1, G5 maBdefiniertende Funktionen mit

G1(b) — Gy(a) = u((a, b)) = Go(b) — Ga(a) fir a,b e Ra <b
Dann gilt fiir x > 0 (mit b = x,a = 0):
Gi(x) = Ga(x) — G2(0) + G1(0)

und fiir x < 0 (mit b =0,a = x)

Gl(l’) = GQ(ZE) — GQ(O) + G1<O)

~» Gy =Gy +const mit const = G1(0) — G2(0).
as) Sei G : R — R eine mafidefinierende Funktion.
Dann lésst sich die durch

u((a,b]) == G(b) — G(a) > 0 (da G monoton wachsend)

(a,b € R,a <b)
definierte Funktion eindeutig zu einem Inhalt (!) u: & — R fortsetzen.

Analog zu Satz 2.2 (im Spezialfall G(z) = x) folgt aus der rechtsseitigen
Stetigkeit und der Monotonie von GG, dass p sogar ein Maf3 auf & ist.

Wegen
(—n,n] TR und p((—n,n]) =G(n)— G(—n) < o0

fiir alle n € R ldsst sich p auf eindeutige Weise auf B fortsetzen (vgl.
Satz 3.2 und Satz 3.3). Dieses p erfiillt nach Konstruktion

p((a,b]) = G(b) — G(a) < oo fiir alle a,b € R,a < b.

- a)

b) b1) Setze F(x) = p((—o0,z]). Analog zu a;) sicht man, dass F' Vertei-
lungsfunktion ist, und dariiber hinaus fiir a < b gilt:

F(b) = F(a) = p((—00,b]) — p((—o0,a)
= u((—oo,b]\(—oo,a])
= p((a,0]).

F ist eindeutig, da fiir Verteilungsfunktionen F}, F» aus
Fi(b) — Fi(a) = Fy(b) — Fy(a) fiir alle a,b € R,a <b

mit a — —o0

Fi(b) = Fp(b)  (beR)
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folgt.
by) Existenz und Eindeutigkeit des Mafles

pw:B—R

mit

p((a,b)) = F(b) = F(a)  (a,b€R,a <)
folgt aus a).
Wegen (—n,n| T R, u stetig von unten gilt

p(R) = lim p((—n,n]) = lim (F(n) — F(—n)) =1-0=1,

n—oo n—oo

also ist u sogar W-Maf.
Aus
n((a,z]) = F(z) — F(a)

folgt mit a — —oo:

p((=o0,2]) = lim p((a,2]) = lim (F(z) - F(a)) =

a——00 a——00

Beispiele
a) Das zu G(z) = = gehdrende Maf ist das LB-Ma8.

b) Das zu

1 i 2
G([E) = \/—2_7T / €_t /Zdt

gehorende Maf3 heifit (standardisierte) Normalverteilung.
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2. Grundbgriffe der Integrationstheorie

Mafraum (2, A, ), Funktion f: Q — R

Ziel: Sinnvolle Definition eines Integrals fQ f dp fir “geeignete” Funktionen f.
Um die Voraussetzungen an f formulieren zu konnen, benétigen wir den Begriff
der Messbarkeit einer Funktion f.

§ 4 Messbare Funktionen
Def. 4.1 (2, A) und (', A’) seien Messraume, weiter sei f : Q2 — ',
f heifit A — A'-messbar (kurz: messbar), falls gilt:
[lA) ={wef(w) e A}t € A
fiir alle A" € A'. d. h.:
FUA) = {fUA) A e A} C A
bzw. die Urbilder messbarer Mengen in €’ sind messbare Mengen in 2.

Bsp.:

a) Jede konstante Funktion ist messbar (da Urbilder immer gleich €2 oder gleich
() sind).

b) (Q,A) = (Y, A)=(R,B), ACR und f = x4 mit

1, z€A
Xal =10 | zg4

(sog. Indikatorfunktion). Fiir B € B gilt

A falls 0¢B,1€B
A¢ falls 0e€B,1¢B
) falls 0¢ B, 1¢B
R falls 0€ B,1€B.

daher ist x4 genau dann messbar, wenn A € B gilt.

Schreibweise fiir f A — A-messbar:  f:(Q,A4) — (V, A)
Lemma 4.1
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(Q;, A;) (i =1,2,3) seien Messrdume. Fiir
Sro (@, Ar) — (€2, Az) und fo @ (Q2, Az) — (€23, As)

gilt immer
f2 o fl : (QlaAl) - (937“43)7

d.h. Verkettung messbarer Funktionen ergibt messbare Funktion.
Beweis  Fiir A3 € A; gilt
fo1(As) € A
(da fo messbar), woraus folgt
(f20 f1) " (As) = fi(f5 ' (As) € A
(da f; messbar). O
Satz 4.1: (2,.A) und (2, A’") seien Messrdume, C sei Erzeugersystem von A’, d.h.
A= Fo(C).
Dann sind aquivalent:
(i) f:Q— Q ist A— A" messbar
(i) f7HC) C A, d. h. f71(A4) € Afiir alle A’ € C.
Beweis:
“(i) = (i))”: klar
“(ii) = (1)”: Da A o-Algebra ist, folgt aus
riecA
immer auch  Fo(f'(C)) C A. Behauptung folgt mit
Fo(fH(C) = [ (Far(C)) = fH(A)
(vgl. Ubungen). O

Bsp.: Jede stetige Funktion f: R™ — R™ ist B,, — B,,-messbar (da Urbild offener
Mengen immer offen ist)

Satz 4.1 ermoglicht eine einfache Charakterisierung messbarer numerischer Funk-
tionen, d. h. von Funktionen f: (2, 4) — (', A") mit (', A) = (R, B) bzw.

Q' =R =RU {400, —c0o},
A =B={B,BU{+00}, BU{~00}, BU {400, —c}|B € B}
Korollar 4.1 Sei (€,.A) Messraum und f eine Funktion f: ) — R oder f : Q —

R. Dann sind dquivalent:
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(i) f ist A — B- bzw. A — B-messbar
(i) [f<a] ={we: flw)<a}=f(—0,a)) € A fiir alle « € R

)

)
(iii) [f <a] €A firallea € R
(iv) [f>ale A firalleaeR
)

(v) [f >ale A firalle a € R.

Beweis: Fiir f:  — R folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 4.1 und den
in Satz 1.1 angegebenen Erzeugendensystemen von B. Fiir f : 2 — R wendet man
zu Satz 1.1 analoge Aussagen fiir B an. U

Lemma 4.2: Sei (2, A) Messraum und seien f, : Q — R A — B-messbar (n € N).
Dann sind auch

inf f,,sup fn,lim, f, = limsup f,, lim, f, = lim inf f,
sowie (falls existent)
lim f,

A — B-messbar.

Beweis: Mit Korollar 4.1 folgt die Behauptung aus

(i) i%ffn<oz]: Ulfa<aleA

neN

(da [f, < a] € A und A o-Algebra)
(ii) supfo>al=Ul[fa>ale A

n neN

(analog)

(iii) limf, = infsup fx messbar nach 1. und 2.

(iv) lim, f,, = sup ]gf fr messbar nach 1. und 2.

(v) lim f,, = lim,, f,, (falls existent) messbar nach 4. O

Lemma 4.3

(Q,.A) sei Messraum.
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a) Sind f, : @ = R A—B-messbar (n =1,...,m)und ist g : R™ — R B,, — B-
messbar, so ist go (f1,..., fm) A — B-messbar.

b) Sind f; : 2 - R A — B-messbar (i = 1,2) und sind «, 5 € R, so sind
afi + 8- found fi- fo
A — B-messbar.

Beweis:

a) Nach Satz 4.1 ist (f1,...,fm) : @ — R™ A — B,,-messbar, da fiir alle
ayy ..., 0y € R gilt

[(Froeees o) S (anseam)] = ([fa S an] € A

Mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung.

b) Behauptung folgt aus a) unter Beachtung der Messbarkeit der stetigen (!)
Abbildungen
(w1, 22) = axy + By

(21, 22) — X1 - 2.

Lemma 4.4

Mit f: Q — R sind auch

[T =max{f,0}
f~ =max{—f,0}
und
|f]
A — B-messbar.

Beweis: Wegen Lemma 4.2 sind
[T =sup{f,0,0,...}
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und
f~ =sup{—f,0,0,...}

messbar (wobei Messbarkeit von — f z.B. aus Lemma 4.3 b) folgt). Wegen obigem
und Lemma 4.3. b) ist analog auch

fl=f"+f

messbar. O

Definition 4.2 (£2,.4) sei Messraum.
Eine Funktion f : © — R heifit einfach, wenn

N
=Y ai-xa
=1

fir ein N € N, Ay,..., Ay € A paarweise disjunkt und a,...,ay € R gilt, d. h.
wenn f nur endlich viele Werte annimmt und diese jeweils auf einer Menge aus A
angenommen werden.

Satz 4.2: (©2,.A) sei Messraum.

a) f:Q — Rist genau dann A—B-messbar sind, wenn f* und f~.A—B-messbar
sind.

b) Eine Funktion f : Q — R, ist genau dann messbar, wenn sie Limes einer mo-
noton wachsenden Folge nichtnegativer (beschrinkter) einfacher Funktionen
1st.

Beweis.

a) “=" Folgt aus Lemma 4.4
“<” Mit f*, f~ ist nach Lemma 4.3 b) auch f = f* — f~ messbar.

b) “<” Fir A € A ist x4 messbar, und mit Lemma 4.3 folgt, dass auch je-
de einfache Funktion und damit nach Lemma 4.2 auch der Limes einfacher
Funktionen messbar ist.

“=” Sei f: Q) — R, A— B-messbar

Dann sind
n-2n—1
k

=0
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einfach. Man sieht leicht, dass (f,,), monoton ist. Weiter gilt
lim f, = f,

n—0o0

denn fiir f(w) < oo ist fiir n > f(w)

(@) = fafe)] < o
und fiir f(w) = oo gilt

fn(w) =n— 00 (n—>oo)

§ 2 Integration messbarer Funktionen

(Q, A, 1) Mairaum, f : (Q, A) — (R, B).

Im Folgenden: Definition des Integrals
[+
Q

in mehreren Schritten:

1. Schritt: f nichtnegativ, einfach
2. Schritt: f nichtnegativ, messbar
3. Schritt: f messbar.

Sei f nichtnegativ und einfach

Dann existiert Darstellung

N
f:ZOéi'XAi
i=1
mit N € N, A;,..., Ay € A bilden Partition von © (d. h. A; N A; =0 Vi # j und
N _
UAj:Q),Oél,...,OdNERJr.
j=1

Wir definieren:

[ fin= i:ja (A
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(mit oo - 0 = 0).

Lemma 5.1: Obiges Integral ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der Wahl der
N

Darstellung f = > a; - xa,.
i=1

Beweis Sei
N M
F=> ai-xa=Y_ B xs
i=1 j=1

mit A;, B; wie oben.

N M
zZu zeigen: Zlai (4 = Zlﬁj - u(By).
i= j=

N M
Aus Q=) A, = > B; folgt
; ]

=1 j=

Q= > AnNB,

i=1,...,N,
j=1,...,M

mit A, N B; € A (da A;, B; € A). Daher existiert Darstellung
f= Z Yi.j * XAinB;
1,J

fiir 7;; € Ry, und fiir A; N B; # () ist
Vij = =3

(denn aus w € A; N B; folgt:

o = éak X4, (W) = f(w),

8= 52 B xalw) = F
und v;,; = f(w),
also ist a; = f(w) = B = 7ij)-
Mit u N
A;=> A;NBjund B; =Y A;NB,
i=1

Jj=1
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folgt:

g:ai-u(Ai) = iai-u<§:AiﬂBj> zi%ai-u(AiﬂBj)

=1 =1 7=1 i=17=1
N M
= 2 2y #(ANB;)
i=1j=

und analog:

M M N
ST uB) =3 i1 (AN B;) ~ Beh. O
=1

j=1 i=1

Lemma 5.2 (Eigenschaften des Integrals fiir nichtnegative einfache Funktionen)

Seien f, f; und fy nichtnegativ einfach. Dann gilt:

a) [ fdu>0
b)VeeR: [(c-fdp=c-[ fdu
)

)

C

JUh+fodu=[ fidp+ [ fodu
d) i< fo=> [ fidu < [ fodp

Beweis:

a) Klar nach Definition.

N N
b) f=>a;-xa, =c-f=>(c ;) xa mit ¢-a; >0 wegen ¢ > 0,a; > 0.
i=1 i=1

Somit:
[(c-fdp = ;(C'ai) pu(Ai) = C';@i'ﬂ(Ai)
= ¢ [ fdp.

N M
C) flzzjl%'XAm fQZZﬁj'XBj
i= j=1

Wie im Beweis von Lemma 5.1 sieht man:

fi= Z @+ XAnB;, f2 = Z B - Xains,
N i=1 N

i=1,..., N,
j=1,...,M j=1,...,M
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woraus folgt

i+ fo= Z (a; + 5) - XA;NB; -

Y
Damit: bes
S+ fo)du = IZN (i + B;) - p(A;i N By)
= Z O‘z (AZQBJ)+ Z 53 (AiﬂBj)

DEf f fodp+ [ fodu

d) fi < fo mit fi, fo nichtnegativ einfach
= Es existiert nichtnegative einfache Funktion g mit

fo=Ffi+g.

Damit:
[ fodp = [(h+9)du2 [ frdu+ [ gdp

> [ fidu+0= [ fidu.

2. Schritt | Sei f nichtnegativ und messbar.

Nach Satz 4.2 existieren nichtnegative einfache Funktionen f, mit f, T f. Wir

definieren
/ fdp:= lim / fndpu.

Lemma 5.3 Obiges Integral ist wohldefiniert, d. h. der obige Grenzwert existiert
und ist unabhéngig von der Wahl der Folge (f,), mit f, nichtnegativ einfach und
fa 1T

Beweis

a) Wegen f, < f,i1 gilt nach Lemma 5.3 d):

[ fwuz [ fovin

also existiert der Grenzwert der monoton wachsenden Folge ( [ fa dp) neN
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b) Sei f nichtnegativ messbar, seien f,, g, nichtnegativ einfach mit f, T f
g 1 f-

Zu zeigen:
lim fndp= lim /gn dp.

n—oo

Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen:

lim/fnd,uz lim/gn dp.

Da die Folgen auf der rechten und der linken Seite monoton wachsend sind,
ist dies wiederum &quivalent zu

(*) sup / fa dMZ/ g dp

fiir alle &£ € N.

Wegen f, T f,9n 1 [ gilt
gr < g=sup fn.

Also folgt (%) aus

Sind f,,, h nichtnegative einfache Funktionen
() mit A < sup f, und f, T, so gilt
[ hdp<sup [ f,dp

Im Folgenden zeigen wir (xx).

Fall 1: 0 < m := min h(w) < maxh(w) =: M < 0o
weN weN

Sei € > 0 beliebig mit 0 < e < m.

Setze
Q, ={w € Q|fu(w) > h(w) —c} e A

Wegen f, T, Sl:bp fn > hund max h(w) < oo gilt dann
Q,1TQ.
Nach Definition von €2,, ist
fulw) = (h(w) =€) - Xa, (W) (w € Q),
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wobei die Funktionen auf beiden Seiten nichtnegativ und einfach sind.

Mit Lemma 5.2 d) folgt

[ duduz [ (h=2)xa, du

Im Falle p(2) = 400 erhilt man daraus

> [(m—e¢)- xa, du (nach Lemma 5.2 d))

(n—o0)

= (m—e)-u(Q) — " (m—e) pu(Q) =00

dam —e>0,u(Q) = oo, und damit hat man gezeigt:
sup / fndu=o002> / h dpu.

Im Falle p(92) < oo folgt daraus unter Beachtung von

[ hdu = J((h—¢€)-xa, +h-Xas +¢Xa,)du

Lemma 5.2.c)

= J(h=e) - xa,du+ [ h-xagdp + e - (),
dass gilt:
J fadu= [(h—¢) xq, du
= [ hdu— [ h-xogdp —c-p(Q,)
> [ hdu— M- () — € 1(Qn)
= [ hdu— M- (p(Q) — u(Q)) — € - 1(Q)
— [ hdp— M- ((Q) = p(Q) — £ - u(Q)
= [ hdu—0—¢c-p(Q)

Sup/fndu = lim sup/ fndp

k—o0 >k

(wegen Monotonie von ( Ik fndu) neN) folgt daraus
sup/ fudp 2/ hdp—e- p(€2).
Mit € | 0 folgt die Behauptung.
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Fall 2: 0<m <M =
h lasst sich dann darstellen als

N
h:Zai-XAi%—oo-X[h:oo] mit aq,...,ay € R, Ay,..., A, € A.
i=1

Setze

N
Wl = Zoéi "X4; T € X[h=co]
=1

fir ¢ > 0.

(c—o0)

Dann gilt 9 1 h, [ hOdy "—" [ h dp und aus

RO <h <sup f,

folgt nach Fall 1:

Sup/ fnduZ/ h(c)du—>/ h du (¢ — o0).

Daraus folgt die Behauptung.

Fall 3: 0 <m < M < .
oBdA sei h #Z 0.

Setze
Q' ={w e Qh(w) > 0}

Da h einfach, gilt

min h(w) > 0.
we)
Betrachte Mafiraum
(.2 NAp Q/mA) :
Dann gilt:
sup [ fadp > sup [ fn - xordp
= sup [ fo dpt| ey
Falle 1 und 2
Z J hdplg,
= hdy,
da h(w) = 0 fiir w & . — Beh.
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Lemma 5.4 (Eigenschaften des Integrals fiir nichtnegative messbare Funktionen)

Seien f, g nichtnegativ messbar. Dann gilt:

a) [ fdu>0

b)VeeRy: [(c-fldu=c- [ du
o) [ (f+g)du=[ fdu+ [ gdp
d) f<g=[ fdu< [ gdp.

Beweis:

a) klar.

b) Seien f, nichtnegativ einfach mit f,, T f.
Wegen ¢ > 0 sind dann ¢ - f,, nichtnegativ einfach mit c¢- f, T ¢ f.

= [c¢-fdu = lim [ c¢- fodp (Definition)
= limc- [ fodp (nach Lemma 5.2 b))
= ¢+ [ fdu (Definition)

c) Folgt analog zu b) mit Lemma 5.2 ¢).

d) fﬁg:‘ngJr(g—f)mitg—f)ZO
L [gdu=[ fdu+ [ (g— Pu> [ fdp. =

Der folgende Satz zeigt, dass der bisher eingefiihrte Integralbegriff “abgeschlossen”
ist bzgl. der Grenzwertbildung im Schritt 2.

Satz 5.1 (Satz von der monotonen Konvergenz bzw. Satz von B. Levi (1875 -
1961))

Seien f, nichtnegative messbare Funktionen (n € N) mit f,, T f. Dann ist auch f
nichtnegativ messbar, und es gilt

/ fdp = lim inf f,dpu.

Beweis: f ist nichtnegativ und messbar, da f Grenzwert nichtnegativer und mess-
barer Funktionen ist (vgl. Lemma 4.2).
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Setze
g; = f; — fj=1 (j € N), wobei f; := 0.

Dann ist g; nichtnegativ messbar, und es gilt

fn - fn_fO :Zgj'
j=1

Nach Satz 4.2 ist g; Limes einer monoton wachsenden Folge einfacher Funktionen.
Die dabei auftretenden Funktionen lassen sich darstellen als Partialsummen von
nichtnegativ einfachen Funktionen h;, d. h. es gilt

g; = Z hj mit h;; nichtnegativ einfach
k=1

Damit
n oo
=D Dl
j=1 k=1

und

= hm fn= Zzh]k—zhjlm

7=1 k=1

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass Summatlonsrelhenfolge bei nichtne-
gativen reellen Zahlen keine Rolle spielt.

Fiir endliche Mengen 7, K C N gilt nach Lemma 5.2 ¢)

/ > hdp= ) / hjkdp,

JjeT kEK JET keK

also folgt mit der Definition des Integrals:

/ fdp = ]z;; / hjkdj.

Mit
Lemma 5.4 c) L x
[ fudu = > 2 hywdp
j=1" k=1
L S lim [Y hysdp
j=1M—70 k=1
Lemma52¢) <\ &
= >332 [ hywdp
j=1k=1
— J hiwdp (n— o0)
j=1k=1
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und

Z/ hjrdp =) / hjwdp

j=1 k=1 .k

(da Integrale nichtnegativ und Summationsreihenfolge deshalb keine Rolle spielt)
folgt die Behauptung. 0

Sei f messbar. Nach Satz 4.2 sind dann auch f* = max{f,0} und

f~ = max{—f,0} nichtnegativ und messbar und damit existieren.

/f*dpund/fduE@Jr.

Falls nicht beide Integrale unendlich sind, definieren wir:
[ gaw= [ rrau- [ rau

Bem.: Ist f nichtnegativ messbar, so ist
/ f_du:/ Odp=0und f = fT.

Damit stimmt die obige Definition mit der aus Schritt 2 iiberein, sofern f nichtne-
gativ ist.

Lemma 5.5: (€, A, 1) sei MaBraum, u, v : 2 — R, seien messbar. Sind

u—vund/udu—/vd,u

definiert, dann existiert [(u — v)dy und es gilt

/(u—v)du:/udu—/vdu.

Beweis:
u—v=(u—v)"—(u—0v)"
= u+t(u—v)" =v+ (u—wv)*"
bemmg 5.4 Judp+ [(u—v)"du= [ vdp+ [(u—v)Tdu
= Juwdp— [ vdu= [(u—v)Tdp— [(u—v)Tdu (%)
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denn:

Die letzte Umformung ist klar fiir [ v dp < oo und [(u —v)~"dp < .
Im Falle [v du = +oo ist aber [ u du < co und damit (wegen der Nichtnegati-
vitét von u und v) auch

/(u—v)*duﬁ/u*du—/udu<oo
/udu+/(u—v)du—/vdu—l—/(u—v)*du

/(u —v)"dp = o0,

Wegen
folgt daraus

womit (x) wieder gilt.

Im Falle [(u—v) du = oo gilt (wegen der Nichtnegativitit von u und v)

/uduz/m—wrm“4m

woraus [ uwdp < oo und [(u—v)tdu < [ wdp < oo folgt, also gilt wieder ().

Weiter folgt wegen
Jw—v)tdp < [ wdp

Jw—=v)"dp < [ vdu

aus der Existenz von [ udp — [ vdp auch die Existenz von

‘/m—uw@ki/m—v)m“i/m—vmw

Lemma 5.6

Seien a,b,c,d € R,.. Sind a — b,c — d und (a — b) + (c — d) definiert, so ist auch
(a+0)—(b+d)
definiert, und es gilt
(a+c)=(b+d)=(a—b)+ (c—d)

Beweis: Folgt mit Fallunterscheidung < oo, = oc. U
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Fall 1.a =00 = b < 00,d < 00
Fall 1.1: ¢ = o0
li. S. =00, 1. S. =004+ 00 =00
Fall 1.2: ¢ < o0
li. S. =00, re. S. =
Fall 2. a < co,b=00=c < >

Fall 2.1: d = o0

li. S. = —o0, re. S. = —00 — 00 = —00
Fall 2.2: d < o0

li. S. = —o0, re. S. = —00

Rest durch Vertauschen von a,b mit ¢, d.

Def. 5.1 Mafiraum (9, A, u).

a) Jedes N € A mit u(N) = 0 heifit u-Nullmenge.

b) Eine Eigenschaft gilt u-fast iiberall (kurz: p-f.ii.), wenn die Menge der w,
fiir die sie nicht gilt, Teilmenge einer p-Nullmenge ist.

Satz 5.2 (Eigenschaften des Integrals)

Sei (2, A, it) ein MaBraum und seien f, g : © — R messbare Funktionen, fiir die
[ fdpund | g dp existieren. Dann gilt

a) f>0= [ fdu>0

b) Fiir a € R existiert [ (- f)dp und es gilt

[ nau=a- [ tan

¢) Sind f+ g und [ fdu+ [ gdu definiert, dann existiert [(f + g)du und es

gilt
/(f+g)du=/ fdu+/ gd.

d) f>2g9= [ fdu> [ gdu.
e) f=gupti.= [ fdu= [ gdu
£ | [ fdul < [ |fldp.
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Beweis:

a) Folgt aus Lemma 5.4 a).

b) Trivial fiir o = 0.
Fall « >0: (a-f)"T=a- [T,

—~

a-f)T=a-f”

= fla-Hdp = Ja-Hrdu— f(a- f)dp
= Ja ffdu—[a-fdp
Lemngs.%) a~ff+du—oz~ff_d,u
= a- ([ frdp— [ f-dp)
Def

= a- [ fdu.

Fall a <0: (a-f)T=(—a) - f",(a-f)"=(—a) fT
Wegen (—a) > 0 folgt mit der Definition des Integrals und Lemma 5.4 b):
Jle- fdp = [(a-f)tdp— [(a-f)~dp
= (=) frdu— [(—a)- frdp
= (=) ([ frdp— [ frdp)
= (=a)-(=1)- [ fdp

= «a- [ fdu.
¢) Nach Voraussetzung existieren
fr=r=f
9 -9 =g

ff=f)+@ -9 )=f+yg
Mit Lemma 5.6 folgt, dass auch
*)  (fT+g) - +g)=rf+g
existiert.

Analog sieht man, dass auch
JUT+g5)dp— [(f~ +g7)du
(ex) ¢ = ( frdp— [ f=du) + ([ g*dp— [ g~dp)
= [ fdu+ [ gdu
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existiert.

Mit Lemma 5.5 (setze u = fT + gt v = f~ + g7) folgt die Existenz von

/(u—v)du = /(f+9)du

J(f+gdp = [(u—v)dp= [udp— [vdp
= fdp+ [ gdp.

d)  f>g=f">gtund f~ <g”

sowie

= [ fdu = Jfrdp— [ f-du
Lemma 5.4d)
> Jotdu— [ g du
= [ gdp.

e) Sei f =g fii.
Da f und g messbar sind, gilt A= [f = ¢] € A.
Nach Voraussetzung ist — p(A¢) = 0.
Mit
[frdu = [ frxadp+ [ fTxaedp
= [ fTxadu

(wegen 0 < [ fTxaedp < oo - pu(A°) = 0) und den analogen Aussagen fiir
f~, g7 und g~ folgt:

[ fdp = [ frdu— [ fdu
= [ frxadp— [ f7xadp
= [ g"xadu — [ g~ xadp (nach Definition von A)

= [gtdp— [ g du
= [ gdu.
£y [ fdu=[ frdu— [ f-du
= [ fdul < [ frdp+ [ fmdu

L+ Sy
= [Ifldp
wegen |f| = fT+ f. O
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Def. 5.2 MaBraum (2, A4, p), f : (LA) — (R, B).
f heift pu-integrierbar (kurz: integrierbar), falls [ fdu existiert und endlich ist.

Satz 5.3 Mafiraum (2, A, i), f,9: Q — R.

a) Sei f messbar. Dann gilt
[ integriertbar < fT, f~ integrierbar < |f| integrierbar

= f f.i. endlich.

b) f messbar, g integrierbar mit |f| < g f.ii.
= f integrierbar

Beweis:
a) f integrierbar

& [ ffdp<ocound [ f-dp < oo
& fT, f integrierbar

) | f| integrierbar

Begr. von (x): “=":

[lftde = J(fY+f)du
Satz:5.2c) f f+d[L + f fidﬂ
< oo nach Vor.

= fr<IfL < 1S
~ [ frdp < [ | fldp < oound [ fTdu < [ |fldp < oo
nach Satz 5.2 d)

~s T f~ integrierbar.
Ist nun |f]| integrierbar, so gilt
00 > [ |fldp = [ o0 1jpj=cqidpt
(nach Satz 5.2 d)
=00 - u([|f] = oc])

([l fl = o0]) =0
f f.i. endlich

R
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b) Sei |f| < ¢ f.ii. mit g integrierbar.
= ft <gfi.und f~ <gfii
Wihle Nullmenge N mit f*-1ye < g-1lyeund f~ - 1ye < g- 1ye

= [ frdpu Satz 5.2¢) J o inedpn < [ g 1nedp = [ gdp < oo
und analog
/ f‘dMS/ gdp < 00
2 f integrierbar. O

Def. 5.3 (2, A, 1) Mafiraum, f : (2, 4) — (R,B), A € A. Wir setzen

/Afdu::/f-xAdu

Fiir eine dquivalente Definition sieche Ubungen, Aufgabe 6.

Def. 5.4 Mafiraum (R"™, B,,, m) mit m = LB-Ma8,
f:(R".B) = (RB)AeA

Dann heif3t
/ fdm  (falls existent)
A

Lebesque-Integral  (kurz: L-Integral)
Fiir n = 1 auch Bezeichnung: [, f(z)dz oder [, fdax.

Satz 5.4:

Sei f : [a : b] — R Riemann-integrierbar und messbar. Dann ist f auch Lebesque-
integrierbar und das Lebesque-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein.

Bem.:

Die Umkehrung von Satz 5.4 gilt aber i. A. nicht:

ist Lebesque-integrierbar (da f = 0 m-f.ii.), aber nicht Riemann-integrierbar.

Beweis von Satz 5.4:
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Ist f Riemann-integrierbar, so ist f auch beschrénkt (da sonst jede Obersumme
+o00 wire), daher ist f nach Satz 5.3 b) auch Lebesque-integrierbar.

Also geniigt es zu zeigen: Riemann- und Lebesque-Integral stimmen {iberein.

Dazu sei o BdA f > 0 (sonst zerlegen wir f in Positiv- und Negativanteil und
zeigen die Aussagen fiir die beiden Anteile separat).

Setze ;
Tpn=a+k- afﬁrk:O,l,...,n
n
und
[Tkt Thp)  fir k<n-—1,
Ik n —
[Tn—1n, Tn, fur k=mn.
Dann gilt
Riemann-Integral von f = lim ) ( iI}f f (1;)) L
n—o0 1 \ @€l
= lim Y} [ sup f(z)]-2.
n—00 k21 \ z€lyy
Mit

folgt aus der Monotonie des (Lebesque-)Integrals:

kz: ( it f(36)> < ) Xy (f)dt

J,‘Elk,n R
< 1
< Y| sw fl2)) 5
k=1 \z€lyn

Da rechts und linke Seite beide fiir n — oo gegen das Riemann-Integral von f
konvergieren, folgt daraus die Behauptung. 0
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3. Weitere Eigenschaften von Maf3 und Integral

§6 Integralkonvergenzsitze

Wir zeigen zunéchst folgende leichte Verallgemeinerung des Satzes von Beppo Levi:
Satz 6.1: Sei (Q, A, i) ein MaBraum und f, : (Q,.4) — (R, B) (n € N). Es gelte
/ fndp > —oo fiir mindestens ein n

und
fn1 [
Dann existiert [ fdu und es gilt

/fdu—glngo/ fndp.

Beweis:
(Beweisidee: Bisherige Fassung des Satzes auf h,, = f, — f; > 0 anwenden).

oBdA [ fodu > —oc fiir allen € N
(denn [ fodu < [ fay1dp und Aussage ist asymptotisch)

Also
/ fndp < oo fiir alle n € N.

Mit Satz 5.3a) folgt daraus
VneN: fi. f, <o

was
VneN(fi. f, >—oc0

impliziert.

Da abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ergibt, gilt sogar:

fi. VneNf, > —ox]

Andert man die Integranden auf einer Nullmenge ab, so dndert sich der Wert des
Integrals nicht (vgl. Satz 5.2¢)). Daher sogar oBdA:

VneN: f, >—oc0
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Setze

" B folw) = filw) , falls fi(w) <
()= 0 , falls fi(w) = 00
und
h(w) = { fw) = filw) , falls fi(w) < oo
0 , falls fi(w) = 00
Dann gilt:

hyn, h nichtnegativ messbar  (da f, 1)
hyp T h (denn fiir fi(w) = oo gilt trivialerweise h,(w) T h(w) (n — 00))

/hndua/hdu (n — 00).

fn:f1+hn
f=h+h

(denn im Falle fi(w) < oo ist diese Beziehung klar, fir f;(w) = oo gilt f,(w) =
f(w) = oo wegen f, T f und daher sind dann oben beide Seiten unendlich) folgt
daraus mit Satz 5.2c):

/fndMZ/fldu+/hndus'—>a/fldu+/hd,u:/fdu(n—>oo).

Hierbei existiert [ fdu, da [ fidu existiert nach Voraussetzung, [ h du existiert
nach Satz 5.1 eine [ fidu+ [ h du existiert wegen Voraussetzung [ fidu > —oo
(vgl. Satz 5.2¢)). O

Bemerkung: Die Voraussetzung

Mit Satz 5.1 folgt:

Wegen

a) [ fudp > —oc fiir ein n € N
bzw.

b) fu 1

in Satz 6.1 darf nicht weggelassen werden.

Begriindung:
Setze (2, A, 1) = (R, B, m) mit m = LB-Ma8.
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Zu a):

fn = _l T 0
n
aber
[ it =—c0 > [ odu =
Zu b):
1
fn = l 0
aber

/fndu=+oo74>/0du:0.

Satz 6.2: (Lemma von Fatou)

Sei (2, A, i) ein Mafiraum.

a) Sind f, messbar (n € N) mit f,, > ¢ f.ii. fiir eine integrierbare Funktion g.
Dann existiert

/ lim f,, du und es gilt

/mnmg@/nw

b) Sind f, messbar (n € N) mit f, < h f.ii. fiir eine integrierbare Funktion h.
Dann existiert [ lim f, dp und es gilt

[ W auzTm [ g

Beweis.

a) Fall 1: f, > 0 fiir allen € N
Setze
In = égi k-
Dann ist g, nichtnegativ messbar mit

gn 1 lim g, = lim ]icgf fr = limfj.
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Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz existiert dann [ limfy dp
und es gilt

[ limfy dp = lim [ g, dp
lim [ gﬁ fr du

n—oo

VAN
=
—
=
=N
==
oW
=

(Monotonie des Integrals)

lim [ fi dp.

Fall 2: Allgemeines f,,.

Da g integrierbar gilt nach Satz 5.3a) ¢g(w) € R f. ii.
Da Integral sich bei Abéndern des Integranden auf einer Nullmenge nicht
dndert (vgl. Satz 5.2 e)) gilt

oBdA g(w) e R fiir allew € Q

und
oBdA f,(w) > g(w) fiir alle w € Q.

Setze
Fy(w) = fa(w) — g(w) = 0.

Nach dem 1. Fall existiert dann [ limF, dyp und es gilt
/h_anduéli_m/ F, dp.
Mit

folgt, da g integrierbar und reellwertig ist, dass auch

/li_mfnduz/(h_mfﬁg)du
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existiert (vgl. Satz 5.2c)), und es folgt:

J lim fo dp = [ (lim Fy +g) dp
= [ LmF, du+ [ gdu

(nach Satz 5.2c))
lim [ F,du+ [ gdp
(nach Fall 1)
= lim([ F,du+ [ gdu)
= lim [(F, + g)du

(nach Satz 5.2¢))

IN

b) Ist
fn < hfi.,
so ist auch
_fn > —h fi.

und nach Teil a) existiert [ lim(—f,)dp und es gilt

[ (- pau < tim [ (- f)dn

Mit
lim(— = inf (— = — inf
() = sup jof(en) = = nfowp
= —lima,

folgt daraus und mit der Linearitit des Integrals die Existenz von [ lim f, du
sowie

was die Behauptung impliziert. O

Bem.: Die Voraussetzung
fn > g fi. mit g integrierbar

in a) ist notwendig.

Denn fiir (22, 4, 1) = (R, B,m) mit m = LB-Maf} und



gilt

/h_mfnduzfowzo

h_m/ fn dp = lim(—o00) = —o0,

aber

also ist hier

/h_mfndwh_m/fndu.

Satz 6.3  (Satz von der majorisierten Konvergenz; Lebesque)

Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und seien
fn, [ messbare Funktionen (n € N).
Sei g integrierbar und es gelte
|ful < g fii. (n€N)

und

fo — f (n— o0) fii.

Dann sind f,, f integrierbar und es gilt
/ fdp = lim / fndp sowie lim /|fn — fldp = 0.

Beweis:

oBdA gelten die Voraussetzungen iiberall statt f.ii.
oBdA sei g reellwertig.
/Ifnldu S/Igldu <00

/mws/MW<w

also sind f,, f nach Satz 5.3b) integrierbar.

fn, f sind messbar mit

und

Wegen
|f fndﬂ_f fd:u| = |f<fn_f)d:u’

S f‘fn_f|d,u
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geniigt es zu zeigen
[ 152 fldu =0 (n— o).

Setze

Nach Voraussetzung gilt  h,, — 0 (n — 00) und
hn < |fn|+|f‘ <29

mit 2¢ integrierbar.

Aus h,, > 0 folgt

Og/hnd,u

und mit dem Lemma von Fatou folgt weiter

m/ hndug/ﬁhndu:/Odu:O.

lim hy, dp =0, w.z.z.w.

n—oo

Also gilt

Bemerkung Die Voraussetzung |f,,| < ¢ f.ii. darf in Satz 6.3 nicht weggelassen
werden, denn fiir (Q, A, ) = (R, B,m) mit m = LB-Maf} und

n* , 0<z<i
fn(x>:{

0 , sonst

gilt f, — 0 f ii. aber [ f, du=n— oo (n — ).

§7 Mafl und Integral in Produktriaumen

Fragestellungen:

a) Wie kann man zwei Maflen ein Produkt zuordnen?

b) Wie integriert man bzgl. einem solchen Produktmaf?
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zZu a):

Genauer:

Sind (9, A;, 1;) (¢ = 1,2) MaBrdume, so ist ein MaB p definiert auf
einer o-Algebra A C P(; X ) gesucht mit

p(Ay x Ag) = p1(Ar) - pa(As2)

fir alle A1 c Al, A2 € ./42.

Definitionsbereich dieses Maf3es?

Def. 7.1 Seien (Q4,.A4;), (22, A2) zwei Messraume. Dann wird das Produkt der
o-Algebren A; und A, definiert durch

Al ®A2 = JTQlXQQ({Al X Ag : Al € Al,AQ c AQ}),

d. h. A ® A, ist die kleinste o-Algebra in ; x s, die alle Mengen der Form
Al x Ay (Al e A, Ay € ./42) enthélt.

Satz 7.1 Sind (€, A;, i1;) (1 = 1,2) zwei o-endliche Mafirdume, so existiert hochs-
tens ein Mafl p auf A; ® A, mit

(*) [L(Al X Ag) = [,61(141) . IMQ(AQ) fir alle Al S Al,AQ € ./42

Beweis:

C:= {Al X Ag : Al S Al,Ag c .AQ}
ist N-stabiler Erzeuger von A4; ® A, (denn

(Al X Ag) N (Zl X Zg) = (Al ﬂzl) X (AQ OZQ>>
Die Mengenfunktion

Al X AQ — /L1<A1) . ILLQ(AQ) (Al € Al,AQ S AQ)

ist o-endlich auf C. Denn da A; o-endlich ist, existieren Mengen A’ 1 €; mit
pi (AL) < oo fiir alle n € N (¢ = 1,2). Dann gilt aber auch

A;XA%T(hXQQ
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(da A} x A2 C AL, x A2, und

n

b 2 U (U arxa) = U o x )

neN JEN \neN jEN

= Ql X QQ )
und
pr(A}) - pa(A2) < oo fiir alle n € N.

Nach Satz 3.3 ist daher p (sofern iiberhaupt existent) durch (x) bereits eindeutig
festgelegt. O

Def. 7.2 Ql,QQ Mengen, A g Ql X QQ, wi € Ql,u)g € QQ.

Dann heifit
Awl = {UJQ €y (Wl,WQ) S A}

bzw.

sz = {UJ1 €y (Wl,WQ) S A}

der w;-Schnitt von A bzw. der wy-Schnitt von A:

Lemma 7.1
Seien (£2;, A;) (i = 1,2) Messrdume und A € 4; ® A,.

Dann gilt fiir alle wy; € 4
Awl S -’42

und fiir alle wy € 9
A, € Ax.

Beweis:

Wegen Symmetrie geniigt der Nachweis der Aussage fiir w;. Dies wiederum folgt
aus

A @A CG:={ACQ xQ: A, €A firallew, € O}
Nun gilt:

1) C:{A1XA21A1€A1,A2€A2}QQ
da

A2 falls w1 € Al
(Al X A2)w1 =

0 falls w, € Ay
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2.) G ist o-Algebra in €y x €y, denn:

(a) D e G,dal,, =0 e A, fiir alle w; € Q.
(b) Ist A € G, so gilt auch A° = () x Q)\A € G da

(21 x Q2)\A)w,

={wy € Ny : (w1,w2) € (1 x Q) \ A}
= {wy € Yy : (w1, wn) € A}

={w €Wy :wy & Ay}

= QQ\Awl e A,

(denn A,, € A und A, ist o-Algebra).
(c¢) Sind A,, € G (n € N), so ist auch |J A, € G, da

neN

(U A) = e e e U A

neN neN
= U{wr € Qy:(w,we) € A}
neN
= U (An)m € A
neN

da (A,)., € A; fir alle n € N und A, o-Algebra ist.

Damit:
1.

JJ ef.
¢ O Fe)™ A e A4,

Ny

Lemma 7.2

(Qi, Aiy i) (1 = 1,2) seien zwei o-endliche Mafiraume. Dann ist fiir jedes A €
A, @ A, die Funktion
wi — p2(Aw,)

bzw.
wa > i1 (Ay,)
auf ; bzw. Qy definiert und A; — B- bzw. Ay — B-messbar.

Beweis:
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Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildung

Wy — ,U/Q(AM)

Zu zeigen.

Nach Lemma 7.1 ist us(A,,) definiert.

1. Schritt: Wir zeigen die Behauptung im Spezialfall p5(€2s) <

Bezeichnung: s4 : w; — R sei definiert durch s, (w1) = pa( Ay, ).

Wir zeigen:

Q.

AR A C{AC O xQ:s4 A — B —messbar} =: G

Dazu zeigen wird:

(1) C:={A1 x Ay Ay e A1, Ay e A} CG

(2) G ist Dynkin-System.

Daraus folgt die Behauptung, denn:

(1),(2) —stabi ef.
g 2 DE) "= FC)E A A,

Nachweis von (1):

U2 (AQ ) fir

Sarxay(w1) = pa((A1 X Ag)w,) = { (@) =0 fi

= pa(A2) - x4, (w1)

w1€A1
wr € Ay

Also ist s4,x4, (als einfache Funktion) messbar fiir A; x A, € C.

Nachweis von (2):

a) O xQyeGda
SQ1xQa (wl) = N2(Q2>

als konstante Funktion messbar ist.
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B3) Seien A, B € G mit A C B.
Dann gilt
B,, = (B\AUA),, = (B\A),, UA,,,

woraus folgt

p2(Bu,) = p2((B\A)w,) + p2(Ayy)
bzw.

p2((B\A)w,) = p2(Ba,) — pa(Asy)
(da p2(£22) < ool)
Also ist

Sp\A = S — SA

als Differenz zweier messbarer Funktionen messbar.

Daraus folgt:
B\A €gG.

v) Seien A, € G (n € N) paarweise disjunkt.
Dann sind auch (A,)., € Az paarweise disjunkt, und es gilt

(U An) = U(An)w1 :

Mit pe MaB folgt daraus

((04).) - (o)
= S (A,

was
o0
SUnAn = E SA,
n=1

impliziert. Da s4, nach Voraussetzung messbar ist fiir jedes n € N, folgt die
Messbarkeit von sy a,, was wiederum

UAneQ

neN

impliziert.
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Aus «),3), und 7) folgt 2), und damit die Behauptung im 1. Schritt.

2. Schritt:  Wir zeigen die Behauptung im Fall py o-endlich.
Wihle B,, € Ay (n € N) mit B, T Q3 und po(B,,) < oo fiir alle n € N.

Dann ist
Ay = 1o (As) = pa(A2s N By,)

ein endliches Maf§ auf A5, und damit ist nach Schritt 1
w1 — ua(A,, N By)

fiir jedes n € N eine A; — B-messbare Funktion.

Wegen
p2(Ay,) = nhjgo p2(Ay, N By)

(was aus der Stetigkeit von unten von puy und A,, N B, T A,, folgt), ist dann aber
auch

wy = iz (Auy)

als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen selbst messbar. ([l

Satz 7.2 (Vorstufe des Satzes von Fubini):

Seien (€2, A;, p;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafiriume. Dann existiert genau ein
MaB p auf A; ® A, mit

,LL(Al X Ag) = ,U,l(Al) . ILLQ(AQ) fir alle A; € .Al, As € A,
Dieses Maf ist o-endlich und ist gegeben durch

p(A) = ﬁfﬂl(sz)d“?(w?)
- ﬁfm(Awl)dul(wl)

Beweis: Setze

() = / i1(Aus) dpa(n).

Qo

Nach Lemma 7.2 ist 7 wohldefiniert.

Wegen
p1(A,,) > 0 fiir alle wy €
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gilt
i(A) > 0 fir alle A € A; ® As.

Weiter gilt

1(0) = [ 10) dpaion) = [0 dpsfz) =0
QQ QQ
und fiir paarweise disjunkte A, Ao, ... € A @ A, gilt:

(5] - (5] o

= 5 (An)ey
= oy S (Ao, dpa(wn)

n=1

(da gy MafB ist )

= ; Jo, 11 ((An)ws) dpta(ws)
(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

und der Linearitat des Integrals)
- Zl A(An).

Also ist @z ein Ma8B. Fiir dieses gilt weiter:
(A x Ag) = [, m((Ar X Az)w,) dpz(ws)
= Jo, ta(A1) - X, (w2) dpa(w2)

= p(Ar) - p2(As)
fir alle Al € ./41, AQ € ./42.
Damit ist die Existenz des Mafles 1 aus der Behauptung gezeigt.

Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 7.1, im Beweis dort wurde auch die o-Endlichkeit
von i bewiesen.

Analog zu oben folgt, dass auch

A f(A) = / pa(Au Yl (1)

Q1
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ein Maf3 auf A; ® A, mit
[(Ar X Ag) = p1 (A1) - pa(A2) (A; € Ay)

ist, woraus mit Satz 7.1 folgt:

=)
I
=l

Def. 7.3: Seien (92, A;, ;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafirdiume. Das in Satz 7.2
auftretende Maf

f=:p1 @ pia
auf A; ® As heiit Produkt-Maf.
Der MaBiraum (21 x s, A; ® Az, 11 ® o) heift Produkt-Mafiraum.

Bem.: Es gilt

[xadm@pe = (@ m)(A) = fo, pa(Au)dple)
le fQQ Xa(wr, wa)dpg(wa)dp (wr)

Im Folgenden zeigen wir diese Formel fiir allgemeines (integrierbares)

[ xQy, A ® Ay) — (R, B).

Lemma 7.3:
Messraume (5, 4;) (1 =1,2), f: (Q1 x Qy, 4, @ A3) — (R, B).
Dann ist der sog. w;-Schritt

for 1 Q0 = R, fu, (w2) = flwr,ws)

von f As — B-messbar, und der sogenannte wy-Schritt

Jor 1 U = R, fup(w1) = flwr,ws)

von f ist A, — B-messbar (jeweils fiir alle w; € Qp,wy € ).

Beweis:
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Fiir B € B gilt:
f;ll(B) = {w2 € Qy: fo,(w2) € B}
= {w2 €Qy: f(wi,wo) € B}
= {wr €Dyt (wi,wn) € f71(B)}
= (f7UB)),, € Az
da f71(B) € A; ® Ay und nach Lemma 7.1 fiir jedes A € A; ® A, gilt A, € As.
Analog folgt die Behauptung fiir f,, U

Satz 7.3 (Satz von Tonelli / Satz von Fubini)
Seien (£2;, A;, 11;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafirdume, und sei
fi(Q x Qe A1 @ Ay) — (R, B).

Dann sind die Funktionen

Wy foodptn, wi — fundpo
Ql Q2

Ay — B bzw. A; — B-messbar und es gilt:

f / d(ﬂl ® :“2> = fQZ fgl(fwg(wl) dﬂl(wl) dﬂ2(<ﬂ2>
= Jo, Jo,(fur (w2) dpa(ws) dpn(wr)

Beweis: Geméfl Lemma 7.3 die inneren Integrale wohldefiniert.
Fall 1: f = xa
In diesem Fall gilt

o Jundpn = p1(Ag,), o, Jordps = pia(Au,)
und

[ 5t © ) = (1 @) ()
Die Behauptung folgt aus Lemma 7.2 und Satz 7.2.

Fall 2: f nichtnegativ einfach.

Unter Beachtung der Messbarkeit von Linearkombinationen messbarer Funktionen
und der Linearitéat des Integrals folgt die Behauptung aus Fall 1.
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Fall 3: f nichtnegativ messbar.
Wihle Folge nichtnegativer einfacher Funktionen f, mit f, T f.

Dann sind (f,)., ebenfalls nichtnegativ einfach und es gilt

Insbesondere gilt
Jupdpy = lim (fn)wzdﬂl (*)

951 = Jm

nach Definition des Integrals und

wy = [ fu,din
951

ist als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen (vgl. Fall 2) selbst messbar.

Weiter folgt aus ((fn)w, ), ey Richtnegativ und wachsend, dass auch

(Jin),

nichtnegativ und wachsend ist, und es gilt:

J fdm@pe) = Jim I fod(in @ po)
(nach Definition des Integrals)

- ,}E{}O fQQ{fQI(fn)wz(w1>d,u1<wl)}d,uz<u)2)
(nach Fall 2)

= Jo, {1 fo (fn)ws (w1)dpn (w1) bepaa(ws)

(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz)

= Jo,q, for(@1)dp (wr) ydpa(ws)
(nach (x))

Der zweite Teil der Behauptung folgt analog. 0

Satz 7.4 (Satz von Fubini)
Seien (£2;, A;, 11;) (i = 1,2) o-endliche Mafirdume und sei

[ x Qg A ® Ay) — (@,B)
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a) Ist f (p1 ® po)- integrierbar, so gilt

J fdlm@p) = [ | [ fo(wr) du(wr) | dps(ws)

Qs \
= f ffw1(w2) dpig(wa) | dp(wr),
Q1 \Q

wobei gilt:
fun = 0 — Rist fiir o — f.a. wy € Qo py — integrierbar,
fo, 1 Qo — R ist fiir 1 — f.a. wy € Q pe — integrierbar

und die po-f.ii. definierte Funktion

Wo — /fwg dm(wl)
951

ist po-integrierbar, und die p;-f.ii. definierte Funktion

Wy — /fwl dMQ(WQ)
Qo

ist pq-integrierbar.
b) Aus
[ [ 1ol (1) diagen) < o

Q2

bzw.

[ [ 1)l i) dpsfn) < o0

Q1 Qo

folgt f p1 ® po-integrierbar, und in diesem Fall gilt die Behauptung aus a).

Beweis:

a) Sei f(u1 ® po)-integrierbar, und sei f = f* — f~ mit f*, f~ > 0.
Dann gilt nach Satz 7.3:

JU)rten) o) = [ £ a0 ) < o,

Q1 Qo

woraus folgt
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— [...] < oo fir pui-fa. w,
— wy — [...] ist py-integrierbar,

— (f1)w, ist fiir uy-f.a. wy po-integrierbar.

Unter Verwendung der analogen Aussagen fiir f~ und Beachtung von

(f o (w2) = (for) T (w2), (f D (w1) = (fur) ™ (w1)

folgt der zweite Teil der Behauptung aus

[ rdwen = [ 1t dpen) - [ £ dom o w.

Vertauschen von w; und wsy liefert analog den ersten Teil der Behauptung.

b) Aus
Sl @ p2) = [ [ [fun(wi)ldp(wr) dpa(ws)

Qo
< o0

(wobei die erste Gleichheit aus Satz 7.3 folgt) folgt | f| (11 ® pe)-integrierbar,
was nach Satz 5.3 f integrierbar impliziert. O

Bemerkung:

Die Definition und Sétze dieses Abschnittes gelten entsprechend auch fiir endliche
Produkte von Mafirdumen.
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§8 Konvergenz von Folgen messbarer Funktionen

Def. 8.1 (Q, A, 1) Mafiraum, f, f, : (2,4) — (R,B) (n € N),p > 1. Die Folge
(jh)neN heﬂﬁJgegen-f

a) konvergent u-fast iiberall (auch: p-fast sicher, f.i., f.s.), wenn gilt:

/L[fn7/_> f]::O’

d.h.
p{weQ: fulw) # flw) (n — o00)}) =0.
b) konvergent fast gleichmiflig, wenn fiir jedes § < 0 ein 5 € A existiert
mit
w(s) < 0 und f, — f gleichméBig in Qf,

d.h.
1(82s) < 6 und sup [f,(w) — f(w)] — 0 (n — oo).

wef

c) konvergent dem Mafle nach (bei px W-Maf auch:

stochastisch konvergent, konvergent in Wahrscheinlichkeit), wenn fiir jedes
e > 0 gilt:
pullfo = f1>el =0 (n — o),
d.h.
p{w e Q:[fo(w) = f(w)] >€}) = 0 (n — o).

d) konvergent im p-ten Mittel, wenn gilt:

/|fn—f|pdu—>0(n—>00)-
Q

Bemerkung 8.1:

a) Bei der Konverenz pu-f.ii. ist die Grenzfunktion (sofern existent) bis auf eine
Menge vom Mafl 0 eindeutig.

b) Da die anderen Konverenzarten die Konvergenz p-f.ii. einer Teilfolge impli-
zieren (s.u.), gilt dies auch fiir die anderen Konvergenzarten.

Satz 8.1: (Q, A, 1) MaBraum, f, f, : (2,A4) — (R,B) (n € N),p > 1.
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£, — f fid.

n — [ fast gleichmafig =
J d & & { fn — f dem Mafle nach

b) f. — f dem Mafle nach
= Es existiert Teilfolge (ny) von (n) mit f,, — f f.ii.

c) Sei u(§2) < co. Dann gilt:
fo— [ i = f, — f fast gleichméaBig
(Satz von Egorov).

d) Sei u(92) < co. Dann gilt:
fn— f fi. = f, — f dem Mafle nach.

e) fn — fim p-ten Mittel = f,, — f dem MaBe nach.

Beweis von a)-d)

a) Es gelte f, — f fast gleichmé&Big.
Sei 6 > 0 beliebig. Dann existiert Qs € A mit pu(Qs) < 6 und f, — f
gleichmaflig auf €.

Damit

ulfn 7 1 < p(€ds) <6

und wegen
[|fn — f| > €] C Qs fiir n groB genug

(da auf QS |f, — f| gleichméBig gegen Null konvergiert)

gilt auch o
Tl — f] > ] < u() <.

Mit o | 0 folgt
fn— ffi. bzw f, — f dem Mafle nach.

b) Es gelte f, — f dem Mafle nach, d. h.

Ve>0: pllfu—fl>¢]—0(n— oc0).

Daraus folgt:
Iny wllfon = f1 2 1] <
Ing >ny o pflfay — 1 2

1
2
Ing >ng: pl|fas — f1 >3] <
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USW.

Man erhélt Teilfolge (f,,)r von (f,), mit

1 1\?
—fl>1< (=) .
Fiir diese gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

Jo k; X{lfo,~ 124 A1 = k; Jo X -1z 111

oo oo 2
= Y ullfu— 123X () <o
k=1 k=1
Mit Satz 5.3 folgt

ZXank—f\Z%J < oo p—ti
k=1

Somit gilt fiir p-fast alle w € Q:
X{fu,—fi>2)(@) =1 mur fiir endlich viele Indices £,

woraus folgt:

3 ko = ko(w) Yk > ko : | fu, () — f(w)] <%

Dies impliziert fiir p-f.a. w €

limy oo | frp (W) — f(w)] < hrnk_,oo% =0,

woraus f,, — f p-f.i. folgt.
¢) Siehe Ubungen.
d) Folgt aus c¢) und a).

Direkter Beweis ist aber auch einfach:

pllfo = £1> & = [ Xipoadi = [0du=0 (n— o0)

Q

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, der anwendbar ist wegen:

— X[|fa—fl>e] — 0 (n — 00) f.ii. wegen f, — f f. i

= X(pu—rmal <1
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wobei die konstante Funktion 1 wegen u(Q2) < oo integrierbar ist.

O
Fiir den Beweis von Satz 8.1 ¢) benétigen wir:
Satz 8.2 (Markoffsche Ungleichung)
Sei (2, A, 1) ein MaBiraum, f : (2, A) — (R,B),e > 0 und p > 0.
Dann gilt:
1
>el < — P du.
llf 2 e < 5 [ 1P du
Beweis.
pllifl =z el = Joxunza(w) du(w)
P
< Jo <m(s ”) “X[r1ze) (@) dp(w)
(da (lf(:”)p Z 1 gﬂt ffll" X[|f|zg] (w) 7& 0)
</ <\f(6w) )p dy(w)
(da Integrand nichtnegativ)
= & JolfIP du.
O
Damit Beweis von Satz 8.1 e):
Satz 82 ]
wllfo—fl>¢l < 6—p/|fn—f|p di — 0 (n — oo) falls f,, — f im p-ten Mittel.
U

Bemerkung 8.2: f,, — f dem Mafle nach # f,, — f f.ii.

Begriindung: Q = [0, 1],.4 = [0, 1] N B, u = Restriktion des LB-Mafes auf .A.
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fi = X][0,1]

f2 = X[0,4]
fs = XL
fa = X[0,1]
s = X[L.2)
fe = X[2.1]

u. S. W.
Grenzfunktion f =0

Es gilt: f,, — f dem Mafle nach.
Es gilt nicht: f, — f p—f.i. (da f,(w) 4 f(w) fir alle w € Q)

Satz 8.3 (Q, A, i) sei Mafiraum mit g endlich.

fus [ (Q,A) — (R,B) (n € N). Dann gilt:
fn — f dem Mafle nach <

Zu jeder Indexteilfolge (n4 ) von (n), existiert eine Teilfolge (ny;); mit fu, =
f.i.

Beweis:

“=7 Ist (ng)r Indexteilfolge von (n),, so gilt auch f,, — f dem Mafle nach.
Behauptung folgt mit Satz 8.1 b).

“«<" Sei € > 0 beliebig.
Zu zeigen: wllfo—fl >l —0 (n— o0).

Aquivalent (Eigenschaft der Konvergenz bei reellen Zahlenfolgen) ist:
( { Zu jeder Indexteilfolge (ny) existiert Teilfolge (nk]) mit
*

llfui, — £ > ] =0 (G — o0)

(Ist ndmlich (ay,), reelle Folge mit a,, /4 0 (n — 0), so existiert Teilfolge (a,, )k
die divergiert bzw. gegen Grenzwert ungleich Null konvergiert. Fiir diese Teilfolge
konvergiert dann aber keine Teilteilfolge gegen Null).

Nachweis von (x):

Sei (ng)x beliebige Indexteilfolge von (n),.
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Nach Voraussetzung existiert Teilfolge (nkj)j mit fnkj — f i
Nach Satz 8.1 d) folgt daraus aber

fnkj — f dem Maf nach,

also insbesondere
Wl fun, — f1 > €] = 0 (j = o),

was zU zeigen war. O

Anwendung: (2, A, P) W-Raum, X,,, X : Q@ - R A — B-messhbar, h : R — R
stetig. Dann gilt: X,, — X dem MaBe nach = h(X,) — h(X) dem Mafle nach.

Beweis: Beliebige Teilfolge (ny).
Nach Satz 8.1 b) existiert Teilteilfolge (nkj)j mit
Xy, = X P — f.s.
Da h stetig ist, impliziert dies
h (Xnkj> ~ h(X) P—fs.,

was mit Satz 8.3 die Behauptung impliziert. O

Ubersicht iiber die Konvergenzarten in der Stochastik
(Q, A, P) W-Raum

X, X : Q=R A — B-messbar.

Dann gilt:

e X, — X fast gleichmiflig & X,, — X fs.
e X, — X fs. = X, — X dem Mafle nach
e X, — X im p-ten Mittel = X,, — X dem Mafle nach

e X, — X dem MaBe nach = Es existiert Teilfolge (X, ), mit X,, — X f. s.
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§9 Mafle mit Dichten

Def. 9.1: Sei (2, A, u) ein Mafiraum und f : (Q,4) — (R, By).

Dann heifit o
v:A— Ry

v(A)= [, fdu= [o f-xadp
das Maf} mit der Dichte f beziiglich p.

Satz 9.1: Die in Definition 9.1 auftauchende Mengenfunktion v ist ein Maf§ auf
A.

Beweis: Siehe Ubungen, Aufgabe 8 fiir den Nachweis mit ¢ = LB-Ma8.
Allgemeiner Fall geht analog. O

Mafle mit Dichten sind bedeutsam wegen der folgenden Integrationsformel:

Satz 9.2 Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, f : (2, 4) — (H_E+,§+) und v das Maf} mit
Dichte f bzgl. u. Dann gilt fir jedes ¢ : (2, 4) — (Ry, By):

() /QstVZ/Qso-fdu.

Dariiber hinaus ist eine Funktion ¢ : (Q2,.4) — (R, B) genau dann v-integrierbar,
wenn ¢ - f p-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt abermals ().

Beweis.

Fall 1: p = x4 mit A€ A. D. g.:
Def.v
/@dVZV(A) = /fduz/xA-fduz/w-fdu-
Q A Q Q

Fall 2: ¢ nichtnegativ einfach.
(x) folgt mit Linearitat des Integrals aus Fall 1.

Fall 3: ¢ nichtnegativ messbar.
(%) folgt mit Fall 2 und dem Satz von der monotonen Konvergenz.

Zusatz folgt mit ¢ = ¢ — ¢~ und Anwendung von (%) auf ™ und ¢~.
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Frage: (2, A) Messraum, v und p seien Mafle auf A.
Wie kann man entscheiden, ob v ein Dichte bzgl. p besitzt, d. h. ob fiir ein
f : (Q7A) - (R-HB-F) gllt

V(A):/ fdufiralle Aec A 7
A

Hilfreich dabei ist:

Def. 9.2: Ein Mafl v auf A heifit stetig beziiglich eines Mafles 1 auf A (kurz
p-stetig), wenn jede p-Nullmenge aus A auch v-Nullmenge ist, d. h. wenn gilt:

VAe A: u(A)=0=v(A) =0.

Bemerkung: Die Terminologie ldsst sich rechtfertigen durch: Ist v endlich, so gilt:

v stetigbzgl. p & Ve >036>0VAecA: pu(Ad) < = v(A) <e.

Begriindung:
“<” Ist A € Amit pu(A) =0, so folgt aus der Bedingung
Ve >0:v(A) <e,

also gilt v(A) = 0.
“=" Angenommen, die Aussage gilt nicht.

Dann existiert € > 0 und Mengen A,, € A mit
w(A,) <27"und v(A4,) >¢ (n€N).

Wir zeigen nun fiir

A =limsup A, = ﬁ G A,

n—00
n=1m=n

gilt dann
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im Widerspruch zur u-Stetigkeit von v.

Nachweis von (1): Folgt aus

n(A) < u(@ Am) < i:fu(Am)S i 27m =2 1_1%

m=n

_ 2—n+l

fiir alle n € N.

Nachweis von (2): Wir beachten zunéchst

v (lim inf Ag) = v ( U N Af,n)
n—00 n=1m=n

= [yliminf 1, (w) v(dw)
< liminf [, 14¢ (w) v(dw)
(nach dem Lemma von Fatou)

= liminf v(AS)

n—oo

und folgern daraus:

V(A) = v <1112a_>s£p An) =v(Q)—v ((hnmf;ip An>c>
= v() - v (liminf 43)

n—oo

> v(Q) — liminf v(A¢)

n—oo

= limsup (v¥(Q2) — v(AY))

n—oo

= limsupv(A,)

n—oo

v

g,

da v(A,) > ¢ fiir alle n € N nach Konstruktion.

Klar: Ist v das Mafl mit der Dichte f bzgl. u, so ist v stetig bzgl. u, da gilt:

A =0=v(A) = [, fdu= [of xadu
< foo~XAd,u:oo~u(A):O.
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Fiir o-endliches p gilt hiervon auch die Umkehrung;:

Satz 9.3: (Satz von Radon-Nikodym)

(Q, A) sei Messraum, p,v : A — R, seien MaBie und p sei o-endlich. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) v besitzt eine Dichte bzgl. p.

(i) v ist p-stetig.

Im Beweis benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 9.1:
Seien o, 7 zwei endliche Mafle auf einer o-Algebra A in 2, und sei
p=T—0
ihre Differenz, d. h.
pr A= Ry p(A) =7(A) —o(4) (A€ A).

Dann gibt es eine Menge €y € A mit

p(A) >0 firalle Ac QyNnA={AcA: ACQ}
und

p(Q) > p(Q).

Beweis von Lemma 9.1:
e > 0 beliebig.
Wir zeigen zunéchst:

Es existiert €, € A:

(1) p(2) = p(2)

(2) p(A) > —¢ fiir alle A € Q. N A.
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Dazu:
Im Falle p(2) < 0 leistet 2. = () das Gewiinschte.
OBdA sei also p(€2) > 0.
Im Falle p(A) > —¢ fiir alle A € A leistet 2. = Q das Gewiinschte.
Gilt dieser Fall nicht, so existiert
A; € Amit p(A;) < —e.
Daraus folgt:
PO\ A1) = 7(Q\ A1) —o(Q2\ Ay)

(Q) —7(A)) — () + 0(A;) (da 7,0 endlich)
= p() = p(Ay)
> p(Q) +e>p(Q).

= T

Im Falle
p(A) > —¢ fiiralle Ae (Q\ 4;)N A

leistet also Q. = Q\ A; das Gewiinschte.
Gilt dieser Fall ebenfalls nicht, so existiert Ay, € (2 \ A1) NA mit p(Ay) < —e.
Wegen A; C Q\ A; gilt Ay N Ay = () und folglich

p(Q\ (A1 U Az) = p(€2) — p(A1) — p(A2) = p(Q) + 2e > p(QQ).

Man wiederhole nun die obige Schlussweise und erzeuge sukzessive Mengen
Al,AQ, c. 7An mit

p(Q\ (A UAU...UA,)) > p(Q) und p(A,) < —¢.
Diese Folge bricht mit irgendeinem n € N ab, in dem Sinne, dass
p(A) > —c fiiralle Ae (Q\ (A, U...UA,))NA,

da sonst

P(Q\ (GAk)> :/)(Q)—ZP(Ak) ZP(Q)+Z€:+OO

im Widerspruch zu

p(A) € R fiir alle A € A.
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Dann leistet aber
Q. =0\ (4 U...UA,)

das Gewdiinschte.
Damit ist die Existenz eines €2, € A mit (1) und (2) gezeigt.

Im Folgenden werden sukzessive Mengen €2y, 2,y 3, ... € A konstruiert, die (1)
und (2) mit € = 1 bzw. ¢ = 1/2 bzw. € = 1/3 bzw. ... erfiillen, und fiir die gilt:

D22, ..

Dazu:
Fiir €, wende (1) und (2) mit € =1 an.

Sind 21 2 Q5 2 ... 2 {1y, bereits konstruiert, so wendet man zur Konstruktion
von y/(m41) (1) und (2) auf die Restriktionen der MaBe 7,0 auf ©,,, N A an.

Wir zeigen nun, dass

Qo= () QmeA

n=1

die Behauptung von Lemma 9.1 erfiillt.

Dazu:
Wegen Qy, | )y gilt
p(o) = 7(Q) — o(S20)
= Jim 7(@yn) = lim o (@yn)
(nach der Stetigkeit der Maie 7 und o von oben)

= lim p(Q/n)

> p()
da p(Q4/n) > p(£2) nach Konstruktion fiir alle n € N gilt.
Weiter gilt fiir A € Qo N A:

Ac N AfiralleneN(daAe Aund A C Qo C Q)
Mit (2) folgt daraus:

1
p(A) > —— fur alle n € N,
n
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was

impliziert.

Beweis von Satz 9.3:

“(i) = (ii)”: Besitzt v eine Dichte f bzgl i, so folgt aus u(A) = 0:

V(A)Z/A fdu:/ﬂf-xAdMZO
da (f - xa) (w) =0 fir p-fa. w e Q gilt.

“(il) = (1)”:
Fall 1:| 4 und v seien endlich.

Wir verwenden im Beweis ein sogenanntes Exhaustionsprinzip.

Dazu setzen wir

G119 > 0, messbar ‘ Fiir alle A € A gilt:

J4 gdpn <v(A)

Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir:

EIfGQ:/fd,u:sup/gdu.
A 9€g JQ

Dazu:
G ist nichtleer, da ¢ = 0 Element von G ist
< wegen

/Od,u:OSV(A) fiir alle A € A )
A

Setze o = sup [, g dpi. Nach Definition von G gilt o < v(Q) < co.
9€g

Waihle g, € G (n € N) mit
/gnd,u—u)z(nEN).
Q
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Setze
fo=max{g1,..., 9} = max{f,_1,9n}

Dann gilt f,, € G (n € N), denn fiir g;,9> € G und A € A gilt:

fA max{gth} d:u - IA g1 X[91292}d:u + IA g - X[g1<92}d:u
= [ gdu+ [ gdu

AN[g1>g2] AN[g1<g2]
< v(AN[g > go]) +v(AN g1 < g2))

(da g1, 90 € Gund ANfgr > go] € A, AN g1 < g2] € A)

= v(A) (dav Ma$B ist).

Nach Konstruktion gilt
fa 1

gn<fn Definition von «
Q Q

folgt aus [, g» di — a (n — o0) auch

und wegen

/fndu—w)c (n — 00).
0

Setze
f= lim f,.
Dann gilt f € G. Ist ndmlich A € A, so gilt:
fAf dp = fAJI_{Iolofn dp
= lim [, f, dp

n—oo
(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz,
der wegen 0 < f; < fo < ... anwendbar ist)

< v(A) (da f,€G (neN)).
Weiter gilt (ebenfalls nach dem Satz von der monotonen Konvergenz):

[ gdn=tim [ godn=a s [ gan
Q n—oo Jo geg JQO

womit die Behauptung des 1. Schrittes gezeigt ist.
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Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir nun, dass fiir

T:AHR,T(A):I/(A)—/A fdu

gilt:
7(A) =0 fiir alle A € A.

Dies impliziert die Behauptung im Fall 1, da dann gilt:

v(A) = / [ dp fir alle A € A.
A

Dazu:

Wir beachten, dass gilt:

o7 >0 (da f € @),

o 7 ist MaBl (da 7 > 0 und 7 Differenz zweier MaBe ist),

e T ist u stetig

(denn aus p(A) = 0 folgt wegen der p-Stetigkeit von v:
T(A):V(A)—/ fd,u:()—/ fdp=0-0=0).
A A
Es geniigt zu zeigen:
T() =0

(da 0 < 7(A) < 7(Q) fiir alle A € A gilt, da 7 MaB ist).

Angenommen, es gelte 7(£2) > 0.
Dann existiert § € Ry \ {0} mit 7(Q2) > 5 u(Q).

Mit Lemma 9.1 angewendet auf 7 und o := 3 - p folgt (beachte 7 ist endliches
Maf, da v endlich ist!):

Es existiert €y € A mit

(1) 7(€0) = 8- () 2 7(2) = 8- u(2) > 0
(2) T(A) — - p(A) >0 fir alle A € Qg N A.
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Aus (1) folgt 7() > B - p(€2), und wegen der p-Stetigkeit von 7 folgt aus (1)
weiter £1(€2) > 0 (da sonst 7(€2) — 5+ () =0 — -0 = 0 gelten wiirde).

Setze
fo=F+05"1q,.
Dann gilt
Jo€G,
da:

e f; ist messbar und nichtnegativ

o Fiir A € A gilt:

fAde:u fA fd,ll"‘ﬁfAlQOdM

Ju fdu+ 8- n(ANQ)
[y fdu+7(ANQ)

J4 fdu+7(A)
v(A).

ﬂ
INE INE
&

N
[l
3

Dariiber hinaus gilt aber

Jo fodu = [, fdu+ B ()
= a+ 8- pu(S)
(nach Konstruktion von f)
> = sup fQ g du
geg
(da > 0 und u(Qp) > 0),
was einen Widerspruch zu fy € G ergibt.

Also war die Annahme 7(€2) > 0 falsch, und die Behauptung ist in Fall 1 bewiesen.

Fall 2:| Es sei p(£2) < oo und v(2) = oc.

1. Schritt: Wir zeigen:

Es existieren paarweise disjunkte Mengen €, Qq,Qs,... € A mit Q@ = (J Q,, und
n=0
den Eigenschaften:

(a) Fir jedes A € Q9N A gilt:
w(A) =v(A) =0 oder (u(A) >0und v(A) = o0),
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(b) v(€,) < oo fiir n € N.

Dazu sei Q das System aller Mengen @ € A mit v(Q) < oo.

Setze

a=suppu(Q) (< p() <o)
QeQ

und wéhle Folge Q1,Qs,... € Q mit u(Q,) — a (n — o0).
Da mit A, B € Q auch AU B € Q gilt (da

v(AUB) < u(A) +v(B) < oo falls v(A) < oo, v(B) < o0)

Setze Qo = @, Dann ist
=1

n

w(Qo) = lim p(Q,) = a (da Maf u stetig von unten ist).

Wir zeigen nun, dass
Qo =2\ Qo
und

Q1 = Ql;Qn = Qn\@nfl (n > 1)

die gewiinschten Eigenschaften haben.

Klar: Qg, Q1,Qs, ... € A, paarweise disjunkt und (J 2, = Q.

n=0
Wegen 2, C @,, € Q gilt aulerdem v(£2,) < oc.
Sei nun A € Qp N A mit v(A) < co.

Dann gilt A € Q, also auch AUQ,, € Q und wegen ANQ,, = 0 (da A C Qy = Q\ Qo)
und @,, € Qo gilt:

(n—o0)

a > HAUQy) = pA) +u(@n) = pA) +a
7 T T
Definition von da Nach Wahl
und AUQ, € O ANQ,=10 von (),
~ 1(A) = 0 und (da v p-stetig auch) v(A) = 0. ~» 1. Schritt.
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2. Schritt: Abschluss des Beweises im Fall 2

Auf ©Q,, (mit n > 1) sind p und v endlich. Betrachte 1 und v eingeschrinkt auf
Q2,NA. Nach wie vor ist p v-stetig (jeweils eingeschrankt auf €2,,N.A), also existiert
fa: 2y — Ry mit f, 2, N A — B -messbar und

(x) v(A) = / fodu firalle AeQ,NA
A

nach dem Ergebnis von Fall 1.

Definiere  f: Q — R, durch

+o00 falls w € Q)
flw) = o
folw) falls weQ, fireinneN

Dann ist f = o0 1g, + >, fn-la,
n=1

als “Zusammensetzung” von A — B,-messbarer Funktionen selbst A — B -messbar
und fiir A € A gilt:

Ju fdp = [ f-ladp

= [ > f-1lana, du
n=0

= Zof [ Lanq, du

n=
(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz in der Reihenform)

— [ cdutY [ fads

ANQy n=14nQ,
= V(ANQ) + 3 H(ANQ) = v(A)
(da entwedern;%A NQ) =v(ANQ) =0
oder (AN ) >0, v(ANQ) = o0)
~» Beh. im Fall 2.

Fall 3:| i o-endlich, v beliebig.

1. Schritt: Wir konstruieren messbare Funktion h : 2 — R mit

/hd,u<oound0<h(w)<oofﬁrallew€Q.
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Dazu:
Da u o-endlich ist, existiert Folge (A,,), mit A, T Q und u(A,) < oo fiir allen € N.

Setze

27 falls w(A4,) <1,
= ,falls  p(A,) > 1.

2"
M(An)
Dann gilt  0<n, <27 und n, - u(A,) <277,

also gilt fiir

Johdp =3 m e p(Ay)

(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz in der Reihenform)
Y2 =1

h=1

(da 7, - p(An) <277).

IN

~ Beh. von Schritt 1.

2. Schritt: Abschluss des Beweises.
Sei h wie im 1. Schritt und i : A — R, definiert durch

i4) = [ hn

Dann ist 7z ein endliches Mafl (da i(Q) = [, h du < 00), das dieselben Nullmengen
wie p hat

( denn: pA)=0=(A)= [, hdu=0

h>0

A =0 = [,hdp=0= h-14=0p—fi.
20 LAY =0 ).
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Daher ist v auch p-stetig.
Nach den Fillen 1 und 2 existiert dann f : Q — R, mit

VAGA:V(A):/ fdﬁsatég'z/f-hdu,
A A
also ist f - h die gesuchte u-Dichte von v.

Bemerkung:

Satz 9.3 wurde 1930 von O.M. Nikodym bewiesen. Fiir u = A bewies
H. Lebesque 1910 bereits den Satz. J. Radon trieb die Entwicklung in
einer 1913 erschienenen grundlegenden Arbeit voran.......
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