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ca.

Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Historische Vorbemerkungen

Einige Daten zur Regressionsschatzung:

1632 Galileo Galileo bearbeitet ein Problem der linearen Regression (ihm liegen
Messwerte vor, die nach Theorie auf einer Geraden liegen miissen, aufgrund
von Messfehlern aber nicht auf einer Geraden liegen).

1805 A. M. Legendre und C. F. Gaufl schlagen unabhangig voneinander die Me-
thode der Kleinsten-Quadrate vor.

1900 Sir F. Galton und sein Schiiler K. Pearson fiihren den Begriff der Regression
ein (im Rahmen von Untersuchungen zum Zusammenhang der Korpergrofie
von Vétern und Séhnen. Dabei haben sehr grofie (bzw. sehr kleine) Véter
etwas kleinere (bzw. etwas grofere) Sohne, d.h. die Korpergroe “schreitet
zuriick” in Richtung des durchschnittlichen Wertes).

Lange Zeit wurden ausschliefilich parametrische Verfahren verwendet (bei denen
die Bauart der zur schitzenden Regressionsfunktion als bekannt voraus gesetzt
wird und nur von endlich vielen unbekannten Parametern abhéngt).

1964 E. A. Nadaraya und G. S. Watson schlagen den Kernschétzer vor (ein nicht-
parametrisches Verfahren).
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1.2 Regressionsanalyse

(X,Y) sei eine RY x R-wertige Zufallsvariable mit E|Y| < co.
Analysiert werden soll die Abhangigkeit des Wertes von Y vom Wert von X.

Beispiele:

a) Y = Wert einer Immobilie,
X = Beschreibung der Immobilie.

Ziel ist hier primar die Interpretation des Zusammenhangs zwischen X und
Y.

b) Y = prozentualer Anteil an Korperfett (exakte Messung benotigt Volumen
einer Person)
X = Vektor einfach messbarer Grofien wie z.B. elektrischer Widerstand der
Haut, Grole, Gewicht und Alter.

Ziel ist hier priméar die Vorhersage von Werten (d.h. ausgehend vom Wert
von X soll der Wert von Y vorhergesagt werden).

Betrtachtet wird dazu die sogenannte Regressionsfunktion m : R? — R definiert
durch
m(z) = B{Y|X =2} (x € R%).

Anschaulich:
m(z) ist der durchschnittliche Wert von Y unter der Bedingung X = x.

Formal:
m ist diejenige Borel-messbare Funktion m : R? — R mit

VB € By : / m(z) Px(dx) :/ Y dP.
B X-1(B)

Diese ist Px-f.i. eindeutig (vgl. Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie).

Die Regressionsfunktion hat die folgende Optimalititseigenschaft:
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Lemma 1.1 Ist (X,Y) eine R x R-wertige Zufallsvariable mit EY? < oo, so
gilt fiirm : R - R, m(z) = E{Y|X = z} die Bezichung

E{imX)-Y[’}= min E{f(X)-Y}.

fRI—=R messbar

Beweis. Wir zeigen, dass fiir beliebiges (messbares) f : R? — R gilt:

B =YL} =B {m(X) =Y} + [ 1f(@) = m@)PPx(do). (L)
Wegen
|f(2) = m(z)["Px(dx) = 0
R4
folgt daraus die Behauptung.

Zum Nachweis von (1.1) beachten wir, dass wegen EY? < 0o nach der Jensenschen
Ungleichung gilt:

E{|m(X)["} = E{|[E{Y|X}"} < E{E{]Y]|X}} = EY” < cc.

Ist nun E{|f(X)|*} = oo, so folgt
B{If(X) =Y} =00 = [ 17(2) ~ mla)Px(dr)

(daz.B. E{|f(X)]?} <2-E{|f(X) —m(X)]’} +2-E {|m(X)*} gilt), was (1.1)

impliziert.
Ist dagegen E{|f(X)|?} < oo, so gilt

E{|f(X) =Y} = E{(f(X)~m(X))+ (m(X)-Y)}
= E{If(X)-mX)"} +E{|m(xX) - Y[}, (12)

da
E{(f(X) —m(X)) - (m(X) -Y)}
=E{E{(f(X)—m(X))- (m(X)-Y)|X}}
=E{(f(X)-m(X))-E{m(X)-Y|X}}
=E{(f(X) —m(X)) - (m(X) -E{Y|X})}
=E{(f(X)-m(X))- (E{Y|X} -E{Y|X})}
= 0.
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Hierbei wurde beim zweiten Gleichheitszeichen benutzt, dass nach Cauchy-Schwarz
gilt

E{|(f(X) = m(X)) - (m(X) = Y)[}
< VE{[f(X) = m(X))P} - VE{Im(X) - Y]} < 00
und damit (f(X) —m(X)) - (m(X) —Y) integrierbar ist.

Aus (1.2) folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung. Geméf dem obigen Beweis (siehe (1.1)) gilt fiir das sogenannte
Lo-Risiko einer beliebigen (messbaren) Funktion:

B{I/(X) =V} =B {m(X) =¥} + [ | 1f(@) = m()*Px(do).

Damit ist der mittlere quadratische Vorhersagefehler einer Funktion darstellbar
als Summe des Ly-Risikos der Regressionsfunktion (unvermeidbarer Fehler) und
des sogenannten Lo-Fehlers

[ 15@) = m(@)Pc(d),

der entsteht aufgrund der Verwendung von f anstelle von m bei der Vorhersage
bzw. Approximation des Wertes von Y.

1.3 Regressionsschatzung

In Anwendungen ist iiblicherweise die Verteilung von (X,Y’) unbekannt, daher
kann m(z) = E{Y|X = x} nicht berechnet werden. Oft ist es aber mdglich,
Werte von (X,Y) zu beobachten. Ziel ist dann, daraus die Regressionsfunktion
zu schatzen. Im Hinblick auf die Minimierung des Lo-Risikos sollte dabei der
Lo-Fehler der Schatzfunktion moglichst klein sein.

Formal fithrt das auf folgende Problemstellung;:

(X,Y), (X1,Y1), (X1,Y3), ...seien unabhingige identisch verteilte R? x R-wertige
Zufallsvariablen mit EY? < co. m : R? — R definiert durch m(z) = E{Y|X =z}
sei die zugehorige Regressionsfunktion.

Gegeben ist die Datenmenge

Dn = {(Xla}/i)v ct (XH’YTL)} :
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Gesucht ist eine Schatzung

mn(-) = mu(-,D,) : R = R
von m, fur die

[ o) = mla) PPxa)

moglichst klein ist.

1.4 Anwendung in der Mustererkennung

(X,Y) sei R? x {0, 1}-wertige Zufallsvariable.

In der Mustererkennung beschaftigt man sich mit dem folgenden Vorhersagepro-
blem:

Zu beobachtetem Wert von X mochte man den zugehorigen Wert von Y vorher-
sagen.

Bsp.: Erkennung von Werbeemails:

X = Text der Email bzw. Charakteristika des Textes

falls es sich um eine Werbeemail handelt,

L
Y= {O, sonst.

Gesucht ist eine Funktion ¢g* : R? — {0, 1}, fiir die die Wahrscheinlichkeit einer
falschen Vorhersage moglichst klein ist, d.h. fiir die gilt:

P{g'(X)#Y}= min P{g(X)#Y}. (1.3)

g:R4—{0,1}

Es gilt:
Lemma 1.2 Fiir g* : R? — {0,1} definiert durch

() = 1, P{Y =1|X =z} > P{Y =0|X =z},
g 1 0, sonst.

gilt (1.3).
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Beweis. Sei g : R? — {0, 1} beliebig. Dann gilt fiir jedes z € R?
P{g(X) #Y[X =z} =1 -P{g(X) =Y[X =z} =1 - P{g(z) = Y|X =z},
und mit der Definition von g* folgt daraus

P{g(X) # Y|X = 2} — P{g"(X) £ Y|X = a}
— P{g'(a) = Y|X = 2} — P{g(x) = Y|X =z}

> 0.
Somit:
Py (X) £V} = / PG (X) # VIX = )P (dr)
< / P{(X) £ VIX = 2}Py(d)
= P{g(X) £V}
O
Wegen

P{Y =1 X =2} +P{Y =0/ X =2} =1

P x-f.i. konnen wir ¢g* auch durch

o 1, PlY=1X=2a}>1
g'(x) _{ 0, sonst

definieren.

Die sogenannte aposteriori Wahrscheinlichkeit
P{Y =1|X =z} = E{l{y_}|X =z} = m(z)

lésst sich als Regressionsfunktion zum Zufallsvektor (X, Iyy—1y) auffassen. Ap-
proximiert man diese (z.B. mittels Regressionsschétzung) durch eine Funktion

m:RY - R
und definiert man dann die sogenannte Plug-In-Schatzfunktion g durch

g(x):{ 1, m(z) > 1, :{ 1, m(z)>1—m(z),

0, sonst 0, sonst,

so gilt:
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Satz 1.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

0 < P(gX) 2V}~ Plg(X) £Y) <2 [ [m(a) — m(a) Px(ds)

< \/ [ m(a) = mia)Px (o)

Damit fiithrt ein “gutes” Regressionsschatzverfahren automatisch zu einem “gu-
ten” Mustererkennungsverfahren.

Beweis von Satz 1.1.
Gemafl Beweis von Lemma 1.2 gilt:
P{g(X) #Y|X =2} - P{g"(X) #Y|X =z}
=P{g"(z) =Y|X =2} - P{g(x) =Y|X =z}
=m(x) - Iig-(@)=1y + (1 = m(x)) - Igr(x)=
— (m(z) - Igay=1y + (1 = m(z)) - Iig(a) 0})
=m(x) - Iig-(m)=1y + (1 —m(x)) - Ige ()=
(m(x) - Iy (@)=1y + (1 — m(z)) - f{g*<x>:o})
+{ () - Ligr@y=1y + (1 = m(2)) - I 0)=0)
(m(2) - Igay=1) + (1 = m(x)) - Ifga=0)) }
m(r) - Iga)=1y + (1 = m(2)) - I1g(x)=0}
— (m(2) - Iga)=1y + (1 = m(x)) - Iza)=oy)

<2-|m(x) —m(z)],

da die Definition von g impliziert, dass gilt:

{ } <0.
Mit Lemma 1.2 folgt daraus
0 < P{g(X) £V} P{g"(X) £V}
= [(®P(a) 2 YIX =2} - P{g"(X) £ VIX = a}) Px(dr)
< 2 [ mlz) - m(a)| Px (o)

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daraus die Behauptung. O
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1.5 Inhalt dieser Vorlesung

Ziel dieser Vorlesung ist die Herleitung mathematischer Aussagen zur Regres-
sionsschétzung, die moglichst allgemein (und damit in moglichst vielen Anwen-
dungen) gelten. Dabei werden nichtparametrische Verfahren untersucht, die keine
Annahmen an die Bauart der zu schiatzenden Regressionsfunktion machen.

In der Vorlesung “Mathematische Statistik”, WS 10/11, wurde bereits gezeigt:

Es existieren Schatzverfahren m,, mit
E/ M (z) — m(2)|*Px(dz) — 0 (n — o0) (1.4)

fiir alle Verteilungen von (X,Y") mit EY? < oo.

7.B. gilt diese Aussage fiir den sogenannten Kernschétzer

) = S YK ()
T oLE(5E)

mit naivem Kern K = 1g,(g) (wobei S1(0) die Kugel um 0 mit Radius 1 ist) und
Bandbreite h,, > 0, die so gewahlt ist, dass gilt:

hp —0 (n—o00) und n-ht—oco (n— o).

In dieser Vorlesung untersuchen wir priméar Fragen zur Geschwindigkeit, mit der
in (1.4) die Konvergenz gegen Null erfolgt.



Kapitel 2

Ein Slow-Rate-Resultat

In diesem Kapitel zeigen wir, dass ohne Regularitatsvoraussetzungen an die zu-
grunde liegende Verteilung in der nichtparametrischen Regression eine nichttri-
viale Aussage zur Konvergenzgeschwindigkeit nicht herleitbar ist.

Die folgt aus:

Satz 2.1 Sei (my,)nen eine beliebige Folge von Schitzfunktionen. Dann existiert
zu jeder monoton gegen Null fallenden Folge (ay)nen nichinegativ reeller Zahlen
eine Verteilung von (X,Y') mit den Eigenschaften

1. X ~U0,1],
2. Y =m(X),

3. m ist {0, 1}-wertig

fur die dariberhinaus gilt:

o B [ (2) = m(@)PP ()

n—oo an

D.h., selbst wenn (X,Y") fehlerfrei und X auf [0, 1] gleichverteilt ist, so existiert
dennoch fiir jeden Regressionsschitzer eine Verteilung von (X,Y), fiir die der
erwartete Lo-Fehler des Schatzers beliebig langsam gegen Null konvergiert.

Im Beweis von Satz 2.1 benotigen wir das folgende deterministische Lemma.

11
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Lemma 2.1 Zu jeder Folge (a,)nen mit

>ay>a3 > >a,—0 (n— o0

|

existiert eine Zdahldichte (p;)jen so, dass fir alle gentiigend groffen n gilt:

oo
(I —p;)"-p; > an.
7=1

Beweis. Setze
pp=1—2a; >0 und k=1

und wéahle dann ps,p3,... und 1 = k; < ko < k3 < ... so, dass fir alle n € N
gilt:

kn41
> pi=2(an—an) (20)
i=kn+1
und )
0<p; < — firi>k,.
2n
Dann folgt

pjzo und ij:p1+22'(an_an+l):pl+2'al:17

wobei die vorletzte Gleichheit wegen a, — 0 (n — oo) und der daraus folgenden

Beziehung
N

Z(an — Qp+1) = a1 —any1 — a1 (N — 00)

n=1

gilt.

Weiterhin erhalten wir

Y (=p)p = >, (-p)'p
j=1 j€N:p;<1/(2n)
1 n
> (1 — %) : ‘ Z Dj
JEN:p;<1/(2n)
>

1\" <
(-m) 2
J:kn+1
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Vv
S
3

fiir n gentigend grof3, da

(IR N PR S

Beweis von Satz 2.1:

1. Schritt: Wir definieren uns in Abhéngigkeit von einer Zéhldichte (p;);en und
eines Parameters ¢ = (¢;)jen € {—1,1}" eine Verteilung von (X,Y).

Dazu gehen wir folgendermaflen vor: Wir wihlen
X ~U[0,1] und Y =mlI(X),

wobei wir zur Definition von m(® zunéchst in Abhéngigkeit der Zahldichte (pj)jen
das Intervall [0,1] in Intervalle A; der Lénge p; partitionieren und dann setzen:

1 falls z € A;, c; =1
(e) — ’ 77 &g )
m (x){ —1, fallsz € Aj, ¢; = —1

(J €N).
2. Schritt: Wir schatzen

E [ fma(x) - mfa) P (d2)
fiir die Verteilung aus dem 1. Schritt nach unten ab.
Setze dazu

1
mp(x) = p—/A mn(2) Px(dz) fir z € Aj,
J j

d.h. m,, ist die Ly-Projektion von m,, auf die Menge aller bzgl. (A;);ey stiickweise
konstanten Funktionen.

Dann gilt

/ () — m (2) PP x (dx)
Aj
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= [ mala) = ()P Px(do) + [ (o) - m o) PPac(do)
Aj Aj
da wegen m,, — m(® konstant auf A;j fiir z; € A; beliebig gilt

/A (M () = (2)) - (7 (2) — m' (2)) P (dx)

J

Damit folgt

v

/A [mn(z) = m (@) "Px(dz) [ () = m' (@) PP (dx),

Aj

= [ri(z;) — ¢l p
fir x; € A; beliebig aber fest.

Wir verwenden nun m,, um c¢; vorherzusagen, und setzen dazu

R 1, falls i, (z)) = -+ [, ma(2) Px(d2) >0,
Cn P — J J
’J —1, sonst.

Im Falle ¢; =1 und ¢, ; = —1 (was m,(z;) < 0 impliziert) gilt dann
[ (5) — ¢ = ¢j = 1hn(25) 2 ¢; =0 =1,

und im Falle ¢; = —1 und ¢, ; = 1 (was m,,(z;) > 0 impliziert) gilt
[ (25) — ¢ = hn(25) —¢; 2 0—¢; = L.

Daraus folgt
|710n () — Cj’2 > Iz, e}

und insgesamt

/A M () — m (@) PP (dx) > pj - Lo, ;-

14
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Damit ergibt sich nun
E/ Imy(x) — m (z)[*Px (dz)
— ZE/ Iy () — m'9 (2) PP x (dz)
j=1 74

e}

> pi Pl # ¢}

1

<.
Il

Mg

{an#cjaﬂn( )—0} p; =: R, (c),

j=1
wobel {l<i<n:X;eAl
S1Sn X, €A
,Un(AJ') = ’
n
die empirische Verteilung zu Xy, ..., X, ist.

Hier wurde also der Fehler des Regressionsschatzers nach unten abgeschatzt durch
den “Fehler” einer Vorhersagefunktion fiir ¢;.

3. Schritt: Als nachstes schatzen wir
/ |mn (1) — m(2)|*Px(dz) bzw. R,(c)

nach unten ab, indem wir ¢ zufillig aus {—1, 1} wihlen und iiber das Resultat
mitteln.

Dazu seien C, Cy, ...unabhangig identisch verteilte Zufallsvariablen mit

1
P{C, =1} = - =P{C, = -1},
die unabhéngig von X7, ..., X, sind. Dann gilt fir C' = (Cy,Cy,...):
E{R.(C)} = ZP{%J # Cj, n(A;j) = 0} - p;
— ZE{P{cM # Cjy (A7) = 0[ X1, ., X} } -y

= ZE{[{“ )=0} * P{Cn]#chl, -7Xn}}'pj-
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Im Falle 41,,(A;) = 0 gilt X5 ¢ A;, ..., X,, ¢ A;, was impliziert, dass (X, Y?),
.., (X,,Y,,) (und damit auch ¢, ;) unabhéngig von Cj; ist. In diesem Fall gilt
aber

P{¢.; #Cj|X1,..., X}

=E{P{é,; # C;[(X1,11),..., (X0, Vo) } [ X1, ..., X, )

:E{E\Xl,...,Xn} = 1,
2 2

und wir erhalten

E{R.(C)} = 3 5P {m(4) =0},
= Z%'P{Xlgé/lw X & Aj} by
= % Zl(l —pi)" - pj
Wegen
R,(C) < ZP {1n(A;) =0} - p; = Z(l —p;)" - pj

gilt dartiiberhinaus

R,(C) > (L =pj)" - p;
BR.(C)] - 3 o) py

Damit ist das Lemma von Fatou anwendbar, und wir erhalten

S i) 2 P e ) -

Da nun der Wert im Mittel grofler oder gleich Eins ist, muss insbesondere irgend-
einer der (zufélligen) Werte ebenfalls grofler oder gleich Eins sein. Also existiert
ein ¢ € {—1, 1} mit

R,(c)

lim sup +——=x=; fin(c) = limsup ——~~ _ > 1.
nooo 52 s (L=pi)" P oo E{Rn(C)}

Mit Lemma 2.1 angewandt auf a, /2, wobei wir den Anfang der Folge abdndern
so dass die Werte alle kleiner oder gleich 1/4 sind, folgt daraus die Behauptung.
O




Kapitel 3

Konvergenzgeschwindigkeit des
Kernschatzers

Ziel im Folgenden ist die Abschatzung des erwarteten Lo-Fehlers

E [ fma(x) - mfa)Px(d2)
im Falle des sogenannten Kernschatzers

ey = 2 E ()
T SLE(5E)

mit naivem Kern K = 1g,(9) und Bandbreite h, > 0.

Dabei machen wir die folgenden Regularitatsannahmen an die zugrundeliegende
Verteilung;:

1. Beschranktheitsannahme an X.

2. Beschranktheitsannahme an

Var{Y|X =z} = E{(Y -E{Y|X =2})’|X =z}
= E{V}X =z} - (B{Y|X =2})".

3. Glattheitsannahme an die Regressionsfunktion.

17
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Zur Formalisierung der ersten Bedingungen fordern wir, dass der sogenannte Sup-
port von X bzw. Px definert durch

supp(Px) = {z € RYVe > 0: Px(Sc(z)) > 0}

beschrankt ist. Dieser hat die folgenden beiden Eigenschaften:

Lemma 3.1 Ist supp(Px) der Support der Ri-wertigen Zufallsvariablen X, so
gilt:

a) P{X € supp(Px)} = 1.
b) supp(Px) ist abgeschlossen.

Beweis. a) Wegen
Sej2(2) C Se(x) fiir jedes z € S¢j2(x)

folgt fiir 2z € S¢/a(x) aus P(S.(x)) = 0 immer P(S.2(2)) = 0. Unter Verwendung
dieser Beziehung sehen wir
supp(Px)* = {z € Rd’Ele > 0:Px(S(z)) =0}
C U S ().

zesupp(Px)°NQ?,e€Q4 \{0},P x (Se(x))=0

Die rechte Seite ist eine abzahlbare Vereinigung von P x-Nullmengen, und damit
ist auch supp(Px)¢ eine P x-Nullmenge.

b) Ist x ¢ supp(Px), so gilt
Px(se<l’)) =0

fiir ein € > 0. Nach dem Beweis von a) impliziert dies aber S./2(x) C supp(Px)°,
also ist supp(Px)° offen. O

Nun gilt:
Satz 3.1 Sei

ey = 2 ()
T SLKE(5E)

der Kernschdtzer mit naivem Kern K = 1g, () und Bandbreite h,, > 0.

Seien C' >0, p € (0,1] und o > 0. Dann gilt fiir jede Verteilung von (X,Y") mait

S = supp(Px) st beschrinkt, (3.1)
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Var{Y|X =2} <o¢* firallex €S (3.2)
und
im(z) —m(z| < C-||lx —z||P  firallex,z€ S (3.3)
die folgende Abschdtzung fir den erwarteten Lo-Fehler des Kernschdtzers:

0% 4 sup.cg [m(2)|

2
o +C? . h2P.
n-n,

E/ imy (z) — m(2)]*Px(dz) < c; -
Hierbei ist ¢, eine nur von d und dem Durchmesser von S = supp(Px) abhdngen-
de Konstante.
Im Beweis benotigen wir:

Lemma 3.2 st S = supp(Px) beschrinkt, so gilt fir eine nur von d und dem
Durchmesser von S abhdngende Konstante ¢:

1 c
L s B S

Beweis. Wihle [, < é/hd Kugeln Sy, 2(21), ..., Sh,/2(2,) mit Radius h,/2 so,
dass gilt

S C U1 Sha2(20)- (3-4)

Wegen
Shns2(21) € S, (2) (3.5)

fir x € Sy, /2(%) gilt dann

1 (3.4) In 1
e GO ngh,b/2<zl>n~PX<shn<x>> Pldr)

=1

ln

(3.5) ,
- P (da)
; /Shn/2(21) n - Px(Sh,2(21)) *

In X

= ' P S Z
;n'PX(Shn/g(zl)) x (Sh,j2(21))
l, &

< < '

~ n " n-hd

Beweis von Satz 3.1: Setze
S K (5) -mlx)
o n z—X]- ’
S K (52

a(z) = E{m,(2)| X1,..., X0}
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Wegen
E {[ma() — m(@)P| X, .., X}
=E {|mn('r) —E {mn(x)’Xla s 7Xn} |2’X17 s 7Xn}
+E {ma(@)| X1, ., X0} — m(a)|
erhalten wir unter Verwendung des Satzes von Fubini und der Definition der

bedingten Erwartung analog zur Bias-Varianz-Zerlegung aus der Statistik die
folgende Darstellung unseres Fehlers:

E [ lma(z) ~ m(z) *Px(dr)
— E{/E{|mn(x) —m(z)]’| X1, .., Xn} PX(dm)}

= B{ [1ma(0) ~ o) (i)} + B{ [ hin) — m(e) (i)}

Hierbei ist der erste bzw. zweite Term auf der rechten Seite oben die erwartete
integrierte Varianz bzw. der erwartete integrierte Bias des Schéatzers.

Als erstes schitzen wir den erwarteten integrierten Bias des Schéatzers ab. Dazu

setzen wir
{1<i<n: X €A}

n

,un<A) =

und

Bu(w) = {n - j1a(Sh, (x)) > 0}.
Beachtet man, dass K((z — X;)/h,) > 0 nur gelten kann, sofern ||z — X;|| < h,
ist, so erhalt man unter Verwendung der Ungleichung von Jensen

\mn( ) m(x )I2

) (m(X) — m(2))| :
- ) g, @) + [m(z)]" - Ip, (@)

s
,_.
=

A

1,

A, @) + M) Ip, )
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bzw.

E [ fin(z) - m(z)*Px(dr)

< C% 2% 4 sup|m(=)]? / P{n - 1n(Sh, (2)) = 0}Px (dz).

z€S
Mit

P{n - pin(Sh,(z)) = 0}
= P{Xi ¢S, (x),.... X0 &5, ()}
= P{Xi ¢S, (x)}- P{X ¢ S, (x)}
= (1=Px, (S, ()"
< e P x; (Shy (@)
1

e n - P S €T . efn'PXl (Shn (x)) .
0 (9 " P, (50 (@)

1
n - Px, (Sh, (7))

< max (z-e77) -
1 1

e n-Py, (Sy (2))

und Lemma 3.2 folgt daraus

E / g (2) — m(2) 2P x (dz)

<

1 1
< C*- hZ 4 sup |m(z 2-/—~ Px(dx
: S T A TN
1 ¢
< C2.p2 2. 2. . .
<C hn+igglm(z)| v (3.6)

Im Folgenden wird nun die integrierte Varianz abgeschatzt. Hierzu gilt unter
Beachtung der Unabhangigkeit der Daten

E {|mn(x) — mn(x)|2|X1, o ,Xn}
S K (525 (0 - m(x))
Z?=1K (xij)

Z;;K(w;f) E{Y; - m(X)P|X, ., X )

(s ()

E

‘Xl,...,Xn
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Keeony i i (ﬁ_x> CE{[Y; = m(X0)?| X}

— X 2
(i (52))
1
< sup Var{Y|X = z} - Ty
z€S Z]:1K< hn]

> i (S, (2))>0}-

Yo K (x;fj> ist b(n, Px(Sh, (x)))-verteilt. Nach Lemma 4.4 aus der Vorlesung
Mathematische Statistik im WS 10/11 gilt daher

1 2
- I, " < .
Z;-Lzl i (x_Xj) {n-pn(Shy, (x))>0} (n + 1) ) PX(Sh,L(iv))

hn

E

Damit erhalten wir unter Beachtung von Lemma 3.2

B{ [ lnte) — o)t}

_ /E{E{]mn(a:) — (@) 2| X1, X, )} P (da)

1
< o?. /E A (S, (2))>01 ¢ Px(dx)
- n z—X; n\Whn
Sk ()
2
< o? / Px(dz
=7 D Py X
9 &

<ot2 oo (3.7)

Aus (3.6) und (3.7) folgt nun die Behauptung. 0

Um unter den Voraussetzungen in Satz 3.1 einen moglichst kleinen Fehler zu

erhalten, muss man h,, so wahlen, dass

0%+ sup,cq [m(2)
n-hd

2
C1 + CQ . hip

moglichst klein wird. Dabei darf h,, nicht zu klein sein, damit der Varianz-Term

1
n - hd

moglichts klein wird, andererseits darf h,, aber auch nicht zu grof3 sein, damit der
Bias-Term

C2 - 2
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nicht zu grofl wird.

Zur Bestimmung des im Hinblick auf die Minimierung der Fehlerabschatzung in
Satz 3.1 optimalen h,, betrachten wird die Minimierung von

A
flu) = —at C?u?.
Nullsetzen der Ableitung fithrt auf
—d-A
0= f/(u) _ v uf(d+l) + 02 i 2p . u2p71
n
bzw.
u2 d-A
2p-C?-n
bzw.
d- A 1/(2p+d)
v (Qp -C?. n>
sowie
‘ d- A 1/(2p+d)
1{I€1ﬂ1§rif<u> ((Zp.OQ.n>

/
A (Qp.02,n)d/(2p+d) ) ( d-A )2p/(2p+d)
= — | — + C* -

n d-A 2p-C?%-n
2p/(2p+d d/(2p+d
_ é p/(2p+d) o) @ /(2p+d)
n d
2p/(2p+d 2p/(2p+d
+02d/(2p+d) . é p/(2p+d) . i p/(2p+d)
n 2p '

Damit folgt:

Korollar 3.1 Unter den Voraussetzung von Satz 3.1 wird die dort angegebene
Schranke fur den Fehler minimal fiir

(A (0% 4 sup.cs fm(2)[A)) Y
" 2p-C?2-n

und mit dieser Bandbreite erhdlt man

E/ () — () PP x (dz) < - (UQ + sup.eg m(2)?

)

. 24/ (2ptd)

2p/(2p+d)
T

Bemerkung: Die obere rechte Seite ist monoton wachsend in ¢ und C' und
monoton fallend in n.



Kapitel 4

Minimax-Konvergenzraten

4.1 Motivation

Geméf dem letzten Kapitel gilt fiir den Kernschétzer m,, im Falle einer Lipschitz-
stetigen Regressionsfunktion und beschrankten Daten

/|mn m(z)[2Px (dz) = O (n_T> .

Es stellt sich die Frage, ob man diese Rate durch Wahl eines anderen Schatzver-
fahrens verbessern kann bzw. was unter den obigen Voraussetzungen die optimale
Konvergenzrate ist.

Um dies genauer zu formulieren, betrachten wir fiir eine feste Klasse D von Ver-
teilungen von (X,Y’) den maximal erwarteten Lo-Fehler

sup E/|mn(x) —m(z)]*Px(dr) (4.1)

(X,Y)eD

innerhalb dieser Klasse, wobei der Regressionsschétzer eine Stichprobe (X7, Y)),
, (X,,Y,) der Verteilung von (X,Y’) bekommt. Ziel im Folgenden ist es, m,,
so zu wéhlen, dass (4.1) minimal wird, d.h. genauer, dass (4.1) asymptotisch wie

inf sup E/|mn —m(z)[*Px(dx) (4.2)

(X,Y)eD

gegen Null konvergiert, wobei obiges Infimum iiber alle Regressionsschatzer m,,
gebildet wird.

24
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Dies lasst sich als Zwei-Parteien-Spiel deuten: Wir spielen gegen die Natur. Im 1.
Schritt wahlt die Natur eine Verteilung aus D und gibt uns eine Stichprobe dieser
Verteilung. AnschlieBend wahlen wir einen Schétzer um die zugehorige Regressi-
onsfunktion zu schatzen. Dabei verfolgt die Natur das Ziel, dass die Schatzung
moglichst schlecht wird, und wir verfolgen das Ziel, dass diese moglichst gut wird.
Spielen nun beide Spieler optimal, so ist gerade (4.2) der zu erwartende Lo-Fehler.

Die obigen Uberlegungen formalisieren wir in

Definition 4.1 Sei D eine Klasse von Verteilungen von (X,Y) und (ap)nen eine
Folge positiver reeller Zahlen.

a) (an)nen heifit untere Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls gilt

E () — Py (d
liminfinf sup f|m () — m(x)["Px(dz) =] > 0.
o0 Mn (X,Y)eD an

b) (an)nen heifit obere Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls fir ein Schitz-
verfahren m,, gilt
E () — Px(d
limsup sup J () = m{@)["Px(dz) = () < .
n—oo (X,Y)eD Qn

c) (an)nen heifit optimale Minimax-Konvergenzrate fiir D, falls (ay)nen
sowohl untere als auch obere Minimaz-Konvergenzrate fiir D ist.

Aus Kapitel 3 wissen wir: Ist p € (0,1], C1,Cy > 0 und ist D die Klasse aller
Verteilungen von (X,Y) mit X € [0,1]? f.s., sup,j« Var{Y|X = z} < ¢,
sup,c(o1y [M(x)] < ¢z und |m(z) —m(z)| < cs - [l — 2|P fir alle z, 2 € [0, 1]% so

1st
__2p
neN

obere Minimax-Konvergenzrate fiir D.

Im Folgenden zeigen wir, dass dies sogar die optimale Minimax-Konvergenzrate
fiir D ist, so dass der Kernschatzer in diesem Sinne sogar ein “optimales” Schatz-
verfahren ist.

4.2 Eine untere Minimax-Konvergenzrate

. _ 2 . . ..
Um nachzuweisen, dass (n 2P+d> optimale Minimax-Konvergenzrate fiir D
neN

ist, geniigt es aufgrund von Korollar 3.1 fir D C D geeignet zu zeigen, dass
2 ~
(n_%id) eine untere Minimax-Konvergenzrate fiir D ist.
neN
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Zur Definition von D verwenden wir:

Definition 4.2 Seip =k + 3 fir ein k € Ny und 0 < § < 1. Sei C' > 0. Fine
Funktion f : RY — R heift (p, O)-glatt, falls fiir jedes a = (ay, . .., aq) € Nd mit

ijl aj =k die partielle Ableitung

ok f

ozt ... 0z
existiert und fir diese gilt:

o' f " f
e ) I <C-|lx—2zP
Oz ... 0xy" (z) ozt ... 0xy? (2)) = |z — =]
fiir alle z,z € R?,

Bem. Fir p <1 gilt:

m  (p,C)-glatt < Va,z € RY: |m(z) —m(2)| < C -z — 2|

Im Fall p <1 betrachten wir als Unterklasse von D:

Definition 4.3 Fiir p,C > 0 sei DY) die Klasse aller Verteilungen von (X,Y)
mat:

1. X ~U([0, 1]

2. Y =m(X)+ N wobei N ~ N(0,1) und X, N unabhingig
3. m (p,C)-glatt.

4. |m(z)| <1 fiir x € [0, 1]¢.

Das Hauptresultat von Kapitel 4 ist

Satz 4.1 Seien p,C > 0 und D®C) definiert wie oben. Dann ist
< *2%?) (4.3)
2p+d .
" neN

eine untere Minimaz-Konvergenzrate fiir DWC) .

Im Falle p < 1 ist damit (4.3) die optimale Minimax-Konvergenzrate fiir die
Klasse D aus Abschnitt 4.1.

Im Beweis von Satz 4.1 benétigen wir:
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Lemma 4.1 Seiu € R' und sei C' eine {—1,1}-wertige Zufallsvariable mit
1
P{C =1} =3 =P{C=-1},

Sei N eine R'-wertige standardnormalverteilte Zufallsvariable unabhdngig von C,
d.h. es gilt N = (ND ... NOY wobei NV, ... NWO reellwertige unabhingig
standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind, die unabhdangig von C sind. Setze

Z=C-u+N

und betrachte das Problem, ausgehend von Z den Wert von C' vorherzusagen.
Dann gilt
L*:= min  P{g(Z) # C} = &(—|ul),

gRI—{-1,1}

wobei © die Verteilungsfunktion von N(0,1) ist.
Beweis. Fiir g : R! — {—1,1} beliebig gilt wegen N, C unabhiingig

P{g(Z) # C}
=P{g(C-u+N)#C}
=P{g(C-u+N)#C,C=1}+P{g(C-u+N)#C,C=-1}
=P{g(—u+N)=-1,C=1}+P{g(u+N)=1,C = -1}
=P{g9(—u+N)=-1}-P{C=1}+P{g(u+ N)=1} -P{C = -1}

1 1
L Pl M) = <1y P g M) = 1),
Sei ¢ die Dichte von N, d.h. fiir v = (v, ..., 0®) gilt

li[ 1

=1

)\2

= (2-7) 2 P2,

i

Dann hat u 4+ N die Dichte (v — u), und —u + N hat die Dichte p(v + u) (wie
man z.B. durch Ableiten der jeweiligen Verteilungsfunktion sieht).

Damit folgt

P{g(Z) # C}
1
Iymy=—1y -9z —u)dz + 5 - /I{g<z>:1}'w(2+U)dz

Y
L

Irgz)=—1y - 0(z — u) + Iig)=1y - (2 + u)) dz.
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Der obige Ausdruck wird minimal fiir

o )1, falls (z —u) > p(z +u),
g°(2) _{ —1, sonst.

Wegen

oz —u) > p(z+u) & (2-7) 2. P2 5 (9. g)~2 . gmlltul/2
& lz+ul* >z —ulf?
&S <zyzu> >0
gilt
“(2) = 1, falls <z,u> >0,
g | —1, sonst

und wir erhalten analog zu oben

L* = P{g"(2) #C}
— P{y(Cu+N)#C,C=1}+P{g(Cu+ N) #C,C = -1}

= Pt N)= 1} 45 Pl (-u+ N) =1}

1
‘P{<u+N,u> §0}+§-P{< —u+ N,u> >0}

P {flul*t <, N > gw+%P{ww%<mN> > 0}

NN =N~ -

P{<u, N> < —|IUI|2}+%-P{< u, N > > |[lul]*}.

Ist nun u = 0, so folgt

L1 1 1
L= 145-0=5 = (—|jul).

Ist ||ul] # 0, so ist
< L,N >
i

als Konvexkombination von unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen selbst standardnormalverteilt, und es folgt

u

1
-P{<L,N> g—Hul|}+—~P{< , N > >Huy|}
] 2 [l

-ﬁ—MW+%-ﬂ—¢NWD

L =

BN = DN
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O

Beweis von Satz 4.1: Wir beweisen Satz 4.1 nur fir d = 1, der allgemeine Fall
wird in den Ubungen behandelt.

1. Schritt: In Abhéngigkeit von n definieren wir Unterklassen von D®©).

Dazu setzen wir

M, = [(C? - n)5#]

(mit [z] = inf{z € Z : z > x}) und partitionieren [0, 1] in M, &quidistante
Intervalle A, ; der Lénge 1/M,. a, ; sei der Mittelpunkt von A, ;.

Sodann wahlen wir ein beschranktes g : R — R mit

sum(9) € (-1/21/2), [ F@)de >0 und g (.2 )glate

(wobei wir die letzte Bedingung durch Reskalierung einer gentigend oft differen-
zierbaren Funktion erfiillen konnen), und setzen dann

g(x) =C-glx) (reR).

Dann gilt

supp(g) € (~1/2,1/2), / ¢(x) de = C* / (x)dz > 0

und
g (p,C - 257 1)-glatt.
Fiir ¢, = (¢ni1,-- s Comr,) € {—1,1}" =: C, setzen wir
My,
m) (2) = enj - gnj(2)
j=1
wobei

gnj(®) = M, - g(My(z — an ;).

Dann ist m(©) (p, C)-glatt, wie wir wie folgt sehen:

(i) Fir o,z € A, gilt

[RIRORE
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(%)kgnvi(:ﬁ) - (%)kgm(@

—1-M;?-MF.C-2°"Y M, (2 — an;) — Mu(z — any)|’
<C-27p—2)ff <Oz — 28

= |Cn1| )

(ii) Fir x € A,; und z € A, ; mit ¢ # j seien & bzw. Z die Punkte am Rand
von A, ; bzw. A, ; in Richtung von z bzw. z. Da g,; und g, ; (p, C)-glatt
sind (s.0.) und am Rand verschwinden gilt dann

(%) k Gni(T) =0 = (%) k Gn.i(2)-

Unter Verwendung des Resultates aus Schritt (i) folgt dann

(&) o= () oo
N

(&) st (£ s
(1) - () o0 <—> (i) o

<C- 2tz —Ff 020 230
1 1
:C’«25~<§~]a:—i|5+§«]z—2|5>

- N
<98, e —2| |z—Z|
= < > T

C-(lz—F+|z-3)<C |z—2°,

S |Cn,i| :

+|Cn3|

+

wobei die vorletzte Ungleichung mit Hilfe der Ungleichung von Jensen aus
der Konkavitit von u +— u” auf R, \ {0} folgt.

Damit ist die Klasse DF*“) aller Verteilungen von (X,Y) mit

1. X ~ U0, 1],
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2. Y = m()(X) + N fiir ein ¢, € C, und ein N ~ N(0,1), wobei X und N
unabhéngig sind

fiir geniigend grofes n eine Unterklasse von D®) und es geniigt zu zeigen:

M2
02

liminfinf  sup
n—oo  Mmp (X,Y)eﬁa(f’C)

-E/WM@—mM@WM>o (4.4)

2. Schritt: Wir verwenden Regressionsschétzer, um den Parameter ¢, € C,, einer
Verteilung (X,Y) € D 7u schitzen.

Dazu sei m,, ein beliebiger Regressionsschatzer. Nach Konstruktion sind die Sup-
ports der g, ; disjunkt, also sind die {g,; : 7 € N} in Ly orthogonal. Daher ist
die orthogonale Projektion von m,, auf {m() : ¢, € C,} gegeben durch

Mp

My (x) = Z Cnj * Gn,j(T)

Jj=1

wobel
Ja, (@) - g (@)

Cp.i =
" fAn’j 9721,]' (z) dx

Fir ¢, € C, beliebig gilt nun

/ Imy (x) — m) (2) P dz
z/mmm—mwmwm

M,
=30 [ s 0usle) — ns o)
j=1 7 An;
M,
= Z |én’] - Cn,j|2 . / gVZL,j(x) dx
j=1 An,j

M,
1 i
= /92(5’7) dx - Vi E :|Cn,j _Cn,j’2-
n =1

Setze

c .
" —1, sonst.

I { 1, falls¢é,; >0,
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Dann gilt

g = ensl 2 5 7 1ong = sl = Ty pens
wie man leicht durch Betrachtung der beiden Falle ¢,; = 1, ¢,; = —1 und
6n,j = —1, Cnj = 1 sieht.

Damit erhalten wir

Mn

1
[ o) =@ = [ e de e D T e

7j=1
also folgt (4.4) aus

Mn

lim inf inf sup ﬁ Z P{¢,; #cn;} > 0. (4.5)

n—oo Cn CGCn

3. Schritt: Wir wahlen ¢, € C, zufallig.
Seien (), 1, ..., 0, a, unabhangig identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit
P{Cnlfl}— =P{C,1 = -1},
die unabhéngig von (X1, Ny), ..., (X,, N,) sind. Setze
Cn - (le, e 7Cn7Mn) .

Dann gilt

inf sup —ZP{cn] # Cnj}

én Cnecn
o1 R
> lglf E ; P {Cn,j # Cn,j} .

Die optimale Vorhersagefunktion ist

C—, o 17 falls P{On,j = 1|<X1,Y1), ey (Xnuyn)} Z %,
™7 —1, sonst.

Aus Symmetriegriinden gilt daher

P {énd 7& Cnd} > P {Cn,j 7é Cn,j} =P {én71 7é On,l}
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und wir erhalten

M
1 _
lpf sup ﬁ ZP {én“]' % Cn,j} Z P {Cn,l 7é On,l} .
noi

Cn Cn, GCn

Also gentigt es zu zeigen:

liminf P {C_’ml =+ C’ml} > 0.

n—oo

4. Schritt: Nachweis von (4.6).

Wir verwenden
P {Cn,l 7é Cn,l} =E {P {On,l 7é Cn,1|X1> B aXn}} .

Seien X, , ..., X, diejenigen X; mit X; € A, ;. Dann gilt

17 °

(Yi, ... Y,) =Cn1 (9n1(Xi))s ooy gna(X3)) + (NViy, -, VG,

Alle Y; mit X; ¢ A,,; héngen nur von C,, o, ..., C, p, sowie

{(XT,NT) T g_ﬁ {il, Ce ,il}

ab und sind damit unabhéngig von den Daten in (4.7) gegeben Xi, ...

33

(4.7)

X,

Bedingt man nun auf alle diese Zufallsvariablen ebenfalls noch, so folgt unter

Beachtung von
gn,l(Xj> =0 fir Xj ¢ An,l

mit Lemma 4.1

l
P{Cn,l #Cn,l}Xlw"aXn} = & _\Zgz,l(Xlr)
r=1

= o _\Zgg,l(Xi) ’
i=1

wobei @ die Verteilungsfunktion zu N (0, 1) ist.

Man sieht (z.B. durch Berechnung der 2. Ableitung) leicht, dass

1 (= /2)
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konvex ist. Anwendung der Ungleichung von Jensen liefert

vicssca - afo([En)

» JE{Zg(X)})

- (_n. / giﬂx)dx)
= 0 (—n-Mn(sz)'Ca / §2(a:)da:)
(

AV
~

da

34



Kapitel 5

Datenabhangige Wahl von
Parametern

5.1 Motivation

Die Bandbreite des Kernschatzers in Korollar 3.1, dessen Lo-Fehler gemafl Satz
4.1 mit optimaler Geschwindigkeit gegen Null konvergierte, hing von p, C, 02 und
dem Maximalwert des Betrages der Regressionsfunktion ab. Eine solche Wahl der
Bandbreite ist in Anwendungen nicht moglich, da dort insbesondere die Glattheit
der Regressionsfunktion (in Korollar 3.1 beschrieben durch p und C') unbekannt
ist.

Notig ist daher eine datenabhangige Wahl der Bandbreite, die wir in diesem
Kapitel untersuchen.

5.2 Unterteilung der Stichprobe
Seien (X,Y), (X1,Y1), (X5, Y3), ... unabhiingige identisch verteilte R? x R-wertige
Zufallsvariablen mit E{Y?} < oo. Setze m(z) = E{Y|X = z}. Seien

Dn = {(Xla Yl)a SRR (Xna Yn)}

die gegebenen Daten. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir eine endliche
Parametermenge P,, und fiir jedes h € P, einen Schéatzer

my (@) = m{ (2, Dy)

n n

35



KAPITEL 5. DATENABHANGIGE WAHL VON PARAMETERN 36

von m(x) gegeben haben (z.B. m"” ist Kernschitzer mit Bandbreite h). Unser

Ziel ist, in Abhangigkeit der gegebenen Daten
h=h(D,) € P,

so zu bestimmen, dass approximativ gilt:
/|mh m(2) PP (de) ~ m1n/|m m(2)PPx(da).

Bei der sogenannten Unterteilung der Stichprobe gehen wir zur datenabhéngigen
Wahl von h wie folgt vor:

Zuerst unterteilen wir unsere Stichprobe in Lerndaten

Dnz = {<X1’Y1)7 SO (Xannz)}

und Testdaten
{(Xm+1> Ynl+1)7 R (an+nt7 Ynz+nt)} )

wobei n;, n; > 1 mit n;+n; = n. Dann berechnen wir fiir jeden Parameter h € P,
mit Hilfe der Lerndaten den Schétzer

m(h)() - m(h)('v Dm)7

ny ng
berechnen dessen empirisches Lo-Risiko auf den Testdaten, d.h.

— Z 1Y; — m" (X)), (5.1)

i=n;+1

und wahlen dasjenige he P, fir das (5.1) minimal wird, d.h. wir setzen

h = h(D,) = arg }Erelgrlb n—t | ZH Y; — mnl X2 (5.2)
i=ny

Sodann verwenden wir

ma(z) = m (@, Dy,) (5.3)
als Regressionsschatzer. Fir diesen gilt:

Satz 5.1 Sei 0 < L < oco. FEs gelte

< 5. (h) (. < L.
Y| <L fs. und ggggjllmnl()”oo_L
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Sei my, definiert durch (5.2) und (5.3). Dann gilt fir jedes § > 0 :

E [ fm(z) ~ m(z) *Px(dr)

<(149)- m1nE/|m m(z)[*Px (dr) + c-%,

Ty
wobei ¢ = L? - (2 470 + 38 - 6).

Beweis. Wir verwenden die Fehlerzerlegung

/ Imp(z) — m(2)|*Px(dr)
= E {|m.(X) — YD, } — E{|m(X) - Y|*}
- (E{]mn (X) = YP|D.} - E{jm(X) - Y|*}

_(1+43). Z{m, Vil m(X0) - YiP} )

i=n;+1

+(1+9)- g {|mn i) Y;|2—\m(Xi)—Yi]2}
i=n;+1
= Tl,n +T2,n-

Nach Definition des Schatzers ist

1
— Z [ma(X:) =Y = min — 3 m{P(X;) - Vi,

i=n;+1 i=n;+1

woraus folgt

E{l;,} = E{(1+(5 %nn—t Z {ImP(X;) - Yi|* - |m(Xi)—Y;\2}}
L R |
§<1+5)~]_{I€1;£E{ Zﬂﬂmnl ) =Y — ]m(Xi)—YHZ}}
_ o 2
—(14+0): pin E [ [ (x) ~ m(a) PPx(de).

Also gentigt es, im Folgenden noch zu zeigen:

. 1 + log |P,|

E{T,,} <
{1,}_0 n

(5.4)
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Zum Nachweis von (5.4) beachten wir, dass fiir s > 0 gilt:
P{Ty, > s|Dy,}

— P{E {Imn(X) = YP|D,} —E{Im(X) - Y|’}

Dm}
pm}
p}

—(1+96)- Z {Imn(X;) = Yi|* = m(X;) — Yil*} > s

i=n;+1

< P{ah € P, : E{Im"(X)-YP|D,} —E{Im(X) - Y|’}

—(1+4)- Z {ImP (X)) — Vi — Im(X,) = Yi]*} > s

1=n;+1

< [Pul 'i%%fP{E{rm;7><X> = YP|Dy} — B {jm(x) - V)

Z {’mnz i) = Yi[P = m(X;) = Y]’} > s

i=n;+1
Beachtet man, dass fir h € P, fest gilt
o? = Var{im{)(X)-Y| - |m(X)-Y*|D,,}
< E{(Im(0) =Y~ m(X) = Y)’ D0, }
= B{(ml(X) - m(x >) (0 + m(X) - 2v)* [, }

ny

1612 B { (m{} (X))" D, }

— 1612 (E {|mnl( ~ Y] \Dm}—E{|m(X)—Y|2})7

IN

so folgt

P{E {Im{(X) = Y| Dy} — E {|m(X) = Y[?}

pm}

—(1+9)- Z{\mnl D) — Y2 — ]m(Xi)—YZ.|2}>8

i=n;+1

P{(1+5 (E{|ImP(X) = Y)*| D, } —E{Im(X) - Y[*})
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—(1446) - }:{m%l ~ Y - Im(X,) - Yi]*}

>s5+6- (E{{mP(X)-Y]* Dy} — E{|m(X) - Y[*}) ‘Dm}
p{E (00 - Y11, - B {1ni) - F)

- Z {Imi)(X3) = Yil* — Im(X;) = Yi[*}

1=n;+1

L5 ) o2
140 1+46 16L%(°
Mit der Ungleichung von Bernstein lasst sich die letzte Wahrscheinlichkeit nach
oben abschatzen durch

2
s ) o2
Ty <1+5 +i5- 16L2>

2 s ) o2
202+ 5 -8L2 (5 + 155 " 162)

2
s [ foi
3 (m+m ' —w)
<exp| —

s 0 2. 1+5 16L2  (_s 6 o
(1+6 + 1+9 16L2) 32L 3 (1+6 + 1+0 16L2)

_ )
2
3212 . Loy 1617

da

2
(149)- (32L2 : % + 3212 + 163L ) < (1+6)- (32L2 . % +38L2>

32
= I <7+70+38~6> —

Damit erhalten wir fiir u > 0 beliebig:
E{T,,} < / P(T\, > s} ds
0

< u+/ P{T\, > s}ds
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u—l—/ |P,| - exp (—ntcl S) ds

c ng U
u+|77n|~n—t~exp<— ! )

w
°

VAY:

C
Mit
_ ¢1og[Pu]
—
folgt
BTy} < Cl8lPul e 1+log|Pul
Us ny ¢
W.Z2.Z2.W. -

Korollar 5.1 Die Verteilung von (X,Y) erfiille

(1) supp(X) beschrinkt,
(i) |Y| < L fs. fir ein L > 0,
(111) Ip €[0,1],C >0 Va,z € supp(X) : |m(x) —m(z)] < C - ||z — z|P.

Sei m,, der Kernschdatzer mit naivem Kern, wobei die datenabhangige Bandbreite
aus der Menge

(2" ke{-n,... . n}}

mit Hilfe des Verfahrens der Unterteilung der Stichprobe gewdhlt wird, und
n & ng ~n/2 gelte.

Dann folgt

E/\mn(x) —m(x)PPx(dz) = O (057

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 5.1 und Korollar 3.1. O

5.3 Kreuzvalidierung

Nachteile der Unterteilung der Stichprobe sind:

1. Nach Wahl des Parameters wird der Schéatzer nur noch mit einem Teil der
Daten berechnet.
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2. Der Schétzer hiangt von der zufélligen Unterteilung der Stichprobe ab (und
zusatzlicher Zufall vergroflert einen mittleren quadratischen Fehler immer).

Beides versucht die sogenannte Kreuzvalidierung zu vermeiden. Bei der sogenann-
ten k-fachen Kreuzvalidierung mit k € {2,...,n} (wobei wir oBdA n/k € N
voraussetzen, um die Schreibweise zu vereinfachen), wird die Datenmenge

D, ={(X,Y1),....,(Xy,Yn)}

in k gleich grofle Teile unterteilt. Sei Dg}k die Datenmenge ohne den [-ten Teil,
also

D = { (XY, (X, Yaona) (Xpen, Yigsn)s o (X Ya) |

Sei

l
mELp) (z) = mgzpz%,l(x?pi,)k)

=3

der Schéatzer berechnet mit den Daten DS’),C und Parameter p € P,,. Bei der k-
fachen Kreuzvalidierung wéhlen wir den Parameter durch Minimierung des Mit-
tels der empirischen Ly-Risikos aller dieser Schatzer berechnet jeweils auf den
weggelassenen Daten, d.h. wir wahlen

1 d 1k 2
N T - - (p) ,
permming 3oy 3 om0
=1 k i=(1-1)-2+41

und setzen
mp(z) = mP (2;D,,).

Im Spezialfall von & = n, d.h. bei n-facher Kreuzvalidierung, spricht man auch
von Kreuzvalidierung. Hier ist der Schétzer gegeben durch

R 1 2
p=argmin =3 |V —myy (X (X0, Y1), (X, Vi), (X, Vi) (X, V)

und )
mp(z) = mP (2;D,,).



Kapitel 6

Hilfsmittel aus der Theorie
empirischer Prozesse

6.1 Motivation

Sei F,, eine Klasse von Funktionen f : R? — R und

M (+) —argmm—2|f —Y;|?

fe€Fn M

der zugehorige Kleinste-Quadrate-Schétzer der Regressionsfunktion
N = in E{|f(X)-Y["}.
m(-) = arg min E{|f(X) = Y["}
Ziel im Folgenden ist die Abschatzung von dessen Ly-Fehler:
/ Im(z) — m(z)|*Px(dz) = E {|m,(X) = Y]*| Dy} — E{|m(X) - Y[*}.

Die Idee dazu ist, dass eines empirische Variante dieses Fehlers einfach abgeschatzt
werden kann, da nach Definition des Schatzers gilt:

Z, = —Z|mn Y|2__Z’m YZ|2
. DY m?—ﬁ;rmwi)—m

42
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woraus folgt

E{Z.} < J{g}g}LE{If(X) =Y’} —E{|jm(X) - Y]}

~ min / F(2) — m(2)[2P x (da).

feFn

Im Weiteren schétzen wir die Differenz zwischen dem Ls-Fehler und einem Viel-
fachen der obigen empirischen Variante desselben ab.

6.2 Uniforme Exponentialungleichungen

Nétig in Abschnitt 6.1 sind Abschatzungen fiir Ausdriicke wie
1 n
E {|m.(X) - YP|D,} - - > ma(X;) = Vil
i=1

Ein Problem dabei ist, dass innerhalb des Erwartungswertes bzw. der Summe
eine zufdllige Funktion m,, € F,, steht. Dieses Problem wird man los, indem man
den obigen Ausdruck nach oben abschatzt durch

Sup {E{If(X) ~Y]’} - %Z (X)) —Yil2}-

Fiir Abschétzungen von Ausdriicken dieser Bauart bendtigen wir ein Maf§ fiir
die “Komplexitat” des Funktionenraumes F,,, das wir in der nachsten Definition
einfithren.

Definition 6.1 Sei e > 0, sei G eine Menge von Funktionen g : Rt — R, sei
1 < p < oo und sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R, Fiir g : R! — R sei

9l L, = {/ |g(a;)|pu(dx)}’l’.

a) Jede endliche Menge von Funktionen gy,...,gn : Rt — R mit
VgeGIj=ilg) e{l,....N}: llg = gillz,o) <€
heift e-Uberdeckung von G bzgl. | - 2, 0)-
b) Die e-Uberdeckungszahl von G bzgl. || - || L,(v) mit Bezeichnung
N(e, G, 1l - 2,))
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wird definiert als minimale Kardinalitdt aller e-Uberdeckung von G bzgl. |- || 1, ()
Im Falle, dass keine endliche e-Uberdeckung von G bzgl. || - |z, ewistiert setzen

wir N(,G, || - |2,0)) = o0

c) Seien 2} = (21,...,2,) n Punkte in R'. Sei v, die zugehdrige empirische
Verteilung, also

so dass .
1< g
191l 2y m) = EZIQ(%)IP :

i=1

Dann heifit jede e-Uberdeckung von G bzgl. || - |1, auch L,-e-Uberdeckung

von G auf 27, und fir die e-Uberdeckungszahl von G bzgl. || - |, () wird die
Notation

Np<€7g7z?)
verwendet.

Satz 6.1 (Pollard (1984)).

Seien Z, Zy, ..., Z, unabhingig identisch verteilte R'-wertige Zufallsvariablen.
Sei B > 0 und sei G eine Klasse von Funktionen g : Rl — [0, B]. Dann gilt fiir
jedes n € N und jedes € > 0:

> e}

{Sglelgp nzg —-E{y(2)}

<8 -E{Ni(¢/8,G, 21} - exp (—"—62) ,

128 - B2
wobei Z7 = (Zv, ..., Zy).

Bemerkung: Hierbei vernachlasigen wir eventuell auftretende Messbarkeitspro-
bleme (die beim Supremum und bei der Uberdeckungszahl auftreten kénnen).

Beweis. Analog zu Satz 2.2 aus der Vorlesung Mathematische Statistik im WS
10/11. O

Bei der Anwendung des obigen Satzes tritt das Problem auf, dass die rechte
Seite fiir € < 1/4/n nicht gegen Null konvergiert, was nicht zufriedenstellend ist
hinsichtlich der optimalen Konvergenzrate von

__2
n 2p+d
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aus Kapitel 4. Schneller gegen Null konvergierende obere Schranken lassen sich
aber herleiten, sofern wir die Differenz zwischen Erwartungswerten und Vielfachen
des Stichprobenmittels abschatzen, denn es gilt

E {|m,(X) = YP|D,} — E{|lm(X) - Y|*}

n

2. LS (ma ()~ Vil - m(X) — ¥?)

>t -
& E{lma(X) = YP[D.} — E{Im(X) - Y|}
D () 1@-|2—|m(Xi>—Yi!2>
%(tJrE{\mn —YP[D,} — E{|m(X) - Y[2})

sowie
Satz 6.2 (Lee, Bartlett and Williamson (1996)).

Seien (X,Y), (X1, Y1), ..., (X, Y,) unabhdngig identisch verteilte R x R-wertige
Zufallsvariablen mit |Y| < B f.s. fir ein B > 1. Sei F eine Klasse von Funk-
tionen f : R* — [—=B,B]. Dann gilt firn € N, o, > 0 und 0 < ¢ < 1/2
beliebig:

P{af e FrE{|f(X) - Y]} —E{|m(X) - Y|*}
— > (1£(X) = Vil = m(X,) = Yif)

e (a+B+E{f(X)-YP} —E{jm(X) - Y[} }

B¢ (l—€)-a-n
<14-  F, . — .
> SE;LPNI(% B’ x} ) - exp 214-(1+¢) B

Beweis: erfolgt im Seminar im WS 11/12. O

Im Folgenden: Herleitung von Abschétzungen fiir Uberdeckungszahlen.
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6.3 Abschatzung von ﬂ'berdeckungszahlen

Definition 6.2 Sei ¢ > 0, sei G eine Menge von Funktionen g : R' — R, sei
1 <p < oo und sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R'. Fiir g : Rl — R sei

lgllz, ) = {/ |g(x)|PV(dx)}’l’.

a) Jede endliche Menge von Funktionen gi,...,gn € G mit
l9i — gillL,0) =€ firallel <i<j<N

heifit e-Packung von G bzgl. || - ||1,)-

b) Die e-Packzahl von G bzgl. || - ||,

M (&G, e,0))

ist definiert als die mazimale Kardinalitdt aller e-Packungen von G bzgl. |- ||, w)-
Hierbei setzen wir M (e, g, - ”Lp(z/)) = 00, falls fiir jedes n € N eine e-Packung
von G bzgl. || - ||,y mit n Elementen existiert.

c) Die L,-e-Packzahl von G auf 2} ist
Mp (67 ga Z?) =M (67 g7 H : HLp(I/n)) ;
wobei v, die empirische Verteilung zu 2} = (21, ..., 2,) € (R)" ist.

Lemma 6.1 Ist € > 0, G eine Menge von Funktionen g : Rt — R, 1 < p < oo
und ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R', so gilt:

M2-6G. | ,00) SN (&G 2,00) SM (&G, || 2,09) -

Beweis. a) Ist g1,..., gy eine 2- e-Packung von G bzgl. || - ||, ), so enthilt jede
offene Kugel mit Radius € hochstens eines der gy, ..., gy, und damit besteht jede
e-Uberdeckung von G bzgl. || - ||, ) aus mindestens N Funktionen.

b) Ist g1,..., gn eine e-Packung von G bzgl. || - |1,y maximaler GréBe, so ist fiir
jedes g € G
g1,---,9N, 9

keine e-Packung. Folglich existiert fiir jedes g € G ein j = j(g) € {1,..., N} mit

lg — 9illz,0) <€
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Damit ist aber g1, ..., gy eine e-Uberdeckung von G bzgl. || - | 2,)- O

Zur Herleitung einer Abschiitzung fiir Uberdeckungszahlen betrachten wir zuerst
den Spezialfall, dass die Funktionen alle Indikatorfunktionen sind.

Sind f =14, g = Ip fir A, B CRY und sind z, ..., 2z, € R%, so gilt

1 < ’
{5§juun—g@»w} < max |f() - g(a0)
=t )
B 1, falls AN{z,...,2z,} #BN{z,...,2,}
N 0, sonst.

Ist also G = {14: A € A} fir A C P(R?) und 0 < € < 1, so gilt:
Ny, G 2) < [HAN 21,z A€ AY.
Definition 6.3 Sei A cine Klasse von Mengen A C R? und sein € N.

a) Fir z,...,2, € R? ist
s(A Az, ) = ANz, ...,z 0 Ae A}

die Anzahl der Teilmengen von {z1, ..., z,}, die durch Mengen aus A “herausge-
griffen” werden konnen.

b) Sei G eine endlichen Teilmenge von RY. Man sagt, A zerlegt (shatters) G,
falls
s(A,G) = 21,

d.h., falls jede Teilmenge von G in der Form ANG fir ein A € A dargestellt
werden kann.

c) Der n-te Zerlegungskoeffizient von A

S(A,n) = max s(A{z,...,2})
ist die maximale Anzahl verschiedener Teilmengen von n Punkten in R?, die durch
Mengen aus A herausgegriffen werden konnen.

Beispiele: a) Die Menge aller Intervalle der Form (—o0,a], a € R, zerlegt ein-
elementige Teilmengen von R, aber keine zweielementigen.

b) Die Menge aller Intervalle der Form (a,b], a,b € R, zerlegt zweielementige
Teilmengen von R, aber keine dreielementigen.
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c) Die Menge aller Halbebenen in R? kann drei (geeignet gewihlte) Punkte in R?
zerlegen.

d) Die Menge aller konvexen Mengen in R? kann n (geeignet gewahlte) Punkte
in R? zerlegen fiir jedes n € N.

Da ein Mengensystem, dass eine Menge G nicht zerlegt, auch keine Obermenge
von GG zerlegen kann, gilt:

S(A k) <2¥ = S(A,n) < 2" fiir alle n > k.
Das groite n mit S(A,n) = 2" ist die sogenannte VC-Dimension von A.

Definition 6.4 Sei A cine Klasse von Teilmengen von R? mit A # (). Die VC-
Dimension (Vapnik-Chervonenkis-Dimension) V4 von A wird definiert durch

Vi=sup{neN : S(A4An)=2"},
d.h. V4 ist die mazximale Anzahl von Punkten, die durch A zerlegt werden.
Beispiel: a) A = {(—00,a] : a € R} = Vy =1
b) A={(a,b] : a,bER} = V4 =2
c) A={A : Akonvex} = V) =00

Das nachste Theorem impliziert:

Entweder gilt S(A,n) = 2" fiir alle n € N, oder S(A, n) wéchst hochstens poly-
nomiell in n.

Satz 6.3 (Vapnik und Chervonenkis (1971)).

Sei A eine Menge von Teilmengen von R® mit VC-Dimension V4. Dann gilt fir

allen € N:
Va_
S ( ) .
=0
Korollar 6.1 Ist A eine Menge von Teilmengen von R? mit VC-Dimension V4,
so qilt:

a)
S(A,n) < (n+1)"  fir allen € N,

b) y
) A
S(A,n) < (—) fiir alle n > Vy.
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Beweis: a) Nach Satz 6.3 und dem binomischen Lehrsatz gilt:

S(An) < i(?)zin-(n—l) ----- (n—i+1)-%

IN

Z” Va1
(VA—Z) 7!

- f:n (‘?) = (n+ 1",

=0

b) Ist V4/n <1, so gilt nach Satz 6.3:

(%) -sam = > (%))
<> (%) (1)
- (1+2) <o

wobei die letzte Ungleichung aus 1 + z < e* (x € R) folgt. Dies impliziert
Va Va
n e-n
S <(—) =) .
(An) < (VA> ‘ ( Va )

Beweis von Satz 6.3: O.B.d.A. gilt V4 < n, da sonst die rechte Seite mit 2"
trivialerweise grofler oder gleich als die linke Seite ist.

O

Seien z1, ..., 2, € R? beliebig. Wir zeigen:

Va

AN {21, o) AeA}|gZ(7Z).

1=0

Dazu: Seien Fy, ..., F, mit k = (VA"+1
{z1,...,2n}. Nach Definition von V4 existiert zu jedem i € {1,... k} ein H; C F;

mit

> alle (V 4+ 1)-elementigen Teilmengen von

ANF;,# H; firalleAe A
(da A die Menge F; wegen |F;| > V4 nicht zerlegt).



KAPITEL 6. HILFSMITTEL AUS DER THEORIE EMPIRISCHER PROZESSE50

Aus H; C F; C{z,...,z,} folgt

(An{z,...,z})NF, # H; fiir alle A € A.

Also gilt
{Aﬂ{zl,...,zn} . AEA}
C{CC{xn,....,z}  CNnE#Hfiraleie{1,...,k}}=:Co.

Also gentigt es zu zeigen:
Va
n
Co| < ( ) .

Dies ist einfach, falls H; = F; fiir alle ¢ € {1,...,k}. Denn Fy, ..., Fj sind alle
Teilmengen der Kardinalitdt V4 + 1 von {z,...,2,}, und fir C C {z,..., z,}
folgt aus

CNF,#H;,=F, furalleie{l,...,k},

dass C' hochstens V) viele Elemente enthalten kann, was impliziert:
Va n
Col < ( . ) .

Im Folgenden fiithren wir den allgemeinen Fall darauf zurtick.

Dazu setzen wir

Wegen H; C F; wird hier H; im Falle z; € F; und 23 ¢ H; um z; erweitert,
andernfalls bleibt H; gleich.

Sodann definieren wir
C,:={CC{z,...,z.} : CNEF #H firalleie{l,...,k}}.

Wir zeigen nun

Co| < |Cal. (6.1)

Dazu geniigt es zu zeigen

1Co \ C1| < [C1\ Col,

und dazu wiederum zeigen wir, dass die Abbildung

[:C\CL—Ci\Cy, f(C)=C\{xn}
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wohldefiniert und injektiv ist.
Sei C' € Cy \ Cy. Dann gilt
CNF,#H, firallei e {1,...,k}

und
C'NF,, = Hj fiir einig € {1,...,k}.

Also gilt fiir ein 49 € {1,...,k} :
HZ{O == Cﬂ Fio # Hio-

Nach Definition von H] unterscheidet sich dieses aber héchstens um z; von H;,
also folgt aus der obigen Beziehung

Zleﬂl{o:CﬂEOgC.

Damit gilt aber fir C' € Cy \ C; immer z; € C, so dass die obige Abbildung f -
sofern wohldefiniert - immer injektiv ist.

Noch zu zeigen: f ist wohldefiniert, d.h. fiir C' € Cy \ C; gilt immer:

C\{Zl} c Cl \CO

Dazu beachten wir:

1. Wie oben schon gesehen, folgt aus C' € Cy \ C; immer H; = H; U {2},
2 ¢ H;, und C N F,, = H. , was impliziert

i0)
C\{=}NFy, = (CNnFy) \{a} = Hi \{a1} = Hj,.
Dies zeigt C'\ {z1} ¢ Co.
2. Ist nun z; ¢ Fi, so gilt H; = H!, was wegen C € Cy impliziert
(C\{z1})NF,=CNF,#H, =H.
Ist dagegen 2 € Fj, so folgt 21 € H], was

C\{=n}NF # H;

impliziert, da die linke Seite z; nicht enthalt, die rechte Seite aber schon.
Also gilt in beiden Fallen C'\ {2z} € C;.
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Damit ist (6.1) gezeigt.
Erweitert man nun analog H] um 2, z3, . . ., 2,, so erhilt man

Col <[Cif <--- <G,

und bei C,, erfiillen alle Mengen HZ-(n) die Bedingungen des Spezialfalles zu Beginn
des Beweises, woraus die Behauptung folgt. O

Zur Abschitzung von Packzahlen einer Menge G von Funktionen g : R — R ist
die Betrachtung der VC-Dimension der Menge

G ={{(zt) eR"xR : t<y(z)} : ge€g}
aller Untergraphen von G hilfreich. Genauer gilt:

Satz 6.4 Sei B > 0 und sei G eine Menge von Funktionen g : R — [0, B] mit
Vg+ > 2. Dann gilt fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafi v auf R' und 0 < € < B/4
beliebig:

€

2-¢-B 3.¢- B\
M (e, G, 1 lw)) §3-< - -log ) .

Beweis. Wir zeigen

MG, ) <35 (67| 2 tog (- M (6.1 ) | ) (62

Dies impliziert die Behauptung, denn im Falle

B
{? -log (2 - M (G,ga | - ||L1(V)))J < Vg+

ist diese trivialerweise erfiillt, und im Falle

B
205 (2 MG )| 2 e

folgt mit Korollar 6.1 b) aus (6.2)

e-B
M (Eagv ” ’ ||L1(V)) =3 ((—j- Vi

G+

Vg+
log (2- M (e,G, ]| - ||L1<u>))) )

und aus letzterem folgt mit der elementar (aber mithsam) nachrechenbaren Be-
ziehung

x§3-(%-10g(2-x)>b —  2<3-(2-a-log(3-a))’
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die Behauptung von Satz 6.2.

Zum Nachweis von (6.2) wéhlen wir

G:{gla"'vgm}

als e-Packung von G in Bezug auf | - ||z, () mit maximaler Kardinalitét
m = M (Eaga H : HLl(y)-)

Weiter seien Qy,...,Q, T, ..., T, unbhangige Zufallsvariablen mit @y, ..., Qx
identisch verteilt mit Verteilung v und 77, . . ., T, identisch auf [0, B] gleichverteilt.
Wir setzen

R = (Q.T;) (i=1,....k)
le - (Rl,...,Rk)

und
Gr=A{(z1) : t< f(»)} fir fegd.
Dann gilt (wobei die erste Gleichheit aus der Definition von s folgt):
S(G* k)
> E{s(G". Ry)}
>ELs({Gy : feG)RY))
>E{s({G;: feGund G;NR{#G,NER; firalle ge G\ {f}} ,R})}

=E¢> 16 nriza,nnrs fiir alle ged\()}

feé
=3P {G; N R} # G, N R} fir alle g € G\ {f}}
feé
=>_ (1-P{3g e\ {f}:G;N R =G,NR})
feg
> 1— P{G;NR'= GﬁRk>
>3 (1-m- s P (G }

Fiir beliebige f, g € G mit f # ¢ gilt wegen Ry, ..., Rj unabhingig und identisch
verteilt

P{G;NR{ =G,NR}

=P{G;N{R} =G,N{R1},....GyN{R:} = G,N{Ry}}
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= (P{G;n{Ri} =G, n{Ri}})",

sowie wegen Ty auf [0, B] gleichverteilt, g(Q1), f(Q1) € [0, B], Wahl von @; und
G e-Packung bzgl. || - [|1,()

P{G;n{R} =Gy n{R}}

=1-P{G;N{R} #G,N{Ri}}

=1-E{P{G;N{Ri} #G,N{R}|Q:}}

=1-E{P{g(Q:) <T1 < f(Q:) oder f(Q1) <T1 < g(Q1)|@1}}
_ 1_E{‘f@1) —g(Ql)\}

B
~1- 5 [ 1) - gla)v(da)

<1l-——.
- B

Daraus folgt unter Beachtung von 1+ z < e* (z € R)
k Tk
P{G;NR=G,NR} < (1—%) < exp (—%),

was zusammen mit der oben hergeleiteten Beziehung impliziert
-k
S(G* k) >m - (1 —m - exp (-%)) .

k= Lg -log(2-m)].

Wir setzen nun

Dann gilt
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und damit auch

-m)

LWl

B
5 (0717 toxtzom)) ) =
womit (6.2) gezeigt ist. O

Die Anwendung von Satz 6.4 benotigt eine Abschatzung von Vg+. Eine solche
liefert:

Satz 6.5 Sei G ein r-dimensionaler Vektorraum von reellwertigen Funktionen.
Set
A={{z:9(z) 20} : geg}.

Dann gilt
Vi<
Ist G wie in Satz 6.5, so gilt
Gt = {{(z,t)ERlxR : tgg(z)} : geg}
C {{ztH) eR' xR : gz)+a-t>0} : gegG a€eR}
und mit Satz 6.5 erhalten wir
Vg+ S r—+ 1.
Beweis von Satz 6.5: Seien zi,...,2..1 (7 + 1) verschiedene Punkte aus dem

Definitionsbereich der Funktionen in G. Wir zeigen, dass diese Punkte nicht durch

{{z:9(2) 20} : geg}
zerlegt werden.

Dazu definieren wir

L:G—R™ L(g) = (9(21), .., 9(z41))"

Dann ist L lineare Abbildung, und das Bild LG des r-dimensionalen Vektorraumes
G ist eine hochstens r-dimensionaler Unterraum von R™*!. Folglich existiert ein
nichttrivialer Vektor, der senkrecht zu LG ist, d.h., es existieren vy,..., 741 €
R"+! mit ~; # 0 fiir ein 7 und

Y-g(z1) + o+ Y- 9(2r41) =0 (6.3)

fir alle g € G. OBdA gilt dabei sogar ; < 0 fiir ein i € {1,...,r + 1}.
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Existiert nun ein g € G mit der Eigenschaft, dass

{z:9(2) 2 0}

aus {z1,..., 241} genau die z; herausgreift mit v; > 0, so hat g(z;) immer das
gleiche Vorzeichen wie «;, d.h. es gilt

i-9(z) =23 (GEef{l....r+1}).
Mit
i g(z) >0
folgt daraus aber
Y- 9(z1) + o Yesr - g(2r1) >0
im Widerspruch zu (6.3). O



Kapitel 7

Analyse von
Kleinste-Quadrate-Schatzer

Im Folgenden seien (X,Y), (X1,Y)), (Xs,Y3), ... unabhéngige identisch verteilte
RY x R-wertige Zufallsvariablen mit E{Y?} < oo. Wir schitzen

m(-) —argf%bm E{|f(X Y]Q}

durch einen Kleinste-Quadrate-Schatzer

my(+) = arg min —Z|f (7.1)

fEFn M

wobei F, eine Menge von Funktionen f : R — R ist und wir annehmen, dass
das Minimum in (7.1) existiert.

Fir diesen Schatzer gilt:
Satz 7.1 Fir ein L > 1 gelte

Y|<L fs.
und

I flloe = sup |f(z)| < L fiir alle f € F,.

z€RA
Dann gilt fir den Kleinste-Quadrate-Schétzer m,, definiert in (7.1):

E/ imp(z) — m(2)|*Px (dr)

57
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+c3l
< %+ (CQ C3 Ogn) +2 mf /‘f ‘2PX(dZC>

B n
wobet ¢y, cq,c3 € Ry nur von L abhdngende Konstanten sind.

Bewelis. Setze
D, ={(X1,Y1),...,(Xp,Y,)}.

Wir verwenden die Fehlerzerlegung

[ @) = m(@)PPx(ds) = B{ma(X) = YP[Da} ~ E{fm(X) - YP)
= Tvp+To,
mit .
Ty =203 (Ima(X0) = Vil = (X)) = Vi)
und

Ty =E{|m,(X) = Y]*|D,} —E{|m(X) =Y} =2 Tp,.

Fir Ty, gilt nach (7.1):

1 n
el = 28 {pin L3500 -3 - L3 -
=1
1 n
< Q'fiél]_f E{EZL}C(XZ) — V" - E;Vn(Xz) _Yi|2}
= 2t / F(2) — m(a) 2Py (da),

also gentigt es im Folgenden zu zeigen:

cy +c3logn) - V.
B(T,,) < & 4 (2T al8n) Ve (72)
n

n

Zum Nachweis von (7.2) sei ¢ > * beliebig. Analog zur Motivation von Satz 6.2
gilt dann:

P{Tl,n > t}

_ P{E {Ima(X) = Y|P} — E{|m(X) - Y|*}
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_% Z (|mn<Xz) - Y;"Q — |m(X;) — Y;|2)
% (t + E {|mn(X Y\2}Dn}—E{|m(X)—Y\2})}
P{Hf € Fu: E{|f(X) =Y} —E{|Im(X) - Y}

—%Z (IF(X) = Yif* = |m(X,) = Yi[?)

l\DI»—

(B Y|2}—E{|m<x>—w2}>},

wobei die letzte Abschitzung aus m,(-) € F, folgte.

Wenden wir auf den letzten Term Satz 6.2 mit « = f=1t/2, e =1/2und B=L
an, so erhalten wir

t

1 Lot
PTn>t < 14 - 2 2 . n\ . _ 8 2
Tin >t} < SupM (20-L’7’x1> eXp( 214 (1+1/2)- L*

t t-n
- 1. b Faat) exp ()
SZPNI (SO-L’ xl) eXp( 5136~L4>

Mit Hilfe von Lemma 6.1 und Satz 6.4 (wobei wir den Wertebereich der Funktio-
nen von [—L, L] auf [0, 2L] verschieben) lisst sich die Uberdeckungszahl abschétzen
durch

t t
- n <
Nl <8O.L’fn’x1) -~ M (80 L fn,xl)

2-e-(2L) 3.e-(20)\
3'( (/(s0L) '8 ¢/(s0L) )

< 3.(480-e- L*n)* "t

wobei wir in der letzten Zeile ¢ > 1/n und log(z) < z benutzt haben. Damit
erhalten wir

t-n
P{1 t}<42.(4 L2n)*VF _—
{Ty, >t} (480 - e - L*n)” exp( 5136-L4) ,

und fiir beliebiges € > 1/n folgt:

B{T.,} < / P{T}, > t} dt
0
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< /1dt+/ P{T}, > t} dt
0 €

°° : t-
< e—i—/ 42-(480~6-L2n)2vf¢ - exp (__n) dt

t=o00

ten ) (=5136) - L*

5136 L4

= €+42-(480-¢- LQn)Q'VfrT - exp <
n

t=€

, 2V, bHl136-L* €n
= ¢+42-(480-¢e- L"n) f"'T'eXp<_m>'

Der obige Ausdruck wird minimal fiir

5136 - L* |
e= 22" og (42 (480 - ¢ - L%)”ﬂf) ,
n

und damit erhalt man

5136 - L* - (log(42) + 2 - Vet - 10g(480 - € - L*n)) | 5136 L*

n n

E{Tl,n} S

Damit ist (7.2) gezeigt. O

Bemerkung 7.1: Ist F,, Teilmenge eines linearen Vektorraumes der Dimension
K, so gilt nach Satz 6.5:
Vj:;f < Kn + 17

und damit gilt nach Satz 7.1:

B [ (o)~ mio)Px(an) = 0 (22 g [ 17(0) (o) PP(an).)

Ist supp(Px) C RY beschrinkt und m (p, C)-glatt, so fiihrt die Wahl von JF, als
geeignet definierte stiickweise Polynome bzgl. aquidistanter Partition auf

inf /|f(:c) — m(z)[’Px(dx) 2o (ﬁ)

fe€Fn

und es folgt insgesamt:

logn - K, 1
n + KTQLP/d )

B [ m (o) = ma) *Px(in) =0

Minimierung dieser oberen Schranke bzgl. K, fithrt auf

_d
Kn%< n >2p+d
logn
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und damit erhalten wir:

E/ . (2) — m(z)[PPy (dz) = O ((loi”)+> .

Bemerkung 7.2: In Bemerkung 7.1 lésst sich der logarithmische Faktor durch
Verwendung lokaler Uberdeckungen vermeiden.

Bemerkung 7.3: Die Rate in Bemerkung 7.1 wird schlecht fiir d grofl. Ein Aus-
weg ist, zusatzlich strukturelle Annahmen an die Bauart Regressionsfunktion zu
machen. Z.B. ermoglicht die Annahme des sogenannten additiven Modells

mit Hilfe des Prinzips der Kleinsten-Quadrate genauso aufgebaute Funktionen an
die zu schatzende Regressionsfunktion anzupassen. Da dann die Komplexitat des
Funktionenraumes der im eindimensionalem Fall entspricht, erhalt man in diesem
Fall die entsprechende eindimensionale Rate.

Bemerkung 7.4: Sinnvoll ist Satz 7.1 (bzw. verwandte Abschétzungen mit Uber-
deckunsgzahlen statt VC-Dimension) vor allem im Falle nichtlinearer Funktio-
nenraume, z.B. neuronaler Netze.



