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1. Grundbegriffe der Mafitheorie

Ziel: Konstruktion von Mafzahlen (wie z. B. Wahrscheinlichkeit / Lénge / Fliche /
Volumen / ...) von Mengen A C Q, wobei Q # () fest.

Im Folgenden ist
P(Q):={A: ACQ}

die sogenannte Potenzmenge von (), die “abgeschlossen” ist bzgl. beliebigen Mengen-
operationen (z. B. Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, ...).

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, eine sinnvolle Mafizahl fiir jede Menge aus P(€2)
festzulegen. Statt dessen bestimmt man diese nur fiir Mengen aus einem vorgegebenen
Mengensystem A. Fiir A wahlt man meist sogenannte o-Algebren, die “abgeschlossen”
sind bzgl. abzdhlbar vielen der iiblichen Mengenoperationen (Vereinigung, Duchschnitt,

Komplement).

1.1 Mengensysteme

Schreibweisen:

J ... Vereinigung

>, + ... Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen
() ... Schnitt

\ ... Differenz

Ac=Q\ A ... Komplement

Zentraler Begriff ist der Begriff der o-Algebra. Zur Konstruktion und Nachweis von Ei-

genschaften werden weitere Hilfsbegriffe verwendet.

Definition 1.1
Nichtleere Menge 2. System 4 von Teilmengen von (2.
a) A heiit Ring, wenn gilt

1.) 0 e A,
2) A Be A= A\Be A,
3.) ABe A= AUBc A

b) A heifit Algebra, wenn gilt

1) 0 e A,
2) Ac A= A =Q\Ac A,



3) ABe A= AUBe A
c) A heiit o-Ring, wenn gilt:

1.) 0 e A,

2) ABe A= A\Be A

3.) A,e A(neN) = GlAneA
d) A heifit o-Algebra, wenn gilt

1.)0eA

2) Ac A=A =Q\Ae A

3) A, €A(neN) = fleneA

Lemma 1.2

a) ARing, Ay,... A, e A= A, €cAud N 4, €A
n=1

b) A Algebra & A Ring und 2 € A

Beweis

a) Fir m = 2 gilt A; U Ay € A nach Definition und A; N Ay = A;\(A;\As) € A nach

zweimaliger Anwendung von 2.)
Allgemeiner Fall folgt mit vollstdndiger Induktion.
b) “=": Sei A Algebra. Dann gilt
Q=0\0 € A nach 1.) und 2.),

und fiir A, B € A ist
A\B=ANB = (A°UBX e A

nach 2.) und 3.), wobei die zweite Gleichheit aus den de Morganschen Regeln folgt.
“<”: Sei A Ring mit Q2 € A. Dann gilt fir A € A

A=Q\Ae A
nach 2.) (da A,Q € A). O

Folgerung 1.3

Eine Algebra ist ein Mengensystem A, das () und 2 enthélt, und bei dem Differenzbildung,
endliche Vereinigungsbildung und endliche Durchschnittsbildung nicht aus A herausfiihrt.
Wendet man also endlich viele der iiblichen Mengenoperationen auf Mengen aus A an, so

erhélt man eine Menge, die wieder in A liegt.
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Bemerkung 1.4
a) A o-Ring = A Ring

b) A o-Algebra = A Algebra

Beweis

Folgt aus AUB=AUBUQOUPU...und P e A O

Umkehrung gilt i. A. nicht!

Lemma 1.5
a) Ao-Ring, A,c AneN)= A, €A

b) A o-Algebra < A o-Ring und Q € A.

Beweis

a) Wegen [, . An C A; gilt nach den de Morganschen Regeln

M An = ANAN ) A) = A0 (U A\dn) € 4,

neN neN neN

neN

(denn A;\A4, € A= |J A1\A, € A nach 3.), dann noch 2.) anwenden).

neN

b) Folgt wie in Lemma 1.2 b) O

Folgerung 1.6

Eine o-Algebra ist ein Mengensystem A, das () und Q enthilt, und bei dem Differenzbil-
dung, abzahlbare Vereinigungsbildung und abzéhlbare Durchschnittbildung nicht aus A
herausfiihren. Bei einer o-Algebra fithren also endlich oder abzédhlbar unendlich viele der

iiblichen Mengenoperationen nicht aus der o-Algebra heraus.

Zusammenhang der Begriffe:

o-Algebra = Algebra

Y Y
o-Ring = Ring



Definition 1.7

Ist €2 eine nichtleere Menge und A eine o-Algebra in 2, so heifit (€2,.4) Messraum und

die Elemente A € A heiflen messbare Mengen.

Beispiele
1.) {0,Q} ist o-Algebra (und damit auch o-Ring, Algebra und Ring).

2) Fir 0 & A& Qist {0, A, A%, Q} o-Algebra, aber {0, A, A°} keine Algebra und kein
Ring (da AU A° & {0, A, A°}).

3.) P(Q) ist o-Algebra.

4.) Das System aller endlichen Teilmengen von 2 ist ein Ring, aber i. A. kein o-Ring
(vgl. Ubungen).

5.) Sei Q =R" und fiir a = (ay,...,a,)" € Qb= (by,...,b,)T € Q mit a; < b,
(t=1,...,n) sei

(a,b] == {(x1,...,2,)  ER" 1aq; <a; <b; (i=1,...,n)}.

Sei &, das System aller elementaren Figuren, d. h. aller endlicher Summen von halb-
offenen Intervallen (a, b] definiert wie oben. Hierbei ist eine Summe eine Vereinigung,

bei der paarweise Disjunktheit der zu vereinigenden Mengen vorausgesetzt wird.

Lemma 1.8

Das System &, der elementaren Figuren in R™ (definiert als System aller endlicher Summen

von halboffenen Intervallen (a, b]) ist ein Ring.

Beweis
1.) 0 =(a,a] €&,

2.) Seien A, B € &,,. Zu zeigen: A\B € &,.
Es gelte A = Ay +...+A,,B = B, +... + B, wobei “4” fiir Vereinigung bei
paarweiser Disjunktheit steht. Wir zeigen A\B € &, mit Induktion nach ¢:
“q=1": A\Bi=(A\B)+...+(4,\B1) €&,
da (a1, b1]\(az, ba] = (a1, b1]\  ((a1,b1] N (az, ba])

/

—
wieder von der Form (a,b]

sich als endliche Summe halboffener Intervalle darstellen l4sst.

“¢—q+1"  A\(B1+...+ By1) = (A\(B1 + ... + By))\By+1 € € nach Indukti-

onsvoraussetzung sowie dem Fall ¢ = 1.
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3.) Seien A, B € &, Zu zeigen: AU B € &,.
Folgt mit AU B = A+ B\A, B\A € &, nach 2. und Definition von &,. O

Lemma 1.9

A o-Algebra < A Algebra und fiir paarweise disjunkte A, € A (n € N)
gilt immer auch ) A, € A

Beweis: Siche Ubungen U

Nachweis der Eigenschaften einer o-Algebra oft méglich iiber Umweg iiber Dynkin-Systeme.

Definition 1.10

Q # (). System D von Teilmengen von  heifit Dynkin-System, wenn gilt
1. QeD
2. ABeD,ACB=B\AeD

3. A, € D (n € N) paarweise disjunkt = > _A, €D

neN

Beispiel:

Fiir Q = {1,2,3,4} ist

A= {®> Q: {17 2}’ {3’ 4}7 {17 3}7 {27 4}}

ein Dynkin-System, aber wegen {1,2} U {2,4} ¢ A kein Ring, keine Algebra und keine
o-Algebra.

Lemma 1.11

a) Rq Ring in Q (a € I # 0) = (),e; Ra Ring in Q.

acl
b) £ Mengensystem in ). Dann existiert ein “kleinster” Ring, der & umfasst, d. h. es

existiert ein Ring, der £ umfasst und in allen Ringen enthalten ist, die £ umfassen.

Analoge Aussage gilt fiir o-Ringe, Algebren, o-Algebren und Dynkin-Systeme.

Beweis:

a) L 0e(,e;Rasdald e R, firallea € I und I # 0.

2. ABE( ey Ra = A BERyfiirallea € I = A\B € R, fiir allea € I =
A\BE maGIR@

3. analog.



b) I:={R CP(): R Ring mit £ C R}
I#0,daP(Q)el

Dann ist (\zc; R ein Ring (siche a)), der £ umfasst (nach Definition), und der in
jedem Ring enthalten ist, der £ umfasst (da jeder solcher Ringe in obigem Schnitt
auftaucht).

Definition 1.12

Sei £ Mengensystem in 2. Der kleinste Ring, der £ umfasst, heifit der von £ erzeugte
Ring. £ heifit Erzeugersystem dieses Rings.

Analog fiir o-Ring, Algebren, o-Algebren und Dynkin-Systeme.

Bezeichnungen
F(E)=Fal€) ... dievon & (in Q) erzeugte o — Algebra.
D(E)=Dqu(E) ... dasvon & (in Q) erzeugte Dynkin-System.
Beispiel

1. &€ =o0-Algebra = F(€) =€

2. 0GAG Q= F{A}) = {0, A, A°,Q}.

Definition 1.13
Sei O,, das System der offenen Mengen im euklidischen Raum R”. Dann heifit
B, = F(O,)

das System der Borelschen Mengen in R". B, wird als o-Algebra der Borelschen

Mengen in R" bezeichnet.

Bezeichnung: B = B;

Bemerkung 1.14

a) B, enthilt alle abgeschlossenen Mengen (da jede abgeschlossene Menge das Kom-
plement einer offenen Menge ist), alle Einpunktmengen (da abgeschlossen) und alle

abzéhlbaren Mengen.

b) Man kann zeigen: B, & P(R") (ohne Beweis).



Satz 1.15

Die folgenden Mengensysteme sind Erzeuger von B,,:

a) Das System 7, der halboffenen Intervalle

b)
)
Q)
)
f)

2)

T
(a,b] = CleR"iag; <z <b(i=1,...,n)

I
Das System der abgeschlossenen Mengen in R”.
Das System der abgeschlossenen Intervalle in R”.
Das System der offenen Intervalle in R".
Das System der kompakten Mengen in R".
Das System der Intervalle (a,oc0) in R™.

Das System der Intervalle (—oo, a) in R™.

Beweis von Satz 1.15

Nur Beweis von a) im Fall n = 2, Rest analog.
Zu zeigen:  F(J2) = F(Oy) (= B)

a)

Wir zeigen:  F(Ja2) € F(O,).
Da F(O,) o-Algebra ist, geniigt es zu zeigen:

J2 C F(Oy)
Sei (a,b] € J; beliebig. Dann gilt

1 1
(a,b] = (ar,by] x (az,bs] = () (ar, by + ) (a2,b2 + ) € F(Os),
keN
1 1
nach Lemma 15, da (al,bl + E) X (CLQ,bQ + E) € OQ Q f(OQ)

fur alle k € N gilt und F(O;) o-Algebra ist.
Wir zeigen:  F(O3) C F(Jo)
Wieder geniigt es, dazu zu zeigen: Oy C F(J2)
Dazu: Sei D € O, beliebig
Da D offen ist, existiert zu jedem d € D ein offenes Intervall (a, b) mit d € (a,b) C D.

Durch Verkleinern des Intervalls kann man oBdA erreichen, dass die Endpunkte des

Intervalls rational sind und (a,b] C D gilt. Dann ist aber

D = U (zu d gehorendes halboffenes Intervall mit rationalen Endpunkten)
deD

als abzihlbare Vereinigung halboffener Intervalle aus J, in F(J2) enthalten.
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Lemma 1.16

a) D Dynkin-System = ) € D und aus A € D folgt A° € D

b)
Ao — Algebra < A Dynkin-System und A U — stabil
(d.h.aus A, B e Afolgt AUB € A)
c)
A o — Algebra < A Dynkin-System und A N —stabil
(d. h. aus A, B € Afolgt ANB € A).
Beweis

a) 0 =Q\Q € D nach Def. 1.) 4+ 2.)
Ae D= A°=Q\A € D nach Def. 2.), beachte A C Q und 2 € D.

b} “=” klar
“<=" Sei A Dynkin-System und U-stabil. Dann gilt:
(1) 0 € A nach a)
(2) Ae A= A° € Anach a)
3) ABe A=AUBeA (da . AU-stabil)
(4) A, € A (n € N) paarweise disjunkt = > A,, € A nach Definition Dynkin-

n=1
System.

Mit Lemma 1.9 folgt die Behauptung.

c) “=" klar
“<” Sei A N-stabiles Dynkin-System. Wegen AUB = (A°NB°)° ist A U-stabil,
und mit b) folgt Beh.

O
Lemma 1.17

Ist £ ein N-stabiles Mengensystem, dann ist auch das von & erzeugte Dynkin-System
D(E) N-stabil.

Vor dem Beweis von Lemma 1.17 zeigen wir zunéchst die folgende Folgerung aus Lemma
1.17:



Satz 1.18

Seien A, £ Mengensysteme in €.
a) € N-stabil = F(€) = D(E)

b) £ C A, A Dynkin-System, £ N-stabil
= F(E)CA

Anwendung

Ist £ N-stabil, und haben die Mengen aus £ die Eigenschaft E, dann haben auch die
Mengen aus F (&) die Eigenschaft E, sofern das System aller Mengen mit Eigenschaft E
ein Dynkin-System ist.

Beweis von Satz 1.18

a) Sei € N-stabil.

“27 & C F(E) und F(E) Dynkin-System nach Lemma 1.16 b)
= D(€) C F(€) nach Definition.

“C” £ CD(E),D(E) N-stabil nach Lemma 1.17, D(E)
Dynkin-System nach Definition = D(&) o-Algebra nach
Lemma 1.16 ¢) = F(&) C D(€) nach Definition F(E).

b) £ C A und A Dynkin-System = D(E) C A nach Definition. Wegen £ N-stabil gilt
nach a) F(€) = D(E) = Beh.

Beweis von Lemma 1.17

Sei £ N-stabil.
Zu zeigen: E,FeD(E)=ENF D)
1. Schritt: Sei F € £. Gezeigt wird:

ENF eDE) fur alle F € D(E).

Setze
Gy :={FeP(Q): ENF D)}

Behauptung folgt aus
D(E) C Gr (typischer Beweisschritt!)
Nach Definition von D(&) folgt dies wiederum aus:
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(1) £ CGg
(2) Gg ist Dynkin-System.

Nachweis von (1): F € £ Da & N-stabil und E € £ nach Annahme oben ist, gilt dann
ENFe&CDE)=Fegy

Nachweis von (2):
(1) QeGr, da ENQ=Ec&CDE)

(2) Seien A, B € Gg mit A C B.
EN(B\A) = (ENnB)\(ENA) e D(§)da ENB € D(€), ENA € D), ENAC ENB
und D(&) Dynkin-System
= B\A € Gg.

(3) Seien A,, € G (n € N) paarweise disjunkt
= EN A, € D) (nach Def. Gg) und paarweise disjunkt

= EN (Z An) = > (ENA,) €D(E) (nach Definition Dynkin-System).
n=1 n=1
n=1

Bemerkung: Beweis zeigt, dass Gg auch Dynkin-System ist fiir £ € D(E).

2. Schritt: Sei £ € D(E)
Wir zeigen wieder:
ENF €D(E) furalle FeDE)
Dazu geniigt es wieder zu zeigen:
D(E)C Gy :={F cP(Q): ENF e DE)}

Dies wiederum folgt aus:

(1) £ CGg

(2) Ggr Dynkin-System.

Nachweis von (2) erfolgt wie im 1. Schritt.
Nachweis von (1):
Sei F € €. Nach Schritt 1 gilt dann

ﬁﬂE’ED(é’), also F € Gg

~ (1) — Beh. UJ
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1.2 Inhalte und Mafle

Bezeichnungen: R =R U {—o00, +oc}
Rechenregeln: a+ oo =400 =40c0+afiraeR

00 +00=00,—00—00=—00
Nicht definiert sind: oo — oo, 22, g.

Im Folgenden: Auflistung von Eigenschaften, die bei Zuweisungen wie
A+ Volumen von A bzw. A+ Wahrscheinlichkeit von A

sinnvollerweise vorliegen sollten.

Definition 1.19
C Mengensystem in Q. ¢ : C — R ist
a) positiv: < ¢(A) >0 fir alle A € C
b) monoton: < Fiir A, B € C mit A C B gilt p(A) < ¢(B)
c) endlich : & p(A) e R fiir alle A€ C
d) additiv : < Fiir paarweise disjunkte A;,..., A, € C mit iAi € C gilt
' (Z:il Ai) = mil p(A;).
e) o-additiv: < Fiir paarweise disjunkte Ay, As,... € C mit Y A, € C gilt

e(S )= et b

neN

f) o-subadditiv: & Fiir alle Ay, Ay,... € C mit |J A, € C gilt
n=1
o (0 a) = ot

Bemerkung 1.20

a) Endlich # beschriankt

b) In e) ist > ¢(A,) unabhingig von der Summationsreihenfolge, da linke Seite un-
=1

abhéngig von Summationsreihenfolge ist.
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Definition 1.21

R sei Ring iiber (2.
Eine Mengenfunktion ;2 : R — R heifit

a) Inhalt : & p(0) = 0, u positiv und p additiv.

b) Maf : < u(0) = 0, p positiv und p o-additiv

Bemerkung 1.22

a) Héufig verwendet man o-Algebren als Definitionsbereich von Maflen.

b) Jedes Maf ist ein Inhalt, da

A+ .+ A) = A+ A+ 0+0+ ) = pu(A) + . p(A,)+ 040+

c) Jeder Inhalt ist monoton, da
AC B = pu(B)=uB\A) + u(A) = p(A),
wobei verwendet wurde, dass mit A, B auch B\ A im Ring R liegt.

Beispiele fiir Inhalte

0 , |A]| endlich
a) Q=NR=P(N),u(A) = (AER).
oo , sonst

1 ist Inhalt:
— (@) =0
— pu(A) >0 firalle AeR
— pw(Ar+.. .+ A,) = p(A)+. ..+ u(A,), denn sind alle A; endlich, so sind beide

Seiten Null, andernfalls sind beide Seiten oo.

1 ist aber kein Maf, da

0o = p(N) # Y u({n}) = 0.

neN

b) 2 =R" R = &, = Ring der elementaren Figuren.

m(A) = elementargeometrisches Volumen von A (A € &,).
Man sieht informal sofort: m ist ein Inhalt.

Wir zeigen spéter: m ist sogar Maf3.

Beispiele fiir Mafle
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a) triviale Mafle:
pi(A) =0 firalle AeR

0 firA=10
A p—
a(4) {oo fiir A # ()
b) R Ring iiber ,w € Q fest.
1 fir wed
A p—
ulA) {o fir we A

(sog. Dirac-Ma#).

Anschaulich: Mafl misst Masse einer Menge, bei Dirac-Maf ist alle Masse im Punkt

w konzentriert.

c) Ist (Q,A) ein Mefiraum, Z = {z, 29, ...} eine hiochstens abzéhlbare Teilmenge von
Q, so heifit 4 : A — R mit

p(A) ;= Anzahl der z; € A, A € A,

ein abzidhlendes Maf} (counting measure).

Definition 1.23

Q Menge, A o-Algebra iiber Q, 1 : A = R Ma8. Dann heifit (2, .4) Messraum, die
Mengen A € A heiflen messbare Mengen, und (€2, A, 1) heifit Maflraum.
Im Falle p(©2) = 1 heift © Wahrscheinlichkeitsmaf3 und (Q2, A, ) Wahrscheinlich-

keitsraum.

Im Folgenden behandeln wir einige Folgerungen aus der o-Additivitét.

Lemma 1.24

Sei A eine Algebra in €2, p ein Inhalt auf A.

a) p ist monoton, d.h. [A,B€ A, AC B= pu(A

~—

< u(B)].

b) p ist subadditiv, d.h. [Ai,..., A, € A => p( 61 A) <3 (A,
n= n=1

¢) Ist 4 MaB, dann ist p sogar o-subadditiv, d.h. [A, € A (n = 1,2,...)), U1A" €

A= (8, 4) < 3 (4]

Beweis:
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a) B=B\AU B —> u(B) = u(B\A) + u(A) > p(A).

p ( U An) - 4 <A1 U As\A; U A\ (A1 U A) U U A C@j An)>

W(AD) + (ANAYD £+ (Am\ (:q An))

< p(Ar) + p(A2) + oo+ p(An)

N

c) Folgt analog wie b) aus der o-Additivitéit des MaBes

Bemerkung 1.25

A Algebra in €, 1 endlicher Inhalt auf A.
A Be A, AC B= u(B\A) = u(B) — pu(A) ... Subtraktivitét.

Definition 1.26

A, (n € N) und A seien Mengen

a) (Ap)nen konvergiert von unten gegen A (kurz: A, 1 A) & A C A, C ...

oo

U A, =A
n=1

b) (A,)nen konvergiert von oben gegen A (kurz: A, | A): < A3 D Ay D ...

oo

N A, = A.
n=1

Definition 1.27
C Mengensystem in Q, ¢ : C — R Abbildung.

a)  heiit stetig von unten, wenn gilt:

A, €C A, TAEC= p(4;) — ¢(A) (n — 00).

b) ¢ heifit stetig von oben, wenn gilt:

A,e€C A, | AeC,p(A,) endlich = p(A,) — ¢(A) (n — 0).

¢) ¢ heiBt -stetig, wenn gilt:

A, €C, A, | 0,0(Ay) endlich = p(A,) — 0 (n — o).

15
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Satz 1.28

Sei R Ring iiber Q und ¢ : R — R, ein Inhalt. Dann gilt:
a) o o-additiv < ¢ stetig von unten
b) ¢ stetig von unten = ¢ stetig von oben = ¢ (-stetig
¢) ¢ (-stetig und ¢ endlich = ¢ o-additiv.

Fiir einen endlichen Inhalt sind also die Begriffe o-additiv, stetig von unten, stetig von

oben und (-stetig dquivalent.

Beispiel

(Q, A, 1) sei W-Raum mit 2 = R und A = B, und sei F' : R — R definiert durch
F(z) = p((—o00, z]) (sog. Verteilungsfunktion). Dann ist F' rechtsseitig stetig, denn fiir

x1 > xy > ... mit z, — z (n — 00) gilt (—o0,x,] | (—o0, x| und daher gilt

(n—o0)

F(an) = p((=00,2,]) "—" p((—00,2]) = F(x).

Beweis von Satz 1.28
a) “=" Sei p o-additiv und A,,, A € R mit 4, T A
Zu zeigen: p(A,) — @p(A) (n — o)
Dazu:

A= D A, = A+ (A\A)) + (A3\A) + ...

nach Definition der Konvergenz von unten.

Die Mengen A,\A,_; sind in Ring R enthalten, und mit der o-Additivitdt von ¢
folgt:
©(A) = (A1) + o(A\A1) + p(As\As) + ...
= (A1) +limy, oo D p(AR\Ar—1)
=2

= lim (p(A1) + o4\ A1)
= lim gp(An)

n—oo

“<" Sei p stetig von unten und A4,, € R (n € N) paarweise disjunkt mit > A, € R.

n=1

71 zeigen: (z An> _ §1¢(An).

neN

Setze B, = >, Ax. Da R Ring ist, gilt B, € R, weiter gilt nach Konstruktion
k=1
BiCByC...und | B, = > A,.

n=1 neN
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Mit ¢ stetig von unten und ¢ Inhalt folgt

A A = (0 B) = tim, p(85)

neN
=ﬂMw(zm)=m%mz¢mm=zwmy
n—oo k=1 k=1 k=1

b) b1) Sei ¢ stetig von unten und A,, A € Rmit Ay 2 A, D ..., A, = A und
¢©(A,) € R fiir allen € N.
zu zeigen: p(A,) — ¢(A) (n — o0)

Es gilt A\As C A\A; C ... und () A\A, = A\ (T2, An)
=1

n
Da ¢ stetig von unten ist, folgt daraus

p(A1\AR) — ¢ <A1\< N An)> (neN).

Wegen p(A;) € R, ¢ positiv und

(A1) = p(A1\A,) + p(Ay),

P(A1) = @ (AN (MoZy An)) + ¢ (Mazy An)
folgt daraus (unter Beachtung von ¢(A,) < oo nach Voraussetzung)

P(An) = p(A1) — p(A1\An) =% (A1) — ¢ (Al\ M An) = (ﬂ An> :

be) Ist ¢ stetig von oben, so ist (mit A = @) und ¢(0) = 0) ¢ auch @-stetig.

¢) Sei ¢ P-stetig und ¢ endlich.

Nach a) geniigt es zu zeigen: ¢ ist stetig von unten.

Dazu: Seien A,, A€ R mit Ay C A, C...und A= |J A,.

n=1

Dann istA\ A4, im Ring R enthalten und erfiillt

A\A; D A\Ay D A\A; D ... sowie (12, A\A, = A\ (E‘j An) — 0.
n=1

Also gilt A\A,, | § und unter Beachtung von ¢ endlich folgt mit der ()-Stetigkeit
von :

e(A\A,) = 0 (n — o0).
Da ¢ endlich ist, gilt aber p(A\A,) = p(A4) — ¢(A,) (da
p(A) = p(An + A\AL) = p(4,) + p(A\A,)
und alle auftretenden Werte endlich sind), und es folgt
p(An) = ¢(4) (n — o)

17



Bemerkung 1.29

a) Satz 1.28 b) gilt nicht, wenn man in der Definition von ¢ stetig von oben die Be-
dingung ¢(A,,) € R weglisst.
Beispiel

Fir Q = R, A = B und m = Lebesque-Borel-Ma$ (s. u., dasjenige Maf} auf B, das

Intervallen ihre elementare Lénge zuordnet) gilt:

A, =[n,00) | 0, aber m(A,) = oo konvergiert nicht gegen 0 = m() fiir n — oo.

b) Satz 1.28 ¢) gilt ohne die Voraussetzung “p endlich” nicht (vgl. Ubungen).

Lemma 1.30

Sei p ein Inhalt auf einem Ring R in (2. Dann gilt
a) p ist monoton.

b) p ist subadditiv, d. h. fir A;,..., A, € R gilt immer

c¢) Ist p ein MaB, so ist p sogar o-subadditiv, d. h. fiir alle A, € R (n € N) mit
U A, € R gilt
n=1

Beweis

Siehe Ubungen. O
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Zur Erinnerung:

Elementare Figur = endlich disjunkte Vereinigung beschrénkter halboffener Intervalle

&, = Ring (!) der elementaren Figuren (d. h. &, enthilt () und ist abgeschlossen gegen
Vereinigungsbildung, Durchschnittsbildung und Differenzbildung zweier Mengen)

Satz 1.31

Der elementargeometrisch definierte Inhalt m auf dem Ring &, der elementaren Figuren
in R™ ist ein Ma8B.

Beweis von Satz 1.31

Ohne Beweis: m ist Inhalt ... (klar!)

Seien Ay, Ag, ... € &,, paarweise disjunkt, und sei A = > A, € &,.
neN

zu zeigen: m (z An) _ g:lm(An).

neN

1. Schritt: Wir zeigen die Behauptung im Spezialfall A, Ay, As,... € J, = System der
halboffenen, beschrankten Intervalle

a) Wir zeigen: i m(A;) < m(A).

Jj=1

N
Folgt wegen ) A; C A, m monoton aus
j=1

N N
m(A) >m (Z Aj> => m(4;) (NeN)
=1 =1
(da m als Inhalt endlich additiv ist) mit N — oo.

B) Wir zeigen: m(A) < i m(A;).
=1

Sei € > 0 beliebig.

Wihle B € J, mit B C A und m(B) > m(A) — &, wobei B die AbschlieBung von
B ist.

Fiir j € N wihle B; € J, mit A; C EOBJ- und

€

m(B;) < m(A;) + >

wobei B das Innere von B ist.
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Dann gilt
j=1 j=1

und da B kompakt ist (da abgeschlossen und beschrinkt) und die éj offen sind,
existiert nach dem Satz von Heine-Borel ein N € N mit
N

B.

Va

|
IN

<.
I
—_

woraus folgt:

B

J

s
N
=

1

(B) <m (Lj\j Bj)

( Lemma 1.300))

57)
27

<.
Il

= m(A)—¢

IN
3

IA
M=
3
Sy

.
Il
—

IA
M=
3
o
=

<.
Il
-

IA
M=
=
o
+
™

<.
Il
_

Es gilt also insbesondere:

3
=
A

m(Aj) + 2¢

<
I
—

Mit e | 0 folgt 7).

2. Schritt: Wir zeigen die Behauptung im allgemeinen Fall A, Ay, As,... € &,.

o0

Seialso A=> A;€é&,
j=1
Dann gilt:
K
A=>"1I, fur geeignete I, Ix € J,,
k=1
Aj =3 I;, fiir geeignete I;y I;,, € Ty,
s=1

und damit ist . .
I, = LinA=0LNY Aj=> I;NA;
j=1 j=1
= Y Ln> Lis=> > IxyNlI,,
j=1 s=1 j=1s=1
wobei I, N I; € J, ist, da Durchschnitt halboffener Intervalle wieder ein halboffenes

Intervall ergibt.

20



Mit Schritt 1 folgt:

m<A>:m<ézk) _

Schritt 1

m(I) (da m Inhalt)

M=

B
Il
—

I
Mw

(i’i i(fms))

j=1s=

Eod
Il
—_
»
<O

m(I N 1)

j K
(£ 0mm)
=1

Relhenfolge der Summation ist bei

g 1=
@1Mg
Ti

I
(]
M

<.
Il
—

—~

nichtnegativen Summanden egal, m Inhalt)

[V
<

I
9
(]

<
Il
-
@

I
\gk
M L

m(ls) (dal;, C A; CA)

<
I
—
Vo)
Il
—_

I
2
3
~

NG

<
Il

—
()
I

—

— Beh.

I
e
El
o

<.
Il
—

1.3 Fortsetzung von Maflen

Motivation: Der elementargeometrische Inhalt m ist Mafl auf dem Ring &,, der elemen-
taren Figuren. Um auch allgemeineren Mengen ihre Mafizahl zuordnen zu koénnen, ist es
wiinschenswert, m auf ein gréferes Mengensystem A fortzusetzen, wobei &, & A C P(R)
gilt. D. h. gesucht ist o-Algebra A 2 &, und Maf3

m:A—R

mit M|, = m, also m(A) = m(A) fiir alle A € &,.

Wir zeigen im Folgenden, dass m auf B,, = F(&,) fortsetzbar ist.

Hilfsmittel dabei ist der Begriff des sogenannten dufleren Mafles:

Definition 1.32
Sei R ein Ring iiber Q und p : R — R ein Ma8. Dann heifit
pP(Q) —R
w(A) = mf{zlz( ) | B, € R mit AC |J Bn}

n=1

das zu p gehodrende duflere Maf3. (Hierbei inf () = c0)
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Definition 1.33

Eine Mengenfunktion v : P(Q) — R mit v()) = 0,v positiv, ¥ monoton und v o-
subadditiv heifit Aufleres Maif.
Hierbei ist v o-subadditiv, falls gilt: Fiir alle Ay, As, ... € P(Q) ist

Klar: p Mafl auf P(Q) = p duBeres Mafl

Die Umkehrung gilt i. A. nicht, z. B. ist g mit

0 fir A=0
M<A)_{1 fir A#0

ein dufleres Maf}, aber kein Maf3.

Satz 1.34

Sei R ein Ring iiber 2, p: R — R MaB, und p* das zu p gehérende duBere Mafl. Dann
gilt:

a) p* ist ein duBeres Maf im Sinne von Definition 1.33.

b) p* stimmt auf R mit p tiberein, d. h. p*(A) = p(A) fir alle A € R.

Beweis
a) —pP)=0da@CPUPUD... und daher
(@)SZ u(0) = Z =0, da p MaB.

w* positiv, da Z w(By,) >0 fur alle A C |J B, (wegen p positiv).

n=1 n=1

Ist A C B, so folgt aus B C |J B, auch A C |J,_, B,,. Daher gilt
n=1

{f w(B,) | B.eRmit AC U, Bn}

D {Z w(By) | B eRmithUff_an},
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— Sei A, € P(Q). Wir zeigen: p* <Ej An) < i w(Ay).
n=1

OBdA p*(A,) < oo fir alle n € N.
Sei € > 0 beliebig. Wahle B, € R (k € N) mit A, C |J B und p*(A,) >
k=1

Z N(Bn,k) - 2%
k=1
Dann gilt:
Ua.€ |J Bux mit BireRr

neEN nEN,keEN

und die Definition von p* impliziert:

y (U An) < S wB) =303 wlBa)

neN n,keN n=1 k=1

(Summationsreihenfolge spielt bei nichtnegativen Zahlen keine Rolle)

o

<> (w4 +5;) = (fj u*(An>) +e.

Mit € | 0 folgt die Behauptung.

b) Sei A € R beliebig.

zu zeigen: w(A) = u(A)
b1) Wir zeigen: p(A) < p(A)

Folgt mit By = A, By =(,Bs =, ... unmittelbar aus Definition.
by) Wir zeigen: w(A) < p*(A)

Nach Definition von p* geniigt es dazu zu zeigen:

Ist B, € R (n€N)mit AC |J B,, so gilt

neN

p(A) <> p(By)

A=AnN (U Bn> = JnBy),

neN neN

wobei AN B, € R da R Ringund |J (AN B,) =A € R(!), folgt aus der
neN
o-Subadditivitdt des MaBes p:

pA) <D (AN B <Y p(By),

n=1

da g monoton und ANB, C B, — Beh. O
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Wir zeigen im Folgenden:
Die Einschrankung von p* auf F(R) ist ein Maf§ (und dieses stimmt dann auf R mit u

tiberein, da p* das schon tut).

Dazu Umweg:
Einfiihrung einer o-Algebra My, die F(R) umfait und auf der p* ein Maf ist.

Motivation der Definition dieses Mengensystems:
Im Falle p*(€2) < oo wird definiert:

M = {AePQ)| AuBeres MaB von A = Inneres Maf von A}
= {AeP@Q) | p(A) = p(Q) — p (A9}
© AP | 14(Q) = 1t (A) + (A,

wobei p*(2) — p*(A°) als Ersatz fiir ein “inneres Maf” von A verwendet wird.

Im allgemeinen Fall wird definiert:
M = {AeP@) | w(@)=p(@QNA)+p(QNA)
fir alle Q@ € P(2)}

{AeP@Q) [ p(S+T)=p(S)+p(T)
fiir alle S C A, T C A}

vgl. UEungen

Im Falle 1*(Q) < oo stimmen beide Definitionen iiberein (vgl. Ubungen).

Definition 1.35

Die Mengen aus M, heiflen p*-messbare Mengen.

Lemma 1.36

Sei p ein Maf iiber einem Ring R iiber ). Dann sind alle Mengen aus R p*-messbare

Mengen.

Beweis

Seit A € R und seien S C A°,T C A.
Zu zeigen:
pr(S+1) = p(S)+p (T)

a) Da p* ein duBeres MaB ist (vgl. Satz 1.34 a)) gilt
p(S+T) = p(S+T+0+0+...) <p(S) +p(T) + 1 (@) + p(0) + ...

— w(S) + (D)
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B) Wir zeigen p*(S) + p*(T) < w*(S+1T).
oBdA p*(S+7T) < 0.
Sei B,, € R mit
S+TC|JB.

neN

Wegen S C AT CA gilt dann
sclJB.,nA wd TC|JB.,NA
neN neN

wobei B, N A°= B, \ A, B, N A € R gilt wegen R Ring.
Nach Definition von p* gilt dann aber

S+ (T) < X p(Ban A+ X u(BaA)

n=1

S
Il
—_

=

=

&
gL

1(B, N A+ B, N A)

S
Il
—

I
gL

,U(Bn)a

S
Il
—

und da B,, € R beliebig war mit S+ 7 C |J B, folgt daraus

n=1

p(S) +p(T) < p*(S+T).

Lemma 1.37

Sei p ein Maf3 iiber einem Ring R iiber (2. Dann ist
My ={ACQ|p(S+T)=p (S)+ p*(T) fiir alle S C A°, T C A}

eine o-Algebra iiber €.

Beweis
Bez.: M* = M,
1. 0 € M*, denn S C (0, T C § impliziert T = () und damit
p(S+T) = p*(S) =p*(5) +0=p*(S) + p*(0)
= w(S) +p(T),
da p*(0) = 0.

2. Mit A € M* gilt (nach Symmetrie in der Definition von M*) auch immer A® € M*.
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3. Seien A, B € M*
Wir zeigen: AUB e M*
Dazu sei SC(AUB), T C AUB.
Zu zeigen: p* (S +T) = p*(S) + p*(T).
“<7” ¢ klar wegen o-Subadditivitdt von p*.
“>7:Setze T" =TNAT =T\A

Dann gilt:

pr(S+T) = pw(S+T"+1")

= w(S+T") +p(T)
(da S+T"C A, T"C Aund A € M*)

= (S) + (T + (T
da S C B T" C Bund B € M¥)

= pr(S) + (T +T")
da p* o-subadditiv)

= w(S) +p (7).

Also ist gezeigt
pr(S+T) z p(S) + p(T),

und damit gilt die Zwischenbehauptung.

4. Seien A, € M* (n € N) paarweise disjunkt.
Wir zeigen: Y A, € M*.

neN

Dazu sei S C (Z An) T C A,

neN neN
Dann ist zu zeigen:

p(S+T) = p(S) + p(T).

“<": Klar, da p* o-subadditiv.
“>7: Setze
T,=TnNA,.

Dann gilt T'= ) T, und damit

neN
( da p* monoton)
pr(S+Ti+...+Tya) +p(Ty)
daS+T1+...+Ty_1 C A?VaTN C Ayund Ay € M*

v

= w(S) +pu(Ty) + ...+ p (Tw).
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Mit N — oo folgt:

W(S+T) > i (S)+ 3w (T,)

wobei die letzte Ungleichung aus der o-Subadditivitat von p* folgt.

— Beh. [0

Lemma 1.38

Sei p1 ein MaB iiber einem Ring R tiber (2. Dann ist p* ein Maf auf der o-Algebra M.

Beweis

Da nach Satz 1.34 p*ein dufleres Mafl auf P((2) ist, geniigt es zu zeigen:
Sind A, € M, (n € N) paarweise disjunkt, so gilt

w (Z An) > (An).

neN

Dies folgt aber aus

w (Z An) > pr (A +...+Ay)

neN
(da p* monoton)

(AL + ..+ Ayo1) + p(An)
(da A1 4+ .. .AN_1 g A(]:\fyAN Q AN,AN € M;)

Y

AVARLYS

pe(Ar) 4.+t (Ay)

mit N — oo. ]

Satz 1.39 (Fortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei p ein Mafl auf einem Ring R iiber 2. Dann existiert mindestens ein Mafl u auf
der von R erzeugten o-Algebra F(R), welches u fortsetzt, d. h. welches auf R mit pu

iibereinstimmt.
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Beweis

Sei p* das zu p gehorende duBlere Mafl auf P(£2), und sei

M;:{Agg

W (S+T)=p(S)+pT) firalle SC AT C A } :

Nach Lemma 1.36 gilt R € M. Da M}, nach Lemma 1.37 weiter eine o-Algebra ist, gilt
auch

F(R) € M,

Nach Lemma 1.38 ist p* ein Mafl auf M7, und damit ist auch
n:F(R)—R
i(A) = it (A)

ein MaSf.
Nach Satz 1.34 b) stimmt p* (und damit auch @) auf R mit p iiberein.

—  Beh. O

Im Folgenden: Herleitung von hinreichenden Kriterien zur eindeutigen Fortsetzung eines
Mafes.

Hilfreich dabei:

Definition 1.40

Sei C ein Mengensystem iiber €2, d. h. C C P(Q). Dann heifit ¢ : C — R o-endlich, wenn
Mengen A, € C (k € N) existieren mit A T ©Q und ¢(Ax) < oo fiir alle k£ € N.

Beispiel

Der elementargeometrische Inhalt m auf dem Ring der elementaren Figuren ist o-endlich,

da fiir
A = (=k, k] x ... x (kK] € &, gilt:
A TR™ und  m(Ag) = (2k)" < oo fiir alle k € N.

Satz 1.41 (Eindeutigkeitssatz)

Seien i1, j1o zwel Mafle auf der o-Algebra A {iber ). Sei C ein N-stabiler Erzeuger von A4
(d.-h. A,BeC= ANDB € und es gilt A = F(C)). Fiir die Restriktionen ,u1|c und g

der Mafle auf C gelte:

2|e
,u1|c = ,MQ‘C (d. h. pui(A) = pa(A) fiir alle A € C)
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und

'u1}c’ 'uz‘c seien o — endlich.

Dann gilt auch
H1 = M2,
d. h. p1(A) = pe(A) fiir alle A € A.

Korollar 1.42

Ist i ein o-endliches Mafl auf einem Ring R iiber 2, so existiert genau eine Fortsetzung
7t von p1 auf F(R), d. h. es existiert genau ein Ma8 i : F(R) — R mit

n(A) = p(A) fiir alle AeR.

Hierbei gilt:

ﬁ(A):u*(A):inf{ i,u(Bn):BnER(nEN)undAg ijn}

n=1 n=1

fir A € F(R).

Beweis

Folgt unmittelbar aus den Sétzen 1.39 und 1.41 (da R N-stabiler Erzeuger von F(R) ist).

Anwendung

Es existiert genau ein Mafi m, das den elementargeometrischen Inhalt von dem Ring &,
der elementargeometrischen Figuren auf B, = F(&,,) fortsetzt.
Dieses Mafl wird als Lebesgue-Borel-Maf3 (kurz: LB-Maf}) in R" bezeichnet und im

Folgenden wieder mit m bezeichnet.

Beweis von Satz 1.41

1. Schritt: Es gelte p;(2) = u2(2) < 00
Wir zeigen: A€ F(C) = m(A) = p(A4)
d. h.
F)CG:={G e F(C) : m(G)=m(G)}

Dazu geniigt es zu zeigen:

(1) ccg

(2) G ist Dynkin-System
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Denn daraus folgt:

da C N-stabil, vgl. Satz 1.18

(1) gilt, da nach Voraussetzung des Satzes M1|c = 'uz}c'

Nachweis von (2):

a) Qe g, daQe F(C) und pi(2) = ua(2) nach Voraussetzung.

b) Seien A, B € G mit A C B.
Dann ist B\A € F(C) und

pi(B\A) = u(B) —pm(A) = pa(B) — pu2(A) = pa(B\A),

T T T
da p1(92) < o0 da A,Beg da p2(2) < 0o
also gilt auch
B\A € g.

c) Seien A, (n € N) paarweise disjunkt.
Dann ist > A, € F(C) und es gilt

neN

w(Sa) = Smi) = i) = (T 4),

neN neN
T T T
(1 Mafy A,€q 1o MalB

also ist auch > A, € G.

neN

Aus a) - ¢) folgt (2).
2. Schritt: Allgemeiner Fall

Da ,ul‘c und 1y, o-endlich sind, existieren A;,, € C mit 4;,, T 2 (n — oo) und
wi(A;n) < oo firallen € N (i € {1,2}).
Setze

A=A, N As .

Da C N-stabil ist, gilt A, € C. Weiter erfiillt A,

An T4,

U A, D (U A1,n) NA Ny =QN AN
neN n>N
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fir alle N € N und damit

Ua.2 U Av=20

neN NeN

Es gilt auflerdem
p1(An) < pi(Arn) < oo und pp(An) < pa(As,) < oo,

da gy, po als Mafle monoton sind.

Wir zeigen im Folgenden:
() YneNVAec FIC) : m(ANA,) =u(ANA,).

Wegen AN A, T A (folgt aus A, T Q) folgt daraus mit der Stetigkeit des W-Mafles von
unten:

pi(A) = lim (AN A,) = lim u(ANA,) = pu(A)

n—oo n—oo

fir alle A € F(C), was zu zeigen war.

Nachweis von (x): Sei n € N fest.
Setze
C,=A,NC={A,NA:AecC}.

Da C N-stabil ist, gilt C,, C C.
C, ist ein N-stabiler Erzeuger von Fyu,(C,), und die MaBe p; und po stimmen auf C,

tiberein (da sie sogar auf C iibereinstimmen) und erfiillen

i (An) = po(An) (da A, €Cy)

und

p1(Ay) < oo (nach Konstruktion von A,).
Mit Schritt 1 folgt daraus

pi(A) = po(A) fir alle A € Fu, (Cy).

Wegen
Fa,(Cn) =Fa, (A, NC)=A,NFq(C)

(vgl. Ubungen), folgt daraus aber (). O

Definition 1.43

Eine Funktion G : R — R heifit maf3definierende Funktion, falls sie monoton wachsend
(d. h. 1 < x9 = G(z1) < G(22)) und rechtsseitig stetig ist.
Gilt auBerdem

lim G(z)=0

r——00
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und
lim G(x) =1,

T—00

so heiBt G (eindimensionale) Verteilungsfunktion.

Beispiele

3x+7 fur x>0

a) G(x) = { )

—T fir z<0

ist mafldefinierende Funktion.

b) G(z) =2 (x € R) ist maBdefinierende Funktion.

¢) G(x) = ljyoo)(®) ist Verteilungsfunktion.

d) G(z) = \/%7 [ e ¥2dt ist Verteilungsfunktion.

Satz 1.44
a) Zu jedem MaB p : B — R mit
w((a, b)) < oo fiir alle a,b € R,a < b

existiert eine — bis auf eine additive Konstante eindeutige — mafidefinierende Funk-
tion G : R — R mit

p((a,b])) = G(b) — G(a) fiir alle a,b € R, a < b,
und umgekehrt.

b) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsma$l i : B — R existiert genau eine Verteilungsfunk-
tion F': R — R mit

w((a, b)) = F(b) — F(a) fir alle a,b € R,a < b

und umgekehrt.

Hierbei gilt: F(z) = p((—o0, z]) (x € R).

Beweis
a) ap) Sei p: B — R Ma mit u((a,b]) < oo (a,b € R,a < b).
Wir zeigen: Es existiert eine mafidefinierende Funktion G mit
p((a,b])) = G(b) — G(a) (a,be€R,a <b).
Dazu definiere

Glz) = { p((0,2])  falls z > 0,

—u((z,0]) falls z <0.

Dann gilt:
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(i) G ist monoton wachsend, denn:
Sei x1, 12 € R mit 21 < 9.
Ist z1, 29 > 0, so ist (0, x1] C (0, x9]
und daher G(z1) = p((0, z1]) < p((0, z2]) = G(x2).
Ist 21 < 0,29 > 0, so ist

G(x1) = —p((21,0]) <0 < p((0, z2]) = G(x2).
Ist x1, 29 < 0, so gilt
(33'1,0] 2 (fﬂg,O]
und daher
G(z1) = —p((21,0]) < —p((22,0]) = G(22).

(ii) G ist rechtsseitig stetig, denn:
Sei

Ty >T9> ... > T, > (n— 00)

Fall 1: z >0
Dann gilt (0,2,] | (0,z], und mit Stetigkeit des W-Mafles von oben folgt

G(n) = p((0, zn]) = p((0,2]) = G(z)  (n — o0).

Fall 2: z <0
Dann gilt (z,,0] T (z,0], und mit Stetigkeit des W-Mafes von unten folgt
wieder
G(zn) = —p((2a, 0]) = —p((z,0]) = G(z) (n — o0)
Da G monoton ist, folgt daraus die rechtsseitige Stetigkeit.
(iii) Fir G gilt

ul(a,b]) = G(b) — Gla) (a,beR,a<b)

Fall 1: a,b > 0:
G(b) —G(a) = pu((0,b]) = p((0,a])

Fall 2: a < 0,b > O:

G (b) — G(a) = p((0,b]) + u((a, 0]) = p((a, b])

Fall 3: a < 0,b < 0:
G(b) — G(a) = —p((b,0]) + p((a,0])
= u((a, 0]\ (b, 0]) = p((a,b]) ~ ar).

33



(iv) G ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Seien (1, Go mafBidefiniertende Funktionen mit
G1(b) — G1(a) = p((a,b]) = Ga(b) — Ga(a) fir a,b € Rya <b
Dann gilt fiir x > 0 (mit b = x,a = 0):
G1(z) = Go(x) — G2(0) + G1(0)

und fiir x < 0 (mit b =0,a = z)
Gl(ZE) = Gg($) — GQ(O) + Gl(O)
~  Gp =Gy +const mit const = G1(0) — G2(0).

az) Sei G : R — R eine maBdefinierende Funktion.

Dann lésst sich die durch
p((a,b]) := G(b) — G(a) >0 (da G monoton wachsend)

(a,b € R,a <b)
definierte Funktion eindeutig zu einem Inhalt (!) p: & — R fortsetzen.

Analog zu Satz 1.31 (im Spezialfall G(x) = z) folgt aus der rechtsseitigen Stetigkeit

und der Monotonie von GG, dass p sogar ein Maf} auf &; ist.

Wegen
(—m,n] TR und u((—n,n]) =G(n) — G(—n) < o

fiir alle n € R ldsst sich p auf eindeutige Weise auf B fortsetzen (vgl. Satz 1.34 und
Satz 1.36). Dieses p erfiillt nach Konstruktion

p((a,b]) = G(b) — G(a) < oo fiir alle a,b € R,a < b.
- )

by) Setze F(z) = pu((—o0, z]). Analog zu a;) sieht man, dass F' Verteilungsfunktion
ist, und dariiber hinaus fiir a < b gilt:

F(b) = F(a) = p((=00,b]) — u((—o0,d])
= (=00, b]\(~00, al)
= ul(a, b))

I ist eindeutig, da fiir Verteilungsfunktionen Fi, F, aus
Fi(b) — Fi(a) = F5(b) — Fy(a) fir alle a,b € R,a < b

mit a — —oo

() = F(b)  (beR)
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folgt.
by) Existenz und Eindeutigkeit des Mafles
pw:B—R
mit
p((a,0]) = F(b) — F(a)  (a,b € R,a<b)
folgt aus a).
Wegen (—n,n| T R, u stetig von unten gilt
p(R) = lim p((=n,n]) = lim (F(n) = F(-n)) =1-0=1,

also ist p sogar W-Mag.

Aus
p((a,z]) = F(z) — F(a)

folgt mit a — —o0:

u((—00,a)) = lim_p((a,2]) = lim (F(z) - F(a) = F(z) -

a——00 a——00

Beispiele
a) Das zu G(z) = = gehdrende Maf ist das LB-Ma8.

b) Das zu

G(z) = \/%_ﬂ' / e~ dt

gehorende Maf heifit (standardisierte) Normalverteilung.
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1.4 Anwendung in der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 1.45
Sei A eine o-Algebra in ). Eine Abbildung P : A — R heifit ein Wahrscheinlichkeits-
maf} (W-Ma$) auf A, wenn

P(Q)) =0,
P positiv, d.h. VA€ A: P(A) >0,
P o-additiv, d.h. fiir alle paarweise disjunkte A, € A (n =1,2,...) gilt

P (Z An> => P(4,),
n=1 n=1
P normiert, d.h. P(Q2) = 1.

(Q, A, P) heifit dann ein Wahrscheinlichkeitsraum (probability space).
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein normierter Mafiraum.

Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so bezeichnet man die Grundmenge 2 auch als
Merkmalraum, Stichprobenraum (sample space), die Mengen A € A als Ereignisse, P(A)
als Wahrscheinlichkeit von A, die Elemente w € Q bzw. die 1-Punkt-Mengen {w} C Q

(nicht notwendig € A) als Elementarereignisse (auch Realisierungen).

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit Q endlich, A = P(Q2), P({w}) = ﬁ (we )
(12| = Anzahl der Elemente in 2) heit Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum:
~|A]  Anzahl der “giinstigen” Fille

Fiir A ilt P(A) == =
iir A € Agilt P(A) |2]  Anzahl der “méglichen” Fille

Es sei (2, 4) = (R,B) und (pr)ren, (No := {0,1,...}) eine Zahlenfolge mit py > 0
(k€ Np), Y. pr =1. Dann ist P : B — R mit
k=0

P(A): Z Pk AGA)

ke ANNp

ein W-MaB. (px) heiBt Zzhldichte zu P.

Ist speziell p, = e‘A}\C—T, (k € Np) bei festem A > 0, so heiit P Poisson-Verteilung mit

Parameter A ...Bezeichnung 7(\).
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Satz 1.46

(1. Lemma von Borel und Cantelli).
Wabhrscheinlichkeitsraum (2, 4, P); A,, € A (n € N). Mit

ImA, =N U4 = {w € Q| existieren unendlich viele n € N mit w € A, }

= “Ereignis, dass unendlich viele A,, eintreten”

gilt dann:

Y P(A,)<oo = P(limA,) =0, dh P-fs. gilt: A, tritt nur endlich oft auf
n=1

Beispiel

Lernen aus Erfahrung

Student macht bei n-ter Aufgabe Fehler mit Wk. -5 = P(4,,).
D. g.: P (“Student macht unendlich viele Fehler”) = 0,

da Y P(A,) = > =5 < oo,
n=1 n=1

Beweis von Satz 1.46

Fiir jedes n € N gilt wegen lim A, € |J A,.

k=n

P(EA,JSP(GA,OSiP(Ak)HO(nﬁoo),daiP(Ak)<oo. O

=1

Definition 1.47

Eine Funktion F' : R — R, die monoton wachsend (im Sinne von nicht fallend) und
rechtsseitig stetig ist mit
lim F(z)=0, lim F(z)=1,

T——00 T—-+00

heifit (eindimensionale) Verteilungsfunktion (VF).
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Satz 1.48
Zu jedem W-Maf3 P auf B gibt es genau eine VF F': R — R, so dass
(%) F(b) — F(a) = P((a,b]), a<b, a,beR

gilt, und umgekehrt ... Bijektion P «— F. Hierbei F(z) = P((—o00,z]), = € R.

Beweis

Siehe Satz 1.44 b) O

Beispiel:  : R — [0, 1] mit

1 i t2
q)(l') = \/—2_7r / 677dt, T € R,

ist eine VF. Das zugehorige W-Mafl auf B ist die sogenannte standardisierte Normal-
verteilung ... Bezeichnung N(0,1).
Verallgemeinerung: Normalverteilung (Gauf3-Verteilung) N(a,0?) (a,0 € R, o > 0)

mit durch .

1 _(t=a)?
F(z) = e 27 dt, x € R,

2ro

—0o0

gegebener VF F'.

Bemerkung 1.49

Definition 1.47, Satz 1.48 lassen sich auf B, und R" als Definitionsbereiche von P bzw. F'
verallgemeinern statt B bzw. R. Dabei ist die VF F' zu einem W-Mafl P auf B,, gegeben
durch

F(xy,...,x,) = P({(u1,...,uy) € R" |uy <zy,...,u, <x,})

fir (zq,...,2,) € R™

Definition 1.50
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € A, B € A mit P(B) > 0. Dann heifit

P(ANB)

P(A|B) = P(B)
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die bedingte Wahrscheinlichkeit (conditional probability) von A unter der Bedin-
gung B.

Satz 1.51
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Bei festem B € A mit P(B) > 0 ist P(- | B) ein W-Maf§ auf A, das auf B
konzentriert ist [d.h. P(B | B) = 1].

b) Fir A, B € Amit P(A) >0, P(B) > 0 gilt

P(A|B)=P(B|A) =2,

m—1
c) Fir A, € A(n=1,...,m) mit P( QlAn)>Ogilt

m m—1
P Ay) = P(A1) - P(A | A1) P(As | LN Ay) - .- P(Ay | D Ay).

n=1

Beweis

Vgl. Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik ([l

Satz 1.52

Es sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {B,; n € I} eine hochstens abzdhlbare
Familie paarweise disjunkter Ereignisse B,, € A mit P(B,) >0 (n € I) und ) B, = (.

nel
Dann gilt
a) P(A) = > P(B,)P(A|By) (A€ A)
nel
(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit),
P(By) - P(A | By) :
b) P(By | A) = , kel (Ae Amit P(A) > 0)
>, P(B.)P(A| By)
nel
(Formel von Bayes).
Beweis: Vgl. Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 0

Bezeichnungen [Mafiraum (€2, A, 1), Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)]:
p-fast iiberall (p-f.ii.) in Q bzw. P-fast sicher (P-f.s.) in €2 ... {iberall bis auf eine Menge
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€ A vom p-MaBl bzw. P-Maf8 Null [oder eine Teilmenge hiervon]|.
L-fast iiberall (L-f.ii.) in R™ ... iiberall bis auf eine Menge € B,, vom L-B-Mafl Null [oder

eine Teilmenge hiervon].
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2. Messbare Abbildungen, Zufallsvariablen und Ver-

teilungen

Beispiel: Werfen zweier echter Wiirfel.

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Augenzahlen grofler oder gleich
10 ist?

Stochastische Modellierung:

A A
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
6 1
P({(4> 6)7 (57 5)? (5: 6)7 (6a 4)7 (67 5): (67 6)}) - 36 - 6

Statt der Werte der beiden Wiirfel betrachte die Summe der Augenzahlen
X((wr,w2)) = wy + we.
Wahrscheinlichkeitsraum fiir Zufallsexperiment mit Ergebnis X ((wy,w?)):
Q' ={2,3,...,12}, A =P(Q) und

Py : A —-R

definiert durch
Px(A') = P({w € Q|X(w) € A'}) = P(X7(A))

Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich:

PX({10,11,12}) = P(X_l({10,11,12})
= P({(Wl,WQ) €N:w +wy € {10, 11, 12}}
= <{(476)7(575)7(576)7<6’4)’(675)7(676)}

Allgemein: Abbildung X : Q — 0.
Damit
Px(A") == P(X~H(4))

wohldefiniert ist fiir alle A’ € A’, muss gelten:
X HA)Ye A (Aed).

Abbildungen X mit dieser Eigenschaft heiflen Zufallsvariablen.
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2.1 Messbare Abbildungen

Definition 2.1. Zwei nichtleere Mengen €2, €2'; A" C Q'; Abbildung X : Q — . Die
Menge
{weQ| Xw)e Ay = X"1A)=[X € A]

(in Q) heiBt das Urbild von A’ beziiglich der Abbildung X; die somit definierte Abbil-
dung X! : P(Q) — P(Q) heifit Urbildfunktion (zu unterscheiden von einer inversen
Funktion!).

Bezeichnung. Sei X : Q — ', C' Mengensystem in '. X *(C') := {X~1(4") | A’ € C'}.
ein Mengensystem in ).
Satz 2.2. Sei X : Q — (.

a) X! und Mengenoperationen U, >, N, ¢, \ sind vertauschbar;
z.B. X7I( UIA/a) = UIX*I(A’Q) (AL, C Y, « € Indexbereich I).
[elS [e1S

b) X 10)=0; XY V)=Q; AcCBcCcQ= X1A)cXB).
c¢) A’ o-Algebra in @ = X~(A’) o-Algebra in Q.
d) ' CP(Q) = X (Fa(C') = Fa(XH(C)).

Beweis:

a) , b) elementar

&) —PeX A daP=X"'(0) und 0 e A
— Sei A= X"1(A") € XL (A) mit A’ € A'.

D.g.
A5 = O\X1(A) £ X 1(\A) € X 1(A)
da Y\A" € A’
— Sei A, = X~(A) € X~(A) mit A € A' (n € N)
D. g

QAn = QX*(A;) 9 x-1 <©1A;> e X '(A)
da |J AL € A
n=1

d) Zu zeigen:
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“2” Folgt aus X 1(C') € X Y(Fo(C')) und X Y(Fo(C")) o-Algebra nach c).
“c” Man sieht leicht:

A={AcCQ: XA e Fo(XHC))}

ist o-Algebra in €’ mit C' C A.
= Fo(C)C A= XHFo(C)) C Fa(X7HC)).

Def. 2.3 (€2, A) und (', A’) seien Messraume, weiter sei f : 2 — ',
f heifit A — A'-messbar (kurz: messbar), falls gilt:

P A) ={weQfw)eA} e A
fir alle A" € A’. d. h.:

JTHA)={fTH(A): A e A}C A

bzw. die Urbilder messbarer Mengen in ' sind messbare Mengen in 2.

In diesem Falle Schreibweise f: (Q2,.4) — (', A)).

Bemerkung 2.4. In Satz 2.2c ist X !(A’) die kleinste der o-Algebren A in Q mit A— A'-
Messbarkeit von X.

Beispiele:
a) Jede konstante Funktion ist messbar (da Urbilder immer gleich © oder gleich ) sind).

b) (2, A) = (2, 4) = (R, B), ACR und f = x4 mit

() 1, z€A
xrT) =
x4 0, z2dA

(sog. Indikatorfunktion). Fiir B € B gilt

;

A falls 0¢ B,1€B
A¢ falls 0e€e B, 1¢B
) falls 0¢ B, 1¢B

R falls 0€ B,1€B.

\

daher ist x4 genau dann messbar, wenn A € B gilt.

Lemma 2.5
(94, A4;) (i =1,2,3) seien Messrdume. Fiir

f1 . (Ql,Al) — (QQ,AQ) und fg . (QQ,AQ) — (Qg,Ag)

43



gilt immer

fao fi: (@1, A1) — (93, A3),

d.h. Verkettung messbarer Funktionen ergibt messbare Funktion.

Beweis  Fiir A3 € A3 gilt
fo'(A3) € A

(da fo messbar), woraus folgt
(f2o f1)7H(As) = i1 (f21(As) € Ay
(da f; messbar). O

Satz 2.6: (2,.A) und (£, A") seien Messraume, C sei Erzeugersystem von A’, d.h. A" =
Fo(C). Dann sind dquivalent:

(i) f:9Q— Q ist A— A" messbar
(ii) f7YC)C A, d. h. f[71(A) € A fiir alle A" € C.

Beweis:
“i) = (i))”: klar

“(ii) = (i)”: Da A o-Algebra ist, folgt aus
fieycA
immer auch  Fo(f !(C)) C A. Behauptung folgt mit
Fo(f71(C) = [ (Fa(C) = fTH(A)

(vgl. Satz 2.2 d)). O

Beispiel: Jede stetige Funktion f : R™ — R™ ist B,, — B,,-messbar (da Urbild offener

Mengen immer offen ist)

Satz 2.6 ermdglicht eine einfache Charakterisierung messbarer numerischer Funktionen,

d. h. von Funktionen f: (Q,4) — (2, A) mit (', A") = (R, B) bzw.
Q' =R =RU {400, —oc0o},

A'=B={B,BU{+00}, BU{—00}, BU{+00, —c}|B € B}
Korollar 2.7 Sei (2, A) Messraum und f eine Funktion f : Q — R oder f : Q — R.

Dann sind aquivalent:
(i) fist A — B- bzw. A — B-messbar
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(i) [f<a] ={we: flw)<a}=f(-o0,a)) € A fiir alle « € R
(ili) [f <aje A firalleaeR
(iv) [f >a] € A firalleaeR

(v) [f > a] € A fiir alle a € R.

Beweis: Fiir f: 2 — R folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 2.6 und den in Satz
1.15 angegebenen Erzeugendensystemen von B. Fiir f : Q — R wendet man zu Satz 1.15

analoge Aussagen fiir B an. O

Korollar 2.8. Fiir zwei Abbildungen X,Y : (2, A) — (R, B) gilt
X<Y], [X<V], [X=V], [X#£Y]eA
——
={we| Xw)<Y(w)}.
Beweis:

e X<Y]= UIX<rNlr<Y]
re@

o [X<Y]=[V <X
¢ [X=Y]=[X<Y]N[Y <X]

¢ X£Y]=[X =Y

Lemma 2.9: Sei (2, A) Messraum und seien f, : Q@ — R A — B-messbar (n € N). Dann

sind auch

inf f,,,sup fn,lim, f, = limsup f,,lim, f, = liminf f,

sowie (falls existent)
lim f,

A — B-messbar.

Beweis: Mit Korollar 2.7 folgt die Behauptung aus

1. [i%ffn <al = LGJN[fn <ale A

(da [f., < a] € A und A o-Algebra)

2. [supfp>al=Ul[fn>ale A
n neN
(analog)
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3. limf, = inf sup f; messbar nach 1. und 2.

4. lim, f,, = sup égf fr messbar nach 1. und 2.

5. lim f,, = lim,, f,, (falls existent) messbar nach 4. O

Lemma 2.10
(2, A) sei Messraum.

a) Sind f,, : @ - R A—B-messbar (n =1,...,m) und ist g : R™ — R B,,—B-messbar,
soist go (fi,..., fm) A — B-messbar.

b) Sind f; : @ — R A — B-messbar (i = 1,2) und sind «a, 8 € R, so sind

afi + 8- fa, f1- fo und % (sofern existent)
2

A — B-messbar.

Beweis:

a) Nach Satz 2.6 ist (f1, ..., fm) : @ = R™ A—B,,-messbar, da fiir alle ay,...,a,, € R
gilt
(oo f) < (0 om)] = (YU < ] € A
n=1

Mit Lemma 2.5 folgt die Behauptung.

b) Behauptung folgt aus a) unter Beachtung der Messbarkeit der stetigen (!) Abbil-
dungen

(21, 22) — axq + By

(1’17@) = T - T2,
x
(171,1'2) — 1'_:

Die letzte Abbildung ist dabei als punktweiser Grenzwert der (stetigen) messbaren

Abbildungen
o, falls  |zo] > &
gn(T1,22) =
n-xy, sonst
messbar. 0
Lemma 2.11
Mit f : Q — R sind auch
[T = max{f,0}
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f~ =max{—f,0}
und
|/
A — B-messbar.

Beweis: Wegen Lemma 2.9 sind

[t =sup{f,0,0,...}

und
f~ =sup{—£,0,0,...}
messbar (wobei Messbarkeit von —f z.B. aus Lemma 2.10 b) folgt). Wegen obigem und
Lemma 2.10 b) ist analog auch
[fl=f"+f

messbar. 0

Lemma 2.12. Fir X : (2, 4) — (R™, B,,) und eine stetige Abbildung g : R™ — R™ ist
go X :Q — R" A-B,-messbar.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma 2.5 unter Beachtung der Messbarkeit von stetigen
Abbildungen (vgl. Beispiel oben). O

2.2 Zufallsvariablen, Bildmafle und Verteilungen

Definition 2.13. Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (§2',.A") ein Messraum.
Die Abbildung X : (Q,4) — (€, A") heifit Zufallsvariable (ZV) auf (Q, A, P) [mit
Zustandsraum '] (ausfiihrlich: (@', A')-ZV auf (2, A, P); random variable).

X : (Q,A) — (R, B) heifit reelle ZV (oft auch nur ZV);

X :(Q,A4) — (R, B) heifit erweitert-reelle ZV;

X : (2, A) — (R", B,) heifit n-dimensionaler Zufallsvektor.

X (w) fiir ein w € Q heifit eine Realisierung der ZV X.

Bezeichnung B := {B, BU {+o00}, BU{—o00}, BU{—0oc,+00} | B € B}.

Satz 2.14. Messraume (€, A), (', A’); Abbildung X : (Q,4) — (2, A"); MaB p auf A.
Durch

px(A) = p(X7HA))
= p{fweQ|Xw)eA})=uXecd], AecA,
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wird ein MaB (das sogenannte Bildmaf}) px auf A’ definiert.
Ist p ein W-Maf auf A, dann ist py ein W-Maf3 auf A'.

Beweis: 0) py ist wohldefiniert, da X 1(A4’) € A fiir A’ € A’ gilt.
L opx(0) = p(X7H(0)) = p(0) =0
2. () = p(X-H(A)) > 0, da u(4) > 0 (A € A).

3. Sind A}, A}, ... € A paarweise disjunkt, so sind auch X 1(A)), X 1(A),...€e A
paarweise disjunkt, und da g Maf ist, gilt:

px (Ej A;@) = p| X! (Ej A'n)) (nach Definition)
n=1 n=1

= u f_jl X‘l(A’n)) (nach Satz 2.2 a))

[e.e]

= > u(X7HA)) (da p o-additiv)

n=1
= > ux(A4) (nach Definition) .
n=1

Ist  Wahrscheinlichkeitmaf, so gilt weiter:

O

Definition 2.15. Sei X eine (', A")-ZV auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P).
Das W-Maf§ Py im Bild-Wahrscheinlichkeitsraum (€', A’, Px) heit Verteilung der ZV
X.

Sprechweise: Die ZV X liegt in A’ € A’ bzw. nimmt Werte in A’ € A" an mit Wahrschein-
lichkeit Py (A’) = P[X € A’].

P[X € A"} =1... P-fast sicher (P-f.s.) liegt X in A.

Bemerkung 2.16. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), Messraume (', A"), (", A");
X: (A — (A),Y: (9 A)— (2" A"). Dann gilt

Pyox = (Px)y -
Begriindung:

Pyox(A") = P((YoX)}A4”) (nach Definition)
= PXTI(YTH(A"))
= Px(Y=1A") (nach Definition)
= (Px)y(A") (nach Definition)
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Definition 2.17. Messraume (€;, A;) (1 =1,...,n).
Die Produkt-o-Algebra é A; wird definiert als die von dem Mengensystem
i=1

{H AilA, €A (i=1,... ,n)} in [] € erzeugte o-Algebra.
i=1

i=1

® (Qi, A;) = (H Q;, ® Ai) heift Produkt-Messraum.
1=1 i=1 =1

Beispiel: Mit Identifizierung von R"™ x R™ und R"*™ gilt
Bn & Bm == Bn+m7
vgl. Ubungen.

Bemerkung 2.18. Abbildung X; : (2, 4) — (4, A;) (i = 1,...,n). Die Abbildung
X :Q— []Q mit
i=1

X() = (K1), X)), w0 € O
ist A- ‘é A;-messbar.

Begriindung: Behauptung folgt aus Satz 2.6 unter Beachtung von

(i) -
i=1 i=1

fir alle A; € A; (vgl. Lemma 2.10). O

Bemerkung 2.19. Messrdume (£2;, 4;) (i = 1,...,n). Ein W-Maf} auf ® A; ist eindeu-
i=1

tig festgelegt durch seine Werte auf dem Mengensystem { [TA A €A (i=1,...,n) }
i=1

Begriindung: Folgt aus Korollar 1.42 (betreffend Fortsetzung von Maflen) unter Beach-
tung der Tatsache, dafl das Wahrscheinlichkeitsmaf$ als endliches Mafl auf {[] 4; : A; €

i=1
A;} immer o-endlich ist. O

Definition 2.20. Seien X; (£2;, 4;)-ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
(¢t = 1,...,n). Die Verteilung Px der ZV X = (X,...,X,) auf (Q, A, P) — erklért
durch

Px(A) = P[(Xy,...,X,) € 4]
fir A € ®A oder auch nur fir A = HA (A; € A, @ = 1,...,n) — heifit die

gemelnsame Verteilung der ZVn X;. Dle Vertellungen Py, — erklart durch

PXl(Az) I:P[XieAi]:P[XéﬁlX...XQZ‘_1XAZ‘XQZ'+1X...XQn]
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fir A; € A; — heilen Randverteilungen von Py (i =1,...,n).

Wichtiger Spezialfall in Definition 2.20: (2;,4;) = (R,B) (i=1,...,n).

Bemerkung 2.21. Bezeichnungen wie in Definition 2.20.

a) Die Verteilung Py ist ohne Zusatzvoraussetzung durch ihre Randverteilungen nicht

eindeutig festgelegt.

b) Ist m; : [[ Q% — € die (messbare!) Projektionsabbildung
k=1

(W1, .y wp) — wy,
so gilt Px, = (Px)r, (i=1,...,n).
Begriindung:
a) Siehe Ubungen
b) (PX)m = P,.x = Px, nach Bemerkung 2.16. O
Bemerkung 2.22.
a) Sei @ ein W-Maf auf (R™, B,). Dann existieren reelle ZVn X3, ..., X,, auf einem

geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) so, dass ihre gemeinsame Verteilung

mit () iibereinstimmt:
(Q,A,P):=(R"B,,Q), X;: Q2 — R wird definiert als die Projektionsabbildung
(x1,...,xp) —x; (i=1,...,n);

hierbei ist also X := (Xi,...,X,) die auf R" definierte identische Abbildung.

b) Maoglichkeit der unmittelbaren Verallgemeinerung von a) auf einen Produkt-Mefraum

( Q ® Ai) statt (R”, B,,).
i=1 1=1

c¢) Sonderfall zu b): Ist (2,4, Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — Q die iden-
tische Abbildung, so gilt Px = Q). Jedes W-Maf lidsst sich somit als eine

Verteilung auffassen (und — definitionsgemifi — umgekehrt).

Begriindung von a):
Sei P = @ und X; = m; mit m; wie in Bemerkung 2.22 b). Dann gilt

X: Q-0

X((wiy.-ywn)) = (m(wi, . oywn)ye oy (W, ooy wn))

und damit
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3 Integrale, Erwartungswerte und Dichten

3.1 Das Maflintegral

Definition 3.1 (£2,.4) sei Messraum.
Eine Funktion f : © — R heifit einfach, wenn

N
f:ZOJi'XAZ.
=1

fir ein N € N, A;,..., Ay € A paarweise disjunkt und a1, ..., an € R gilt, d. h. wenn f
nur endlich viele Werte annimmt und diese jeweils auf einer Menge aus A angenommen

werden.

Satz 3.2: (€2, .A) sei Messraum.

a) f:Q — Rist genau dann A — B-messbar sind, wenn f* und f~A — B-messbar

sind.

b) Eine Funktion f: € — R, ist genau dann messbar, wenn sie Limes einer monoton

wachsenden Folge nichtnegativer (beschréinkter) einfacher Funktionen ist.

Beweis.

a) “=" Folgt aus Lemma 2.11
“<” Mit f*, f~ ist nach Lemma 2.10 b) auch f = f* — f~ messbar.

b) “«<” Fir A € A ist x4 messbar, und mit Lemma 2.10 folgt, dass auch jede einfache
Funktion und damit nach Lemma 2.9 auch der Limes einfacher Funktionen messbar
ist.

“=7” Sei f:Q — R, A — B-messbar
Dann sind
n-2"—1
k=0
einfach. Man sieht leicht, dass (f,,), monoton ist. Weiter gilt
lim f, = f,

denn fiir f(w) < oo ist fiir n > f(w)

7@) = h@) < 5

und fiir f(w) = oo gilt
fo(w)=n — oo (n — o00).
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(Q, A, ) MaBiraum, f: (2, 4) — (R, B).
Im Folgenden: Definition des Integrals

Q/fdu

in mehreren Schritten:
1. Schritt: f nichtnegativ, einfach
2. Schritt: f nichtnegativ, messbar
3. Schritt: f messbar.

Sei f nichtnegativ und einfach

Dann existiert Darstellung
N
f= Z Qi t X4
i=1

mit N € N, A;,..., Ay € A bilden Partition von Q (d. h. A; N A; = 0 Vi # j und
N _

UAj:Q),Oél,...,OKNGR+.

21

J
Wir definieren:

/fdu = Za - i(A;)
(mit 0o - 0 = 0).

Lemma 3.3: Obiges Integral ist wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der Wahl der Dar-
N

stellung f = > ;- xa,-
=1

1=

Beweis Sei
N M
F= aixa=> 8 xs
i=1 j=1
mit A;, B; wie oben.

N M
zZu zeigen: Zlai (4 = Zlﬂj - u(By).
i= j=

N M
Aus Q= > A, = > B, folgt
: —~

=1 J=

i=1,...,
j=1,...,M

mit A; N B; € A (da A;, B; € A). Daher existiert Darstellung

= Z%’,j * XA;NB;
)
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fiir Yi,j S EJ’_’ und fiir Al N Bj 7é @ ist

Vij = =3

(denn aus w € A; N B; folgt:

o = i o X (@) = F(w)

M
B; = k; Br - xp, (W) = f(w)
und v, ; = f(w),
also ist «; = f(w) = ﬁj = %‘,j)'

Mit
M N
j=1 i=1
folgt:
N N M N M
i= = J= i=1j=

N M

= 2.2 %ij -1 (AiN By)

i=1j=1

und analog:

M M N
Zﬁj u(By) = ZZ%’,J‘ -1 (A; N Bj) ~» Beh. O
=1

j=1 i=1

Lemma 3.4 (Eigenschaften des Integrals fiir nichtnegative einfache Funktionen)

Seien f, fi und fy nichtnegativ einfach. Dann gilt:
a) [ fdu>0
b)¥eeR,: [ (e fdu—c- [ fdy
o) [(fi+ fodu= [ fidu+ [ fadp
d) A<= [ du< [ fodp
Beweis:
a) Klar nach Definition.
N N
b) f:izzlai-XAi :>c~f:i:21(c~ozi) X4, Mit ¢-a; > 0 wegen ¢ > 0,a; > 0.

Somit:



N M
c) fi= ai-Xxa fQZZﬁj'XBj
i=1 j=1

Wie im Beweis von Lemma 3.3 sieht man:

woraus folgt

fit f2= Z (@i +6;) - XainB;-

i=1,...,N,
j=1,..,M

Damit:

[+ fo)du ™= > (ot B) p(Ain By)

z 1,...,N,

= Z az (AHB)+ Z 5] (Az‘mBj)

zl ..... 7,1 .....

Def J fidp+ [ fodp

d) fi < fo mit fi, fo nichtnegativ einfach

= Es existiert nichtnegative einfache Funktion g mit

fo=fi+g.
Damit:

[ hdp = [(h+9du2 [ fidu+ [ gdp

> [ fidu+0= [ fidu.

2. Schritt | Sei f nichtnegativ und messbar.

Nach Satz 3.2 existieren nichtnegative einfache Funktionen f,, mit f, T f. Wir definieren

[ rani=tm [ 4. du

Lemma 3.5 Obiges Integral ist wohldefiniert, d. h. der obige Grenzwert existiert und ist
unabhéngig von der Wahl der Folge (f,,), mit f, nichtnegativ einfach und f, T f.
Beweis

a) Wegen f, < f,i1 gilt nach Lemma 3.4 d):

/ Jn du </ St dp,

also existiert der Grenzwert der monoton wachsenden Folge ( [ fa dp) neN

o4



b) Sei f nichtnegativ messbar, seien f,,, g, nichtnegativ einfach mit f,, T f
gn T J.
Zu zeigen:
i [ o= i [ g

Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen:

lim fndp > lim / Gn dt.

n—oo

Da die Folgen auf der rechten und der linken Seite monoton wachsend sind, ist dies

wiederum aquivalent zu

(*) sup / fo dpp > / gk du
fiir alle £ € N.

Wegen fo, T f, 90 1 [ gilt
g < g=sup fn.

Also folgt (%) aus
Sind f,, h nichtnegative einfache Funktionen
(%) mit A < sup f, und f, T, so gilt

[ hdu<sup [ f,dp

Im Folgenden zeigen wir (k).

Fall 1: 0 < m := min h(w) < maxh(w) =: M < 0o
w€eN we

Sei € > 0 beliebig mit 0 < & < m.

Setze
Q, ={w € Q|fu(w) > h(w) —c} e A

Wegen f, T, S:p fn > hund max h(w) < oo gilt dann
Q,1TQ.
Nach Definition von €2,, ist
fu(w) = (Mw) =€) - xa, (W) (w € Q),

wobei die Funktionen auf beiden Seiten nichtnegativ und einfach sind.
Mit Lemma 3.4 d) folgt

/fnduZ/(h—f)andu.
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Im Falle ;(€2) = +oo erhélt man daraus

[ fadp

Vv

J (h—=¢)xa, du

> [(m—e¢)- xa, du (nach Lemma 3.4 d))

= (m—e) () "= (m—e) - () = o0

dam —e>0,u(Q) = oo, und damit hat man gezeigt:

sup/fnd,u:ooz /hdu.

Im Falle () < oo folgt daraus unter Beachtung von

Jhdn = [((h=¢) Xa, +h X+ xa,)du

Lemma 3.4 ¢)

= J(h—¢) - xa.dp+ [ h-xazdp+ € - p(Qn),

dass gilt:
J fudp> [(h—e)-xq, du

= [ hdup— [ h-xogdp —c- ()
> [ hdp— M- p() — e ()

= [ hdu— M- ((Q) — () — - 1(Qn)

— [ hdp— M- ((Q) = p(Q) — £ - u(Q)
=/[ hdp—0—¢e-p(Q)

sup/fndu = lim sup/ fndp

k—oo >k

(wegen Monotonie von ( i fndu) " 6N) folgt daraus

sup/ fudp 2/ hdp—e- p(€2).
Mit € | 0 folgt die Behauptung.

Fall 2: 0<m < M =

h lasst sich dann darstellen als

N
hzzai'XAi+OO'X[h:oo] mit aq,...,ay € R, Ay, ...

=1

Setze
N

B =3 o X, + € Xiooa
1=1

fir ¢ > 0.
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(ec—o0

Dann gilt 2 1 A, [ h©dp == [ h dyp und aus
W9 < h <sup f,

folgt nach Fall 1:

sup/ fndﬂZ/ h(c)du—>/ h dp (¢ — o0).

Daraus folgt die Behauptung.

Fall 3: 0 <m < M < .
oBdA sei h # 0.
Setze

Q' ={w e Qh(w) > 0}
Da h einfach, gilt

min h(w) > 0.
we)!
Betrachte Mafiraum
(Q,7 leA?M leA) *
Dann gilt:
sup [ fadp > sup [ fu - xerdp
= sup [ fudpfg,,
Falle 1 und 2
Jh d'“|Q/mA
= [ hdp,
da h(w) =0 fiir w & . — Beh.

Lemma 3.6 (Eigenschaften des Integrals fiir nichtnegative messbare Funktionen)

Seien f, g nichtnegativ messbar. Dann gilt:
a) [ fdu>0
by VeeRy: [(c-fldu=c- [ fdu
o) [(f+g)du=[ fdu+ [ gdu
d) f<g=[ fdu< [ gdu.

Beweis:

a) klar.
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b) Seien f, nichtnegativ einfach mit f, T f.
Wegen ¢ > 0 sind dann ¢ - f,, nichtnegativ einfach mit ¢- f, T ¢ f.
= [c¢-fdp = lim [ c¢- fodp (Definition)

= limc¢- [ fodp (nach Lemma 3.4 b))
= c¢-[ fdp (Definition)

c) Folgt analog zu b) mit Lemma 3.4 c).

d) ng:sngJr(g—f)mitg—f)ZO
L[ gdup=[ fdu+[ (9= Ddp> [ fdp. -

Der folgende Satz zeigt, dass der bisher eingefiihrte Integralbegriff “abgeschlossen” ist
bzgl. der Grenzwertbildung im Schritt 2.

Satz 3.7 (Satz von der monotonen Konvergenz bzw. Satz von B. Levi (1875 - 1961))
Seien f, nichtnegative messbare Funktionen (n € N) mit f, 1 f. Dann ist auch f nicht-

/ fdp = lim / Jndp.

Beweis: f ist nichtnegativ und messbar, da f Grenzwert nichtnegativer und messbarer

negativ messbar, und es gilt

Funktionen ist (vgl. Lemma 2.9).

Setze
9; = fj - fj—l (j S N), wobei fo := 0.

Dann ist g; nichtnegativ messbar, und es gilt

fn:fn_f():zgj'

Nach Satz 3.2 ist g; Limes einer monoton wachsenden Folge einfacher Funktionen. Die
dabei auftretenden Funktionen lassen sich darstellen als Partialsummen von nichtnegativ

einfachen Funktionen h;, d. h. es gilt

o0
gj = Z hj mit hj nichtnegativ einfach

k=1
Damit N
I
j=1 k=1
und
f=lim f, = Zzhyk = Zham
7=1 k=1
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wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass Summationsreihenfolge bei nichtnegativen
reellen Zahlen keine Rolle spielt.
Fiir endliche Mengen 7, K C N gilt nach Lemma 3.4 ¢)

/ Z hj pdp = Z /hj,kdlh

jeJ keK JET kEK

also folgt mit der Definition des Integrals:

/ fdu:j’zk / m

Mit
Lemma 3.6 ¢ n oS
J fodu PR S[OS
j=1" k=1
LS lim [) hysdp
j=1M—70 =1
Lemma3.4c¢) o &
- > > [ hixdp
Jj=1k=1
— > 2 hixdp (n— 00)
7=1k=1
und o =
S5 [ s =3 [ e
j=1 k=1 Ik

(da Integrale nichtnegativ und Summationsreihenfolge deshalb keine Rolle spielt) folgt
die Behauptung. 0

Sei f messbar. Nach Satz 3.2 sind dann auch f* = max{f,0} und f~ =

max{—f, 0} nichtnegativ und messbar und damit existieren.

/f*duund/fd,ueEJr.

Falls nicht beide Integrale unendlich sind, definieren wir:

[ gaw= [ rau- [ ran

Bem.: Ist f nichtnegativ messbar, so ist
/ fdu:/ Oduy=0und f = f".

Damit stimmt die obige Definition mit der aus Schritt 2 iiberein, sofern f nichtnegativ

ist.

Lemma 3.8: (2, A, 1) sei MaBraum, u, v : 2 — R, seien messbar. Sind

u—vund/ud,u—/vd,u
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definiert, dann existiert [(u — v)dp und es gilt

/(u—v)du:/udu—/vdu.

Beweis:
u—v=(u—-v)t—(u—-20)"
= s (u—v)” =v+(u—v)"
Lemma 3.6 ¢) [ wdp+ [(u—v)"dp= [ vdu+ [(u—v)tdu
= Juwdp— [ vdp= [(u—v)tdy— [(u—v)Tdu ()
denn:

Die letzte Umformung ist klar fiir [ v dy < oo und [(u — v)~dp < co.
Im Falle [v du = +oo ist aber [ u dp < oo und damit (wegen der Nichtnegativitét von

/(u—v)+du§/u+du:/udu<oo
/udu—f-/(u—v)_d,u:/vd,u+/(u—v)+d,u

Jw—vrdu=cc,

u und v) auch
Wegen
folgt daraus

womit (x) wieder gilt.

Im Falle [(u—v) du = oo gilt (wegen der Nichtnegativitit von u und v)

/vduZ/(u—v)d,u:oo

woraus [ u du < oo und [(u—v)tdu < [ uwdp < oo folgt, also gilt wieder ().
Weiter folgt wegen
J(uw—v)tdu < [ udp

Jw—v)"du< [ vdu

aus der Existenz von [ udp — [ vdp auch die Existenz von

/(u — o)ty — /(u — ) dp = /(u —v)dp.

Lemma 3.9
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Seien a,b,c,d € R,. Sind a — b,c — d und (a — b) + (¢ — d) definiert, so ist auch
(a+b)—(b+d)

definiert, und es gilt
(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)

Beweis: Folgt mit Fallunterscheidung < oo, = oc.

Fall 1. a,b,c,d € R, = Aussage ist trivial.
Fall 2. a =00 = b < 00,d < o0
Fall 1.1: ¢ = o0
li.S. =00, 1. S. =004+ 00 =00
Fall 1.2: ¢ < o
li. S. =00, re. S. = 0

Fall 3. a < co,b=00=c<

Fall 2.1: d = o0
li. S. = —o0, 6. S. = —00 — 0 = —00
Fall 2.2: d < o0
li. S. = —o0, re. S. = —©
Rest durch Vertauschen von a, b mit ¢, d. O]

Def. 3.10 Mafiraum (2, A, p1).
a) Jedes N € A mit u(N) = 0 heifit u-Nullmenge.
b) Eine Eigenschaft gilt u-fast iiberall (kurz: p-f.ii.), wenn die Menge der w, fiir die

sie nicht gilt, Teilmenge einer u-Nullmenge ist.

Satz 3.11 (Eigenschaften des Integrals)
Sei (Q, A, ;1) ein Maraum und seien f, g : Q — R messbare Funktionen, fiir die [ fdu
und [ g du existieren. Dann gilt

a) f>0= [ fdu>0

b) Fiir a € R existiert [ (- f)du und es gilt

[ nau=a- [ tan

¢) Sind f+gund [ fdu+ [ gdp definiert, dann existiert [(f + g)dp und es gilt

/(f+g)du=/ fdu+/ gdp.
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d) f>g= [ fdu> [ gdp.
e) f=gupti.= [ fdu= [ gdp

£) 1] fdul < [ |fldp.

Beweis:
a) Folgt aus Lemma 3.6 a).

b) Trivial fiir o = 0.
Falla>0: (a-f)f=a-ff(a-f) =a- [

= [la-NHde  EH [la-Hrdu— [(a- f)du
= Ja-frdu— [a- fdu
Lemm:a3.6b) a-ff*d,u—oz-ff*du
= a-(f frdu— [ f~du)
Def

= a- [ fdu.
Fall o« <0: (a-f)T=(—a) - f",(a-f)" =(—a) - [T

Wegen (—a) > 0 folgt mit der Definition des Integrals und Lemma 3.6 b):
Jleo- fdp = [(a- f)Fdp— [(a- f)~dp
= J(=a)- frdu— [(—a)- frdp
= (=) (J frdp— [ frdp)
(

= (—a)-(=1)- [ fdu
= «a- [ fdu.
c) Nach Voraussetzung existieren
fr=f=f
9 -9 =g

(ff=f )+ -9 )= +y

Mit Lemma 3.9 folgt, dass auch
) (fT+g)—(f+g)="[+yg

existiert.
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Analog sieht man, dass auch
St +g5)du— [(f~ +g7)dp
(o) ¢ = ([ frdu— [ fdu) + ([ g7 du— [g~dp)
= [ fdu+ [ gdp
existiert.

Mit Lemma 3.8 (setze u = fT + g7, v = f~ 4 ¢g7) folgt die Existenz von

[ [(s+g)dn

J(f+9dp = [(u—v)du= [udp— [vdp
[ fdu+ [ gdp.
d) f2g=f">g"und f~ <g”

sowie

= [ fdu = Jfrdp— [ f~du
Lemma 3.6 d)
> [otdp— [ g du
= Jgdu

e) Sei f =g f.i.
Da f und g messbar sind, gilt A= [f = ¢] € A.
Nach Voraussetzung ist  p(A¢) = 0.
Mit
[frdu = [ frxadp+ [ fHxacdp
= [ fTxadp
(wegen 0 < [ ftyxacdp < oo - pu(A°) = 0) und den analogen Aussagen fiir f~, gt
und g~ folgt:

[ fdu = [ frdu— [ fdp
= [ ftxadp— [ f~xadp
= [g*xadu— [ g~ xadp (nach Definition von A)
= [gtdu— [ g7du

=/ gdp.
f) [ fdu=[ frdp— [ f~du
= |[fdul < [ frdu+ [ f-du
LI+ f)dp
= [1fldp



wegen |f| = f* + f~.

Def. 3.12 Mafiraum (2, A, i), f : (LA) — (R, B).
f heiBt p-integrierbar (kurz: integrierbar), falls [ fdu existiert und endlich ist.

Satz 3.13 MaBraum (2, A, ), f,g: Q — R.

a) Sei f messbar. Dann gilt
f integrierbar < fT, f~ integrierbar < |f| integrierbar

= f f.i. endlich.

b) f messbar, g integrierbar mit |f| < g f.i.
= f integrierbar

Beweis:

a) f integrierbar
& [ ffdp<ocound [ f-dp < oo
& fT, f integrierbar

) | f| integrierbar

Begr. von (x): “=":

Slftdp = [+ f)du
Satzill c) f f+d,u+ f f_d,u
< oo nach Vor.

L ST <1
~ [ ffdp < [ [fldp <oound [ frdp < [ |fldp < oo
nach Satz 3.11 d)
~ f*, f~ integrierbar.
Ist nun |f| integrierbar, so gilt

00 > [ |fldp > [ oo 1jpj=seidp
(nach Satz 3.11 d)
= oo - p([[f] = oc])

= p(l[f]=00]) =0
= f f.ii. endlich
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b) Sei |f| < g f.i. mit g integrierbar.
= [T <gfi.und f~ <gfi
Wihle Nullmenge N mit f* - 1ye < g-Iyecund f~ - 1ye < g-1ye

= [ ffdu Satz 241 ) J T nedp < [ g-1nedp = [ gdp < o0
und analog
[ £in< [ gdu<oc
g f integrierbar. 0

Def. 3.14 (Q, A, p) MaBraum, f : (2, 4) — (R, B), A € A. Wir setzen

Afw:/fwMu

Def. 3.15 Mafiraum (R™, BB,,,m) mit m = LB-Maf,
f:(R",B,) — (R,B),A € A.

Dann heifit
/ fdm  (falls existent)
A

Lebesque-Integral  (kurz: L-Integral)
Fiir n = 1 auch Bezeichnung: [, f(2)dz oder [, fda.

Satz 3.16:
Sei f : [a : b] — R Riemann-integrierbar und messbar. Dann ist f auch Lebesque-

integrierbar und das Lebesque-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral {iberein.

Bem.:
Die Umkehrung von Satz 3.16 gilt aber i. A. nicht:

1 2€Q

fi0A] =R f(fv)={0 R

ist Lebesque-integrierbar (da f = 0 m-f.ii.), aber nicht Riemann-integrierbar.

Beweis von Satz 3.16:
Ist f Riemann-integrierbar, so ist f auch beschréankt (da sonst jede Obersumme o0
wére), daher ist f nach Satz 3.13 b) auch Lebesque-integrierbar.

Also geniigt es zu zeigen: Riemann- und Lebesque-Integral stimmen {iberein.

Dazu sei oBAA f > 0 (sonst zerlegen wir f in Positiv- und Negativanteil und zeigen die

Aussagen fiir die beiden Anteile separat).
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Setze

h—
Thm = a4k —— fir k=0,1,...,n
und
[l'k—l,na mk,n) fir & <n-— ]-a
Ik,n =
[Th-1n, Tny fur k=n.
Dann gilt
Riemann-Integral von f = lim ) ( irllf f(a;)) %
n—00 . —1 \ZE€ILn
— im 3 swp f(a) ) -2
=00 k=1 CﬂGI}C’n
Mit

> ( inf f(x)) ) < FO - xen (0

l‘EIk’n

£ (m s@) < [0 e
< é (sél}p f(l’)) e

Da rechts und linke Seite beide fiir n — oo gegen das Riemann-Integral von f konvergieren,
folgt daraus die Behauptung. O

3.2 Integralkonvergenzsitze

Wir zeigen zunéchst folgende leichte Verallgemeinerung des Satzes von Beppo Levi:
Satz 3.17: Sei (2, A, 1) ein MaBraum und f, : (2, 4) — (R, B) (n € N). Es gelte
/ fndp > —oo fiir mindestens ein n

und
a1 T
Dann existiert [ fdp und es gilt

/ fdp = lim / Jndp.

Beweis:
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(Beweisidee: Bisherige Fassung des Satzes auf h,, = f,, — fi > 0 anwenden).
oBdA [ fudu > —oo fiir allen € N
(denn [ fodu < [ fui1dp und Aussage ist asymptotisch)
Also
/ fndp < oo fiir alle n € N.

Mit Satz 3.13 a) folgt daraus
VneN: fi. f, <oo

was
VneN(fi f, >—o0

impliziert.

Da abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ergibt, gilt sogar:
fi. [VneN f, > —o0

Andert man die Integranden auf einer Nullmenge ab, so dndert sich der Wert des Integrals
nicht (vgl. Satz 3.11 e)). Daher sogar oBdA:

VneN: f, >—o00

Setze
folw) = filw) , falls fi(w) < oo
hn(w) =
0 , falls fi(w) = o0
und
fw) = filw) , falls fi(w) < oo
h(w) =
0 , falls fi(w) = 0.
Dann gilt:

hy, h nichtnegativ messbar  (da f, 1)

hyp T h (denn fiir fi(w) = oo gilt trivialerweise h,(w) T h(w) (n — 00))

/hndue/hdu (n — 00).

fn:f1+hn

f=h+h
(denn im Falle fi(w) < oo ist diese Beziehung klar, fiir f;(w) = oo gilt f,(w) = f(w) = 0o

Mit Satz 3.7 folgt:

Wegen

wegen f, 1 f und daher sind dann oben beide Seiten unendlich) folgt daraus mit Satz
3.11 ¢):

/fndﬂz/fldﬂ+/hnd,us'—%'/fldu+/hdu:/fdu(n—>oo).
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Hierbei existiert [ fdu, da [ fidp existiert nach Voraussetzung, [h du existiert nach
Satz 3.7 und [ fidu+ [ h dp existiert wegen Voraussetzung [ fidu > —oo (vgl. Satz
3.11 ¢)). O
Bemerkung 3.18: Die Voraussetzung

a) [ fudp > —oo fiir ein n € N
bzw.
b) ful

in Satz 3.17 darf nicht weggelassen werden.

Begriindung:
Setze (2, A, 1) = (R, B, m) mit m = LB-Ma$.

Zu a):
1
fn - T 0
n
aber
[ fudu=—oc - [ 0du =0
Zub):
1
fn == l 0
n
aber

/fndﬂ=+0074>/0dp,:0.

Satz 3.19: (Lemma von Fatou)
Sei (€2, A, i) ein Mafiraum.

a) Sind f, messbar (n € N) mit f, > ¢ f.ii. fiir eine integrierbare Funktion g. Dann

existiert

/ lim f,, dpu und es gilt

/h_mfnduéhﬁ/fndu-

b) Sind f, messbar (n € N) mit f,, < h f.i. fiir eine integrierbare Funktion h. Dann
existiert [ lim f, dp und es gilt

[ duzTm [ g

Beweis.
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a) Fall 1: f, > 0 fiir allen € N

Setze

Gn = ]gzlg Ir

Dann ist g, nichtnegativ messbar mit
gn T lim g, = lim ggf fr = limfj.
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz existiert dann f lim f; dp und es
gilt
[ limfy dp = lim [ g, dp
lim [ ]ilzlfl fr du

n—oo

lim [ inf fi dp

N=Ok>n

IA

(Monotonie des Integrals)

= lim [ f dp.

Fall 2: Allgemeines f,,.
Da g integrierbar gilt nach Satz 3.13 a) g(w) € R f. .

Da Integral sich bei Abdandern des Integranden auf einer Nullmenge nicht &dndert
(vgl. Satz 3.11 e)) gilt

oBdA g(w) e R fiir allew € Q

und
oBdA f,(w) > g(w) fiir alle w € Q.

Setze
Fy(w) = falw) —g(w) = 0.

Nach dem 1. Fall existiert dann [ lmF, dyp und es gilt
/@Fndﬂﬁhﬂ/ F, du.

Mit
fn="F,+gundlim f, =lim F,, +¢

folgt, da g integrierbar und reellwertig ist, dass auch

/h_mfnduz/(li_mfn+g)du
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existiert (vgl. Satz 3.11 ¢)), und es folgt:

J lim fodp = [ (im F, + g) dp
= [ lmF, du+ [ gdu

(nach Satz 3.11 ¢))
lim [ F,du+ [ gdp
(nach Fall 1)
= lim([ F,du+ [ gdp)
= lim [(F, + g)du

(nach Satz 3.11 ¢))
= lim [ f,dp.

IA

b) Ist
fo < hLL,

so ist auch
_fn > —h fi.

und nach Teil a) existiert [ lim(— f,)dp und es gilt

[ (g <t [ (£

Mit
lim(—a,) = inf (—a,) = — inf
lin(en) = sup Juf(~0n) = = faf supcs
= —lima,

folgt daraus und mit der Linearitdt des Integrals die Existenz von

sowie

was die Behauptung impliziert.

Bemerkung 3.20: Die Voraussetzung
fn > g fi. mit g integrierbar

in a) ist notwendig.

Denn fiir (22,4, u) = (R, B, m) mit m = LB-Mafl und
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gilt

/hmnmu{/wuzo

h_m/ fn dpp = lim(—o00) = —oo,

aber

also ist hier

/mmwwﬁm/hw

Satz 3.21  (Satz von der majorisierten Konvergenz; Lebesque)

Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und seien
fun, [ messbare Funktionen (n € N).
Sei g integrierbar und es gelte
|fu] < gf ii. (n€N)

und

fo— f (n— o0) fii

Dann sind f,, f integrierbar und es gilt
/ fdp = lim / fndp sowie lim /|fn — flduw = 0.

Beweis:

oBdA gelten die Voraussetzungen iiberall statt f.ii.

/WWS/MW<W
/WWS/MW<M

also sind f,,, f nach Satz 3.13 b) integrierbar.
Wegen

0oBdA sei g reellwertig.

fn, f sind messbar mit

und

| [ fodp— [ fdul = | [(fa— f)dpl
< S |fa— fldp

geniigt es zu zeigen
[ 182 flau— 0 (n = o)
Setze
hn = [fn = f] 2 0.
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Nach Voraussetzung gilt  h, — 0 (n — o) und
ho < |[ful +1fI <29

mit 2¢ integrierbar.
Aus h,, > 0 folgt

Og/hnd,u

und mit dem Lemma von Fatou folgt weiter
m/ hndug/Mhndu:/ 0dp = 0.

lim hy dp =0, w.z.z.w.

n—od

Also gilt

OJ

Bemerkung 3.22: Die Voraussetzung |f,| < ¢ f.i. darf in Satz 3.21 nicht weggelassen
werden, denn fiir (2, A, 1) = (R, B, m) mit m = LB-Maf§ und

n* , 0<z<2i
fn(x):

0 , sonst

gilt f, — 0 f i aber [ f, du=n— oo (n — ).

3.3 Maf3 und Integral in Produktraumen

Fragestellungen:
a) Wie kann man zwei Maflen ein Produkt zuordnen?
b) Wie integriert man bzgl. einem solchen Produktmaf?

zu a):

Genauer:

Sind (2, A;, ;) (i = 1,2) MaBréume, so ist ein Mafl p definiert auf einer
o-Algebra A C P(€; X ) gesucht mit

p(Ay x Ag) = p(Ar) - pa(Az)

fiir alle A; € Ay, Ay € A,.
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Definitionsbereich dieses Maf3es?

Def. 3.23 Seien (924, .A1), (22, A3) zwei Messrdume. Dann wird das Produkt der o-
Algebren A; und A, definiert durch

A @ Ay = leXQQ({Al X Ay Ay € Ay, Ay € Az}),

d. h. A;®As ist die kleinste o-Algebra in ; x {2, die alle Mengen der Form A; x Ay (A; €
.Al, A2 € AQ) enthalt.

Satz 3.24 Sind (9, A;, ;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafirdume, so existiert héchstens
ein Mafl p auf A; ® Ay mit

(*) ,u(Al X Ag) = /Ll(A1> . ,UQ(AQ) fir alle Al S Al, AQ < AQ

Beweis:

C:= {Al XAQSAl GAl,AQ EAQ}

ist N-stabiler Erzeuger von A; ® A, (denn

(A; x Ay) N (A} x Ay) = (A1 N A)) x (AN Ap)).
Die Mengenfunktion

Ap X Ag = pa(Ar) - pa(Az) (A € Ay, Ay € Ay)

ist o-endlich auf C. Denn da A; o-endlich ist, existieren Mengen A% T €; mit u; (A%) < oo
fir allen € N (i = 1,2). Dann gilt aber auch

A;XAZTlegg

(da A} x A2 C Al x A2, und

n

UAxA2 5 | (U A;xA;):U(leAg)

neN jEN \neN JEN

= legg )

und
p1(AL) - pa(A%) < oo fiir alle n € N.

Nach Satz 1.41 ist daher p (sofern iiberhaupt existent) durch (k) bereits eindeutig fest-
gelegt. O

Def. 3.25 4,0 Mengen, A C Q1 X s, w1 € 2y, ws € (.
Dann heif3t
Ay, ={w2 € Qo (wy,ws) € A}
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bzw.

Awg = {w1 € Ql : (wl,wQ) € A}
der w;-Schnitt von A bzw. der wy-Schnitt von A:
Lemma 3.26
Seien (€2, A;) (1 = 1,2) Messrdume und A € A; ® A,.

Dann gilt fiir alle w; € €4
Awl € AQ
und fiir alle wy € €y

A, € Ay

Beweis:

Wegen Symmetrie geniigt der Nachweis der Aussage fiir w;. Dies wiederum folgt aus
A @A CG:={AC O xQy: A, €A, fiir alle w; € Q4}
Nun gilt:
1) C={A1 xAy: Ay e Aj, Ay e A} C G

da
AQ falls w1 € Al

(Al X AQ)w1 =
0 falls  w; & Ay

2.) G ist o-Algebra in €y x €y, denn:

(a) D€, dal,, =0¢c A, fir alle w; € .

(b) Ist A € G, so gilt auch A° = (Q2; x Q)\A € G da
(1 X 22)\A)w,
={ws € Dy : (w1, wq) € (1 x Q) \ A}
= {wz € Qy 2 (w1, w2) & A}
={wr €Ny :we & A, }
=M\A,, € A,

(denn A,, € A und A, ist o-Algebra).
(c¢) Sind A,, € G (n € N), so ist auch |J A, € G, da

neN
<U An) = {wr €Ny (w,wo) € | A,}
neN w1 neN
= U{ws € Qs (w,w) € Ay}
neN
= U (An)m € A,
neN

74



da (A,)., € A; fiir alle n € N und A, o-Algebra ist.

Damit:

N>

1).2) of.
¢ O FO)™ A o4

Lemma 3.27
(4, A, i) (i = 1,2) seien zwei o-endliche Mafrdume. Dann ist fiir jedes A € A; ® A
die Funktion
Wy — N2(Aw1)
bzw.
wa > 11 (Aw,)
auf ©; bzw. Qy definiert und A; — B- bzw. A; — B-messbar.

Beweis:

Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildung

w1 — U2 (Awl )

Zu zeigen.
Nach Lemma 3.26 ist us(A,,) definiert.

1. Schritt: Wir zeigen die Behauptung im Spezialfall 15(€22) < 0.
Bezeichnung: s4 : w; — R sei definiert durch s, (w1) = pa( Ay, ).
Wir zeigen:

A A C{ACQ xQy:54 A — B —messbar} =: G

Dazu zeigen wird:
(1) C:= {Al XAQZAl EAl,AQ EAQ} Qg
(2) G ist Dynkin-System.

Daraus folgt die Behauptung, denn:
(1),(2)
D)

D(C) ¢ "= Fe) A @ .

Nachweis von (1):
p2(Az) fir w; €A

Sayxa(wi) = pa((Ar X Ag)w,) =
/,LQ(@) =0 fir w1 g Al

= p2(Az2) - xa, (w1)

Also ist sa,x4, (als einfache Funktion) messbar fiir A; x As € C.

Nachweis von (2):
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a) Q xQyeGda
SOy x Q2 (wl) = M2(92)

als konstante Funktion messbar ist.
() Seien A, B € G mit A C B.

Dann gilt
BM - (B\A U A)wl - (B\A)wl U AW17

woraus folgt

p2(Bay) = pa((B\A)w,) + p12(Au,)
bzw.

p2((B\A)w,) = p2(By) — p12(Asy)
(da pa(£22) < ool)
Also ist

SB\A = Sp — SA
als Differenz zweier messbarer Funktionen messbar.
Daraus folgt:
B\A € G.

7v) Seien A, € G (n € N) paarweise disjunkt.
Dann sind auch (4,),, € A paarweise disjunkt, und es gilt

(04) e

n

Mit pe MaB folgt daraus

()] - J ?)

was
o)

SU, An = § :SAn

n=1

impliziert. Da s4, nach Voraussetzung messbar ist fiir jedes n € N, folgt die Messbar-

UAnGQ

neN

keit von s a,, was wiederum

impliziert.

76



Aus a),(), und 7) folgt 2), und damit die Behauptung im 1. Schritt.

2. Schritt:  Wir zeigen die Behauptung im Fall ps o-endlich.
Wiéhle B, € Ay (n € N) mit B, T Qs und us(B,,) < oo fiir alle n € N.
Dann ist

Ag = pign(Az) = p2(A2 N By)

ein endliches Maf§ auf Ay, und damit ist nach Schritt 1
wy +— ua(A,, N By)

fiir jedes n € N eine A; — B-messbare Funktion.
Wegen
MQ(Awl) = nhjgo M2(Aw1 N Bn)

(was aus der Stetigkeit von unten von ps und A, N B, T A,, folgt), ist dann aber auch

wi > po(Awy)
als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen selbst messbar. 0
Satz 3.28 (Vorstufe des Satzes von Fubini):

Seien (£, A;, pi) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafirdume. Dann existiert genau ein Mafl u
auf A; ® Ay mit

/L(Al X AQ) = IU1<A1) . /,LQ(AQ) fir alle Al S Al, AQ € AQ.
Dieses Maf ist o-endlich und ist gegeben durch
p(A) = [ pn(As,) dus(ws)
Qo

= QfMQ(Awl) dpir(w1)

Beweis: Setze

AA) = [ in(As) dualin).

Qg

Nach Lemma 3.27 ist 7z wohldefiniert.
Wegen

p1(Ay,) > 0 fiir alle wy € Qo
gilt

(A) >0 fiir alle A € A; ® As.

Weiter gilt

() = / 12 (0) dpis (i) = / 0 dyis(z) = 0

QQ QZ
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und fiir paarweise disjunkte A, Ao, ... € A; ® A, gilt:

I (nil An) = Jo,m < (nio; An) )dm(wz)

=3 (An)uy
= fQQ 21 :ul((An)wz) dMZ(w2)

(da puy; MaB ist )

= 2 Ja, i ((An),) dpra(e2)
(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

und der Linearitét des Integrals)

= S 4,)
Also ist @ ein MaB. Fiir dieses gilt weiter:
(AL x Az) = [o, (A1 X As),) dpa(ws)
= Jo, #2(A1) - xa,(wa) dpa(ws)

= (A1) - pa(Az)

fiir alle A; € Ay, Ay € As.

Damit ist die Existenz des Mafles 1 aus der Behauptung gezeigt.

Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 3.24, im Beweis dort wurde auch die o-Endlichkeit von
1 bewiesen.

Analog zu oben folgt, dass auch

Ao i) = [ o))

951
ein Maf3 auf A; ® A, mit
[(Ar X Ag) = p1 (A1) - pa(A2) (A; € Ay)

ist, woraus mit Satz 3.24 folgt:

=)
I
=I

O

Def. 3.29: Seien (Q;, A;, ;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafiraume. Das in Satz 3.28
auftretende Maf

=11 & po
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auf A; ® As heifit Produkt-Maf.
Der MaBiraum (21 x 9, A; ® Az, 11 ® o) heift Produkt-Mafiraum.
Bem.: Es gilt

[xadm@pe = (@ m)(A) = fo, pa(Au)dulen)
= Jo, Jo, Xa(wi,w2)dpa(wz)dp (wn)

Im Folgenden zeigen wir diese Formel fiir allgemeines (integrierbares)

[ x Q41 @A) — (R,B).

Lemma 3.30:
Messraume (2, A;) (1 =1,2), f: (Q1 x Qg, A4, @ A3) — (R, B).

Dann ist der sog. wy-Schritt

for 1 Q2 = R, fo, (w2) = f(wi,wn)

von f Ay — B-messbar, und der sogenannte wy-Schritt

fwz : Q1 - Ea fwz(wl) = f(w17w2)
von f ist A, — B-messbar (jeweils fiir alle w; € Qp,wy € Q).

Beweis:
Fiir B € B gilt:
foH(B) = {ws € Qo fo,(w2) € B}

= {WQ € Qy: f(wbw?) = B}
= {wr €Ny (w1,wo) € f7H(B)}

= (f7(B)),, €A
da f~1(B) € A; ® Ay und nach Lemma 7.1 fiir jedes A € A; @ A, gilt A, € As.
Analog folgt die Behauptung fiir f,,

Satz 3.31 (Satz von Tonelli / Satz von Fubini)

Seien (£, A;, 11;) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafiraume, und sei
o x QA @A) — (Ry,By).
Dann sind die Funktionen

Wy — fwzdlih Wy — fwldm
Ql QQ

As — B bzw. A; — B-messbar und es gilt:

[ Fdm@ps) = [o, o, (for(wi) dpn(wi) dus(ws)
Jo, Jo, (for (w2) dpa(wa) dpaa(wr)

79



Beweis: Gemafl Lemma 3.30 die inneren Integrale wohldefiniert.
Fall 1: f = x4
In diesem Fall gilt

fwgd,ul = M1 (Awg)7 fw1d:u2 = ILL2(AW2)
Q1 Q2
und

[ 1t ) = (@) ()
Die Behauptung folgt aus Lemma 3.27 und Satz 3.28.

Fall 2: f nichtnegativ einfach.
Unter Beachtung der Messbarkeit von Linearkombinationen messbarer Funktionen und

der Linearitdt des Integrals folgt die Behauptung aus Fall 1.

Fall 3: f nichtnegativ messbar.
Wiéhle Folge nichtnegativer einfacher Funktionen f, mit f, T f.

Dann sind (f,)., ebenfalls nichtnegativ einfach und es gilt

Insbesondere gilt

fopdpn = Tim [ (fo)wydpn ()

Q1 Q1

nach Definition des Integrals und

Wo — fwgdlh
951

ist als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen (vgl. Fall 2) selbst messbar.

Weiter folgt aus ((fn)w, ),y Dichtnegativ und wachsend, dass auch

(Ji),

nichtnegativ und wachsend ist, und es gilt:

[ fd(m @up) = nh_{{)lo I fod(pn @ po)

(nach Definition des Integrals)

- 7}1320 fQQ{fﬂl(fn)wz(W1>dﬂl(w1)}du2(w2)
(nach Fall 2)

= fQQ{nh_)IEOle(fn)wz(wl)dﬂl(wl)}dﬂ2(w2)

(nach dem Satz von der monotonen Konvergenz)

= Jo,Uq, for(w1)dp(wr) }dpa(ws)
(nach (x))
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Der zweite Teil der Behauptung folgt analog.

Satz 3.32 (Satz von Fubini)
Seien (€2, A;, 11;) (i = 1,2) o-endliche Mafirdume und sei

(1 x QA @A) — (R, B).

a) Ist f (p1 ® po)- integrierbar, so gilt

J fdim@pe) = [ | [ fu(wr) dpn(wr) | dus(ws)

Q \
= f ffw1(w2) dpa(ws) | dpr (w),
Q1 \ Q2

wobei gilt:
fun : 1 — Rist fiir py — f.a. wy € Qy g — integrierbar,
for 1 9 — R ist fiir iy — f.a. wi € Q4 po — integrierbar

und die po-f.ii. definierte Funktion

v [ fon dis(en)
951
ist po-integrierbar, und die p;-f.ii. definierte Funktion
o [ fon diafen)
Qo
ist pi-integrierbar.
b) Aus
[ [ 1)l () dpa(in) < o0
Q2
bzw.

[ [ 1] st o) < 0

Q1 Q2

folgt f p1 ® po-integrierbar, und in diesem Fall gilt die Behauptung aus a).

Beweis:
a) Sei f (1 ® pg)-integrierbar, und sei f = f+ — f~ mit f*, f~ > 0.
Dann gilt nach Satz 3.31:

JU)aten) sl n) = [ £ a0 ) < o,

Q1 Qo

woraus folgt
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— [...] < oo fir puy-fa. wy,
— wy — [...] ist py-integrierbar,

— (f1)w, ist fiir uy-f.a. wy po-integrierbar.

Unter Verwendung der analogen Aussagen fiir f~ und Beachtung von

(f ) (w2) = (for) T (w2), (f un(w1) = (fur) ™ (w1)

folgt der zweite Teil der Behauptung aus

/fd(m@m):/ fr d(u1®uz)—/ 7 d(p @ p).

Vertauschen von w; und wsy liefert analog den ersten Teil der Behauptung.

b) Aus
J1Ald(p @ p2) = [ [ |fun(wi)ldp(wr) dpug(ws)

Qo
< 00

(wobei die erste Gleichheit aus Satz 3.31 folgt) folgt |f| (11 ® ps)-integrierbar, was
nach Satz 3.13 f integrierbar impliziert. O

Bemerkung:
Die Definition und Sétze dieses Abschnittes gelten entsprechend auch fiir endliche Pro-

dukte von Mafliraumen.

3.4 Erwartungswerte und Dichten

Beispiel: Gliicksrad mit 64 Feldern, davon 1 rotes, 8 blaue und 55 weifle.

Als Gewinn erhalt man bei

e rotem Feld: EURO 8
e blauem Feld: EURO 4
o weiflem Feld: EURO 0

Wie grof ist der Gewinn bei Drehen an diesem Gliicksrad “im Mittel”?
Gliicksrad wird N-mal gedreht, N, bzw. N, bzw. N, sei die Anzahl des Auftretens eines
roten bzw. blauen bzw. weiflen Feldes.

Ausgezahlter mittlerer Gewinn:

8- N,+4-Ny+0-N, N, Ny Ny,
—8. " 44.22 L
N ; NJr NJFO N

Fiir N “grof3” strebt das ganze gegen:

1 8 5 40 5
. — 4 - — 0 — T — T —
STt a VT a T
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Verallgemeinerung: X sei reelle ZV, die die Werte x4, ..., x; mit den Wahrscheinlich-
keiten py,...,px > 0 annimmt, weiter p; + ... +px = 1.
Mittlerer Wert von X ist

Hierbei werden die auftretenden Werte mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtet gemittelt.
Beispiel: (Kontinuierliche Verallgemeinerung des obigen Beispiels)

X sei normalverteilte Zufallsvariable, d. h. Px hat die Verteilungsfunktion

x (t—a)2

F(ﬁ) = f \/%-0’ - € 202 dt
T

sogenannte Dichtefunktion,
Wert entspricht den Wk.

P1, ..., Pk von oben.
Dann setzen wird
EX = [®t L .o

- f—oo ) Vono e 2
3 1 7M c0 1 7(t—a)2

= f(t_a,)-m.e 202 dt_i_a.fm.o—_e 252 dt
e s

= 0+a-1=a,

wobei beim dritten Gleichheitszeichen verwendet wurde, dass der erste Integrand punkt-
symmetrisch bzgl. t = a, ist, und das zweite Integral Eins ergibt (wegen F'(z) — 1

(x — 00)).

Allgemeiner
Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine reelle ZV X auf (2, A, P)
mit Verteilung Py (auf B) und VF F': R — R.

Bezeichnungen:

Xt (w):=

{ X(w), falls X(w)>0 X~ (w) =

—X(w), falls X(w)<0
0 sonst

0 sonst.

Der Erwartungswert £X der ZV X gibt den “mittleren Wert” von X beziiglich P an, die
Varianz V' (X) gibt die “Schwankung” der ZV X als “mittleren Wert” ihrer quadratischen
Abweichung von EX an.

Definition 3.33: Sei X reelle ZV oder erweitert reellwertige ZV auf W-Raum (2, A, P).
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Dann heift

EX ::/QX(w)dP(w) ::/QXdP

Erwartungswert (kurz: EW) von X.

Bemerkung 3.34
Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P). Fiir A € A gilt P(A) = Exa,da Xy =1-X4+0- Xye
und damit nach Schritt 0 der Definition des Integrals

EXy=1-P(A)+0-P(A°) = P(A).

Definition 3.35 Existiert fiir die reelle ZV X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
ein endlicher Erwartungswert EX, so heiit X integrierbar (beziiglich P).

Lemma 3.36 Fiir eine reelle ZV X > 0 mit VF F gilt

BX = /(1 ~ F(2))dx .

Beweis:

Nach dem Satz von Fubini gilt:

O/(l—F(t))dt:O/P[X>t]dt:0/Q/ X(y.00) (X )dPdt

://X(t’oo)(X)dth:/XdP:EX,
Q Q
0

wobel die zweitletzte Gleichheit aus

folgt. 0

Satz 3.37 Seien XY reelle integrierbare ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
a) Es existiert (X +Y)=FEX + EY.
b) Es existiert E(aX) =aEX (a € R).
¢) X >Y = EX > EY.
d) |[EX| < E|X|.
e) X =Y Pfs.— EX =FEY.
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fy X>0, EX=0= X =0 P-fs.

Beweis:

a)- e) folgt aus Satz 3.11

f) Sei X > 0 und EX = 0.
Setze A =[X > 0] und 4, = [X > 1].

Dann gilt: A, T A

und daher
P[X >0 = P(A)= lim P(A,) = lim P[X > %]
< lim E(n-X) (da Xys1 <n-X)
= limn-EFX=1limn-0=0.
~ X =0 fs. aov

Definition 3.38 Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Verteilung Py auf B, und
VF F:R" — R.

a) Nimmt (eventuell nach Vernachldssigung einer P-Nullmenge in §2) X héochstens
abzéhlbar viele Werte an, so ist Py eine sogenannte diskrete W-Verteilung.
Ist X eine reelle ZV und Py auf Ny konzentriert (d.h. Px(Ny) = 1), so heifit die
Folge (px) mit p := Px({k}) = P[X = k], k € Ny, (wobei > p, = 1) Z&ahldichte
von X bzw. Px.

b) Jede Funktion f : (R™, B,) — (R, B) mit

f(z) >0 (z € R) und /f(:z:)d:z: =1
Rn
heifit Dichte.

Gilt
Px(B) = /f(w)dx = /f(x) - Xp(x)dx (B € B,),

so heifit f Dichte von Px bzw. X bzw. F. In diesem Fall heilen Px und F
totalstetig.

Bemerkung 3.39
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a) I totalstetig = F stetig.
Begriindung: oBdA n = 1. Sei f Dichte von Px.
Dann gilt fiir (x,,), mit z,, — z (n — 00):
f(t) ’ X(*oo,xn] (t) - f(t) : X(foo,:r:} (t)

fir L-fa. t € Rund f(t) - X0, (t) ist betragsmaBig durch die integrierbare Ma-
jorante f beschrankt.

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gilt dann

lim F(z,) = lim Px((—o0,z,])
= Jm [ f(t)dt
= lim (fo; 5 ) - X—oozn) (t)dt
= f f(t) co,a] (£)dt (majorisierte Konvergenz)

= Px((—o0 ])
F(z).

OJ
b) Besitzt die n-dimensionale VF F' : R — R eine Dichtefunktion f : R" — R,
O"F
so existiert L-f.ii. Erm und L-f.ii. — insbesondere an den Stetigkeitsstellen
r1...0Tp,
oF
— gilt —— = f.
von f — gi oxy...0x, /

c) Begriindung fiir n = 1:

z+h

F@+h /f Vit — f(x) (h— 0)

fir L-f.a. = (nach dem Dichtetheorem von Lebesgue). Trivialerweise gilt die obige

Grenzwertbeziehung in allen Stetigkeitspunkten von f. O

d) f Dichte von Py <= Vz € R": F(z)= [ f(t)dt

(—OO,Z‘]

Begriindung: “ =" folgt durch Wahl von B = (—o0, z] in Def. 3.38 b)
“ <" Nach Voraussetzung gilt

Py((—oco,2]) = / f(t)dt
(—o0,z]

fiir alle z € R™. Da {(—o00,z] : € R"} ein Erzeugersystem fiir B, ist, folgt die Behaup-

tung mit dem Fortsetzungssatz fiir Mafe. OJ

Satz 3.39 Sei X eine reelle ZV mit Verteilung Px.
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a) Ist Px auf Ny konzentriert mit Zahldichte (py), dann gilt
EX=> k-p.
k

b) Besitzt X eine Dichtefunktion f : R — R, so existiert das Lebesgue-Integral
Jpxf(x)de = [ xf(x) A(dz) (A L-B-MaB auf B] genau dann, wenn EX existiert,

und es gilt hierbei
EX:/xf(x)dx.
R

Beweis: Folgt aus Satz 3.40 unten 0

Beispiel zu Satz 3.39 ZV X auf (2, A, P).

a) X sei b(n,p)-verteilt, d.h. P[X =k] = (})p*(1 —p)" " (k=0,1,...,n) mit n € N,
p € [0,1]. Dann gilt

EX = gk : (Z) PR = p)n*

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt fiir die sogenannte erzeugende Funktion g von
X:

n — n
g(s) =Y <k) PP =p)" st = (ps+ (1—p))".
k=0
Ableiten aller drei Ausdriicke liefert

g(s) =D k- (Z)Pk(l —p)"r s T = (ps+ (1—p)" -,

woraus folgt

EX=g(1)=n-(p-1+(1—=p)" " -p=n-p

k
b) X sei w(A)-verteilt, d.h. P[X = k] = e)‘% (k € Np), mit A > 0. Dann gilt
EX = Y k-3 -e
k=0
_ X yk-1
= Xoe 3 !
k=1
= A-er-et=)

c) X sei N(a,o?)-verteilt, d.h. X habe Dichtefunktion f: R — R, mit

1 _(z—a)?

x) = e 22 x€eR,
Ha) =

mit a € R, ¢ > 0. Dann gilt EX = a (siehe oben).
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Satz 3.40 X sei eine reelle ZV mit Verteilung Py und VF F; g : (R,B) — (R, B).
E(g o X) existiert genau dann, wenn ngdPX existiert, und es gilt hierbei nach dem

Transformationssatz fiir Integrale

BlgoX) = [gips = [ gaf = [ gla) iF ().

F(dx)
sowie
(S g(k)py unter der Voraussetzung von Satz 3.39 a)
k
E(goX) = /g(m)f(x) dx unter der Voraussetzung von Satz 3.39 b)
R
—_——
Lebesgue-Integral
Insbesondere gilt (mit g = x4, wobei A € B)
( > bk unter Vorauss. von Satz 3.39 a)

ke ANNp

P[X € A] = Px(A) = xa(x)f(x)dx =: [, f(z)dr unter Vorauss. von Satz 3.39 b)
R Jy

[\

Lebesgue-Integral

Bemerkung: Satz 3.39 folgt aus Satz 3.40 mit g(x) = x.

Beweis von Satz 3.40

a) Fall 0: ¢g=2X4 firein Ae€B,.
D. g
Def.Integral

EXjoX = EXx-ia P(X71(A))
Def.Px Py(A) Def.Integral /XAdPX.

Fall 1: g nicht-negativ einfach.

Folgt mit Linearitéit des Erwartungswertes aus Fall 0.

Fall 2: g nichtnegativ.

Wihle nichtnegative einfache g, mit g, T g.

Dann sind g, o X nichtnegativ einfach mit g, o X T g o X, und mit der Definition
des Integrals folgt:

EgoX " lim Eg,o X "' lim [g,dPx "<

fgdPX

Fall 3: g messbar

~—

Dann gilt g =gt — ¢~ und (go X)T" =¢g" 0 X, (g0 X)™ = g~ o X, woraus folgt

E(go X) Def. E(go X))t — E(go X)~
= E(gtoX)-E(g oX)
"2 [gtdPy — [ g dPy
Def

fgdPX
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b) Nach Satz 3.37 e) bzw. nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt
[gtdPx = [g*Xy,dPx
= [ X g7 (k) - XuydPx
k=0
= > [g7(k) - XyydPx
k=0
= kZ gt (k) - [ Xgy(2)dPx ()
—0
= 2. g"(k)- PIX = K]
k=0
und analog
/g‘dPx => g (k)- P[X = k]
k=0

woraus folgt

[ee)

[gdPx = [gtdPx— [g~dPx =3 (¢*(k) — g (k) - P[X = K]

k=0
= kZ:Og(k?) - P[X = k.

c) Fir g = X4 gilt nach Definition der Dichte:

J9dPx = [ XadPx = Px(A)
— {f(x)dx = [ Xa(z) - f(x)dx

— [ g(x)- f(x)du.

Analog zu a) folgt daraus die Behauptung im allgemeinen Fall (wobei in Fall 2 der

Satz von der monotonen Konvergenz angewendet wird). 0

Beispiel Ein Punkt P wird rein zuféllig aus der Einheitskreisscheibe ausgewihlt.

Wie grof ist der zuféllige Abstand vom Ursprung im Mittel?

Zur stochastischen Modellierung betrachten wir einen 2-dimensionalen Zufallsvektor (X7, X5)
auf W-Raum (2, A, P), wobei P(x, x,) konzentriert ist auf

K ={(z1,25) €ER*: 2 + 23 < 1}

und

1
P(Xl,X2)‘K: ;m|K mit m = LB — Ma83 auf B,.

o)

1. Losungsweg: Verteilung von Y = /X? + X2 ermitteln.

Gesucht ist dann
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F sei die Verteilungsfunktion von Y.
Dann gilt fir 0 <y < 1:

F(y) = P(Y <y)
= P(X?+X5<y?)
— P(XI,XQ)(;{(xl,xg) cR?: m% + :Eg < yQ];)

-—
Kreis um omit Radius y

woraus folgt
0 , y<0
Fly)=q v* . 0<y<a
1, y>1

Zu F existiert Diche f mit

0 , y<Oodery>1
2y , 0<y<1

ﬂwzF%DZ{

(denn man sieht sofort, dass die angegebene Funktion

/ f(t)dt = F(y) (y €R)

erfiillt). Damit folgt

[e.o]

EVXT+ X3 = EY 2V [y fy)dy

—00

1
_ 27, 2
—Onydy—g.

2. Losungsweg: Anwendung von Satz 3.40

(X1, X2) hat Dichte
1
= K
f(@) —{ ot

, sonst

Also gilt nach Satz 3.40:

E\/X12+X22 - \/$1+I2 dl‘l,ﬁCQ

2r 1
Polarkoordinaten f f
= r-=-rdrdp
00
1
= [ 2r2dr = 2.
0

Bemerkung 3.41 [, f 4 f(x)dx in Satz 3.39 ist gleich dem L-B-Maf der Ordinatenmenge
{(z,y) eR* |z € A, Ogygf( )} von f|4 in R%

90



Lemma 3.42 X sei eine reelle ZV; 0 < o < < oo. Dann gilt
EIX|? < 0o = E|X|* < .

Beweis:
X|® < 14]X)7 = E(IX]*) < 1+ E(X]%) -

Definition 3.43 X sei eine reelle ZV; k € N. Im Falle der Existenz heifit EX* das k-te
Moment von X und E(X — EX)* das k-te zentrale Moment von X. Ist X integrier-
bar, dann heift V(X) := E(X — EX)? die Varianz von X und o(X) := /V(X) die

Streuung von X.

Satz 3.44 X sei eine reelle integrierbare ZV.
a) V(X)=EX?— (EX)%

b) V(aX +b) = a®*V(X) (a, b € R).

Beweis:
a)
V(X) = E(X?-2X-EX+ (EX)?)
— E(X?)—2-EX-EX + (EX)
— E(X?) - (BEX).
b)

V(ie-X+b) = Ella-X+b—E(a-X+10))?
= El(a-X+b—a-EX —b)?
= Ela® (X — EX)?]
= a* - V(X)

Beispiel zu Satz 3.44

a) X sei b(n,p)-verteilt mit n € N, p € [0, 1]. Dann gilt V(x) = np(1 — p).
Begriindung: Es gelte
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Zweimaliges Ableiten aller drei Ausdriicke liefert

9'(s) = é‘ok(k — 1) (1) - pi(L —p)nk . sh2

= n-(n—1)-(ps+1—p)" 2 p?

also
g"(1) = gﬂk (k=1)() -pFQ—p*
= n-(n-1)-(p+1-p"?p
= n-(n—1)p
Damit

V(X) = E(X2) - (EX):= E(X-(X —1))+ EX — (EX)?
= n-(n=1)-p’+n-p—(n-p)
= np—n-pP+n-p—n?-p?

= n-(p-p)=n-p-(1-p)

b) X sie w(A)-verteilt mit A > 0. Dann gilt V(X)) = A.

Begriindung:
Sei X m(A)-verteilt, also

Dann gilt
BX - (X—-1)=Yk-(k—1)-2 -
k=0

o~ )k A 2 A s k2
:zm.e =X.¢ 'Zm
k=2 k=2

=\ .e et = \2
woraus folgt
V(X) = B(X-(X-1)+EX — (EX)
— A EA-(A2= A
c) X sei N(a,o?)-verteilt mit a € R, o > 0.

k
Dann gilt E(X —a)?* 1 =0, B(X —a)®* =0 [[(2j — 1) (k€ N).

J=1

Satz 3.45 X sei eine reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Dann gilt
fiir jedes € > 0, r > 0:
P[|X|>¢e] <eT"E|X|"

(Markoffsche Ungleichung).
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Fiir r = 2 erhélt man die sog. Tschebyschevsche Ungleichung, die bei integrierbarem

X auch in der Variante
P[|X — EX|>¢] <e?V(X)

angegeben wird.

Beweis.

a)
P(X|>¢) = [ 1dP

{w:|X(w)| > e}
< | X ()| AP
(X2}

(da Integrand auf dem Integrationsbereich > 1 ist)
< [RU gp
?da Integrand nichtnegativ ist)
— e B(X]).
b) Mit Y = |X — EX| und r = 2 folgt aus a):

P(X -EX[>¢) = P(Y[Z=¢)
< e E(Y])

V(X)
52

0

Satz 3.46 (Transformationssatz fiir Dichten). [Verallgemeinerung s. Hinderer S. 148]
Es sei Q ein W-Maf3 auf B, und T : R? — R? eine injektive stetig-differenzierbare Abbil-
dung. Es sei R := Q7 das Bild-W-Maf} von @ bzgl. T [d.h. R(B) = Q(T'(B)), B € By
und A der Betrag der Funktionaldeterminante von 7. Hat R die Dichte g, so hat @) die
Dichte (g o T)A.
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4. Unabhingigkeit

W-Raum (2,4, P), A, B € A mit P(A) >0 und P(B) > 0.
Frage: Wann beeinflussen sich A und B gegenseitig nicht?
Naheliegende Forderung dafiir:
Wenn gilt

P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B).

Aquivalent, und auch im Falle P(A) = 0 oder P(B) = 0 formulierbar:
P(ANB)=P(A)- P(B).

Beispiel: Werfen zweier echter Wiirfel.

A = “Erste Augenzahl ist gerade”

B = “Zweite Augenzahl ist gerade”

C = “Summe der Augenzahl ist gerade”.
Dann ist

und )
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = 7

also gilt hier
P(ANnB)=P(A)-P(B),P(ANnC)=P(A)-P(C),P(BNC) = P(B)P(C).

Definition 4.1. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Eine Familie {A; | i € I} von Er-
eignissen A; € A heiit unabhéngig (ausfiihrlich: stochastisch unabhéngig bzgl. P), falls
fiir jede nichtleere endliche Menge K C I gilt

P(ﬂ Ak) = [ PAs).

keK keK

Definition 4.2. Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P). Eine Familie {X; | ¢ € I} von
(Qi, A;) - ZVn auf (Q, A, P) heiit unabhingig, wenn gilt: Fiir jede nichtleere endli-
che Indexmenge {iy,...,i,} C I und jede Wahl von Mengen A; € A;, (v =1,...,n)
ist .

PX; € Ay,.... X, €Al =[] P[Xi, € 4]

v=1

Sprechweise: Unabhéngigkeit der ZVn statt Unabhéngigkeit der Familie der ZVn.

Lemma 4.3. Eine Familie von Ereignissen ist genau dann unabhéngig, wenn jede endli-

che Teilfamilie unabhéngig ist. Entsprechendes gilt fiir Zufallsvariablen.
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Beweis. Klar! O
Bemerkung 4.4. zu Definition 4.1 bzw. Definition 4.2.
Paarweise Unabhéngigkeit 7= Unabhéngigkeit

Begriindung:
Im Beispiel oben sind {A, B}, {A,C} und {B, C} jeweils unabhéngig, aber {A, B, C'} ist
wegen

P(ANBNC) = P(0) =0+ P(A) - P(B) - P(C)

nicht unabhéngig. (]
Bemerkung 4.5. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P); Ereignisse A; € A, i € I, mit
(reellen) ZVn x4, (Indikatorfunktionen) auf (€2, A, P).

{A; | i € I} unabhingig <= {xa, | i € I} unabhéingig

Begriindung:
“=" Wegen
[XAZ- S B] S {Q)?AMA;:?Q}

geniigt es zu zeigen:
Sind {A;]i € I} unabhingig und A; € {0, A;, A¢,Q}, so ist auch {A;, |i € I} unabhiingig.
Da bei der Definition der Unabhéngigkeit nur endliche Indexteilmengen in I betrach-
tet werden, kénnen wir oBdA I endlich ansetzen. Dann geniigt es zu zeigen: Aus
{A}, Ay, ..., A,} unabhiingig und A; € {0, A;, A, Q} folgt {A;, Ay, ..., A,} unabhingig.
Dies ist trivial fiir A; € {0, 4;, Q}.
Ist nun A; = A§ so gilt wegen {Aj, ..., A,} unabhiingig:

P(ASNA,N...NA,)

=(1-P(A)) - P(A;,)-...- P(4,)
“<” Folgt aus

P(Azk n... ﬂAZk) = P(.)C'Ai1 S {1},...,.)(',4% € {1})

= P(XAil e{1})-...- P(XA% e {1}

(da {X4,]i € I} unabhéngig)
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Satz 4.6. Gegeben seien (£2;, A;) - ZVn X; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
und Abb. g; : (€, A;) — (2, A), i € I. Dann gilt:

{X; | i € I} unabhingig = {g; o X, | ¢ € [} unabhéngig

Beweis. Wegen Lemma 4.3 0BdA I = {1,...,n}. Weiter kann oBdA {iy,... it} =1

angenommen werden.
Plgpo X1 € Al,...,gno X, € A]
= P[X1 € gi (A}, ..., Xy € g, (4))]
_ ﬁl P[Xi € g7 (A)] (da {X;: i€ I} unabhéingig)
~ I Ploco X, 4]
0

Bsp. Zwei Leute fiillen unbeeinflusst voneinander je einen Lottoschein aus. Dann sind

das Quadrat des ersten Gewinns und die Wurzel des zweiten Gewinns unabhéngig.

Satz 4.7. Gegeben seien eine unabhéngige Familie {X; | i € I} reeller ZVn auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine Zerlegung [ = > I; mit |[;| < co. Das |-
jes
tupel {X} | k € I;} sei mit Y, bezeichnet, j € J.
a) Die Familie {Y; | j € J} ist unabhéngig.

b) Sind Abb. g, : (R'I”,Buﬂ) — (R,B), j € J, gegeben, so ist (nach Satz 4.1) die
Familie {g; o Y; | j € J} unabhéngig.
Bemerkung 4.8. Satz 4.7 lisst sich auf (Q;,.4;) - ZVn und Abb. g; : @ (2, A) —

i€l
(9, A%) verallgemeinern.

Beispiel:
Sind X, Y, Z unabhéngige reelle Zven, dann sind auch

(X,Y), Z

und
X «Y, Z?

jeweils unabhéngig.
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Beweis von Satz 4.7 und Bemerkung 4.8
b) folgt aus a) und Satz 4.6
In a) kann nach Lemma 4.3 0BdA |J| < co angenommen werden. In diesem Fall ist auch
|I| < oc.
Zwecks Vereinfachung der Schreibbarkeit wird Beweis nur im Spezialfall I = {1,2,3,4}, J =
{1,2},1; = {1,2} und I, = {3,4} durchgefiihrt, allgemeiner Fall folgt analog.
Also
Y1 = (X1, Xa), Yo = (X3, Xy)

und zu zeigen ist
P[Y; € A1,Y; € B] = P[Y; € A] - P[Y; € B]

fir alle A e Ay ® Ay, B € A3 ® Ay.
Fall 1: A=A x Ay, B=A3 x Aymit A; € A; (i € I).
Dann gilt
PlY; € A)Y; € Bl
= P[(X1,X32) € A1 x Ag, (X35, Xy) € Az x Ay
=P[X; € A, Xo € Ay, X3 € A3, Xy € Ay
= P[X; € Aj]- P[X; € Ay] - P[ X5 € A3]- P[X, € A4
(da Xj,... X4 unabhéngig sind, vgl. Lemma 4.1)
= P[X; € A1, X5 € Ay - P[X3 € A3, Xy € AY]
(da X3, Xy und X3, X4 jeweils unabhéngig sind, vgl. Lemma 4.3)
= P[Y; € A]- P[Y, € Bl ~ Beh.
Fall 2: Ac A, ® Ay, B= A3 x Ay mit Az € A3 und A, € Ay

7ZU zeigen:
PlY; € A,,Y; € B] = P[Y; € A] - P[Y; € B].

Als Funktion von A sind beide Seiten endliche W-Mafle, die auf dem Erzeuger
{Al X AQ : Al € Al,AQ S AQ}

von A; ® A, tibereinstimmen (nach Fall 1). Mit dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz
fiir Mafle folgt die Behauptung.

Fall 3: Ac A, ® Ay, B € A3 ® A,
Analog zu Fall 2, indem man die nach Fall 2 auf {A3 x Ay : A3 € A3, Ay € A}
iibereinstimmenden MaBe eindeutig auf A3 ® A, fortsetzt. O
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Satz 4.9. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X : (Q,4;) — (£, A;)
Zufallsvariablen (i = 1,...,n). Dann gilt:

Xl,...,Xnunabhéingig <:>P(X1 Xn):PX1®---®PX

..... n?

d. h. die Zufallsvariablen sind genau dann unabhéngig, wenn ihre gemeinsame Verteilung

mit dem Produkt der Randverteilungen iibereinstimmt.

Beweis. X, ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn fiir alle A; € A; gilt:

PX;€Ay,.... X, €A]|=PXyi€A] ...- PX, € A,
Beachtet man, dass die linke Seite gleich

P(X Xn)(Alx...xAn)

Tyeesy

ist, und dass die rechte Seite nach Definition des Produktmafes mit
PXl(Al)PXn(An):<PX1®®PXn>(A1 X oo, XAn)

iibereinstimmt, so folgt “<=” unmittelbar, wiahrend sich “=" aus der eindeutigen Be-

stimmtheit des Produktmafles durch seine Werte auf dem N-stabilen Erzeugersystem
{Al X ...x A, A EAl,...,AHEAn}
der Produkt-o-Algebra ergibt. O

Satz 4.10. Seien X; (i = 1,...,n) reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, P)
mit Verteilungsfunktionen F;. Der Zufallsvektor X := (X1,..., X,,) habe die n-dimensionale
VF F.

a) {Xi,...,X,} unabhingig <= () v F(xy,...,xn) =[] Fi(zs).
b) Existieren zu F; (i =1,...,n), F' Dichten f; bzw. f, dann gilt

f([[‘l, e ,Z‘n> = lﬁllfl(xl)

(*) <= q fiir Lebesgue - fast alle (z1,...,z,) € R™.

-~

M-fast alle mit A\ = L-B-Maf} auf B,

Beweis

a) “=7" klar,wihle A; = (—o0, z;] in Definition 4.2
“<” Aus (x) folgt:

P[(X1,....Xp) €L x ... x I,]=P[X1 € ] -...- P[X,, € 1]
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fiir alle Intervalle I; € {(—o0,z]| : v € R}.

Sukzessives Anwenden des Eindeutigkeitssatzes fiir endliche MafBe liefert zuerst
Pl(X1,...,X,) € By x I x...x I,] = P|X; € By|- P[Xy € I,]-... P[X,, € 1,)]
fir alle By € B, I, ..., I, € {(—o0,z| : € R}, und nach n-maligem Anwenden
P[(X1,...,X,) € B X By X ...x By =P[X; € By]-...- P[X,, € B,
fiir alle By, ..., B, € B, was zu zeigen war.

b) “=" Wendet man auf (x) die Differentiation
_ "
oxy...0xy,
L-f.i. an, so folgt die Behauptung aus Bemerkung 3.39 b).

“<" Es gelte

flxy,...,x,) = H fi(z;) fir L-fa. (zq,...2,) € R

i=1

Dann gilt auch

F(xy,...,z,) = J flug, .o un)d(ug, ... uy)

(—00,z1]X... X (—00,Tn]

=" J filur) oo fu(uy) d(ug, ... uy)

(—00,x1]X... X (—00,Zn]
z1

_ _T fiun)dus - -_T fo (1)l
= Fi(z) ...  Fu(z,).

0

Satz 4.11. Seien X, ..., X,, unabhéngige reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit endlichen Erwartungswerten. Dann existiert F(X; - ... X,,) und es gilt:

B(Xi-... X)) =EXy-...- EX,.
— Entsprechendes gilt fiir komplexe ZVn X} : (2, 4) — (R?, By), wobei

EXp:=EReXy,+iEIm Xy (k=1,...,n)

Beweis: 0BdA n = 2 und X; reellwertig.
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1. Weg
Im Falle X; = Xy, Xy = X4, mit A;, A, unabhingig gilt
E(X:-X5) = E(Xana,)=P(A1NA)

= P(A1> . P(AQ) (da Al, A2 unabhanglg)

= FEX, -EX,, =FEX, EX,.
Dann geméaf3 der schrittweisen Definition des Maflintegrals den allgemeinen Fall darauf
zuriickfithren.
2. Weg: Eleganter, mit Mafitheorie.
ZVen X, : (Q,A, P) — (Q“Az) (’L € {1,2})
Produkt Messraum (21 X 5, A; ® As), wobei (A; ® Ay) die kleinste o-Algebra in €3 x €
ist, die alle Mengen der Form A; x Ay (A; € A; (i € {1,2})) enthilt.

Man kann zeigen:
Es existiert ein eindeutiges Mafl @@ auf A; ® Ay mit

QA1 x Az) = Px, (A1) - Px,(As)

fir alle Al c .AQ, A2 S AQ.

Bezeichnung: () ist das Produkt-Mafl zu Px, und Px,, Q) = Px, ® Px,.

Nun gilt:

(X1, X3) unabhéngig
VA € AL Ay € Ay PIX) € Ay, Xo € Ay] = P[X, € Ay] - P[X, € Ay
S VA e A, Ay € Ay P(X17X2)(A1 X Ag) = (Px, ® Px,)(A; X Ay)
= P(Xl,Xz) = PX1 X PX2

wobei die letzte Aquivalenz aus der Eindeutigkeit des Produkt-MaBes folgt.

In anderen Worten:
Im Falle der Unabhéngigkeit von X; und X ist die gemeinsame Verteilung P, x,) also

gerade gleich dem Produkt der Randverteilungen Py, und Pk,.

Weiter gilt:
Satz von Fubini (fiir Produkt W-Mafle, analog fiir Produkte von o-endlichen Mafen).

a) f: (1 x QA @A) — (Ry,By), Q1 bazw. @3 seien W-Mafle auf A; bzw. As.
Q = Q1 ® Q, sei das Produkt W-Mafl von @; und Q».

Dann gilt:
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Ql XQQ Ql

[ oo = [ / o, w)dQu(ws)]  dQu(w)
Q2

/

als Funktion von w; messbar (!)

= f [/ f(w17w2)dQl(wl)} dQQ(WQ)

Q2

(.

als Funktion von wy messbar (!)

b) Fiir
[ x QA ® Ay) — (R, B)
mit "
|f] dQ - ) //|f(w1,w2)|dQ2(w2)dQ1(w1) <000
Q1 x...xQ Q1 Q2
gilt
[ £dQ = [[] f(wi,w2)dQs(w2)]dQ:(wr)
Q1 xQ2 Q1 Qo
= Qf[gf fwr, w2)dQ1 (w1)]dQa(w2),
wobei jeweils [...] als Funktion von w; bzw. wy integrierbar ist.

Damit Nachweis von E(X; - Xy) = EX; - EXs:

Gemaf a) gilt fiir die messbare Funktion
fiRP =R, f(rr,20) =21 22
J1fld(Px, ® Px,) = [ [|a1]-|22]dPx,dPy,
R R

= f|x2|/|x1|dPX1dPX2

R R

— —
=E|X1|<o0

= EIXi|- [ |22|dPx,
= E|X1|E|X2| <0

nach Voraussetzung.
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Damit erhalten wir

E(X1 : Xz) = f Ty - l‘zdp(xl,XQ)(lUbSUz)
RxR

= RfR Xy - ZEQd(PXl ® PXQ)(m'l,x?)
X

(da X7, Xy unabhéngig)

— B{[g x1 - £od Py, (x1)]dPx, (x2)

(nach Teil b) des Satzes von Fubini,
der wegen [ |z - 22|d(Px, ® Pyx,) < 00
anwendbar ist)

- Jo / 1Py, (1) dPy, (22)

R
—_——
=FEX1€R

= EX1 . f:EQdPX?(xQ)
R

= FEX, -EX,
~ Satz 4.11. [
Satz 4.12. Seien X1,..., X, unabhingige reelle ZVn mit endlichen Erwartungswerten.
Dann gilt
v(3ox) - v
j=1 j=1
Beweis:
n 2
V(Xi+...+X,) = (Z (X; — EX; ) ]

= Z (1Xi — EXi’l +2 > E[X; - EX)) - (X; - EX;)]

i=1 1<i<j<n

Fiir 7 # j sind X; — EX, und X; — F'X; unabhéngig, also gilt nach Satz 4.11:

El(X; - EX;) - (X; — EXj)]
— E[X; — EX,)- E[X; — EX]]
— (EX; — EX,) - (EX; — EX))
—0-0=0.
Damit .
V(X1 +...+ X)) =Y E[(X;— EX]+0=> V(X))

i=1 =1
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Bemerkung 4.13. In Satz 4.12 geniigt statt der Unabhéngigkeit von {Xj,..., X, } die

sog. paarweise Unkorreliertheit, d.h.

Y E(X EX)(Xk—EXk):O.
J#k

Vorbemerkung zu Definition 4.14:
Sind X, Y unabhéngige reelle ZVen, so ist

Pxy) = Px ® Py
bereits durch Px und Py eindeutig festgelegt, und daher ist auch

Px iy

bereits eindeutig durch Px und Py festgelegt, da

Pxiv(A) = Pxy)({(z,y) s 2 +y € A})
fir A € B.
Definition 4.14. Sind X, Y zwei unabhéngige reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (€2, A, P) mit Verteilungen Py, Py, so wird die Verteilung Px.y =: Px % Py der ZV
X 4+ Y als Faltung von Px und Py bezeichnet.

Bemerkung 4.15. Die Faltungsoperation ist kommutativ und assoziativ.

(Klar, da Addition in R kommutativ und assoziativ ist).

Satz 4.16. Seien X, Y zwei unabhéngige reelle ZVn.

a) Besitzen X und Y Dichten f bzw. g, so besitzt X + Y eine [als Faltung von f und
g bezeichnete| Dichte h mit

/ft— dy—/Rg(t—x)f(x)dx,te]R.

[\

Lebesgue—lntegrale M

b) Besitzen X und Y Zahldichten (px)ren, bzZwW. (qx)ren,, S0 besitzt X + Y eine [als
Faltung von (py) und (gx) bezeichnete] Zahldichte (7y)ren, mit

k k
T = Zpk:—j% = Z qr—iPi» k € Np.
j=0

=0
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Beweis (von a), Teil b) geht analog):

Wir zeigen: PX +Y <] f h(t (z € R)
(vgl. Bemerkung 3.39 d))
Dazu:
PIX+Y <zl = Pxyy{z,y) eR*:z+y<z})
—A

= fXA(x,y) dPX,Y (ZL‘,y)

= JX(z,y) (Px ® Py) (dz, dy)
(da X,Y unabhéngig)

PR Pl Py ()
(

= Ja Jp Xoony(@) - f(2) - 9(y) dudy
(nach Satz 3.40)

= JaJa Xyt —y) ft —y) - gly) dt dy
(mit Substltutlon r=t—1y)

z

Pt [ f =) - g(y)) dy) dt

—00

O

Bemerkung 4.17. Gegeben seien Messraume (£2;, 4;) und W-Mafle Q; auf A;, i € I.
Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) und (€;, A;) —ZVn X; auf (22, A, P),
i € I, mit Unabhéngigkeit von {X; | i € I} und Px, = Q;.

Begriindung:
Wihle
Q.= HQZ = {(wi)ielzwiEQi (ZG])}
icl
A= A, = Kkleinste 0 — Algebra, die alle Mengen der Form
il
HAi,mit Az € Al (Z < ]) und
iel
A; # Q; nur fiir endlich viele ¢ € I, enthalt.
P = ® @; = Produkt-W-Maf} der Q);.
il
Hierbei ist ) @Q; dasjenige W-Mafl P : A — R mit

1€l

P <HAi> =[] r

iel iel
A

fiir alle [[ A; aus der Definition von @) A;.

el i€l
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Ein solches W-Maf§ P existiert eindeutig nach dem Satz von Andersen und Jessen.

Wir definieren nun

als Projektion von €2 auf §2;.
Dann gilt:

[ ] PXZ:QZ (ZE[)

e {X,:ie I} istunabhingig
Anwendung

In Beweisen kann man annehmen, dass unabhéngige ZVen auf dem gleichen W-Raum

definiert sind, und dann Aussagen iiber ihre Verteilung herleiten.

Satz 4.18. (2. Lemma von Borel und Cantelli) Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Die Familie {A,;; n € N} von Ereignissen (€ A) sei unabhéingig. Dann gilt:

(.

Y P(4,) =00 (= PlimA,)=1.

~
P-f.s. tritt A,, unendlich oft auf

Bemerkung:

Ohne Unabhéngigkeitsvoraussetzung gilt nach dem 1. Lemma von Borel und Cantelli:
> P(A,) <00 = P(lim A4,) = 0.
n=1

Also folgt “«<” in Satz 4.18 aus dem 1. Lemma von Borel und Cantelli.

Beispiel:

Unabhéngige Folge von Versuchen mit Misserfolgswahrscheinlichkeit % im n-ten Versuch.

>

n=1

Wegen

=

S|

gilt dann nach Satz 4.18: P-f.s. treten unendlich viele Misserfolge auf.
Beweis von Satz 4.18
“«<": Folgt aus dem 1. Lemma von Borel und Cantelli.

“=” Wir zeigen: 0 = P((lim A,)¢) = P ( Ej ﬁ Ai) :

n=1k=n
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Dazu:

[e's) N
p(m A;) _ lim p(m Az)
k=n N—oo k=n

(da W-Ma$ stetig von oben ist)

= lim T, P(A7)
(da {A,, : n} unabhingig)
N
= lim J](1 - P(Ag))

N—oop_p

N
< lim J] e P40

N—oo k=n

(wegen 1+ z < €” fiir z € R)

N
. — > P(Ag)
= lim e #=n
N—oo
=0

(da > P(Ax) = o0)
k=n
Daraus folgt:
P(804) = Er(0m)
(da W-Mafle o — subadditiv sind)

= S 0=0.
n=1

Bemerkung 4.19:

a) In Satz 4.18 darf die Unabhéngigkeitsvoraussetzung nicht weggelassen werden.
Beispiel dazu:
Wiihlt man A, = A (n € N) fiir ein A mit P(A) = 3, so gilt

g;P(An) = oo und P(lim A,) = P(A) = % £ 1.

b) Sind (A,), unabhéngig, so gilt nach dem 1. und 2. Lemma von Borell und Cantelli
P(lim A,) € {0,1}.

Im Folgenden verallgemeinern wir diese Aussage.
Definition 4.20. Messraum (€2, A). o-Algebren A, C A (n € N).
1, =F (kogj Ak> ... die von A,,, A, .1, ... erzeugte o-Algebra.

Too := 0 T, heift die o-Algebra der terminalen Ereignisse (tail events) der Folge (A,,).

n=1
Beispiele:
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a) X, : (2,4 — (R,B)
A, = F(X,) = X 1(B)

n

Hierbei ist X' (B) die kleinste o-Algebra A, fiir die X,, A — B-messbar ist.

1. [>° X, konvergent| € 7,
(c?a

[Z X, konvergent] = [Z X, konvergent] € 7y, fiir alle k € N).
n n=~k

2. [(X,)n konvergent] € 7o,
(da
[(X,)n konvergent] = [(X,,)n>r konvergent| € 7y

fur alle k € N).

b) Messraum (€2,.4), A, € A (n € N).
Die o-Algebra A, sei definiert durch

An = {0,0Q, A, A}

1. limA, € T,
denn: e .
mA, = (\J4r=) JA €Ty
n=1k=n n=N k=n

fiir jedes N € N, da
JArety firn>N
k=n

und 7,, o-Algebra ist.

= 0 A - (70 %)
n=1k=n n=1k=n

= (limA¢)° € T,
wobei der letzte Schritt analog zu 1. folgt.

Erweiterung von Definition 4.1 / 4.2:

W-Raum (€2, A, P), Mengensysteme C; C A (i € I # 0).

{C; : i € I} heilt unabhingig, falls fiir jede Wahl von Ereignissen C; € C; (i € I) die
Familie {C; : i € I} unabhéngig ist.

Beispiel:
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a) Sind (A,)neny unabhingig, so ist auch
({0,9,A,,A°} : n € N)
unabhéngig  (vgl. Begriindung von Bemerkung 4.5).
b) Sind die reellen ZVen (X,,),en unabhéngig, so ist auch

(X;Y(B) :n e N)

n

unabhingig
(da
PIX, HB1)N...Nn X, (By)]
= P[X,, € By,...,X,, € By
< gioked )
Unabhangg eit der x PIX,, € By -...- P[X,, € Bi]
= P(X, !} (B1))-...- P(X, ! (Bx))
ist).

Satz 4.21 (Null-Eins—Gesetz von Kolmogorov) Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Sei (A,,) eine unabhingige Folge von o-Algebren A, C A.
Dann gilt fiir jedes terminale Ereignis A von (A4,,) entweder P(A) = 0 oder P(A) = 1.

Beispiel: Unabhéngige relle ZVen (X,,),, auf W-Raum (2, .4, P). Dann gilt
P[>_ X, konvergent] € {0,1}
P[(X,), konvergent] € {0,1}

Vorbemerkung zum Beweis von Satz 4.21
Sei Q # () und C C P(9).
C heifit Dynkin-System, falls gilt:

1. Qec

2. A BeCnmit ACB= B\AeC

3. A, € C (n € N) paarweise disjunkt = > A, € C.

n=1

D(C) sei das kleinste Dynkin-System, das C enthélt.
Lemma 4.22.
W-Raum (2, 4, P),C C P(QQ),Cy,Cy € A. Dann gilt:

a) Aus C N-stabil (d.h. A,BeC = AN B € ) folgt



b) Sind {C;,C>} unabhéngig, so sind auch
{D(Cy),Cy} sowie {D(C,), D(C2)} unabhingig .

Beweis:

a) Siehe Satz 1.18 a).

b) Seien C; und Cy unabhéngig.
Wir zeigen zuerst:  {D(C,),Cs} ist unabhéngig.
Aquivalent dazu ist: {{A},C,} ist unabhingig fiir alle A € D(Cy).

Um dies nachzuweisen, betrachten wir
C*={A e A:{{A},Cy} unabhingig}
C* ist Dynkin-System, denn es gilt:
e O eC* (klar)
e Sind A, B € C* mit A C B, so ist auch B\ A € C*.
Denn fiir beliebiges E € Cy gilt:
P((B\A)NE)=P(BNE)\(ANE)
=P(BNE)—P(ANE)
(da ANECBNE)

= P(B)- P(E) — P(A) - P(E)
(da A, B €C*)

= (P(B) = P(A)) - P(E)

= P(B\A) - P(E)
(da A C B)

e Sind A, € C* (n € N) paarweise disjunkt, so ist auch Y A, € C*.

n=1

Denn fiir beliebiges E € Cy gilt:

P((a)nE)

:P(ZARHE)



Nach Voraussetzung gilt auch C; C C*, und daraus folgt (nach Definition des erzeugten
Dynkin-Systems):
D(C,) C D(C*) =C".

Also ist
{D(Cy),Ca}

unabhéngig, und nochmaliges Anwenden des gleichen Beweisschrittes ergibt

{D(C1), D(Ca)}

unabhéngig. ([l
Beweis von Satz 4.21
Die Behauptung folgt aus
(%) 7%, 7%} unabhéngig,
denn dann gilt fiir jedes A € 7o.:  {A, A} unabhingig, also
P(A)=P(ANA) = P(A)- P(A),
Unabhéngigkeit

woraus folgt

was
P(A) =0 oder P(A) =1
impliziert.

Zum Nachweisen von (x) setzen wir

Cn:}"(Al,...,An):]—“(O Ak>
k=1

T =F(A, Avpe, ) =F (U Ak))

k=n+1

und beachten

C,=F(C)
mit .
C={Ai: A €A}
i=1
sowie
To1 = F(T)
mit

7 = {NAi:4 €A (iel)und [ endliche
iel
nichtleere Teilmenge von {n+1,n+2,...}}

Da (A,,)nen unabhéngig sind, sind auch {C,7 } unabhéngig.
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Mit Lemma 4.22 folgt
{D(C),D(T)}

unabhéngig, und da C und 7 beide N-stabil sind auch
{F(C), F(T)}

unabhéngig, also

{C’rw Z’H—l}
unabhéngig.
Mit T = ()71 € 7,41  folgt daraus aber
k=1
{Cn, Too}

unabhéngig fiir alle n € N.

Dies impliziert

(Ve

unabhéngig. Erneute Anwendung von Lemma 4.22 liefert

7(Ue) =)

unabhéngig.
Wegen C; CCy CC3C ... und C, o — Algebraist |J C, N —stabil, also folgt
neN
p(Ye) = #(Ye)-7(04)
neN neN k=1

- lzrl 2 7007

was
{1, Too }

unabhéngig impliziert.
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5. Erzeugende und charakteristische Funktionen;

Faltungen

Die erzeugenden und charakteristischen Funktionen sind ein methodisches Hilfsmittel zur

Untersuchung von W-Maflen.

5.1 Erzeugende Funktionen

Definition 5.1. Es sei pu : B — R ein auf Ny konzentriertes W-Mafl mit Zahldichte (b,)ken,
bzw. X eine reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), deren Verteilung Py
auf Ny konzentriert ist, mit Zahldichte (by)ren, . Dann heiit die auf [0,1] (oder auch
{s € C| |s| < 1}) definierte Funktion g mit

) > (k)
g(s) == Z by s* = { bzw.
= S PIX = kst = 3 Py({k})sk = Es*

die erzeugende Funktion von p bzw. X.
Bemerkung 5.2. In Definition 5.1 gilt |g(s)] < D> bels|* < S b =1, |s| < 1.
k=0 k=0

Bemerkung 5.3.
a) Die Binomialverteilung b(n,p) mit n € N, p € [0, 1] hat die erzeugende Funktion ¢

mit

g9(s) = (Z) prA=-p) =1 —ptp-s)"

b) Die Poissonverteilung 7(A) mit A € (0, 00) hat die erzeugende Funktion g mit

g(s) = Z i e sf =M fiirs € R
k=0

c¢) Ist X geometrisch verteilt mit Parameter p € [0, 1] (d. h. gilt
PIX =k =p-(1-p* (keNy)), so gilt

g<s>=,§p (1—p)* Sk:p';((l_p) S>k_1—(1p—p)'8

fir s € [0,1].
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d) Als negative Binomialverteilung oder Pascal-Verteilung Nb(r, p) mit Para-
metern 7 € N, p € (0,1) wird ein W-MaB auf B (oder auch B) bezeichnet, das auf
Ny konzentriert ist und — mit ¢ := 1 — p — die Zahldichte

r+k —

k — Nb(r,p; k) := ( )

)pq,keNo

besitzt. Speziell ist Nb(1, p) — mit Zahldichte
k _>p(1 _p)kv ke NO

— die geometrische Verteilung mit Parameter p € (0,1). Ist (X,,)nen eine un-

abhéngige Folge von b(1,p)-verteilten ZVn, so ist die erweitert-reelle ZV X :=
inf {n € N | Z X =r}—rmitinf 0 :=o00 Nb(r,p)-verteilt (Beweis siehe Beispiel

unten). X glbt die Anzahl der Misserfolge bis zum r-ten Erfolg bei der zu (X,,)

gehorigen Folge von Bernoulli-Versuchen an. EX = n V(X)) = % (siche unten).
p p

Nb(r,p) hat die erzeugende Funktion ¢ mit g(s) = p"(1 — gs)™" (siehe unten).

Satz 5.4 (Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionen).
Besitzen zwei auf B definierte, aber auf Ny konzentrierte W-Mafle bzw. Verteilungen die-

selbe erzeugende Funktion, so stimmen sie iiberein.

Beweis:

Folgt aus Identitatssatz fiir Potenzreihen:

Zak-xk:Zbk-xk(x € [0,1]) = a; = by (kZGNo)
k=0 k=0

0

Satz 5.5. Sei X eine reelle ZV, deren Verteilung auf Ny konzentriert ist, mit erzeugender

Funktion g.

a) gistin {s € C||s| < 1} unendlich oft differenzierbar; fiir j € N gilt

g(j)(l—) = lim g(j)(s) =FXX-1)...(X=74+1)] (£00),

0<s—1-0

insbesondere ¢'(1—) = EX.

b) EX <oo=V(X)=yg"(1-) +4(1-) = (¢(1-))* .

Beweis:
Die auf {s € C: |s| < 1} definierte Potenzreihe

:ip[)(:

k=0
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ist im Inneren {s € C : |s| < 1} des Definitionsbereichs unendlich oft differenzierbar, und

es gilt:

g(j)(s):iP[X:k]-k:-(k:—l)-...-(k—j+1)-8’f—j.
k=j

Grenziibergang s — 1—  ergibt
liIPg(j) = lirP SPIX=k-k-(k=1)-...-(k—j+1)-s*7
s—1— s—1— k—j

— S PIX =Mk (k=1)- o (k= j+ 1) 15

(Limes und Reihe sind nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
vertauschbar. Hierbei fasst man die Reihe als Integral
bzgl. dem abzihlenden Mafl auf)

= BX-(X—1) ... (X—j+1)
(nach Satz 2.5).
b)
rechte Seite 2 E[X - (X —1)] + EX — (EX)?
— E[X?Y - (EX)
= V(X).

O

Satz 5.6. Seien Xi,..., X, unabhéngige reelle ZVn, deren Verteilungen jeweils auf Nj

konzentriert sind, mit erzeugenden Funktionen gy, ..., g, . Fiir die erzeugende Funktion g
n

der Summe X7 + ...+ X, gilt dann g = [] g; .
j=1

Beweis:

g(s) = E X1t +Xn

7=1
(da mit X1,..., X, auch s*1, ... s unabhingig sind, und Satz 4.11 gilt)

Bemerkung:
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Zufallsvariablen X7, X5 ... heiflen identisch verteilt, falls gilt:
Px, =Px,=...

(also falls die Verteilungen der ZVen iibereinstimmen).
Beispiel: Die ZVen X, X5, ... seien unabhéngig und identisch verteilt mit

fir ein p € (0,1) fest.
Hierbei ist [ X} = 1] das Ereignis, dass im k-ten Bernoulli-Versuch ein Erfolg eintritt.
Die ZV Z; (mit Werten in R) gebe die Anzahl der Misserfolge bis zum 1. Erfolg an.

Dann gilt
PlZi=k = PXi=0X,=0,...,X5=0Xpp1 =1]
Unath piXy =0]- P[Xo=0]-... P[X}, = 0] P[Xps1 = 1]
= (1-pr-p
Wegen N
PZi €Nl =) (1-p)-p=1
k=0

gilt dann  Z; < oo fs.
Nach dem 1. Erfolg tritt die stochastische Situation von neuem auf. Die ZV Z; gebe
die Anzahl der Misserfolge nach dem 1. Erfolg bis zum 2. Erfolg an. Entsprechend seien

Zg, Z4, e definiert.
Beh. Die ZVen Z;,7,,... sind unabhingig und identisch verteilt.
Begriindung;:

=0

oo

= ;O(l—p)j-p(l—p)’“-p

(folgt analog zur Berechnung von P[Z; = k] oben)
= (@-pfp-20-pYp
iz
= (1-pf-p-1

Also sind Z7, Z, identisch verteilt.
Weiter gilt

PlZy=j,Zy=kl=1—p) -p-(1—p)*-p=PlZ =j] PlZy =k

fiir alle j, k € Ny, woraus die Unabhéngigkeit von Z; und Z, folgt.
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(denn

PlZicAZ,eBl = Y PlZ=j % =k

JEANNg
keBNN

w S Pz =) Pl = K
JEANNg
ke BN

= > PlZi=jl- Y PlZy=k
JEANNy ke BNNp

= P[Z, € Al-P|Z, € B))
Analog sieht man, dass 71, ..., Z, unabhéngig und identisch verteilt sind. 0

71 hat die erzeugende Funktion

— 1-(1-p)-s
Es gilt
, p(1—p) p 2p(1 = p)*
h'(s) = 5 h'(s )
S s Py R e ey S
woraus mit Satz 5.5 folgt

I-(1=p) p

und

V(Z) = B'(1) +K(1) = (W(1))?

P
_ (-p? | 1-p _ 1-p (1-p 1
- p? + p P P +
— l=p 1 _1-p

p P p?

Py, ist die sogenannte geometrische Verteilung mit Parameter p € (0, 1).
Fiir r € N betrachten wir die Anzahl der Misserfolge bis zum r-ten Versuch, gegeben
durch

X=Zi+...+7Z,.

Da 7y, ..., Z, unabhéngig und identisch verteilt sind, hat nach Satz 5.6 X die erzeugende

Funktion

Die Funktion

hat wegen

fB@)y = (=r)-(—r—=1)-...-(—r—k+1)- (1 —2)7F. (1)
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die Potenzreihendarstellung

Mit dieser erhélt man fiir g:
e (T k-1
o) = > (T T s
k=0

also gilt (nach dem Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionen)

szm:(+j*)ﬂmrmﬁ (k € No).

Py ist eine sogenannte negative Binomialverteilung (oder auch Pascalverteilung) mit
Bezeichnung Nb(r, p).
Die Z&hldichte von Nb(r, p) ist

und wegen X = Z; + ...+ Z, mit Z1, ..., Z, unabhingig identisch verteilt (nach obiger
Herleitung) gilt

EX = r-EZ =r-t

V(X)) = r-V(Z) =r. 2

p

5.2 Charakteristische Funktionen

Definition 5.7. Es sei p ein W-Maf3 auf B bzw. X eine reelle ZV mit VF F. Dann heifit

die auf —oo < u < oo definierte (i.a. komplexwertige) Funktion ¢ mit

mm:éwmm>

bzw.

o(u) == Be™X = / e Py (dx)
R

die charakteristische Funktion von u bzw. X.

Bemerkung 5.8. In Definition 5.7 gilt
a) ¢(0) =1,
b) | p(u) <1, ueR,
c) ¢ gleichmafig stetig in R,

d) o(—u) = p(u), u € R.
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Begriindung: a), b), d) ... trivial.
c)
lo(u+h) —pu)] = | [z — e Py(dr)|

= | Jpe™ - (" = 1) Px(dw)]

< Jg e —1|Px(dx) =: f(h)
da

le™r] = 1.
Da f(h) nicht von u abhéingt, folgt die Behauptung aus
f(h) =0 fiir h — 0.

Dies wiederum gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, da

o |etht — 1| =] —1| =0 (h — 0) fiir alle z € R

o |ethz — 1| < e + 1 = 2 und 2 ist integrierbar.

Also gilt
1) = [ 1697 =1[Px(an) = [ opstan) =0
R
R

fir h - 0, w.z.zw. O
Bemerkung 5.9. Die Normalverteilung N(a,0?) mit a € R, 0% € (0, 00) hat die charak-

teristische Funktion ¢ mit
. 24,2
au ,———5 —

pu) = e

w2

Insbesondere hat N(0, 1) die charakteristische Funktion ¢ mit p(u) =€~ 2.

Beweis: Ist X A(0,1)-verteilt, so ist nach Ubung Y = o - X 4+ a N(a, 0%)-verteilt.
Es gilt:
goy(u) = F eiu(o-X+a) — eiua - E ei(g.u).X

— ei-u-a . QOX(O- . U),

also geniigt es, die charakteristische Funktion zu A(0, 1) zu bestimmen.

Hierzu: ,
ox(u) = [pe™- —L% ce " 2dy
_(zfi-u)Q 2
= \/%7 fpeT T drem)?
Zu zeigen:

_(wf'iu)z
/e 2 dr =2,
R
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Dazu betrachten wir fiir v € R und ¢ > 0:

t

z—i-u)?
/e_< 7 d:z::/e_ZQ/zdz

—t C1

wobei das komplexe Kurvenintegral rechts iiber den Streckenzug C; von —t — i - u bis
t — 1 - u berechnet wird.
Nach Funktionentheorie gilt

4
> [z
=1 C;

wobei Cy, C3 bzw. C4 die Streckenziige von ¢t —i-u bis ¢, bzw. t bis —t, bzw. —t bis —t —i-u
sind.

Auf Cy bzw C4 ist der Integrand betragsméBig beschréinkt durch

 (ft—iw)?
sup |e 2
0<|v|<[ul
2 it 2
= sup e t/2_’eiztv|_ev /2
0<v|<[ul —

=1

42 2
e t/2_€u/2.

IN

Damit gilt fiir i € {2,4}:

/622/2d2 <e e u] — 0 fiir £ — oo,

C;
Also gilt:
52
z‘/lim e 2y = tlim — [ e 24y = / e 2ds =27
C1 Cs —o0

Bemerkung 5.10 Sei X exp(A)-verteilt, d.h. X habe die Dichte

e x>0

f(z) =
0 , <0
mit A > 0.
X hat die charakteristische Funktion
T A g A
— wr |y . —)\a:d — L o(lu=A)x — )
(u) /6 ¢ v w— A ¢ oo A—l-u

0
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Die Exponentialverteilung ist gedédchtnislos in dem Sinne, dass gilt:

() P[X >t+s|X>s]=PX >t firalles,t>0,

denn N
e Mdx
. ) P[X >t + ] ,Js e At+s)
linke Seite = = — = —
P[X>S] f)\.e—Ade (A S
= e M = rechte Seite .

Ist umgekehrt X eine R-wertige ZV mit P[X > 0] > 0, die die Eigenschaft (%) hat, so ist
X exp(A)-verteilt.
Begriindung:
Setze
S(x)=1—F(x)=1—-P[X <z]=P[X > z|.

Aus (x) folgt dann
S(t+s)=S5(t)-S(s) firalles,t>0,

woraus wiederum folgt

o S(k-t)=(S(t))* fiir alle k € Ny, t >0

e S(L)=5(1)Y™ fiir alle m € N (folgt aus oben mit t = 1/m, k = m)
) =(5(1)

Der Fall S(1) = 1 kann nicht eintreten, da dies S(k) = 1 fiir alle k¥ € N implizieren wiirde,

im Widerspruch zu

=

.S(

fir alle k£, m € Ny (folgt aus den obigen zwei Beziehungen)

3=

S(k)=PX >kl —0 (k— o).
Ebenso kann der Fall S(1) = 0 nicht eintreten, da daraus S (+) = 0 fiir alle m € N folgen

wiirde, im Widerspruch zu

0<PX >0 = lim P[X > ] nms(i).

m— oo m m— oo m

Also gilt  S(1) € (0,1).
Mit A = —1In(S(1)) € (0, 00) folgt

fiir alle k € Ng,m € N.
Damit gilt fir z € Q4
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bzw.

F(r)=PX <a]=1—e".

Da F' als Verteilungsfunktion rechtsseitig stetig ist, folgt daraus
F(r)=1—e firallex € R,  ~ Beh.
OJ

Aufgrund der in () formulierten Gedachtnislosigkeit wird die Exponentialverteilung
haufig bei der Modellierung von Wartesystemen eingesetzt.
Es gilt:

EX=[z-NeMdz=...=1
0

V(X) = B(X?) — (EX)? = ... =%

X2
Bemerkung 5.11. Als Gamma-Verteilung I') , mit Parametern A\, v € (0, 00) wird ein
W-MaSB auf B oder B bezeichnet, das eine Dichtefunktion f mit

AV v—1_-)x
fl) = ST >0
0 ,x <0

besitzt. Hierbei I'y 1 = exp(\). T
Freiheitsgraden bezeichnet.

Fiir eine ZV X mit Py =T, gilt X = £,
'y, hat die charakteristische Funktion ¢ mit p(u) =

wird als Chi-Quadrat-Verteilung x? mit n(€ N)

1 n
272

V(X) = 5 (Beweis siche unten).
A

p
A—iu

)" (Beweis siehe unten).

Satz 5.12. (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)

Besitzen zwei auf B definierte W-Mafle bzw. Verteilungen dieselbe charakteristische Funk-
tion, so stimmen sie iiberein. — Ist p ein W-Maf} auf B bzw. Py die Verteilung einer reellen
ZV X mit zugehoriger VF F' und zugehoriger charakteristischer Funktion ¢ und sind a, b
mit a < b Stetigkeitsstellen von F', so gilt die Umkehrformel

F(b) — Fla) ~ lim & /_ ) #gp(u) du.
= p((a,b]) bzw. Px((a,b])

Beweis: Da F' iiberall bis auf hochstens abzéahlbar viele Stellen stetig ist, und als rechts-
seitig stetige Funktion durch seine Werte auf einer dichten Teilmenge von R eindeutig

bestimmt ist, geniigt es, die Umkehrformel zu zeigen.
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Dazu beachten wir fiir Stetigkeitsstellen a und b von F"

v .
% f e—luai;e—zub . (p(u)du

—U

1 U —iua —iub
=L [ ettt ¢ b (dy)du
= [L f Wd Px (dz)

(nach dem Satz von Fubini)

cos(u(x — a)) — cos(u - (x — b)) N sin(u - (x — a)) —sin(u - (z — b))

L d
L y uPx
TV NV
ungerade als gerade als
-~ Funktion von u _ Funktion von u
U U )
(x —a) (x —b)
_r1
= /1 / / du| Px(dz)
R
N N _
_ U-(z—a) _ U-(z—b)
t=u-(z—a) sin t t=u-(z—b) sin t
= Of St = Of Srdt

e U~(a:—a)SiLt
—[1 [ g pe(da).
R U-(z—b)

Nach der Dirichletschen Formel gilt

l/sinvdUZQ‘l/ 1nv
s v s
—00 0
Daraus folgt
1 U-(z—a) 1 ,falls a<x<b
sint
Ulim% / —d— 0 , falls z <aoderx>0b
U-@=b) 1 falls 2 =a oder z =,

[\

wobei die Integrale links wegen der Oszillation des Sinus und

sint cost
lim — = lim
t—0 ¢ t—0 1

=1

beschrénkt sind.
Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und Px({a}) = Px({b}) = 0 (da a und
b Stetigkeitsstellen von F sind) folgt:
U .
lim o [ W-gp(u)du: [ 1 Px(dx)

27r
U—oo % 1y (a,b)

— Py((,)) = Px((a,b]) = F(b) - Fl(a),
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wobei bei der 3. Gleichheit erneut Px({b}) = 0 verwendet wurde. O

Satz 5.13. Gegeben sei eine VF F mit charakteristischer Funktion ¢; es sei
2 | ¢(u) | du < oo. Dann besitzt F eine Dichte f, die stetig und beschréinkt ist,
und es gilt die Umkehrformel

1

flx) = - /Re_i“”"gp(u) du, r € R

[vgl. die Formel p(u) = [, €™ f(x) dz, u € R, bei existierender Dichte f].
Beweis: Siehe Ubungen 0J

Satz 5.14. Sei X eine reelle ZV mit Verteilung Px und charakteristischer Funktion ¢.
Fiir j € N gilt:

ElX <o

— ¢ hat eine stetige j-te Ableitung ¢ mit ¢V (u) = i / vl Px(dz), u € R,
R

insbesondere ¢ (0) = i EX7.

Beweis:
Fall j=1

(h—0) . .
— TetUT.a.x

Dabei ist der Integrand betragsméflig beschrankt durch

ihe 1| _ |cos(ha)=1 | . sin(hz)—0
eh — coshx _i_Z.smIzc }

hx)— in(hz)— : I3
< [t |SO00) < o |~ sing] + Ja] - | cosE]
§2-|ZL‘|,

wobei die zweite Ungleichung aus dem Mittelwertsatz folgt. Die Funktion x — 2 - |z ist
wegen E|X| < oo bzgl Py integrierbar. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

folgt daraus:

h) — )
R

@ ist gleichméBig stetig, da

(o' (uth) =) = |[iz- (T — ) Py(dr)
R
|| - | — 1| Px(dx)
R
— [0Px(dz) =0,
R

IA
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wobei das Integral
/|x| -|e"* = 1] Px(dx)
R
unabhéngig von u ist und fiir h — 0 wegen
||| —1] = 0 (h—0)
2| - e — 1] < 2[x
und [ 2|z| Px(dx) = 2E|X| < oo,

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gegen Null konvergiert.

Der allgemeine Fall folgt daraus mit Induktion. 0

Satz 5.15. Seien X, ..., X,, unabhéingige reelle ZVn mit charakteristischen Funktionen
©1, ..., p,. Flir die charakteristische Funktion der Summe X; + ... + X, gilt dann

7=1
Beweis.
()O(U) — F eiu(Xl-l—...-‘an) — F (eiqu CetuXe eian)
= FEeNi.pewXe. e etXn
(da mit X1,..., X, auch X1 .  ¢itXn
unabhéngig sind und da Satz 4.11 gilt).
= 90X1(u) ’ SOX2(U) et SOXn(u)
OJ
Beispiel:

L)
0 z <0

fz) =

heift Gamma-verteilt mit Parameter A\, v > 0 (kurz: I'y ,-verteilt).
Hierbei ist

o0

Iv) = /f"l e dx
0
die sogenannte Gamma-Funktion, fiir die gilt:

F'v+1) = v-I'(v),
I'(n) = (n—1)! (n € N)
sowie I'(3) = /T



Spezialfille sind:

I'y\1 = exp(A)

r . sogenannte Chi-Quadrat-Verteilung x? mit n Freiheitsgraden.

w3

1
27
Fiir die charakteristische Funktion ¢ von I'y , gilt:

o= (32)  wem.

A—i-u

Begriindung:

oo
QO(U) — fezu:ci . xl/—l . €_>\de
0

1% . J— —
= A L-hmfz”1-ezdz

wobei C; der (komplexe) Streckenzug von 0 bis (A — du) - t ist. Ist Cy der (komplexe)
Streckenzug von (A — iu) - t bis At und C3 der von At bis 0, so gilt:

3
Z/z”lezdz =0,
i=1

Ci

und mit

lim [ 277 e ?dz=0 (!

folgt

Daraus folgt

o ¢'(u) = (V)X —iu)" Y- (i),
und damit gilt nach Satz 5.14
P'(0) _ A (=v) - AW (i)

1%
EX = = ==
i i A

P'(u) = Novie(=(v+1) (A —iu) ¢ (=)



und mit Satz 5.14 folgt

o _ ¥"0) _v(v+1)
E(X ) - ZQ - )\2 )
also gilt
V2 + v V2 v

Dariiber hinaus gilt:
Die Summe von n unabhéngigen exp(\)-verteilten Zufallsvariablen ist I'y ,, verteilt.
Begriindung:
Sind Xj, ..., X, unabhingig und exp(\)-verteilt, so hat nach Satz 5.15 X; + ...+ X,
die charakteristische Funktion
A A A A"
olu) = A—iu A—du T N—iu (A — )™’

und ist daher nach Satz 5.12 Iy ,,-verteilt. [

Definition 5.16. Zu zwei W-Maflen P, auf B wird das W-Maf} P x ) auf B, die sog.
Faltung von P und @), folgendermaflen definiert:

a) sei T:R xR — R mit T'(z,y) =z +y;

(P & Q W-Maf3 auf BQ mit (P X Q)(Bl X BQ) = P(Bl)P(BQ), BLQ S B, SOg.
Produkt-W-Mafl von P und Q)

oder — aquivalent —
b) man wéhle ein unabhingiges Paar reeller ZVn XY auf (@,.Z, P) mit Py = P,

Py = @ und setze
P % Q = Px+y.

Beweis der Aquivalenz von a) und b):
Fir X,Y wie in b) und Z = (X,Y) gilt:

]5X+Y = Proz = (ﬁZ>T = (JS(X,Y))T
XY una:bhiingig ( Py ® By
= (P®Q)r
da Py = P, Py = Q. O

Satz 5.17.
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a) Die Faltungsoperation ist kommutativ und assoziativ.

b) Es sei (X,Y) ein unabhéngiges Paar reeller ZVn. Fiir X,Y, X + Y seien die Ver-
teilungsfunktionen mit F, G, H, die Dichten — falls existent — mit f, g, h und die
Zahldichten — falls Py, Py auf Ny konzentriert sind — mit (pg), (gx), (rx) bezeich-
net. Dann gilt

H(t):/RF(t—y)G(dy):/RG(t—:U)F(da:), teR.

Falls f existiert, so existiert A mit

/f (t—y)G(dy) fir (L-fa.) teR;

falls zusétzlich g existiert, so gilt

/f (t—y)g(y)dy = /Rg(t —x)f(z)dx fir (L-fa.)teR.

Falls (pr)reng, (Qr)ren, existieren, so existiert (ry)gen, mit

k k
re= Y phiti = Y ae-ipi (b € No).
=0

i=0
Beweis: a) klar nach Definition 5.16 b).
b)

H(t) = P[X+Y <t] = Pxy)(B)
mit

B={(z,y) eR* :x+y <t}
Wegen Unabhéngigkeit von (X, Y') folgt weiter
H(t) = (Px@P)(B)
= [ xsle,y)d(Px @ Pr)(z,y)

Fugini ffXB(vaJ)dPX(x) dPy (y)

= ffX —oo,t—y)(¥) Px(dz) Py(dy)
(da(x,y)EB(:)x+y§t<:>9€§t—y©$€(—Ooat—l/])
= H{F(t—y) Py (dy)

Mit Px.y = Py, x folgt auch

H(t) :/G(t—I)PX(dx).

R
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Existiert Dichte f zu F', so folgt

H(t) = H{ff r)dr Py(dy)
_ ﬁ{ftfs— \ds Py(dy)

(mit Substitution s = 7 + y)

e B A SN
> R

J/

ist als Funktion \;gn s Dichte von #

Falls zusétzlich Dichte g zu G bzw. Py existiert, so gilt fiir die Dichte h von H:

= [ =) Prian) = [ 2= 2) 9(0) dy

Fiir Zahldichten geht der Beweis analog, vgl. Ubungen 0J

Bemerkung 5.18.

a) Fiir nio € N, p €10,1] gilt b(n1,p) * b(ng, p) = b(ny + na, p).
Die Summe von n unabhéngigen b(1, p) verteilten ZVn ist also b(n, p)-verteilt.

b) Fir )\1’2 >0 gllt 7T<)\1) * 7T(/\2> = 7T(>\1 + )\2)

c) Firr, €N, pe(0,1) gilt Nb(ri,p) * Nb(ra,p) = Nb(r1 + 72, p).
Die Summe von r unabhéngigen Nb(1, p)-verteilten ZVn ist also Nb(r, p)-verteilt.

d) Fiir a5 € R, 07, € (0,00) gilt N(a1,07) * N(az,035) = N(ay + az, 07 + 03).

e) Fir A € (0,00), v12 € (0,00) gilt Ty, * Ty = Tx ity
Die Summe von n unabhéngigen exp(\)-verteilten ZVn ist I'y ,,-verteilt.
Die Summe der Quadrate von n unabhéngigen jeweils N (0, 1)-verteilten ZVn ist

x2-verteilt.

Beweis: Siehe Ubungen. O
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6. Spezielle Verteilungen

6.1 Diskrete Verteilungen

Definition 6.1. Als Binomialverteilung b(n, p) mit Parametern n € N, p € (0, 1) oder
auch [0, 1] wird ein W-Maf} auf B bezeichnet, das auf {0,1,...,n} konzentriert ist und
die Zéahldichte

B b, pi k) — (k

mn
)p’“(l —p)" " keN,

besitzt.

Satz 6.2. Sein e N, pe [0,1]; ¢:=1—p.
a) Ist (Xi,...,X,) ein n-tupel unabhéngiger reeller ZVn mit P[X; = 1] = p,
P[X; = 0] = ¢ — d.h. mit jeweiliger b(1,p)-Verteilung — (i = 1,...,n), so ist
Y>> X b(n,p)-verteilt.
i=1

b) Fiir eine ZV X mit Py = b(n,p) gilt EX = np, V(X) = npq.
c) b(n,p) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = (¢ + ps)".

d) Fur nyo9 eN gllt
b<nlap) * b(n27p) = b(nl + nva)a

d.h. fiir zwei unabhéngige ZVn X, X, mit Px, = b(n,p), Px, = b(ns, p) gilt
Px,1x, = b(n1 + na, p).

Bemerkung 6.3. Das n-tupel (X1,...,X,,) von ZVn aus Satz 6.2 beschreibt ein n-tupel
von Bernoulli-Versuchen, d.h. Zufallsexperimenten ohne gegenseitige Beeinflussung mit

Ausgéngen 1 (“Erfolg”) oder 0 (“Misserfolg”) und jeweiliger Erfolgswahrscheinlichkeit p;

> X; gibt die Anzahl der Erfolge in n Bernoulli-Versuchen an.
k=1

Definition 6.4. Als Poisson-Verteilung 7(\) mit Parameter A > 0 wird ein W-Maf}
auf B bezeichnet, das auf Ny konzentriert ist und die Zahldichte

X

kw—rm(\k):=e k€ Ny

besitzt.

Satz 6.5. Sei A > 0.

a) Ist (b(n,p,)) eine Folge von Binomialverteilungen mit np, — A (n — o0), dann

konvergiert

b(n,pn; k) — m(A\sk)  (n — oo) fiir alle k € Ny .
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b) Fiir eine ZV X mit Py = 7(A) gilt EX = V(X) = A

c¢) m(\) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = e 2.

d) Fir )\1’2 >0 gllt
7T()\1) * 7T()\2) = 7T()\1 + )\2) .

Beweis von Satz 6.5 a):

Es gelte n - p, — A (n — o0), woraus p, — 0 (n — oo) folgt. Mit

b(n.pik) = (3) k- (1—pu)" "
1\ (n=k)pn
— hep) (=) py =k ) py e (1= p) )
und
n—k) -p,— A (n— o0)
sowie
(1 —pn)ﬁ —e !t (n— o0)
(wegen p, — 0 (n — o0), woraus
In(1 —
In ((1 —pn)ﬁ) _mU=p) s )
Pn
folgt), folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.6. Bei einer rein zufilligen Aufteilung von n unterscheidbaren Teilchen
auf m gleichgrole mehrfach besetzbare Zellen in einem Euklidischen Raum wird die An-
zahl der Teilchen in einer vorgegebenen Zelle durch eine b(n, %)—Verteilte ZV angegeben.
Der Grenziibergang n — oo, m — oo mit Belegungsintensitit - — X > 0 fithrt gemif3
Satz 6.5a zu einer w(\)-verteilten ZV.

Definition 6.7. Als negative Binomialverteilung oder Pascal-Verteilung Nb(r, p)
mit Parametern » € N, p € (0,1) wird ein W-Maf auf B (oder auch B) bezeichnet, das
auf Ny konzentriert ist und — mit ¢ := 1 — p — die Z&hldichte

r+k—1

kHNWw%%Z( I

)ﬂﬁvkeN

besitzt. Speziell wird Nb(1,p) — mit Zihldichte k — p(1 —p)*, k € Ny — als geometri-
sche Verteilung mit Parameter p € (0, 1) bezeichnet.

Satz 6.8. Seir € N, pe (0,1), ¢:=1—p.
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a) Sei (X,,)nen eine unabhéngige Folge von b(1, p)-verteilten ZVn. Die erweitert-reelle

ZV X :=inf{n e N| Y X} =r} —r mit inf § := oo ist Nb(r, p)-verteilt.
k=1

|~z
N

b) Fiir eine ZV X mit Py = Nb(r,p) gilt EX =1, V(X) =

bS]

¢) Nb(r,p) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = p"(1 —¢s)™".

d) Fir ri € N gilt
Nb(ry,p) * Nb(re,p) = Nb(ry + r2,p) .

Die Summe von 7 unabhéngigen Nb(1, p)-verteilten ZVn ist somit Nb(r, p)-verteilt.

Bemerkung 6.9. Fiir die Folge (X,,) in Satz 6.8a wird durch die erweitert-reelle ZV

n

T :=inf{n € N| Y X; =r} mit inf () := co die Wartezeit bis zum r-ten Auftreten der
k=1
Eins in (X,,) und durch die erweitert-reelle ZV X = T — r die Anzahl der Misserfolge bis

zum 7-ten Erfolg bei der zu (X,,) gehorigen Folge von Bernoulli-Versuchen angegeben.

Definition 6.10. Als hypergeometrische Verteilung mit Parametern n,r, s € N,
wobei n < r + s, wird ein W-Mafl auf B bezeichnet, das auf {0,1,...,n} — sogar auf

{max (0,n — s),...,min (n,r)} — konzentriert ist und die Zahldichte
(1) () _
b (TZS) , k=0,1,...,n
0 , k=n+1n+2 ...
besitzt.

Bemerkung 6.11. Werden aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln rein
zufillig n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen (n,r, s wie in Definition 6.10), so wird die
Anzahl der gezogenen roten Kugeln durch eine ZV angegeben, die eine hypergeometrische
Verteilung mit Parametern n, r, s besitzt. Anwendung der hypergeometrischen Verteilung

in der Qualitéatskontrolle.

6.2 Totalstetige Verteilungen

Definition 6.12. Als Gleichverteilung auf (a,b) mit —oc0 < a < b < oo wird ein
1

W-Maf3 auf B bezeichnet, das eine Dichte f = b—X(a’b) besitzt.
—a

)2
Satz 6.13. Fiir eine ZV X mit Gleichverteilung auf (a, b) gilt EX = atd (b—a) .
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Definition 6.14. Als (eindimensionale) Normalverteilung oder Gau3-Verteilung N (a, o%)
mit Parametern a € R, o > 0 wird ein W-Mafl auf B bezeichnet, das eine Dichte f mit

1 _(@—a)?
f(z) = e 22, zeR
2ro

besitzt. Speziell heifit N(0,1) standardisierte Normalverteilung.

Bemerkung 6.15.

a) Sei f wie in Definition 6.14. Der Graph von f heifit Gaufische Glockenkurve. Im
1
Fall a =0 ist f(0) = und hat f zwei Wendepunkte (£o;
F0) = o und hat punkic (7 ———).

b) Die Dichtefunktion und die VF ¢ von N(0,1) sind tabelliert.

X —
c) Ist die ZV X N(a,o?)-verteilt, so ist ¢ N(0, 1)-verteilt. Es gilt hierbei
o
Pa—oc<X<a—o0 = 2¢(1)—1 =~ 0,683
Pla—20<X<a+2] = 26(2)—1 ~ 0,954
Pla—30<X <a+30] = 26(3)—1 ~ 0,997.
Zu Bemerkung 6.15 c):
Pla—k-0 <X <a+k-o] = Pl-k<X=2 <[]
= (k) - o(=k)
= 20(k)—1

da aus Symmetriegriinden gilt:

Satz 6.16. Seia € R, 0 > 0.
a) Fiir eine ZV X mit Verteilung N(a, 0?) gilt:
k
E(X —a)*1=0, B(X sz—1 k€N;
insbesondere EX = a, V(X) = 0?; die ZV ¢X + b mit 0 # ¢ € R, b € R hat die
Verteilung N(ca + b, c*c?).
b) Die charakteristische Funktion von N (a,0?) ist ¢ mit

. 2 2
iau Tt

p(u) = e




C) Fir a2 € R, 012 > 0 gﬂt

N(al,af) * N((ZQ,O—%) = N(CLl + (12,0'% + O';) .

Definition 6.17. Als Exponentialverteilung exp(\) mit Parameter A > 0 wird ein
W-MaB auf B oder B bezeichnet, das eine Dichtefunktion f mit

e ™ x>0
f(z)
0, <0

besitzt.

Satz 6.18. Sei A > 0.

a) Sei X eine erweitert-reelle ZV, deren Verteilung auf R, konzentriert sei, mit
P[0 < X < 00| > 0. Dann gilt:

VYV PX>t+s|X >4

P[X > t] <= Px ist eine Exponentialverteilung.
5,t€(0,00)
“Gedéchtnislosigkeit”
L : . 1 1
b) Fiir eine ZV X mit Px = exp(\) gilt EX = % V(X) R
c¢) exp(A) hat die charakteristische Funktion ¢ mit
A

Definition 6.19. Als Gamma-Verteilung I'y , mit Parametern A\, v > 0 wird ein W-
MaB auf B oder B bezeichnet, das eine Dichtefunktion f mit
A 1,-A
—x" e, x>0
flz) =4 T

0, <0
besitzt. Hierbei I'y ; = exp(A). T

1 » wird als Chi-Quadrat-Verteilung X2 mit n(€ N) Frei-
heitsgraden bezeichnet.

Satz 6.20. Seien \,v >0, n € N.
a) Fiir eine ZV X mit Px =T, gilt £X = §, V(X)
b) Iy, hat die charakteristische Funktion ¢ mit

plu) = (A—Am)y'

v
p .




c) Fiir v15 > 0 gilt

F)\,I/l * F}\,I/Q = F)\,I/1+I/2 .
Insbesondere ist I'y ,, die n-fache Faltung von exp(\).

d) Die Summe der Quadrate von n unabhéngigen jeweils N (0, 1)-verteilten reellen ZVn

ist x2-verteilt.

Zu Satz 6.20 d)

Zu zeigen: Xi,..., X, unabhingig N(0,1)-verteilt = X2 + ... + X2 x2-verteilt, d.h.
Féyg—ver‘ceﬂt.

Wegen Faltungseigenschaft von Iy, geniigt es zu zeigen:

X2 ist [’y /2,1 /9-verteilt.
Dazu: Fiir x > 0 gilt

F(z) = PIX?<a]=Pl-V/r<X; <]

\f 1 t2/2
— ——e V2t
Vor
_\/E
2 \f t2/2
= —= [ e~/ (¢t.
Vor 0
Ableiten liefert:
Flo) = Fmegm =g a2l
1/2 .
_ (;/(?/2) -gl/27 . emY/2e | Dichte zu Iy /9

da T'(1/2) = /)
= X12 ist Fl/g?l/g—Verteﬂt.
(denn aus der obigen Bezeichnung folgt [ F'(t)dt = F(x) — F(0+) = F(x) fiir > 0)
0

Bemerkung 6.21. Sind X, Y zwei unabhéngige reelle ZVn mit Px = N(0,1) und Py =
als t-Verteilung oder Student-Verteilung

X2, so wird die Verteilung der ZV
Y/n

t, bzw. St, mit n Freiheitsgraden bezeichnet (n € N). ¢; bzw. St; ist eine sogenannte

Cauchy-Verteilung. — Anwendung von x2 und St, in der Statistik.

Beispiel aus der Erneuerungstheorie:

Bauelemente werden nach Ausfall sofort ersetzt, wobei:

e die Bauelemente hinsichtlich der Lebensdauer das gleiche stochastische Verhalten
haben.
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e die Bauelemente sich hinsichtlich der Lebensdauer unabhéngig voneinander verhal-

ten.

Die Bauelemente seien in der Reihenfolge des Einsatzes durchnummeriert.
Zur stochastischen Modellierung fassen wir die Lebensdauern als Realisierungen unabhéngig,
identisch verteilter, nichtnegativer reeller Zufallsvariablen 77,75, ... auf, definiert auf W-
Raum (92, A, P).
Es gelte: P[T} =0] <1 (sonst Trivialfall).
Dann beschreibt

Ny=sup{neN: T +...+T, <t}

(mit sup () = 0) die Anzahl der Erneuerungen im Zeitintervall [0, ¢].
Hierbei ist
(T'+ ...+ Ty)nen ... sog. Erneuerungsprozef

{N;:t € R} ... sog. ZéhlprozeB zum Erneuerungsprozes.
N, ist eine Ny-wertige ZV, da:

[Ny =ool= (([Ti+..+ T, <t] € A

~
neN cA

[ s\ J

€A €A

Satz 6.22. Ist — mit den obigen Bezeichnungen — T,, exp(\)-verteilt (A > 0), so ist N;
m(At)-verteilt, t € R,.

Bemerkung 6.23. Die Familie {N; | t € R, } aus Satz 6.22 ist ein sogenannter Poisson-

Prozess.

Beweis von Satz 6.22:
Sy =11+ ...+ T} ist Iy p-verteilt nach Satz 6.20 c).
Daher gilt fir k € N

t )\k t)\k—i—l

_ k=1 A o k =Xz

= g(k‘—l)! x e “dx of\k! " -e /dw
N’ v ~~

Mit partieller Integration des ersten Integrals folgt daraus

k

t
o e E Az _ (/\t>k At
P[Nt—k]—|:)\ F@ ]IZO— X - e s

d. h. P[N; = k| stimmt fir £ € N mit dem Wert der Zahldichte von 7(At) an der Stelle k

uberein.
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Fiir k = 0 gilt
P[N, = 0] = P[S; > t] = P[T} > 1] = /A Ny — o,

t

also gilt die obige Aussage auch fiir £ = 0.
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7 Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen

Definition 7.1.

a) W-Raum (2,4, P), X,,, X : (A P) — (R,B) (n € N),p > 1. Man sagt: X,

konvergiert gegen X
a;) fast sicher (kurz: X,, — X fs.)
= PHweQ: lim X,(w) =X(w)}) = 1.

az) im p-ten Mittel (kurz: X,, — X im p-ten Mittel)
<= FE{|X,— X’} =0 (n— o0)

az) nach Wahrscheinlichkeit (kurz: X,, —¥ X)
< Ve>0: P[IX,—X|>¢] =0 (n— )

as) nach Verteilung (kurz: X,, -7 X)
& Fiir jede beschrankte und stetige Funktion g : R — R gilt:
Eg(X,) — Eg(X) (n — o0

b) W-MaBe @,,,Q (n € N) auf B. Man sagt: @),, konvergiert gegen () schwach
(kurz: @, — @ schwach)
< Fiir jede beschriankte und stetige Funktion g : R — R gilt:

J9dQn — [gdQ (n — c0).
R R

Bemerkung 7.2:
a) Zwischen den Konvergenzbegriffen bestehen die folgenden Zusammenhénge:
a) X, - X fs. = X, =X
X,, — X im p-ten Mittel = X, -7 X
X,—-"X = X,-PX

a2

as

)
)
)
as) X, =7 X = Es existiert Teilfolge (X, )r mit X,,, — X f.s.
Begriindung:
al) PHXn - X’ > 8] = fX[|Xn—X|>€]dP

Q
Aus X, — X fs. folgt nun

X[ Xn—X|>e] — 0 fs.

und da die Funktion links betragsméflig durch die bzgl. P integrierbare Kon-
stante 1 beschréankt ist, folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

die Behauptung.

137



ay) Folgt aus der Ungleichung von Markov:
E[| X, — X|P]

Pl X, — X|>¢ <
cpb

as) Siehe Satz 7.4.
ay) Siehe Satz 7.3.
O

b) Fiir die Konvergenz nach Verteilung (dquivalent: Px, — Py schwach) miissen die

Zufallsvariablen nicht auf dem gleichen W-Raum definiert sein.

¢) X, —P X ist nach Satz 7.5 dquivalent zu:

Fiir jeden Stetigkeitspunkt z € R der Verteilungsfunktion F' von X gilt
Fxn) — F(z) (n — 00),

wobei F), die Verteilungsfunktion von X, ist.

Die allgemeinere Definition oben lasst sich aber auf Zufallsvariablen mit Werten in

(geeigneten) metrischen Raumen verallgemeinern.

d) Die Grenzverteilung bei Konvergenz nach Verteilung ist eindeutig (und damit auch

bei allen anderen Konvergenzarten in Definition 7.1):

X, =P X+ _9 F,(x) — F*(z) in allen Stetigkeitsstellen von F™*
X, =P X F,(xz) — F*(z) in allen Stetigkeitsstellen von F**

wobei F* bzw. F** die Verteilungsfunktion von X* bzw. X** ist.

Da {z € R | z ist Unstetigkeitsstelle von F* bzw. F**} abzdhlbar ist, folgt mit der
rechtsseitigen Stetigkeit der Verteilungsfunktion: F*(z) = F**(z) fir alle z € R,

woraus Py« = Py« folgt.

e) In der Definition der Konvergenz nach Verteilung lassen sich X,, und X ersetzen
durch X, und X', sofern Px, = Px; und Px» = Px.

Satz 7.3:
W-Raum (22,4, P), X,,X:(Q,A4) — (R,B) (n €N).

a) Aus X,, =7 X folgt, dass eine Teilfolge (X, )x von (X,,), existiert mit
X, — X fs.
b) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
bl) Xn —>P X
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be) Fiir jede Teilfolge (ny)x von (n), existiert Teilteilfolge (ny,); mit
Xp, — X fts.
l

Beweis

a) Es gelte X,, —F X, d. h.

Ve>0: PlX,—X|>¢ —0(n— o0).

Daraus folgt:
In, : Pl|X,, - X|>1] <1

~—r
(]

dng >ny: P[|X,, — X| >

Wl =
N—"
)

1
2
Ing >ng: PlX,, — X[ >3] < (

usw.

Man erhilt Teilfolge (X, )r von (X,,), mit

Pix, - x> b < (1
”k Tk T \k)
Fiir diese gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
f“kglxﬂxnk—Xlzél b = ,glfﬂ X[ X, ~X[22194F
oo o0 2
= Y PXn, = X2 < Y (1) <oo
k=1 k=1
Mit Satz 5.3 folgt

ZXHX%—XQ%} < oo P —fs.
k=1
Somit gilt fiir P-fast alle w € (2

X[|X,, _X‘Z%}(w) =1 nur fiir endlich viele Indices k,

woraus folgt:
1
J ko = ko(w) Vk > ko : | X, (w) — X(w)] < T
Dies impliziert fiir P-f.a. w € €:
limy 0| X, (W) — X (w)| < hmkﬂooz =0,

woraus X,, — X P-f.s. folgt.
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b) “by) = by)” folgt aus a), da aus X,, =7 X auch X,,, —% X fiir jede Teilfolge von
(Xy)n folgt.

“bg) = by)”: Gilt, da es fiir

Pl X, — X|>¢] =0 (n — o0)

zu zeigen geniigt: Zu jeder Teilfolge (ng), von (n), existiert Teilteilfolge (ng,); von
(nk)k mit
Pl Xy, — X|>¢e] =0 (I — 00).

Satz 7.4. Reelle ZVn X,, (n € N), X auf (2, 4, P).
Aus X,, — X nach Wahrscheinlichkeit (Schreibweise X, X ) folgt X, 2 X

Beweis: Beliebiges stetiges und beschrinktes g : R — R. Zu zeigen:
Eg(Xn) — Eg(X) (n — o0).

Aquivalent (bei Konvergenz reeller Folgen):

Fiir jede Teilfolge (ng)x von (n), existiert Teilteilfolge (ng,); mit

Eg(X

TLkl

) = Eg(X) (I — o0).

Dazu: Sei (ng)x beliebige Teilfolge von (n),.
Nach Satz 7.3 b) existiert dann Teilteilfolge (ny,); mit

Xy, = X [os.

Da g stetig ist, folgt daraus
g(Xnkl) - g(X) f‘s'a

und der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert

Eg(X

nkl

) = Eg(X) (I = o0)
0J

Satz 7.5. W-Mafle Q,, (n € N), Q auf B bzw. reelle ZVn X,, (n € N), X mit VFn F,,, F.
Q. — Q schwach bzw. X, > X (n — o0) gilt genau dann, wenn F,(z) — F(x) (n — 00)

fiir alle Stetigkeitspunkte x von F'.

Beweis: Siche Ubungen.

Beweisidee:
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Approximiere in
Fula) = [ Xoeanlt) dPx, (0

die Indikatorfunktion durch stetige und beschrénkte Funktionen bzw. approximiere stetige

und beschrankte Funktionen durch Linearkombinationen von Indikatorfunktionen. O

Satz 7.6. Reelle ZVn X,, (n € N), X auf (Q, A, P). Ist X P-f.s. konstant, so gilt:

X, 2x —=Xx,2x.

Beweis:
“«<” Klar nach Satz 7.4.
“=7” oBdA X, —P ¢, da Verteilung von X mit der von ¢ iibereinstimmt.

Sei F' die Verteilungsfunktion von ¢, also

Flz) = { 0, z<c
1, z>c
Nach Satz 7.5 gilt fiir die Verteilungsfunktion F}, von X,:
F.(x) — F(z) (n — oo) fur alle z # c.
Daraus folgt fiir € > 0:
P[|X,, — ¢| > €]
=PX,>c+e]+P[X,<c—¢
<1—=F,(c+e)+ F,(c—e¢)

(n—o0)

Yl —F(c+e)—Flc—¢e)=1-1-0=0.

Satz 7.7. Reelle ZVn X,,, Y,, (n € N), X auf (2, A, P)

X, 2 x -
p =Y, > X.
| X, — Y, =0

Beweis: Beliebiges beschrinktes und stetiges g : R — R.

zu zeigen: Eg(Y,) — Eg(X) — 0 (n — o0)

oBdA X, — Y, — 0 f.s. (sonst mit Teilteilfolgen arbeiten).

Sei |g(z)] < B fir x € R. Wihle M > 0 mit —M und M sind Stetigkeitspunkte der

Verteilungsfunktion F' von X.
Dann gilt:

< Elg(Xn) — g(Ya)] - X[~ M<Xn<M,| Xpn—Yn|<1]
+26- P[X,, > M| +23-P[X, <-M|+26-P[X, —Y,| >1].
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Da g auf [-M — 1, M + 1] gleichméBig stetig ist, folgt aus X, — Y, — 0 f.s.

19(X0n) — 9(Yo)| - Xlem<xp<nmxn—va<1] — 0 f.s.

Mit der Beschrénktheit von g folgt daraus mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

E[g(Xn) = 9(Ya)| - X[-M< X<t Xn—val<1)] — 0 (n — 00).

Da X,, —P X gilt und —M und M Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X sind,
gilt

(n—o0)

P[X, > M]=1-P[X, < M] "=2)1 - P[X < M] = P[X > M|

und

(n—o0

PIX, < —M] "% PX < —M].

Aus X,, — Y, —7 0 folgt weiter
Pl|X, =Y, > 1] — 0 (n — o0).
Insgesamt erhélt man

limsup |Fg(X,) — Eg(Y,)| <0+ 26P[X > M]+ 26 P[X < -M]+0.

n—oo

Mit M — oo folgt die Behauptung. O

Satz 7.8 (Spezialfall des Darstellungssatzes von Skorokhod).

Reelle ZVn X,, (n € N), X mit X, 2 X. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A*, P*) — wobei man Q* = [0,1], A* = [0,1] N B, P* = L-B-Maf auf A* wéhlen
kann — und reelle ZVn X} (n € N), X* auf (Q*, A*, P*) derart, dass

V Px,=Px;, Px=Px, X; > X" (n—o00) P'-fs.

Beweis:
Sei Q* = (0,1), 4" =(0,1) N B und P* = LB-Maf | 4-.
Sei F,, bzw. F' die Verteilungsunktion zu X,, bzw. X.
Setze
X (w) =min{t e R: F,(t) > w}

X*(w) =min{t e R: F(t) > w}
fir we (0,1).
X bzw. X* sind wohldefiniert, messbar (da monoton) und es gilt

P)*q = Px, und Py. = Px

(vgl. Ubungen)

X* hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen (da X* monotone Abbildung ist,
ist die Anzahl der Spiinge mit Sprunghshe > ¢ auf jedem kompakten Intervall endlich),
diese bilden eine Nullmenge bzgl. des LB-Mafes.
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Also geniigt es zu zeigen:

X (w) = X*(w) = (n — o0o) fiir jede Stetigkeitsstelle w von X™*.

n

Dazu: Sei w Stetigkeitsstelle von X*
Sei € > 0 beliebig.

Dann existieren Stetigkeitspunkte x1, x5 von F' mit
() o1 <X (w)<zy und z9— 11 <e.
Aus 71 < X*(w) = min{t € R: F(t) > w} folgt
F(x;) < w.

Da w Stetigkeitsstelle von X* ist, ist F' rechts von der Stelle X*(w) nicht konstant gleich
w. Daher folgt aus X*(w) < xo: w < F(x9)
Insgesamt gilt also:

F(z1) <w < F(x3).

Aus X,, —P X folgt
Fo(21) — F(21) (n — o0),

Also existiert ng so, dass fiir alle n > ng gilt:
Fo.(x1) <w < F(x9).
Nach Definition von X*(w) = min{t € R: F,(t) > w} folgt daraus aber:
(k%) 21 < X' (w) < 9.
Mit (%) und (*x) ergibt sich fiir n > ng:
|1 X (w) — X" (w)| <9 — 271 <k,
woraus die Behauptung folgt. O

Satz 7.9 (Satz von der stetigen Abbildung).
Reelle ZVn X,, (n € N), X mit X, 2 X: Abbildung h : (R,B) — (R, B) sei Px-f.i.
stetig. Dann gilt h(X,,) 2 h(X).

Bemerkung: Fiir h stetig ist der Satz trivial.
Beweis von Satz 7.9:
Fiir
D = {x € R: h unstetig in x} € B(!)
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gilt
Px(D) =0.
Nach dem Satz 7.8 existiert W-Raum (2*, A*, P*) und Zven X und X* auf (Q*, A*, P¥)
mit
Py. = Px,, Py. = Py und X} (w) — X*(w) fiir alle w € Q"
Daraus folgt
WX (w)) = WX (W) (n — o0)

n

fir alle we Q"\{(@): X*(w) € D}

Wegen
P{weQ: X*w) e D)) = Ps.(D)=Px(D)=0
gilt also
hX5) = MX") P* = fs.,
was
h(X5) =P h(X")
bzw.
Pyxs) — Pyx+ schwach
impliziert.
Wegen
P;(X?L) - (P)*Q;)h = (Px,), = Pux,)
und

P;:(X*) = (P)*(*)h = (PX)h = Pux)

(vergleiche Bemerkung 2.16) ist dies wiederum #quivalent zu

h(X,) =P WX) w.zzw.

Satz 7.10 (Satz von Slutsky).
Reelle ZVn X,,, Y, X auf (Q, A, P); c € R.

X, 2 X X4 Y, B X te
P = D
Y, —c Y, X, —cX.

Beweis des ersten Teiles:
Aus Y, —% cfolgt Y;, — ¢ —% 0 und damit

(X, +Y,—¢c)— X, ="0.

Mit Satz 7.7 folgt daraus
X, +Y,—c—-PX,
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woraus mit Satz 7.9 (angewendet mit (h(z) = z + ¢)
X,+Y, >P X +c
folgt. 0J

Definition 7.11. Eine Menge Q von W-Maflen auf B heif3t

a) relativ-(folgen)kompakt, wenn jede Folge von Elementen aus Q eine Teilfolge

besitzt, die schwach gegen ein W-Maf} auf B konvergiert,
b) gleichméBig straff [tight], wenn

' 3 vV Q(K)<e.

e>0 komp. KCR Qe€Q

Satz 7.12 (Spezialfall des Satzes von Prokhorov).
Eine Menge Q von W-Maflen auf B ist genau dann relativ-kompakt, wenn sie gleichmafBig
straff ist.

Im Beweis bendtigen wir:

Satz 7.13 (Auswahlsatz von Helly).

Ist (@) eine Folge von W-Maflen auf B mit zugehorigen VFn F,, : R — R (n € N), dann
existiert eine Indexfolge (n;) und ein endliches Ma @ auf B (nicht notw. W-Maf!) mit
zugehoriger mafidefinierender Funktion F : R — R (F(x) := Q((—o00, x])+ const. (geeig-
net), x € R) derart, dass F},,(x) — F(z) (i — oo) fiir alle Stetigkeitspunkte x von F.

Bemerkung:
Hierbei ist F'(z) = 0 (z € R) moglich, z. B. gilt fiir

0, z<n
Fu(z) = ) S
, Tr>n

(d.h. @, ist auf den Punkt {n} konzentriert):
F.(z) -0 (n —o0) firallexeR
(“Wegrutschen von Masse ins Unendliche”).

Beweisskizze: Sei Q) = {1, x,...}.
Da jede beschrinkte reelle Folge eine konvergente Teilfolge enthélt, kann man rekursiv

Teilfolgen (ng41,); von (niy), (mit ng; =1 (I € N)) konstruieren, fiir die

(Fnk+1,l (Ii)>l€N
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konvergent ist fiir : = 1,2, ...,k + 1.
Setzt man dann

N = Nk k,

so sieht man leicht, dass
(Fry,(2i)) ey fir alle ¢ € N konvergiert.

Nun definiert man
F":Q—R
durch
F*(z) = lim F, (z).

Man macht sich leicht klar, dass dann gilt:
1. F*(z) € 0,1] (z €Q),
2. F™ ist monoton wachsend.

Die Funktion F :R — R definiert durch

F(z)= inf F*(2)

z>x,2€Q

erfiillt dann die Behauptung, denn:
i) F(z) €[0,1] (z€R)
IT) F ist monoton wachsend
IIT) F ist rechtsseitig stetig (!)

IV) Fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R von F gilt:

Foy (@) = F(z) (k= oo).

Nachweis von IV): Fiir beliebiges € > 0 wihle 1,25 € Q und ¢ > 0 mit
Ty <x <xound |F(ze+0) — F(zy — )| <e.

Dann gilt:

Monotonie
von Fnk (k%oo)

Fo () = F(z) < Folr) — Flz) =7 F(22) — F(z)
< F(ze +9) — F(x)

Monotonie
vonF

< F($2+5)—F($1—5)<€
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und analog

Fo (2) — F(z) > By, (21) — F(z) *= F*(2)) — F(a) > F*(2, — 6) — Flap +8) > —¢

Daraus folgt:
limsup |F,, (z) — F(z)| < ¢

n—oo

Beweis von Satz 7.12

a) Wir zeigen: Q relativ kompakt = Q gleichméBig straff.

Sei Q relativ kompakt. Angenommen, O ist nicht gleichméfig straff. Dann gilt:
Je >0 V kompakten K CR3IQ € Q: Q(K)<1—e.
Ist € > 0 entsprechend gewihlt, so gilt also:
VneN 3Q,€Q : Qu[-n,n]) <1-c.
Da Q relativ kompakt ist, existiert Indexteilfolge (n;), und W-Mafl Q* mit

Qn, — Q" schwach.

Sei F* die Verteilungsfunktion zu Q*. Dann existieren Stetigkeitspunkte a < b von
F* mit

ﬁwm—Fwwzl—g
Daraus folgt fiir die Verteilungsfunktionen F),, von @),

Qu(a,b]) = Fuu(b) = Fula) = F*(0) = F (@) 2 1 -,

was ein Widerspruch zu
Qn.((a,0]) < Qu,([~ni,n4])
(fiir ¢ gentigend grof)
T 1-—¢
ist.
b) Wir zeigen: Q gleichméfig straff = Q relativ kompakt.
Sei (Q,)n beliebige Folge in Q. Sei F,, die Verteilungsfunktion zu @,

Nach dem Auswahlsatz von Helly existiert Indexteilfolge (n;); und mafBidefinierende

Funktion F' mit F,,,(z) — F(x) (i — 00) in allen Stetigkeitspunkten x von F.
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Sei () das zu F' gehorende Maf, d. h.
Q((a,b]) = F(b) — F(a) fir alle a,b € R,a < b.

Wegen F),,(z) € [0,1] gilt auch F(x) € [0,1] fiir alle z € R, und mit der Stetigkeit
des MaBles () von unten folgt

Q((=00,2]) = F(z) — lim F(a)

a——00

bzw.
F(z) = Q((—o0,2]) + ¢ (z €R)
mit
c= lim F(a) €10,1].
Wir zeigen im Folgenden: Q(R) >1 (x).

Daraus folgt die Behauptung, denn:

e Wegen F(z) € [0,1] (z € R) und der Stetigkeit von () von unten gilt

Q(R) = lim Q((n,n]) = lim (F(n) - F(-n)) <1,
also impliziert (x) dass @ ein W-Ma$ ist.
e Gilt Q(R) =1, soist

1> lim F(z) 2 lim (Q((—o00,z]) +¢) = QR) +c=1+c,

r—00 T—00

woraus mit ¢ € [0,1] ¢ = 0 folgt, was wiederum
F(z) = Q((—00,2]) (v €R)

und damit auch
@, — @ schwach

impliziert.

Nachweis von (x):
Sei € > 0 beliebig.
Da O gleichméfig straff ist, existiert kompaktes K C R mit

Qn,(K)>1—¢ firalle i € N.

Wiihle Stetigkeitspunkte a,b von F' mit K C (a,b].
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Dann gilt
QR) > Q((a,b])
= F(b) — F(a)
(nach Wahl der F,,,)
Zliglo Qni((a’ b])

(da K C (a, b))
> 1—c.

~ Beh. [l

Der folgende Satz gestattet, Probleme der Verteilungskonvergenz in R zuriickzufiihren auf

Probleme der punktweisen Konvergenz einer Folge von charakteristischen Funktionen.

Satz 7.14 (Stetigkeitssatz von Lévy-Cramér)

a) W-Mafle @, (n € N) bzw. @ auf B mit charakteristischen Funktionen ¢, bzw. ¢,
d. h.

on(u) = /emmdQn(x) (u € R).
R
Dann gilt:

Q. — Q schwach < Yu e R: ¢,(u) — ¢(u) (n — o0).

b) Genauer gilt:

b1) @, — Q schwach = Yu € R: ¢,(u) — ¢(u) (n — 00).
by) Wenn fiir jedes u € R
pu) = lim on(u)
existiert und ¢ : R — C im Punkt 0 stetig ist, dann ist ¢ charakteristische
Funktion zu einem W-Maf§ () und es gilt:

Q,, — ) schwach.

Beweis:
Da die charakteristische Funktion stetig ist, folgt a) aus b).
Nachweis von b,):
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Da x — cos(ux) und = +— sin(uzx) stetig und beschriankt sind, folgt aus @,, — @ schwach

on(u) = H{cos(um) dQn(x) +1 - gsin(ux)dQn@)
(o) %cos(ux) dQ(x) +i- [ sin(uz) dQ(z)
= gem dQ(z) = ¢(u).

Nachweis von b,):

Es geniigt zu zeigen: (Q,), ist gleichméfig straff.

Denn nach dem Satz von Prokohorov ist (@), dann auch relativ kompakt, also existiert
zu (Qn)n Teilfolge (Qy,); und W-Mafl @ mit

Qn;, — @ schwach.
Nach b;) gilt dann fiir die charakteristischen Funktionen ¢, von @Q,:
On, () — @ (x) (i — 00) fiir alle z € R,

wobei ¢* die charakteristische Funktion zu @) ist.

Nach Voraussetzung impliziert dies aber

*

Y =,

also existiert W-Mafl () mit charakteristischer Funktion ¢.
Ist nun g : R — R stetig und beschrinkt, so existiert zu jeder Teilfolge (ny)x von (n),
Teilteilfolge (ng, ), mit @, — W-MaB schwach, da (Qn)n gleichméBig straff ist. Wie oben

sieht man, dass dieses W-Maf3 gerade () ist, was

/g(w)danl () — /g(at)dQ(x) (I — oo) impliziert.

Nachweis von: {Q, : n € N} ist gleichméBig straff
Aus

©(0) = lim ¢,(0) = lim 1 =1

n—oo n—oo

folgt mit der Stetigkeit von ¢ im Nullpunkt:

/|1— u)|du — 0 fir v — 0.

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert v > 0 mit

/]1— u)|du < e
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und mit ¢, (u) — ¢(u) (n — oo) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

1 o) 1
—/\1—<pn(u)]du(—>) —/\1—<p(u)|du<oo.
v v

Also gilt:  IngVn >ng: L [ [1—p,(u)ldu < 2e.
—v
Wir zeigen nun:

@n <{iU eR:|z| > %}) < %/yll — on(u)|du.

Dazu:
L1 —gp(u)du=2 [ (1 — fe““”d@n(x)> du
—v —v R
1y { fa- eiw)du} 1Qu ()
R \(—v
(nach Fubini und da @,, W-Maf})
— %f (21} —9. sinxvm) dQn(‘I) _ f (2 _9. Sin ’U,I‘) dQn<x)
0
(da | sin(u)[<u fiir ueR)
impliziert
o S L=ea@)ldu >[5 [(1 = ga(u))duy|
= [ 2- (1 —=3%) dQu(2)
R
. I . (1 B sinvx )d@n(x)
{z€R:|z]>2} N
sﬁ%
im Integrationsbereich
> [ 2-(1-3)dQu(x)

{eeRizl>2}
= Q,({zeR:|z|>2}),wzzw.

Abschluss des Beweises:
Bisher gezeigt: Ve > 0 Jv > 0 dng Vn > ny:

2
Qn{z eR:|z| > ;}) < 2e.
Sei nun € > 0 beliebig.

Wir wéhlen dann K = [—a,a] C R so, dass gilt:
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1. KeC (-2,2)°

2. Qn(K°) <2 firn=1,2,...,n.
Hierbei gilt 1. fiir a grofl genug immer, und 2. ist moglich, da fiir a — oo
Qn([—a,a]?) — Q.(0) =0

konvergiert (nach der Stetigkeit des W-Mafles ),, von oben).
Dann gilt aber fiir n < ng : Q,(K°) < 2, und fiir n > ng :

2 _ s.o.
Qu(K°) < Qu({zr €R: 2] > ;}) < 2,
womit “{@, : n € N} gleichméBig straff” gezeigt ist.
~» Beh. U

Bemerkung 7.15 Die obigen Definitionen und Sétze lassen sich auf W-Mafle auf By bzw.

k-dim. Zufallsvektoren iibertragen.
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8 Gesetze der grofien Zahlen

Definition 8.1. Eine Folge (X,,)n,en von integrierbaren reellen ZVn auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) geniigt dem schwachen bzw. starken Gesetz der groflen

Zahlen, wenn gilt:

1 n
— E (Xt — EXg) — 0 (n — oo) nach Wahrscheinlichkeit bzw. P-f.s.
n

k=1

Satz 8.2 (Kolmogorovsches starkes Gesetz der groflen Zahlen).

Fiir eine unabhéngige Folge (X,,)nen identisch verteilter integrierbarer reeller ZVn gilt

1 n
— ZXk — EX; (n— o0) fs.
n

k=1

Beweis:
1. Schritt: oBdA X; >0 f{s.
Denn ist die Aussage fiir nichtnegative ZV bereits gezeigt, so folgt daraus der allgemeine

Fall wie folgt:

S |-

X, = Ly Xiolyhxs
2 . .
— E(X{)- E(X;)=EX; fs.,

(2

da mit X1, X5,... auch X;", X;7,... und X, X, ,... unabhiingig, identisch verteilt und
integrierbar sind.
2. Schritt: Sei im Folgenden X; > 0 f.s. und
X{ =X X[X;<i]» S;L = ZXz{ﬂ Sp = ZXi
i=1 i=1

und k,, = [0"] fir ein beliebiges ¥ > 1.
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Dann gilt fiir € > 0:

3 P (Bl > )
=§P<rs,;n—Esznr>kn-e)
Vv

(nach der Ungleichung von Tschebyschev)

0o kn
= Z 52-1k2 ’ Z V<Xllc)
n=1 " k=1
(Unabhéngigkeit der X7i,..., X} )

w2 ZE( ko X[Xe<h)

Z E(X} - X(Xy<hn))

IA
Mg

3
I
—

IA
Mg
:N

3
I
—

52 : ﬁ - B(XT - X(xi<ha))

I
(18

3
Il
—

3. Schritt: Fiir x > 0 gilt mit np = min{n e N: 2z <k,} =min{n e N: 2 < [9"]} : k,,

erfiilllt |9 | > x und 9™ > [9™] > 7

= 1 = 1 o 2 2 1
;k_ X[z<kn] = Z [97] < Z W:W'1—§

n=ng n=no

lom]>2" wegen on>1
fir 2>1 gilt [2)>2/2)

also gilt

Yoaon BXT xx<k) =2 F <X12' Zl = X[X1<kn})

kn

wegen X, < oo.
4. Schritt:
Also gilt fiir jedes € > 0

(IS’ — ES | )
ZP = > | < 00,

woraus mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt:
S, — ES;.
ky,

— 0 f.s.
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5. Schritt:
Es gilt

wESL, = 1 2 BlXe - Xx<u]
"k
== Z EIXi - xpa<l = EXy
k=1
da nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

lim E[Xl X[X1<k]] EXl

k—o0
6. Schritt:
Weiter gilt:
2, PlXn # X0 = 20 PIXG >
n:l =1
<3 [ PIXy > )t "R T ooy S gy
n=1n—1 0
= EX1 < 00.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt damit mit Wk. 1, dass X,, mit X fiir alle bis

auf endlich viele Indices iibereinstimmt, woraus folgt

Sp, — S.
ke i
Insgesamt erhélt man
S, Sk, — S} S, — ES|, ES;
kn o _ kn kn, + kn kn + kn
kn kn kn kn
~ ~\~ - ~ ~\~ \/_/
—0 f.s. —0 f.s. —FEXq
s.0. siehe 4.
— EXl f.s

7. Schritt:
Wegen X; > 0 f. s. gilt fiir k£, <17 < k, 11 mit Wk. 1:

Skn+1 < Skn+1 . kn—i-l

kn Skn kn * Sq, S
. < < — < .
kn+1 kn - (kn+1> ' kn T [ - kn+1 kn
Mit
k ﬁnJrl 19n+1
ZZI = LwnJJ < 1 — 1 (n — o0) wegen ¥" — oo (n — 00)
und

ko l07) 01
kn+1 o Wn+1J = PYntl

— 5 (=)
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folgt daraus und aus 6.: %EXl < lim inf i—" < lim sup % < EX;-9fs.

n—0oo n—oo

Mit 9 | 1 folgt die Behauptung. OJ

Bemerkung 8.3.
a) In Satz 8.2 darf die Integrierbarkeitsvoraussetzung nicht weggelassen werden.

b) Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit in Satz 8.7 kann zur Voraussetzung der paar-
weisen Unabhéngigkeit abgeschwiicht werden (N. Etemadi, Z. Wahrscheinlichkeits-
theorie verw. Gebiete 55 (1981), 119-122).

Satz 8.4 (Kriterium von Kolmogorov fiir das starke Gesetz der grofien Zahlen).

Eine unabhéngige Folge (X, )nen quadratisch integrierbarer reeller ZVn mit

Z n 2V (X,) < oo
n=1

geniigt dem starken Gesetz der groflen Zahlen.
Ohne Beweis.

Satz 8.5 (Tschebyschev). Eine Folge (X,,)n,en quadratisch integrierbarer paarweise un-
korrelierter [d.h. es gilt V E[(X; — EX;)(Xy — EX})] = 0] reeller ZVn mit
J#k

n-? ZV(Xk) — 0 (n— o0)
k=1

geniigt dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen.

Beweis: Siehe Ubungen. U

Bemerkung 8.6 (Folgerung aus obigen Sétzen). Fiir eine unabhéngige Folge (X,,) iden-
tisch verteilter reeller ZVn mit P[X; = 1] = p, P[X; = 0] = 1 — p (festes p € [0,1])
gilt

1 n

— Z Xr —p (n— oo0) P-fis. und nach Wahrscheinlichkeit

n

k=1

(Borelsches starkes Gesetz der groBen Zahlen bzw. Bernoullisches schwaches Gesetz der

groflen Zahlen).
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9 Zentrale Grenzwertsatze

Ausssagen iiber die Approximation von Verteilungen, insbesondere der Verteilungen von
Summen von Zufallsvariablen, durch die Normalverteilung im Sinne der schwachen Kon-

vergenz werden als zentrale Grenzwertsitze bezeichnet.

Satz 9.1 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy im 1-dim. Fall).
Sei (X, )nen eine unabhéngige Folge identisch verteilter quadratisch integrierbarer reeller
ZVn mit EX; =: a, V(X;) =: ¢ mit ¢ > 0. Dann gilt:

n

1
N Z(Xk —a) 2 N(0, 1)-verteilte reelle ZV.
k=1

Sprechweise:
n

> X, ist bei groBem n annihernd N (n - a,n - o?)-verteilt.
k=1

Beweis:

oBdA a = 0 und ¢? = 1, ansonsten ersetzt man X, durch %

n
Seip | &y die charakteristische Funktion von \/Lﬁ ];1 Xj. Nach dem Stetigkeitssatz von

k
vn k=1

Lévy-Cramér geniigt es dann zu zeigen:
—u?/2
v, o (u)—e" " (ueR)
Tm 2 Xk
k=1

Hierbei ist u — e **/2 die charakteristische Funktion einer A (0, 1)-verteilten Zufallsva-
riablen.

Da X, X5, ... unabhingig und identisch verteilt sind, gilt

. 1 &
Y, & (U) = F €zu(ﬁk§1Xk)
Vi
= F ﬁ e’ VX
k=1
= J]FE e vn X
k=1

= (en ()"

(e () v

Wegen EX? < oo ist px, zweimal stetig differenzierbar, und damit gilt nach Taylor:

also ist zu zeigen:

ox () = x,(0) + ¢, (0) - u+ 5 @, (0) - w? + plu)
= 1+i-BXi-udt - (=1)- BEXP-u? + p(u)

= 1—1-u’+pu)
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(wegen EX| = 0 und FX? = 1 nach Voraussetzung), wobei fiir das Restglied p(u) gilt:

p(u)

— 0 (u—0)
Die letzte Beziehung sieht man so ein:

ALY (R (60) — R, (0) + 1+ (Il () — T, (0)
2

mit [£,| < w und |p,| < u, woraus mit der Stetigkeit von ¢, die Behauptung folgt.
Damit gilt fiir u € R fest

o () = (2200 (0)
1 n
Mit
und
fir jede Folge (z,,), mit =, — = (n — 00)

(der letzte Grenzwert folgt z. B. aus

In(1+20)

x n
@+J)Z&M”%:J”%
n

und .
In(1 el'Hospital ;. 14,
hmud UHospital o0 142 _ 4 )
z—0 z z—0 1
folgt die Behauptung. O

Korollar 9.2 (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace).
Fiir eine unabhéngige Folge (X, )nen identisch verteilter reeller ZVn auf (£2,.A, P) mit
PX,=1=p, PIX;=0l=1-p=:1¢q (0<p<1) gilt

2271 X —np ] 1 /ﬂ —#2/2
vV Pla< — < Bl - — e U2 dt (n — o00).
a<p =) \/Npgq (=) V21 Ja ( )

€R
Satz 9.3 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg).
Die Folge (X, )nen quadratisch integrierbarer reeller ZVn mit EX? > 0,V EX, = 0

sei unabhiingig und erfiille — mit s2 := Y>> EX? (n € N) — die klassische Lindeberg-
i=1

Bedingung
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n

1
Vo5 E(XX(x.[ses.) — O

Dann gilt:
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