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1 Grundlagen aus der Mafltheorie

1.1 Definition. Sei €2 eine nichtleere Menge. Ein System A von Teilmengen von 2 heif3t

eine Algebra, wenn gilt:
1) 0 e A,
2) Ac A= A°=Q\A e A,
3) ABe A— AUuBe A

Das System A heifit o-Algebra, falls zusétzlich gilt

DA eA (n=1,2..)= | A, €A

n=1

1.2 Bemerkung. A o-Algebra = A Algebra.

1.3 Lemma.
a) Sei A eine Algebra. D. g.:
A, AneA= |JA, €A A, €A
n=1 n=1
A Be A= A\Be A

b) Sei A o-Algebra. D. g.:
A,eAneN)= (4, €A
n=1

Beweis:

a) Esgilt AN B = Q\(A°U B¢) € A nach 2) und 3), woraus auch AA\B=ANDB € A
folgt, Rest ergibt sich mit Induktion.

b) Folgt aus () A, = (U A%) nach de Morgan und 2), 4).
n=1

n=1

O

Eine Algebra [o-Algebra] enthilt (), 2 und ist abgeschlossen gegeniiber endlich [abzdhlbar]

vielen iiblichen Mengenoperationen.

1.4 Definition. Es sei (2 eine nichtleere Menge, A eine o-Algebra in 2. Das Paar (€, .A)

heifit Messraum; die Elemente € A heilen .A messbare Mengen.



1.5 Lemma.

a) A, o-Algebrain Q (o« € I # 0) = [ A, o-Algebra in Q.

ael

b) C Mengensystem in () = es existiert eine (bzgl. 2) kleinste C enthaltene o-Algebra.

Entsprechend fiir Algebren.

Beweis: Siche Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. In b) betrachtet man

N A

Ao—Algebra in o mit ccA

O

1.6 Definition. C sei ein Mengensystem in €2. Die kleinste der C enthaltenden o-Algebren
heifit die von C erzeugte o-Algebra; C heifit ein Erzeugersystem dieser o-Algebra. —
Entsprechend fiir Algebren.

Bezeichnung: F(C) ... die von C erzeugte o-Algebra.

1.7 Definition. O, := System der offenen Mengen des Euklidischen Raumes R"; B,, :=
F(O,),B = By. B, wird als o-Algebra der Borelschen Mengen in R™ bezeichnet.

B enthélt alle
e offenen Mengen
e abgeschlossenen Mengen (da Komplement der offenen)
e Einpunktmengen (da abgeschlossen)
e hochstens abzihlbaren Mengen (da abzéhlbare Vereinigungen von Einpunktmengen)

Es gilt B, g P(R™).

1.8 Satz. Das System J,, aller halboffenen Intervalle
(a,b] :={(z1,...,2p) ER" 1 a; <z; <b; (i=1,...,n)}

in R” (a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) € R" mit a; < b;) [oder auch das System der of-
fenen Intervalle, der abgeschlossenen Intervalle, der Intervalle (—oo, a] oder der Intervalle

(—o0, a)] ist ein Erzeugersystem von B,,.



Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. 0

1.9 Definition. C sei ein Mengensystem in Q mit } € C. Eine Mengenfunktion
p:C — R:=RU{+00,—0o} heiflt (mit a + oo = 0o (a € R), 00 + 00 = 00 usw.)

a) ein Inhalt (content) auf C, wenn

p ist nulltreu, d.h. p(0) =

0,
w positiv, d.h. v u(A) >0,
AeC

w additiv, d.h. fiir alle paarweise disjunkten A, € C (n =1,2,...,m)
mit ZA” =U A, eC o ogilt g (Z An> = Zu(An) :
n=1 n=1 n=1
b) ein Maf} (measure) auf C, wenn

p ist nulltreu, d.h. p(0) =

0,
w positiv, d.h. v u(A) >0,
AeC

p o-additiv, d.h. fiir alle paarweise disjunkten A, € C (n =1,2,...)
mit ZA” eC gt pu (Z An) = Zu(An) .
n=1 n=1 n=1

“Natiirliche” Definitionsbereiche fiir Inhalt und Maf8 sind Algebren bzw. o-Algebren (dann
Verzicht auf Voraussetzung > A, € C bzw. > A, € C ). Haufig werden nur diese Defi-
n=1

n=1
nitionsbereiche verwendet.

Klar: Jedes Maf ist ein Inhalt, da

1 (iA”) =1 (iAn> mit A, = 0 fir n > m.
n=1 n=1

1.10 Definition. Ist A eine o-Algebra in €2, p ein MaBl auf A, so heifit (2,4, u) ein

Mafiraum.

Ist (€2, A) ein Messraum, Z = {z1, 29, . . .} eine hochstens abzdhlbare Teilmenge von €2, so
heiBt g : A — R mit
(A) ;= Anzahl der z; € A, A € A,

ein abziahlbares Maf3.

1.11 Lemma. Sei A eine Algebra in €2, p ein Inhalt auf A.

4



a) p ist monoton, d.h. [A,B € A, A C B = p(A) < u(B)].

3

b) p ist subadditiv, d.h. [Ay,..., A, € A= u( U A,) < i w(Ay)].
n= n=1

c¢) Ist pu MaB, dann ist p sogar o-subadditiv, d.h. [A, € A (n = 1,2,...)), U A, €
A= (9, An) < 3 p(An)]
Beweis:

a) B=B\AUA = p(B) = u(B\A) + p(A) = p(A).

" ( U An) — 4 <A1 U A\ Ay U A3\ (A1 U A) U .. U A\ CLI An)>
= WA + p(ANAY) £ (Am\ (mg An>)

a

< p(Ar) 4+ p(Az) + o4 p(An).

N

c) Folgt analog wie b) aus der o-Additivitéit des MaBes.

1.12 Bemerkung. A Algebra in €, 1 endlicher Inhalt auf A.
A Be A, AC B= u(B\A) = u(B) — pu(A) ... Subtraktivitét.

Bezeichnung [fiir Mengen A,, (n =1,2,...), 4]
At A A C A CAsC .., flen:A
Avb A AT DA D A5 and A A, = A

1.13 Satz. Sei A eine Algebra in €, p ein endlicher Inhalt auf A (d.h. () < o).

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) u o-additiv

b) u stetig von unten,
dh [A, € A A, T Ae A= u(A,) — n(A)]

c) u stetig von oben,
dh [A, €A A, |l Ae A= u(A,) — n(A4)]

d) p 0-stetig,
dh. [Ay € A, Ay 10— p(A,) = 0].



Auch ohne die Voraussetzung der Endlichkeit von p gilt a) <= b).
Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafltheorie. O

1.14 Definition. Sei A eine o-Algebra in ). Eine Abbildung P : A — R heifit ein
Wabhrscheinlichkeitsmaf3 (W-Ma8) auf A, wenn

P(0) =0,
P positiv, d.h. VA e A: P(A) >0,
P o-additiv, d.h. fiir alle paarweise disjunkten A, € A (n =1,2,...) gilt

P(3oa) - 2ra,
n=1 n=1
P normiert, d.h. P(Q) = 1.

(2, A, P) heifit dann ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum).
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein normierter Mafiraum.

Ist (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so bezeichnet man die Grundmenge €2 auch
als Merkmalraum oder als Stichprobenraum, die Mengen A € A als Ereignisse, P(A) als
Wahrscheinlichkeit von A, die Elemente w € € bzw. die 1-Punkt-Mengen {w} C € (nicht

notwendig € A) als Elementarereignisse (auch Realisierungen).
Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit 2 endlich, A = P(Q2), P({w}) = ﬁ (we )
(|Q2] = Anzahl der Elemente in 2) heift Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum:

_ |A] _ Anzahl der “giinstigen” Fille
9] Anzahl der “méglichen” Fille

Fiir A € A gilt P(A)

Es sei (2, A) = (R,B) und (pr)ren, (No := {0,1,...}) eine Zahlenfolge mit p, > 0
(k€ Ny), > pr=1. Dann ist P : B — R mit
k=0

P(A): Z pk7A€A7

ke ANNp

ein W-Ma$B. (py) heifit Zahldichte zu P.

Ist speziell p, = e*’\%, (k € Np) bei festem A > 0, so heiit P Poisson-Verteilung mit

Parameter A ...Bezeichnung m(\).



1.15 Satz (1. Lemma von Borel und Cantelli).
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P); A, € A (n € N). Mit

ImA, =N U A4 = {w € Q| existieren unendlich viele n € N mit w € A,}

n=1k=n

= “Ereignis, dass unendlich viele A, eintreten”

gilt dann:

Z P(A,) <o = P(limA,) =0, dh. P-fs. gilt: A, tritt nur endlich oft auf.
n=1

Beispiel: Lernen aus Erfahrung
Student macht bei n-ter Aufgabe Fehler mit Wk. % = P(A,).

D. g.: P (“Student macht unendlich viele Fehler”) = 0,

da Y P(A4)=Y L <.
n=1 n=1

Beweis von Satz 1.15:
Fiir jedes n € N gilt wegen lim A, C |J A,.

k=n

P(mAn)gP<fj An>§iP(Ak)—>0(n—>oo),daiP(Ak)<oo. O

k=n k=1

1.16 Satz (Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz). Sei P ein o-endliches [d.h. es

existieren A, € A mit A, T Q und P(A,) < oo fir alle n] Maf auf einer Algebra A in €.

Dann existiert genau ein Mafl P* auf F(A), das P fortsetzt [d.h. vV P*(A) = P(A)].
AcA

Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. 0

1.17 Bemerkung. P* in Satz 1.16 ist gegeben durch
P(A)=if{) P(B,)|B, €A (n=1,2,...)mit ACUB,}, A€ F(A).
n=1
1.18 Bemerkung. Es ist im allgemeinen nicht moglich, P fortzusetzen von A auf P(2).

1.19 Satz. Es gibt genau ein Maf§ A auf B, das jedem beschrinkten (nach rechts halb-

offenen) Intervall in R™ seinen elementargeometrischen Inhalt zuordnet.



Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. OJ

1.20 Definition. Das Maf§ A in Satz 1.19 heifit Lebesgue—Borel-Maf} (L-B-Ma$) in R".

1.21 Definition. Eine Funktion F': R — R, die monoton wachsend (im Sinne von nicht

fallend) und rechtsseitig stetig ist mit

lim F(z)=0, lim F(z)=1,

T—r—00 T—+00

heifit (eindimensionale) Verteilungsfunktion (VF).
1.22 Satz. Zu jedem W-Maf3 P auf B gibt es genau eine VF F' : R — R, so dass
(+) F(b) - F(a) = P((a,}]), a<b, abeR

gilt, und umgekehrt ... Bijektion P «+— F. Hierbei F'(z) = P((—o0,z]), = € R.

Beweis. Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. O

Beispiel: @ : R — [0, 1] mit

1 i &2
O(x) = Nir / e zdt, v eR,

ist eine VF. Das zugehorige W-Maf} auf B ist die sogenannte standardisierte Normal-
verteilung ... Bezeichnung N(0,1).
Verallgemeinerung: Normalverteilung (Gauf3-Verteilung) N(a,c?) (a,0 € R, 0 > 0)

mit durch N

1 (t—a)?
F(z) = e 22 dt, x € R,
2mo

—0o0

gegebener VF F.

1.23 Bemerkung. Definition 1.21 und Satz 1.22 lassen sich auf B,, und R" als Definiti-
onsbereiche von P bzw. F verallgemeinern statt B bzw. R. Dabei ist die VF F' zu einem
W-Maf3 P auf B,, gegeben durch

F(zy,...,2,) = P{(u1,...,up) €ER" |uy < q,...,u, < z,})

fir (z1,...,2,) € R™



1.24 Definition. Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € A, B € A mit

P(B) > 0. Dann heif}t
P(ANB)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

P(A| B) =

1.25 Satz. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Bei festem B € A mit P(B) > 0 ist P(- | B) ein W-Maf§ auf A, das auf B
konzentriert ist [d.h. P(B | B) = 1].

b) Fiir A, B € Amit P(A) >0, P(B) > 0 gilt

P(A|B)=P(B|A) - —2).

m—1
c) Fir A, e A(n=1,...,m) mit P(ng1 A,) > 0 gilt

m m—1
P(N A, =P(A) - P(Ay | A1) - P(As | A1NAg)-...- P(Ay | ﬂl A,) .

n=1 n=

Beweis: Vgl. Einfithrung in die Stochastik. U

1.26 Satz. Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {B,; n € I} eine hochstens
abzdhlbare Familie paarweise disjunkter Ereignisse B, € A mit P(B,) > 0 (n € I) und
> B, = Q. Dann gilt

nel
a) P(A) =) P(B,)P(A|By) (A€ A)
nel
(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit),
P(By) - P(A | By) :
b) P(By | A) = , kel (Ae Amit P(A) > 0)
2 P(Bp)P(A ] Bn)
ne
(Formel von Bayes).
Beweis: Vgl. Einfilhrung in die Stochastik. 0J

Bezeichnungen [Mafiraum (€2, .4, ), Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)]:

p-fast tiberall (u-f.i.) in Q bzw. P-fast sicher (P-f.s.) in Q ... {iberall bis auf eine Menge
€ A vom p-MaB bzw. P-Maf Null [oder eine Teilmenge hiervon]|.

L-fast tiberall (L-f.ii.) in R™ ... {iberall bis auf eine Menge € B,, vom L-B-Maf Null [oder

eine Teilmenge hiervon].



2 Zufallsvariablen und Verteilungen

Beispiel: Werfen zweier echter Wiirfel.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Augenzahlen grofier oder gleich
10 ist?

Stochastische Modellierung:

A A
Q= {(w,wo) twy,we € {1,...,6}},A=P(Q),P(A) = }Q; _ ’36“
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
6 1
P({(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5), (6,6)}) = 5= = ¢.

Statt der Werte der beiden Wiirfel betrachte die Summe der Augenzahlen
X((wy,w2)) = wy + we.
Wahrscheinlichkeitsraum fiir Zufallsexperiment mit Ergebnis X ((wy,w2)):
O ={2,3,...,12}, A =P(Q) und

PX:A/—)R

definiert durch
Px(A) = P({w € Q|X(w) € A'}) = P(X 1 (A"))

Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich:

Py({10,11,12}) = P(X~'({10,11,12})
= P{(wi,w2) € Q:wy +wy € {10,11,12}}
= ({(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}

Allgemein: Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), o-Algebra A" in Q' # (), Abbildung
X :Q — Q. Wird w gemaf (Q, A, P) zufillig erzeugt, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass X (w) in A" € A’ liegt, gegeben durch

Px(A') = P(X"(4)).
Damit diese wohldefiniert ist fiir alle A’ € A’, muss gelten:
X HA)Ye A (AeA).

Abbildungen X mit dieser Eigenschaft heiflen Zufallsvariablen.
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2.1 Messbare Abbildungen und Zufallsvariablen

2.1 Definition. Zwei nichtleere Mengen Q, Q'; A’ C Q'; Abbildung X : 2 — . Die
Menge
{weQ| X(w)e Ay = X"1A)=[X € A]

(in Q) heiBt das Urbild von A’ beziiglich der Abbildung X; die somit definierte Abbil-
dung X! : P(QY) — P(Q) heifit Urbildfunktion (zu unterscheiden von einer inversen
Funktion!).

Bezeichnung. Sei X : Q — ', C' Mengensystem in '. X (') := {X~1(4") | A’ € C'}.
ein Mengensystem in ).
2.2 Satz. Sei X : Q — .

a) X! und die Mengenoperationen U, Y, N, ¢, \ sind vertauschbar;
z.B. X7I( U A= UIX*I(A’Q) (AL, C Y, « € Indexbereich I).
[elS [e1S

b) X 10)=0; XY V)=Q; AcCBcQ= X1A)cXB).
c¢) A’ o-Algebra in @ = X~(A’) o-Algebra in Q.
d) ¢'CP(Q) = X H(Fa(C') = Fa(XH(C)).

Beweis:

a) , b) elementar

&) —PeX A)daf=X"'(0) und 0 € A
— Sei A= X"1(A) € XL (A) mit A’ € A'.

D. g
A5 = O\X1(A) £ X 1(Q\A) € X 1(A)
da YV\A" € A’
— Sei A, = X~(A) € X~(A) mit A € A (n € N)
D. g

QAn = QX*(A;) 9 x-1 <©1A;> e X '(A)
da |J AL € A
n=1

d) Zu zeigen:

11



“2” Folgt aus X 1(C") € X1 (Fo(C")) und X (Fo(C')) o-Algebra nach c).
“c” Man sieht leicht:

A={AcQ: XA e Fo(XHC)}

ist o-Algebra in Q' mit C' C A.
= .FQ/(C/) cCA= X_l(fQ/(C,)) C fQ(X_l(C,))

0

2.3 Definition. Messrdume (92,.4), (', A"). Die Abbildung X : Q@ — Q' heifit A-A'-
messbar [kurz: messbar]|, wenn gilt:

vV X '(A)e A, dh X'A)CA,
Ale A

d.h. Urbilder von messbaren Mengen in {2’ sind messbare Mengen in (2.
In diesem Falle Schreibweise X: (2, 4) — (€, A").

2.4 Bemerkung. Nach Satz 2.2¢ ist X !(A") die kleinste der o-Algebren A in Q mit
A — A’-Messbarkeit von X.

2.5 Definition. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€', A") ein Messraum.
Die Abbildung X : (Q,4) — (€, A") heifit Zufallsvariable (ZV) auf (2, A, P) [mit
Zustandsraum '] (ausfiihrlich: (€', A')-ZV auf (2,4, P)).

X : (2, A) — (R, B) heifit reelle ZV (oft auch nur ZV);

X : (9, A4) = (R, B) heifit erweitert-reelle ZV;

X : (Q,A) — (R, B,,) heit n-dimensionaler Zufallsvektor.

X (w) fur ein w € Q heifit eine Realisierung der ZV X.

Bezeichnung B := {B, BU {+o00}, BU{—o00}, BU{—00,+00} | B € B}.

2.6 Satz. Messraume (2, A), (', A"); X : Q — ; C' Erzeugersystem von A’. Dann gilt:

X messhar <= (v X (') € A)
_crec

J/

-~

dh. X7'(C)c A
Beweis: Nach Satz 2.2 d) gilt:
XMCYcA = X HFp(C))=Fo(X 7)) CA,

da A o-Algebra. O

12



2.7 Satz. Messraum (2, A), X : Q — R. Dann gilt

X A-B-messbar <= V [X <a] € A

a€cR

— V[X<aed
a€eR

— V[X >a]e A
a€R

Hierbei:
[X <a] = [X € [~o00,a]] = X7}([~00,q]).

Beweis: Folgt aus Satz 2.6 unter Verwendung der Tatsache, dass z.B.
{[-00,a] : a € R}

ein Erzeuger von B ist, vgl. Integrationstheorie bzw. MaStheorie. 0

2.8 Korollar. Fiir zwei Abbildungen X,Y : (2, A) — (R, B) gilt

X<Y] [X<V], [X=V], [X£Y]€A
——
={we| Xw)<Y(w)}.

Beweis:

¢ [X<Y]= UX<r]n[r<Y]
reQ

o [X<Y]=[V <X
o X =Y]=[X<Y]N[Y <X]

¢ [XAY]=[X =Y

2.9 Satz. Sei ) # ACR™ ANB,,:={ANB|BeB,}

Jede stetige Abbildung f: A — R" ist AN B,,-B,-messbar.

Beweis: Sei S,(z) die offene Kugel um x mit Radius > 0. Sei O eine beliebige offene
Menge. Da f stetig ist und O mit jedem Punkt auch noch eine ganze Umgebung des
Punktes enthélt existiert fiir jedes z € f~1(O) ein §, > 0 mit

f(Ss, (x)MA) CO.
Also gilt (da die Vereinigung offener Mengen immer selbst offen ist):
1O = J Sa@nAd=An| |J Sul@)|€AnB,.
zef~1(0) zef~1(0)

13



Mit Satz 2.6 folgt die Behauptung. O

2.10 Satz. X : (Ql,Al) — (QQ,A2)7 Y : (QQ,.AQ) — (Qg,Ag).
Die zusammengesetzte Abbildung Y o X : Q; — Q3 ist dann A;-Az-messbar.
Beweis: Klar, da (Y o X)71(A) = X }(Y~1(A)). O

2.11 Korollar. Fiir X : (2, 4) — (R™, B,,) und eine stetige Abbildung g : R™ — R" ist
go X : Q — R" A-B,-messbar.
Beweis: Folgt unmittelbar aus den Satzen 2.9 und 2.10. U

2.12 Satz. Messraum (2, .A).

a) Sei X,,: (2, 4) - (R,B) (n=1,...,m).
Dann ist Y : Q@ — R™ mit Y(w) = (X;1(w)),..., Xn(w)), w € Q, A-B,,-messbar,
und fiir g : (R™,B,,,) = (R,B) ist go Y : Q@ — R A-B-messbar.

b) Seien X1,2 : (Q,A) — (R,B)

X
Dann sind aX; + Xy (o, € R), X;Xs, ?1 (falls existent) A-B-messbar.
2

Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. ([

2.13 Satz. Messraum (Q,A); X,,: (L, A) = (R,B) (n=1,2,...).
Dann sind inf X,,, sup X,,, lim X,,, lim X,, A-B-messbar, ebenso lim X,, (falls existent).

n n
Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. U

2.2 Bildmafle und Verteilungen

2.14 Satz. Messraume (2, A), (€', A"); Abbildung X : (Q, A) — (', A’); Maf p auf A.
Durch

px(A) = p(XHAY)
= p{we Q| Xw)eA})=puXed], AedA,

wird ein MaB (das sogenannte Bildmaf}) px auf A" definiert.
Ist 1 ein W-Maf3 auf A, dann ist uy ein W-Maf} auf A’

Beweis: 0) px ist wohldefiniert, da X~'(A’) € A fiir A’ € A’ gilt.
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L px(0) = p(X (@) = (@) = 0
2. px(AY) = p(X~1(A) > 0, da p(A4) > 0 (A € A).

3. Sind A}, AL, ... € A’ paarweise disjunkt, so sind auch X~1(A)), X1(A4}),... € A
paarweise disjunkt, und da p Maf ist, gilt:

px (U A%) = p(X! (U A;)) (nach Definition)
n=1 n=1

= 9 nt.:jl X‘l(A’n)> (nach Satz 2.2 a))

= i u(XLH(AL)) (da p o-additiv)
n=1

= > ux(A4) (nach Definition) .
n=1

Ist  Wahrscheinlichkeitmaf, so gilt weiter:

0

2.15 Definition. Sei X eine (2, A")-ZV auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P).
Das W-Maf} Py im Bild-Wahrscheinlichkeitsraum (€', A", Px) heiBt Verteilung der ZV
X.

Sprechweise: Die ZV X liegt in A’ € A’ bzw. nimmt Werte in A’ € A’ an mit Wahrschein-
lichkeit Px(A’) = P[X € A'].

P[X € A'] =1... P-fast sicher (P-f.s.) liegt X in A’

2.16 Bemerkung. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), Messrdume (Q', A'), (", A”);
X: (A = (QA),Y (U A)— (', A"). Dann gilt

Pyox = (Px)y .

Begriindung;:

Pyox(A”) = P((Y oX) '(A4”)) (nach Definition)
POXC (Y 1(47))

= Px(Y1(4") (nach Definition)

(Px)y(A”") (nach Definition)

2.17 Definition. Messraume (Q;, A4;) (i =1,...,n).
Die Produkt-o-Algebra <§> A; wird definiert als die von dem Mengensystem
i=1

{ﬁAi|AiEAi (izl,...,n)}in
HQi ={(w1,..wn) tw € (i=1,...,n)}
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erzeugte o-Algebra.

G% (Qi, A;) = (H Qi G% Ai) heifit Produkt-Messraum.
1=1 i=1 =1

Beispiel: Mit Identifizierung von R"™ x R™ und R"*™ gilt
Bn & Bm - Bn+m7

vgl. Integrationstheorie bzw. Mafitheorie.

2.18 Bemerkung. Abbildung X; : (2, 4) — (4, A;) (i = 1,...,n). Die Abbildung
X:Q— ﬁ ; mit

X(w) = (@), -, Xo(w)), w €O
ist A—é)l A;-messbar.

Begriindung: Behauptung folgt aus Satz 2.6 unter Beachtung von

()0

i=1 i=1

fir alle Az S .AZ O

2.19 Bemerkung. Messraume (€2;,.4;) (i = 1,...,n). Ein W-Ma$ auf ® A; ist eindeu-
i=1

tig festgelegt durch seine Werte auf dem Mengensystem {H Ai|AieA (i=1,... ,n)}
i=1

Begriindung: Folgt aus allgemeiner Form der Fortsetzungssétze aus der Integrations-

theorie bzw. Mafitheorie unter Beachtung der Tatsache, dafi das Wahrscheinlichkeitsmafl
als endliches Maf§ auf {[] A; : A; € A;} immer o-endlich ist. O

i=1

2.20 Definition. Seien X; (£2;,4;)-ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, .4, P)
(¢ = 1,...,n). Die Verteilung Py der ZV X := (Xy,...,X,) auf (Q, A, P) — erkldrt
durch

Px(A):=P[(Xy,...,X,) € 4]

fir A € ®.A oder auch nur fir A = HA (A; € A, @ = 1,...,n) — heifit die

gememsame Verteilung der ZVn X;. D1e Verteﬂungen Py, — erklart durch
PXZ(Az) :P[XZEAI]:P[XEQl X ... XQi_l XAiXQH_l X ... XQn]

fur A; € A; — heilen Randverteilungen von Py (i =1,...,n).
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Wichtiger Spezialfall in Definition 2.20: (2;,4;) = (R,B) (i=1,...,n).

2.21 Bemerkung. Bezeichnungen wie in Definition 2.20.

a) Die Verteilung Py ist ohne Zusatzvoraussetzung durch ihre Randverteilungen nicht

eindeutig festgelegt.

b) Ist m; : [[ Qx — € die (messbare!) Projektionsabbildung
k=1

(Wi, ywn) = wy,
so gilt Px, = (Px)r, (i=1,...,n).
Begriindung:
a) Siehe Ubungen
b) (Px),, = Prox = Px, nach Bemerkung 2.16. O
2.22 Bemerkung.
a) Sei @ ein W-Ma$ auf (R™, B,,). Dann existieren reelle ZVn X, ..., X,, auf einem

geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) so, dass ihre gemeinsame Verteilung

mit () iibereinstimmt:

(Q,A, P):=(R",B,,Q), X, : Q2 — R wird definiert als die Projektionsabbildung
(x1,...,xp) = x; (i=1,...,n);
hierbei ist also X := (X3,...,X,,) die auf R™ definierte identische Abbildung.
b) Méoglichkeit der unmittelbaren Verallgemeinerung von a) auf einen Produkt-Mefraum
(ﬁl % & Ai) statt (R™, By).

c) Sonderfall zu b): Ist (2, A, Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — Q die iden-
tische Abbildung, so gilt Py = Q. Jedes W-Maf} lidsst sich somit als eine

Verteilung auffassen (und — definitionsgeméf — umgekehrt).

Begriindung von a):
Sei P = @ und X; = m; mit m; wie in Bemerkung 2.21 b). Dann gilt

X:Q0—=0Q

X((wry.eywn)) = (m(wi, . oy wn)ye oy MW, ooy wn))

und damit
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3 Erwartungswerte und Dichten

Beispiel: Gliicksrad mit 64 Feldern, davon 1 rotes, 8 blaue und 55 weifle.

Als Gewinn erhalt man bei

e rotem Feld: EURO 8
e blauem Feld: EURO 4
e weiflem Feld: EURO 0

Wie grof3 ist der Gewinn bei Drehen an diesem Gliicksrad “im Mittel”?
Gliicksrad wird N-mal gedreht, NN, bzw. N, bzw. N, sei die Anzahl des Auftretens eines
roten bzw. blauen bzw. weiflen Feldes.

Ausgezahlter mittlerer Gewinn:

8- N,+4-Ny+0-N, N, Ny Ny,
—8. " 414.22 L
N 8 NJr N—HJ N

Fiir N “grof3” strebt das ganze gegen:

1 8 55 40 5
8. — 4+ 4. — 4.2 =25
61 7 6T 6 61 B
Verallgemeinerung: X sei reelle ZV, die die Werte x4, ..., x,; mit den Wahrscheinlich-

keiten py,...,px > 0 annimmt, weiter p; + ... + px = 1.
Mittlerer Wert von X ist

Hierbei werden die auftretenden Werte mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtet gemittelt.
Beispiel: (Kontinuierliche Verallgemeinerung des obigen Beispiels)
X sei normalverteilte Zufallsvariable, d. h. Px hat die Verteilungsfunktion

T 7(t7a)2

F(z) = | 7y e 2 dt
/[\

sogenannte Dichtefunktion,
Wert entspricht den Wk.

p1,---,PK Vo oben.

Dann setzen wird

t—a)2
EX = [T t-—o—-e 27 dt

— oo N
0 . _(t—a)? 0 . _(t—a)?
— f (t - CL) . m e 202 dt + a - f \/ﬁ-l)‘ N 202 dt
—o0 —o0
= 0+4+a-1=a,

18



wobei beim dritten Gleichheitszeichen verwendet wurde, dass der erste Integrand punkt-
symmetrisch bzgl. t = a, ist, und das zweite Integral Eins ergibt (wegen F(z) — 1
(x — 00)).

Allgemeiner
Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und eine reelle ZV X auf (2, A, P)
mit Verteilung Px (auf B) und VF F : R — R.

Bezeichnungen:

R PR TR

Der Erwartungswert £X der ZV X gibt den “mittleren Wert” von X beziiglich P an, die
Varianz V(X)) gibt die “Schwankung” der ZV X als “mittleren Wert” ihrer quadratischen
Abweichung von EX an.

3.1 Definition. Sei X reelle ZV auf W-Raum (2, A, P).
Dann heifit

EX ::/QX(w)P(dw) ::/QXdP

Erwartungswert (kurz: EW) von X.
Hierbei wird das obige Maflintegral wie folgt definiert:
0. Schritt: Sei X > 0, und X nehme nur endlich viele Werte an. Dann existiert Darstellung

N N
X =Y ajxa, mita; €R, A, € A (i =1,...,N), paarweise disjunkt, Y A; = Q, und
i=1 i=1

wir setzen: v
EX := / XdP = a;P(4;)
Q i=1

1. Schritt: Sei X > 0. Dann existieren ZVn X,, > 0, die jeweils nur endlich viele Werte
annehmen mit X, (w) T X(w) (n — 00), w € Q (!), und wir setzen:

EX = / XdP = lim FX,
O n—oo
2. Schritt: Seien EXT, EX~ nicht beide co. Dann setzen wir:
EX ::/XdP =FEXT —-EX"~
Q
3.2 Bemerkung. (zu Definition 3.1)

a) Die einzelnen Schritte sind sinnvoll (vgl. Integrationstheorie bzw. Mafitheorie).
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b) Der Begriff [, XdP in Definition 3.1 lisst sich unmittelbar verallgemeinern auf den
Fall eines MaBraumes (£, A, p1) und liefert [, X (w) pu(dw) =: [, X dp.

Wichtiger Spezialfall: (€2, A4) = (R™, B,,) oder etwas allgemeiner QQ = B mit B € B,
A = o-Algebra der Borelschen Mengen in B; u = A := (Restriktion des) L-B-
MasB(es) auf A. [, X d\ bzw. [, B X d\ wird als Lebesgue—Integral bezeichnet.
Im Falle n = 1 Schreibweise fR z)dx bzw. [, X 5 X(z)dx.

c) Sei X eine erweitert-reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit

X(w), falls |X(w)|] <oo, we,

0 sonst.

Pl X|=00] =0; Y(w):= {

Man definiert £X := EY, falls EY existiert.

3.3 Bemerkung. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Fiir A € A gilt P(A) = Exa, da
Xy=1-X4 40 Xy und damit nach Schritt 0 der Definition des Integrals gilt

EXy=1-P(A)+0- P(A°) = P(A).

3.4 Definition. Existiert fiir die reelle ZV X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
ein endlicher Erwartungswert EX, so heifit X integrierbar (beziiglich P). Analog fiir
Jo, X dp in Bemerkung 3.2b.

3.5 Lemma. Fiir eine reelle ZV X > 0 mit VF F gilt

EX:/(I—Fx
0

Beweis: Nach dem Satz von Fubini (vgl. Integrationstheorie bzw. Mafitheorie) gilt:

[e.9]

70(1—F(t)) / (X > t]d //Xtoo )dPdt

0

://X(t’oo)(X)dth:/XdP:EX,
Q Q
0

wobei die zweitletzte Gleichheit aus

1 fir t< X

Ao (X) = { 0 fir t>X

folgt. 0
3.6 Satz. Sei X eine reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, P).
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a) X integrierbar <= X und X~ integrierbar <= | X| integrierbar,
b) existiert reelle integrierbare ZV Y > 0 mit | X| <Y P-f.s. = X integrierbar,

c) X integrierbar, Y = X P-f.s. = existiert Y = FX.
reelle ZV

Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafltheorie. U

3.7 Satz. Seien X, Y reelle integrierbare ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
a) Es existiert (X +Y)=FEX + EY.
b) Es existiert F(aX) =aEX (a € R).
c) X>Y = EX > FEY.
d) |EX| < E|X].
e) X =Y Pfs.—= EX =FEY.
fy X >0, EX=0=— X =0 P-fs.

Beweis:

a) — d) Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie.

c)

EX = E(X-Xxoy) + E(X - Xxay))
= E(X-Ax=y)) +0 (nach Satz 3.6c), da X - X[x.y] = 0 P-fs.)
= E(Y - Xx-y)

= LY (analog oben).

f) Sei X > 0 und EX = 0.
Setze A= [X > 0] und 4, = [X > 1].

Dann gilt: A, T A

und daher
PIX >0 = P4 = nh_}rgoP(A )= nh—glo P[X > 1]
< JLIEOE(HX) (da Xix>1) < n-X)
= JLI&nEX:Y}gIEonO:O
~ X =01s. O
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3.8 Satz (Satz von der monotonen Konvergenz; B. Levi).
Fiir reelle ZVn X,, auf (2, A, P) mit X,, >0 (n € N)und X,, T X (n — o0) existiert
EX und es gilt

EX = lirlgn EX,.

Hierbei EX := oo, falls P[X = oo] > 0. - Analog fiir [, X(,)dp gemé Bemerkung 3.2b.

Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. 0
Deutung: Nochmaliger Grenziibergang fiithrt nicht zu neuem Integralbegriff.

Spezialfall des Satzes 3.8:
Nichtnegative ZVen X,,. D. g.:

00 N 00
E (; Xn> SatéBB ]\}LI%OE (; Xn> Saté3.7 ;EX”

Weiterer wichtiger Grenzwertsatz:
3.9 Satz (Satz von der majorisierten Konvergenz).
Reelle Zven X,,, X und Y mit X, (w) - X(w) fir alle w € Q (oder X, (w) — X (w) fiir
P-fa. weQ), |X,(w)| <Y (w) fir alle w € Q und EY < 0.
Dann existiert £ X und es gilt
EX = lim FX,.

n—0o0
Satz gilt analog auch fiir Maflintegrale.

Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. 0

3.10 Definition. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Verteilung Py auf B,, und
VF F:R" — R.

a) Nimmt (eventuell nach Vernachldssigung einer P-Nullmenge in §2) X hochstens
abzahlbar viele Werte an, so ist Px eine sogenannte diskrete W-Verteilung.
Ist X eine reelle ZV und Px auf Ny konzentriert (d.h. Px(Ng) = 1), so heifit die
Folge (py,) mit py, := Px({k}) = P[X = k], k € Ny, (wobei >_ p = 1) Zahldichte
von X bzw. Py.

b) Jede Funktion f : (R™, B,) — (R, B) mit
f(z) >0 (x € R") und /f(x)dx =1
R
heifit Dichte.

Gilt
Px(B) = /f(x)dx = /f(x) - Xg(z)dz (B € B,),

22



3.11

so heifit f Dichte von Px bzw. X bzw. F. In diesem Fall heilen Px und F
totalstetig.

Bemerkung.

F totalstetig = F' stetig.
Begriindung: oBdA n = 1. Sei f Dichte von Px.

Dann gilt fiir (z;); mit x; = x (I — 00):

f(t) : X(—oom}(t) — f(t) : X(—oo,x] (t)

fur L-f.a. ¢t € R (sogar fiir alle t € R\ {«}), und f(t) - X0z () ist betragsméBig

durch die integrierbare Majorante f beschréinkt.

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gilt dann

llirn F(z) = lim PX((—oo,xl])
—00
- g?"( o{,m o
= lim [ F(8) - XKooy (1)di
= f f( + X oo (t)dt (majorisierte Konvergenz)

= Px((—00,7])
F(z).

O

Besitzt die n-dimensionale VF F' : R® — R eine Dichtefunktion f : R" — R,

O"F
so existiert L-f.ii. T und L-f.ii. — insbesondere an den Stetigkeitsstellen
r1...0T
oF
Vonf—gilt——f
(9x1

Begriindung fiir n = 1.

F(:E+h

/f Vit — f() (h—0)

fir L-f.a. = (nach dem Dichtetheorem von Lebesgue). Trivialerweise gilt die obige

Grenzwertbeziehung in allen Stetigkeitspunkten von f. O

f Dichte von Py <= Vz e R": F(z)= [ [f(t)dt

(700737]
Begriindung: “ =" folgt durch Wahl von B = (—o0, z] in Def. 3.10 b)
“ <" Nach Voraussetzung gilt

Py(( /f

—OOI

23



fiir alle x € R™. Da {(—o0,z] : € R"} ein Erzeugersystem fiir B,, ist, folgt die
Behauptung mit dem Fortsetzungssatz fiir Mafe. OJ

3.12 Satz. Sei X eine reelle ZV mit Verteilung Pyx.
a) Ist Px auf Ny konzentriert mit Zahldichte (py), dann gilt

EX =) k-p.
k

b) Besitzt X eine Dichtefunktion f : R — R, so existiert das Lebesgue-Integral
Jpaf(z)de =: [ xf(x) A(dz) [\ L-B-MaB auf B] genau dann, wenn EX existiert,

und es gilt hierbei
EX = / xf(z)dx
R

Beweis: Folgt aus Satz 3.13 unten. U

Beispiel zu Satz 3.12. ZV X auf (Q, A, P).

a) X sei b(n,p)-verteilt, dh. P[X = k] = (})p"(1 —p)"* (k=0,1,...,n) mit n € N,
p € [0,1]. Dann gilt

- n
EX=) k- pF(1—p) R
Sk (3) ra-p
Nach dem binomischen Lehrsatz gilt fiir die sogenannte erzeugende Funktion g von
X: .
g(s) = (Z) PP =p)" st = (ps + (1 —p))"™.

k=0
Ableiten aller drei Ausdriicke liefert

= kzn;k ' (Z)pk(l —p) RS = (ps+ (L—p)" e p,

woraus folgt

EX=¢(1)=n-(p-1+(1—-p)" " p=n-p

k

k‘ (k € Np), mit A > 0. Dann gilt

b) X sei w(A)-verteilt, d.h. P[X = k] =



c) X sei N(a,o?)-verteilt, d.h. X habe Dichtefunktion f: R — R, mit

1 _(e—a)?
f(z) = e 22 zeR,
2no

mit a € R, ¢ > 0. Dann gilt FX = a (vgl. Einfithrung in die Stochastik).

3.13 Satz. X sei eine reelle ZV mit Verteilung Py und VF F; g : (R,B) — (R, B).
E(g o X) existiert genau dann, wenn ngdPX existiert, und es gilt hierbei nach dem

Transformationssatz fiir Integrale

E(goX)—/RgdPX —:/Rng—:/Rg(x)d\F@,

F(dx)
sowie
(" g(k)px unter der Voraussetzung von Satz 3.12a.
k
E(goX) = /g(x)f(x) dx unter der Voraussetzung von Satz 3.12b.
R
~—— —
| Lebesgue-Integral
Insbesondere gilt (mit g = x4, wobei A € B)
( >k unter Vorauss. von Satz 3.12a

ke ANNg

PIX € A] = Px(A) = /XA(:B)f(:B) dx =: [, f(z)dxr unter Vorauss. von Satz 3.12b
R

Lebesgue-Integral

Bemerkung: Satz 3.12 folgt aus Satz 3.13 mit g(z) = .

Beweis von Satz 3.13:

a) Fall 0: g¢g=X4 firein Ae€B,.
D. g

EXA oX = EXXfl(A) Defjgegral

DELPX PX(A) Def.Igtegral /XAdPX

P(X™H(A))

Fall 1: g nicht-negativ einfach.

Folgt mit Linearitéit des Erwartungswertes aus Fall 0.

Fall 2: g nichtnegativ.
Wihle nichtnegative einfache g, mit g, 1 g.
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Dann sind g, o X nichtnegativ einfach mit g, o X 1 g o X, und mit der Definition
des Integrals folgt:

Fall 1 Def.

EgoX "¢ lim Eg,0X lim [g.dPx = [ gdPy.
n—oo n—oo

Fall 3: g messbar
Dann gilt g = g* — g~ und (go X)" =gt 0 X, (go X)~ = g~ o X, woraus folgt

)
Q
-

E(goX) E(go X)" — E(go X)~
E(gT o X)— E(g~ o X)
2 fg+dpx—fgidPX

fgdPX

@
°

Fall

ISk

>
)
b

b) Nach dem Analogon zu Satz 3.7¢) fiir MaBintegrale und nach dem Satz von der

monotonen Konvergenz gilt

fg+dPX = ngrXNOdPX
(da gt =g* - Xy, Px-fii.)

=/ g:ogﬂk)-?f{k}dPx
= éff(k)-?f{k}dpx
= 2 0" (h) - X (a)dPx(a)
= X gt PIX =4
und analog

/gdPx => g (k)- PIX = k]

woraus folgt

[gdPx = [g*dPx — [g=dPx =Y (g% (k) — g~ (k))- P[X = K]

— :iog(k)  P[X = k.

c) Fiir g = X4 gilt nach Definition der Dichte:

J9dPx = [ XadPx = Px(A)
= {f(:c)d:c = [ Xa(z) - f(x)dx
= [g(z)- f(z)dz.

Analog zu a) folgt daraus die Behauptung im allgemeinen Fall (wobei in Fall 2 der

Satz von der monotonen Konvergenz angewendet wird). 0
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Beispiel Ein Punkt P wird rein zuféllig aus der Einheitskreisscheibe ausgewihlt.

Wie grof ist der zuféllige Abstand vom Ursprung im Mittel?

Zur stochastischen Modellierung betrachten wir einen 2-dimensionalen Zufallsvektor (X, X5)
auf W-Raum (2, A, P), wobei P(x, x,) konzentriert ist auf

K ={(z1,75) €ER*: 2] + 23 < 1}

und

P(Xl,XQ)’K =_ m}K mit m = LB — Maf} auf Bs.

().

1. Losungsweg: Verteilung von Y = /X7 + X3 ermitteln.
F sei die Verteilungsfunktion von Y.
Dann gilt fir 0 <y < 1:

Gesucht ist dann

F(y) = P(Y <y)
= P(X{+X5<y?)
— P(XI,XQ)(;{(xl,xg) cR?: x% + x% < yQ};)

—
Kreis um omit Radius y

woraus folgt
0 , y<0
Fly)=q v* , 0<y<1
1, y>1

Zu F existiert Diche f mit

0 , y<Oodery>1
2y , 0<y<l1

ﬂwthDI{

(denn man sieht sofort, dass die angegebene Funktion

/ f(t)dt = F(y) (y€R)

erfiillt, vgl. Bemerkung 3.11 ¢)). Damit folgt

BYXTENE = B 2 Ty s



2. Losungsweg: Anwendung von Satz 3.13
(Xl,XQ) hat Dichte

Also gilt nach Satz 3.13:

EVXT+ X3 = Jie Vat + a3 - 2d(x,22)

1
Polarkoordinaten f f 1
= r-—=-rdrdp
00
1
= [ 2r3dr = %
0

3.14 Bemerkung. [ 1 f(x)dx in Satz 3.13 ist gleich dem L-B-Maf} der Ordinatenmenge
{(z,y) eR* |z € A, 0<y < f(x)} von f|s in R%

3.15 Lemma. X sei eine reelle ZV; 0 < a < f < co. Dann gilt
E|X|? <o00o= E|X|* < o00.

Beweis:
X|* < 14 [X) = E(X]°) < 1+ B(IX]) -

3.16 Definition. X sei eine reelle ZV: k € N. Im Falle der Existenz heit EX* das k-te
Moment von X und E(X — EX)* das k-te zentrale Moment von X. Ist X integrier-
bar, dann heift V(X) := E(X — FEX)? die Varianz von X und ¢(X) := /V(X) die
Streuung von X.

3.17 Satz. X sei eine reelle integrierbare ZV.
a) V(X)=EX?— (EX)%

b) V(aX +b) = a*V(X) (a, b € R).

Beweis:
a)
V(X) = E(X?-2X-EX+ (EX)?)
= E(X?)-2-EX-EX + (EX)?
= FE(X?) - (EX)%
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V(a-X+b) = Ella-X+b—E(a- X +b))?
— El(a-X+b—a-EX —b)
— Ela®- (X — EX)?]
= a® V(X)

Beispiel zu Satz 3.17.
a) X sei b(n,p)-verteilt mit n € N, p € [0, 1]. Dann gilt V' (z) = np(1 — p).

Begriindung: Es gelte
n _
PLX =4 = (1) 40 (e 0.

Setze

o) = 3 (1) s = st 1

k=0

Zweimaliges Ableiten aller drei Ausdriicke liefert

9'(s) = kZ:)k(k — 1) (1) - pi(L —p)nk . sh2

= n-(n—1)-(ps+1—p)" 2 p?

also
g1 = Yk (k=1() -PA-p
= n-(n—=1)-(p+1—p)"2.p?
= n.(n_1>_p2.
Damit

V(X) = E(X?)—(EX)?=E(X-(X—-1))+EX — (EX)?
= n-(n=1)-p’+n-p—(n-p)
= n2-p’—n-p*+n-p—n? p
= n-(p—p*)=n-p-(1-p).
b) X sei m(A)-verteilt mit A > 0. Dann gilt V(X) = A.

Begriindung:
Sei X 7(A)-verteilt, also



Dann gilt
E(X- (X —1)) =3 k- (k=1)-3r-e
k=0

= Z(}:\TZ)!'BiA:A2'67}\'Z%
k=2 k=2
:)\2'6_)‘-6)‘:)\2,
woraus folgt
V(X) = E(X (X —1)+EX — (EX)?
= M+A-(N)?2=\
c) X sei N(a,o?)-verteilt mit a € R, o > 0.
k
Dann gilt E(X —a)* 1 =0, B(X —a)* =0 [[(2j —1) (k€ N).
=1

J

(vgl. Ubungen).

3.18 Satz. X sei eine reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Dann gilt
fiir jedes ¢ > 0, r > O:
Pl|X|>¢e] <e"E|X|

(Markoffsche Ungleichung).

Fiir » = 2 erhélt man die sog. Tschebyschevsche Ungleichung, die bei integrierbarem
X auch in der Variante
P[|X — EX| >¢] <e?V(X)

angegeben wird.

Beweis.

P(X|>¢) = [ 1dP
{w:[X(w)| =€}
B gp

T

IN

{w: X (w)|ze}

(da Integrand auf dem Integrationsbereich > 1 ist)
< [ gp
<

£

(da Integrand nichtnegativ ist)
= ¢ - E(X|).
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b) Mit Y = |X — EX| und r = 2 folgt aus a):
P(|X —EX|>¢) = P(|Y]|>¢)
< 2 E(YP)

V(X)
62

4 Unabhangigkeit

W-Raum (€2, A, P), A, B € A mit P(A) >0 und P(B) > 0.
Frage: Wann beeinflussen sich A und B gegenseitig nicht?
Naheliegende Forderung dafiir:
Wenn gilt

P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B).

Aquivalent, und auch im Falle P(A) = 0 oder P(B) = 0 formulierbar:
P(ANB)= P(A)- P(B).

Beispiel: Werfen zweier echter Wiirfel.

A = “Erste Augenzahl ist gerade”

B = “Zweite Augenzahl ist gerade”

C = “Summe der Augenzahlen ist ungerade”.
Dann ist

und
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = 411’
also gilt hier
P(ANnB)=P(A)-P(B),P(ANC)=P(A)-P(C),P(BNC)=P(B)P(C).

4.1 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Eine Familie {A4; | i € I} von Er-
eignissen A; € A heift unabhéingig (ausfiihrlich: stochastisch unabhéngig bzgl. P), falls
fiir jede nichtleere endliche Menge K C I gilt

P(ﬂ Ak) = [ PAs).

keK keK

4.2 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Eine Familie {X; | ¢ € I} von
(Qi, A;) - ZVn auf (Q, A, P) heift unabhingig, wenn gilt: Fiir jede nichtleere endli-
che Indexmenge {i1,...,i,} C I und jede Wahl von Mengen A4;, € A;, (v =1,...,n)
1st .

P[le < A’i17’ .. 7Xz'n € A'ln] = HP[qu € Azu] .

v=1
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Sprechweise: Unabhéingigkeit der ZVn statt Unabhéngigkeit der Familie der ZVn.

4.3 Lemma. Eine Familie von Ereignissen ist genau dann unabhéngig, wenn jede endli-
che Teilfamilie unabhéngig ist. Entsprechendes gilt fiir Zufallsvariablen.
Beweis: Folgt direkt aus den beiden Definitionen. U

4.4 Bemerkung zu Definition 4.1 bzw. Definition 4.2.
Paarweise Unabhéngigkeit 7= Unabhéngigkeit

Begriindung;:
Im Beispiel oben sind {A, B}, {A,C} und {B, C} jeweils unabhéngig, aber {A, B, C'} ist
wegen

P(ANBNC) = P() =0+ P(A) - P(B) - P(C)

nicht unabhéngig. O
4.5 Bemerkung. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P); Ereignisse A; € A, i € I, mit
(reellen) ZVn x4, (Indikatorfunktionen) auf (€2, A, P).

{A; | i € I} unabhéngig <= {xa, | ¢ € I} unabhéngig

Begriindung:
“=" Wegen

geniigt es zu zeigen:
Sind {A;|i € I} unabhingig und A; € {0, 4;, A¢,Q}, so ist auch {A;,|i € I} unabhingig.
Da bei der Definition der Unabhéngigkeit nur endliche Indexteilmengen in I betrach-
tet werden, konnen wir oBdA I endlich ansetzen. Dann geniigt es zu zeigen: Aus
{A}, Ay, ..., A,} unabhiingig und A, € {0, A;, A, Q} folgt {A;, Ay, ..., A,} unabhingig.
Dies ist trivial fiir A; € {0, Ay, Q}.
Ist nun A; = A§ so gilt wegen {Ay, ..., A,} unabhiingig:

P(ASNA,N...NA,)

=P(A;,)-...- P(A;,) — P(A1) - P(A;,) - ...- P(A;)

— (1= P(A) P(Ay) ... P(A;)
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“«<” Folgt aus

P(Ay N...NAy) = P(Xa,, € {1},..., X4, € {1})
= P(Xy, €{1})-...- P(X,, € {1})
(da {X, |i € I} unabhsngig)
= P(Ay) ... P(Ay,).
O

4.6 Satz. Gegeben seien (2;, A;) - ZVn X, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
und Abb. g; : (Q;, A;) — (2, A}), ¢ € I. Dann gilt:

{X; | i € I} unabhingig = {¢; o X, | ¢ € [} unabhéngig

Beweis. Wegen Lemma 4.3 oBdA I ={1,...,n} und {iy,...,i,} = I.

P[gloXleAlla"'vgnoXneA;L]

= PIXy € g7 (A), ., Xn € g, (A))]
=[] P[X; € g; '(A)] (da {X;:i € I'} unabhingig)
i=1

=1

1=

O

Bsp. Zwei Leute fiillen unbeeinflusst voneinander je einen Lottoschein aus. Dann sind

das Quadrat des ersten Gewinns und die Wurzel des zweiten Gewinns unabhéngig.

4.7 Satz. Gegeben seien eine unabhéngige Familie {X; | ¢ € I} reeller ZVn auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine Zerlegung [ = > I; mit |[;| < co. Das |-
jeT
tupel {Xj | k € I;} sei mit Y; bezeichnet, j € J.
a) Die Familie {Y} | j € J} ist unabhéngig.
b) Sind Abb. g; : (R, B, ) — (R,B), j € J, gegeben, so ist (nach Satz 4.6) die
Familie {g; o Y; | j € J} unabhéngig.
4.8 Bemerkung. Satz 4.7 lasst sich auf (€, A;) - ZVn und Abb. g; : @ (%, A) —

iEIj
(92}, A}) verallgemeinern.
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Beispiel:
Sind X, Y, Z unabhéngige reelle Zven, dann sind auch

(X,Y), Z
und
XY, 72

jeweils unabhéngig.

Beweis von Satz 4.7 und Bemerkung 4.8
b) folgt aus a) und Satz 4.6.
In a) kann nach Lemma 4.3 0BdA |J| < co angenommen werden. In diesem Fall ist auch
7| < 0.
Zwecks Vereinfachung der Schreibweise wird der Beweis nur im Spezialfall I = {1,2, 3,4}, J =
{1,2}, 1, = {1,2} und I, = {3,4} durchgefiihrt, der allgemeiner Fall folgt analog.
Also
Vi = (X1, Xa), Y = (X3, X,)

und zu zeigen ist

PlYy € A)Y; € B] = P[Y1 € A] - P[Y; € B]
fiir alle A € A1 ® Ay, B € A3 ® Ay.

Fall 1: A=A, x Ay, B= A3 x Ay mit A; € A; (Z EI)
Dann gilt

PlY, € A)Y; € B]
= P[(X1,X2) € A x A, (X35, X4) € A3 x A4
= P[X; € A1, Xs € Ay, X3 € A3, Xy € Ay
= P[X; € Aj]- P[X; € Ay] - P[X3 € A3] - P[X, € Aj
(da X7, ... X, unabhingig sind)
= P[X; € A1, X5 € Ay - P[X3 € A3, X, € Aj]
(da X7, X5 und X3, X, jeweils unabhéngig sind, vgl. Lemma 4.3)
— P[Y, € A]-P[Ys € B]  ~ Beh.

Fall 2: Aec A, ® Ay, B= A3 x Ay mit Az € A3 und Ay € Ay
Zu zeigen:
PlY1 € A)Y; € B] = P]Y; € A] - P[Y, € B].

Als Funktion von A sind beide Seiten (bei festgehaltenem B) endliche Mafle. Daher folgt
die Behauptung aus Fall 1 mit dem Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafe.
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Fall 3: Ac A, ® A, Be A3 ® Ay
Folgt analog zum Vorgehen bei Fall 2 aus Fall 2 und dem Eindeutigkeitssatz fiir endliche
MaSe. O

4.9 Satz. Seien X; (i = 1,...,n) reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
mit Verteilungsfunktionen F;. Der Zufallsvektor X := (X7, ..., X,,) habe die n-dimensionale
VFE' F.

a) {X1,...,X,} unabhingig <= (+) v F(zy,....2n) = [[ Fi(z:).
=1

(xl ~~~~~ Tn ) €R” (3

b) Existieren zu F; (i = 1,...,n), F' Dichten f; bzw. f, dann gilt

Flon,. . zp) = ﬁl fil@:)

(¥) <= q fiir Lebesgue - fast alle (z1,...,z,) € R™.

M-fast alle mit A = L-B-Maf} auf B,

Beweis

a) “=7" klar,wihle A; = (—o0, z;] in Definition 4.2
“<” Aus (x) folgt:

P(Xy,...., X)) €l x...x I, =P[Xy € Ii]-...- P[X, € 1]

fiir alle Intervalle I; € {(—o0,z]| : v € R}.

Sukzessives Anwenden des Eindeutigkeitssatzes fiir endliche Mafle liefert zuerst
Pl(X1,...,X,) € By x I x...xI,|] =P[X; € By|-P[Xy € L] -... P[X,, € 1,)]
fir alle By € B, I5,...,I, € {(—o00,z| : z € R}, und nach n-maligem Anwenden
P[(X1,...,X,) € Bl X By X ...x B, =P[X; € By]-...- P[X,, € B,
fiir alle By, ..., B, € B, was zu zeigen war.

b) “=" Wendet man auf (%) die Differentiation
o
81’1 c. 8xn
L-f.ii. an, so folgt die Behauptung aus Bemerkung 3.11b).

“<" Es gelte

n

flzy,. ... x,) = H fi(z;) fir L-fa. (zq,...2,) € R™

i=1
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Dann gilt auch

F(zy,...,x,) = J flug, .. up)d(ug, ... uy)
(—00,x1]X... X (—00,Zn)
vor. i Fulwn) - oo fulun) d(us, .. )

(—00,z1]X... X (—00,Zn]
1

Fubini i _mf" filur) - ..o folun) du, ... duy

= _71 fl(ul)dul . '_:T fn(un>dun
= Fi(x) ...  Fy(z,).

O

4.10 Satz. Seien X1, ..., X,, unabhéangige reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P) mit endlichen Erwartungswerten. Dann existiert
— Entsprechendes gilt fiir komplexe ZVn X; : (Q2,A) — (R?, By), wobei

EXy =FRe Xy +iEIm X, (k=1,...,n)

Beweis: 0BdA n =2 und X; reellwertig.
1. Weg
Im Falle X; = X4,, Xo = X4, mit A;, A unabhéiingig gilt

E(Xl XQ) = E(XAlﬂAg) = P(Al N Ag)

= P(A1> : P(AQ) (da Al; A2 unabhanglg)

= FEXy -EXa, = EX) - EXs.
Dann geméaf3 der schrittweisen Definition des Maflintegrals den allgemeinen Fall darauf
zuriickfiihren.
2. Weg: Eleganter, mit Mafitheorie.
ZVen X; : (2, A, P) — (%, A) (i € {1,2}).
Produkt Messraum (£2; X 2, A; ® As), wobei (A; ® Ay) die kleinste o-Algebra in €3 x €
ist, die alle Mengen der Form A; x Ay (A; € A; (i € {1,2})) enthilt.

Man kann zeigen:
Es existiert ein eindeutiges Mafl Q auf A; ® Ay mit

QA1 x Az) = Px, (A1) - Px,(As)

fir alle Al € AQ, AQ € AQ.
Bezeichnung: () ist das Produkt-Mafl zu Px, und Px,, ) = Px, ® Px,.
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Nun gilt:

(X1, X5) unabhéngig
VA € AL Ay € Ay PIX) € AL, Xo € Ay] = P[X, € Ay] - P[X, € Ay
= \V/Al € Al,AQ < AQ : P(Xl,Xg)(Al X Ag) = (PXl & PXQ)(Al X Ag)
= P(Xl,Xg) = PX1 (029 PX2

wobei die letzte Aquivalenz aus der Eindeutigkeit des Produkt-MafBes folgt.

In anderen Worten:
Im Falle der Unabhdngigkeit von X, und Xy ist die gemeinsame Verteilung Pix, x,) also

gerade gleich dem Produkt der Randverteilungen Px, und Px,.

Weiter gilt:
Satz von Fubini (fiir Produkt W-Mafle, analog fiir Produkte von o-endlichen Maflen).

a) f (2 x Qo 4 @ Ay) — (Ry,By), Q1 bzw. Q2 seien W-Mafle auf A; bzw. As.
Q = Q1 ® Q4 sei das Produkt W-Maf von @; und Q».

Dann gilt:
[ 14 = [ ([ flenwnd@aen)  dQiw)
Q1 xQ0 2 &
als Funktion von wy messbar (!)
= [ [ ferwdQuen)] s
Qs g
als Funktion von wy messbar (!)
b) Fiir
f : (Ql X QQ,.Al ®A2) — (R, B)
mit ”
[ 11a@ EE [ o wliQuendar ) < o
Q1 %0 Q1 Q2
gilt
J fdQ = [1J flwi,w2)dQz(w2)]dQ1(wr)
Q1 x0o Q1 Q2
= Qf[Qf f w1, w2)dQ1 (w1)]dQa(w2),
wobei jeweils .. .] als Funktion von w; bzw. wy integrierbar ist.
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Damit Nachweis von E(X; - X5) = EX; - EXy:

GemésB a) gilt fiir die messbare Funktion
f:R* %R, f(r,25) =2 29:
J1f1d(Px, @ Px,) = ff\xll |a|d Py, dPx,

= Jleal: /|x1| APy, dPy,
R
=FE|X1|<oc0
= E|Xi|- [ |z2|dPx,
= FE|Xy| - E|X3] <o
nach Voraussetzung.

Damit erhalten wir

E(X1 . X2> = f xIq xQdP(X17X2)(x1,x2)
RxR

= f €T .flfgd(PXl ® PXQ)(.Tl,xQ)
RxR

(da X7, Xy unabhéngig)

= g[g AT :L'QdPXI (xl)]dPXg (372)

(nach Teil b) des Satzes von Fubini,
der wegen [ |z - x2|d(Px, ® Pyx,) < 00

anwendbar ist)

— B{xg . /:mdPXl(fﬂl) dPx,(z2)

R
N——————
=EX1€R

= EXl . fodPXQ(.TQ)
R

= EX; -EX,
~ Satz 4.10. [
4.11 Satz. Seien X,..., X, unabhéngige reelle ZVn mit endlichen Erwartungswerten.
Dann gilt
v(3ox) - v
i=1 Jj=1
Beweis:
2
VXi+...+X,) = ( Y (X, — EX)]

= Y EIXi-EXi]+2 Y} E[Xi-EX;)- (X; - EX))]

i=1 1<i<j<n
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Fiir ¢ # j sind X; — EX, und X; — EX; unabhéngig, also gilt nach Satz 4.10:
El(X; - EX;) - (X; — EX})]
=0-0=0.

Damit

n

V(X1 +...+X,) = Xn: E((X; = EX;]+0 =) V(X))

i=1 i=1

OJ

4.12 Bemerkung. In Satz 4.11 geniigt statt der Unabhéngigkeit von {Xj,..., X, } die

sog. paarweise Unkorreliertheit, d.h.

¥ B(X; = BX;)(Xi — EXp) =0.
J

Vorbemerkung zu Definition 4.13:
Sind X, Y unabhéngige reelle ZVen, so ist
Pxy) = Px ® Py
bereits durch Px und Py eindeutig festgelegt, und daher ist auch
Pxiy
bereits eindeutig durch Px und Py festgelegt, da
Priv(4) = Py ({(,9) 2+ y € A})
fir A € B.

4.13 Definition. Sind X, Y zwei unabhéngige reelle ZVn auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) mit Verteilungen Py, Py, so wird die Verteilung Px.y =: Px % Py der ZV
X 4+ Y als Faltung von Px und Py bezeichnet.

4.14 Bemerkung. Die Faltungsoperation ist kommutativ und assoziativ.

(Klar, denn da Addition in R kommutativ und assoziativ ist, gilt z.B.
X(w)—i—Y(w) :Y(w)—l—X(w) fir alle w € € - Px+y :Py+X>.

4.15 Satz. Seien X,Y zwei unabhéingige reelle ZVn.
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a) Besitzen X und Y Dichten f bzw. g, so besitzt X + Y eine [als Faltung von f und
g bezeichnete| Dichte h mit

/ft— dy—/Rg(t—x)f(q:)dx, teR.

Lebesgue—lntegrale 7

b) Besitzen X und Y Zahldichten (pg)ren, bzZw. (qr)ren,, S0 besitzt X + Y eine [als
Faltung von (pg) und (gx) bezeichnete] Zahldichte (7x)ken, mit

k k
TR = Zpkfj% = Z Qx—iPi» k € Np.
=0 i=0
Beweis (von a), Teil b) geht analog):
Wir zeigen: PX+Y <:z|= fz h(t)dt (z € R)
(vgl. Bemerkung 3.11 b)) -

Dazu:
PX+Y <z] = P(Xy)({(x,y) cER?’:z+y< z})

A
= [ Xu(z,y) dPxy)(z,y)

= [ Xa(z,y) (Px ® Py) (dz,dy)
da X, Y unabhingig
Fubini
=" Ja S Xcooz—y) (@) Px (d) Py (dy)

- f]RfR —ooz—y) () - f(2) - g(y) dx dy
(nach Satz 3.13)

(mlt Substltutlon r=1t—1)

z

e S 9(y)) dy] dt
]

4.16 Bemerkung. Sei I # () eine beliebige Menge. Gegeben seien Messraume (£2;, .A4;)
und W-Mafle Q; auf A;, i € I. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und
(Q, A;) = ZVn X, auf (2, A, P), i € I, mit Unabhéngigkeit von {X; | i € I} und Px, = Q;.

Begriindung:
Wihle
Q.= HQz = {(wi)ig:wiEQi (ZEI)}
el
A= A, = Kkleinste 0 — Algebra, die alle Mengen der Form
i€l

HAl,mlt Az € AZ (Z € I) und
i€l
A; # Q; nur fiir endlich viele ¢ € I, enthalt.
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P:=(X)Q; = Produkt-W-Maf der @Q;.
iel
Hierbei ist ) @; dasjenige W-Mafl P : A — R mit

el

P (H/L) =[] @i4)

icl iel
A;#Q;

fiir alle [[ A; aus der Definition von @) A;.
i€l iel
Ein solches W-Maf} P existiert eindeutig nach dem Satz von Andersen und Jessen.

Wir definieren nun

als Projektion von 2 auf €2;.
Dann gilt:

[ ] PXl:QZ (Ze])

e {X;:i€ I} ist unabhingig
Anwendung

In Beweisen kann man annehmen, dass unabhéingige ZVen auf dem gleichen W-Raum

definiert sind, und dann Aussagen iiber ihre Verteilung herleiten.

4.17 Satz (2. Lemma von Borel und Cantelli). Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Die Familie {A,; n € N} von Ereignissen (€ A) sei unabhingig. Dann gilt:

Y P(A) =00 (g=  P(lim ,&) —1.

P-f.s. tritt A,, unendlich oft auf

Bemerkung:

Ohne Unabhéngigkeitsvoraussetzung gilt nach dem 1. Lemma von Borel und Cantelli:
Y " P(A,) < oo = P(lim 4,) =0.
n=1

Also folgt “<” in Satz 4.17 aus dem 1. Lemma von Borel und Cantelli.

Beispiel:
Unabhéngige Folge von Versuchen mit Misserfolgswahrscheinlichkeit }1 im n-ten Versuch.
Wegen

1

IR

n=1 n

gilt dann nach Satz 4.17: P-f.s. treten unendlich viele Misserfolge auf.

Beweis von Satz 4.17
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“«<": Folgt aus dem 1. Lemma von Borel und Cantelli.

“=" Wir zeigen: 0 = P((lim A,)¢) = P ( U N AZ) :
n=1k=n

Dazu:

oo N
i (an Ak) N J\b—r}noop (an Ak)
(da W-Ma$ stetig von oben ist)
= Jlim T, P(A)
(da {A,, : n} unabhingig)

N
— lim [[(1— P(4))
N—oo k=n
N
< lim J] e P
N—oo k=n

(wegen 1+ z < e fiir z € R)

N
. - > P(Ag)
= lim e k=n
N—oo
=0

(da >° P(Ax) = o0)
k=n
Daraus folgt:
P(BAx) =< Er(f)
(da W-Mafle o — subadditiv sind)

= S 0=0.
n=1

Bemerkung:

a) In Satz 4.17 darf die Unabhéingigkeitsvoraussetzung nicht weggelassen werden.
Beispiel dazu:
Wiihlt man A, = A (n € N) fiir ein A mit P(A) = 3, so gilt

gP(An) = oo und P(lim A,) = P(A) = % £ 1.

b) Sind (A,), unabhéngig, so gilt nach dem 1. und 2. Lemma von Borell und Cantelli
P(lim A,) €{0,1}.

Im Folgenden verallgemeinern wir diese Aussage.
4.18 Definition. Messraum (2, A). o-Algebren A, C A (n € N).
Tn = F (;_Lj .Ak> ... die von A,,, A, 1, ... erzeugte o-Algebra.
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Too == 0617; heiBt die o-Algebra der terminalen Ereignisse (tail events) der Folge (A,,).

Beispiele:

a) Messraum (£2,4), 4, € A (n € N).
Die o-Algebra A, sei definiert durch

A, ={0,9,A,, A%}

1. limA,, € T,
denn: o o -
mA, = (V| JA=UJAeTy
n=1k=n n=N k=n
fiir jedes N € N, da
UAkETN firn> N
k=n
und 7, o-Algebra ist.

= (limA%)° € T,
wobei der letzte Schritt unter Beachtung von AS € A, und 7., o-Algebra aus
1. folgt.

limA, = {J ﬁAk:(ﬁ fin)c

b) X, :(2,A) = (R,B)
A, = ]:(Xn) = Xn_l(B>

Hierbei ist X !(B) die kleinste o-Algebra A, fiir die X,, A — B-messbar ist.

1. [(X,), konvergent] € T,
(da

[(X,,)n konvergent]
= [(X,)n>k konvergent]
={w e Q : (X,,(w))n>r Cauchy-Folge}

1
= {w €Q :VieNdIny>kVm,n>ng: |X,(w) — Xpn(w)] < —}

[
-NU N {weo: e -xwi<ijen

lENng>k m,n>ng

fur alle k € N).
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2. >_ X, konvergent] € T,
(da mit der Bezeichnung S, = >";_, X, gilt

[Z X, konvergent] = [(Sn)n>k konvergent] € Ty, fiir alle k € N,

was analog zu oben aus

{w €0+ |Su(w) = S(w)] < %} €T

n>m>k

fiir n,m > k folgt. Letzteres sieht man ein, indem man beachtet, dass fiir
Sn_Sm: m+1+"'+Xn
nach Satz 2.12 Ti-B-messbar ist.)

Erweiterung von Definition 4.1 / 4.2:
W-Raum (9, A, P), Mengensysteme C; C A (i € I # ().
{C; : i € I} heifit unabhingig, falls fiir jede Wahl von Ereignissen C; € C; (i € I) die
Familie {C; : i € I} unabhéngig ist.
Beispiel:

a) Sind (A,)nen unabhéngig, so ist auch

({0,92,A,, A%} :n € N)
unabhéngig  (vgl. Begriindung von Bemerkung 4.5).

b) Sind die reellen ZVen (X,,),en unabhéngig, so ist auch

(X,'(B):neN)
unabhéngig
(da
P[X;H(B1)N...0 X (By)]
= P[an € Bla“"Xnk = Bk}
Xi unabhangig P[Xy, € Bi]-...- P[X,, € By
= P(X;(B1) .- P(X; [ (By)
ist).
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4.19 Satz (Null-Eins—Gesetz von Kolmogorov). Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
Sei (A,) eine unabhingige Folge von o-Algebren A,, C A.
Dann gilt fiir jedes terminale Ereignis A von (A,) entweder P(A) = 0 oder P(A) = 1.

Beispiel: Unabhéngige relle ZVen (X,,),, auf W-Raum (2, .4, P). Dann gilt

P[>" X,, konvergent] € {0,1}
P[(X,), konvergent] € {0,1}

Vorbemerkung zum Beweis von Satz 4.19:
4.20 Def. Sei 2 # 0 und C C P(9).
C heifit Dynkin-System, falls gilt:

1. QeC

2. A BeCmit ACB= B\AeC
3. A, € C (n € N) paarweise disjunkt = > A, € C.
n=1

D(C) sei das kleinste Dynkin-System, das C enthélt.

4.21 Lemma.

a) D Dynkin-System = ) € D und aus A € D folgt A° € D

b)
Ao — Algebra < A Dynkin-System und A U — stabil
(d.h.aus A, B e Afolgt AUB € A)
c)
A o — Algebra < A Dynkin-System und A N —stabil
(d. h. aus A, B € Afolgt ANB € A).
Beweis

a) 0 =Q\Q € D nach Def. 1.) 4+ 2.)

A e D= A°=Q\A € D nach Def. 2.), beachte A C Q und 2 € D.

b} “=” klar
“<=" Sei A Dynkin-System und U-stabil. Dann gilt:
(1) 0 € A nach a)
(2) Ae A= A° € Anach a)
3) ABe A= AUBeA (da . AU-stabil)
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(4) A, € A (n € N) paarweise disjunkt = > A,, € A nach Definition Dynkin-

n=1

System.
Mit
AJUAUAsU ... = Ay + (A\AD) + (As\ (A U A)) + ...

und

A\ B=ANB*=(A°UB)°
folgt daraus die Behauptung.

c) “=" klar
“<” Sei A N-stabiles Dynkin-System. Wegen AUB = (A°NB°)° ist A U-stabil,
und mit b) folgt Beh.

O

4.22 Lemma.
W-Raum (2, A, P),C C P(Q),C;,Cy C A. Dann gilt:

a) Aus C N-stabil (d.h. A,Be€C = AN B € () folgt

b) Sind {C;,C2} unabhéngig, so sind auch
{D(Cy),Cy} sowie {D(C,), D(C2)} unabhingig .
Beweis:
a) Es geniigt zu zeigen: (*) Mit C ist auch D(C) N-stabil.
Denn einerseits ist F(C) ein Dynkin-System, dass C enthélt, was
D(C) C F(C)

impliziert. Und andererseits folgt aus (*) und dem Lemma oben, dass D(C) eine o-Algebra
ist, die C enthélt, woraus

F(C) CcD(C)
folgt.

Nachweis von (*): Sei C N-stabil.
Zu zeigen: E F eD(C)=ENF D)
1. Schritt: Sei E € C. Gezeigt wird:

ENF eD(C) firr alle F € D(C).
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Setze
G :={F ePQ): ENF D)}

Behauptung folgt aus
D(C) C Gg (typischer Beweisschritt!)

Nach Definition von D(C) folgt dies wiederum aus:
(1) CC Gg
(2) Gg ist Dynkin-System.

Nachweis von (1): Sei F € C. Da & N-stabil und E € C nach Annahme oben ist, gilt
dann ENF € CCD(C) = F € G

Nachweis von (2):
(1) QegGp, da ENQ=EecCCDC)

(2) Seien A, B € Gg mit A C B.
EN(B\A) = (ENB)\(ENA) e D(C)da ENB € D(C), ENA € D(C), ENAC ENB
und D(C) Dynkin-System
= B\A € Gg.

(3) Seien A,, € Gg (n € N) paarweise disjunkt
= EN A, € D(C) (nach Def. Gg) und paarweise disjunkt

EN (Z An> = > (EFNA,) €D(C) (nach Definition Dynkin-System).
n=1 n=1

n=1
Bemerkung: Beweis zeigt, dass Gr auch Dynkin-System ist fiir £ € D(C).
2. Schritt: Sei £ € D(C)

Wir zeigen wieder:
ENF €D(C) firalleF eD(C)

Dazu geniigt es wieder zu zeigen:
D(IC) CGp:={FeP(): ENF eD(C)}
Dies wiederum folgt aus:
(1) CC Gg

(2) Gg Dynkin-System.
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Nachweis von (2) erfolgt wie im 1. Schritt.
Nachweis von (1):
Sei F' € C. Nach Schritt 1 gilt dann

FNEeD(C)

= FcGg ~ (1) = a)

b) Seien C; und C; unabhingig.
Wir zeigen zuerst:  {D(C;),Cs} ist unabhéngig.
Aquivalent dazu ist: {{A},C,} ist unabhingig fiir alle A € D(Cy).

Um dies nachzuweisen, betrachten wir
C*={Aec A:{{A},Cy} unabhingig}
C* ist Dynkin-System, denn es gilt:
e QeC* (klar)

e Sind A, B € C* mit A C B, so ist auch B\A € C*.
Denn fiir beliebiges E € C, gilt:
P((B\A)NE) = P((BNE)\(AN E))

=P(BNE)—PANE)
(da ANE C BNE)

— P(B)- P(E) — P(A) - P(E)
(da A, B € C¥)

= (P(B) = P(A)) - P(E)

= P(B\A) - P(E)
(da A C B)

e Sind A, € C* (n € N) paarweise disjunkt, so ist auch Y A, € C*.

n=1
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Denn fiir beliebiges E € Cy gilt:

P((ga)ne)
:P(ZAnﬂE>

neN

- z P(A, N E)

= Z P(A,) - P(E)
(da A, €C")

_ (gP(An)) . P(E)

—p (z An) . P(E).

neN

Nach Voraussetzung gilt auch C; C C*, und daraus folgt (nach Definition des erzeugten

Dynkin-Systems):
D(C,) C D(C*) =C".

Also ist
{D(Cy),Co}

unabhéngig, und nochmaliges Anwenden des gleichen Beweisschrittes ergibt

{D(C1), D(C2)}
unabhéngig.

Beweis von Satz 4.19:
Die Behauptung folgt aus

(¥) AT, T} unabhingig,
denn dann gilt fiir jedes A € To.:  {A, A} unabhéngig, also

P(A)=P(ANA) = P(A)- P(A),
Unabhéngigkeit

woraus folgt

was

P(A)=0oder P(A) =1

impliziert.

Zum Nachweis von (*) setzen wir

Cp=F(A, ..., A)=F (O )

771-"-1 = f(An+laAn+2 < U -Ak )
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und beachten

C. = F(C)
mit .
C={[)Ai: A€ A} DU AL
i=1
sowie
T = F(T)
mit
T = {NAi:A €A (iel)und I endliche
el
nichtleere Teilmenge von {n+1,n+2,...}}
2 Uiinﬂflk

Da (A, )nen unabhéngig sind, sind auch {C, 7} unabhingig.
Mit Lemma 4.22 folgt
{D(C),D(T)}
unabhéngig, und da C und 7 beide N-stabil sind auch
{F(C), F(T)}
unabhéngig, also
{Cos Tt}
unabhéngig.
Mit To = Iﬁ Te € Thy1  folgt daraus aber
=1

{Cn, Too}

unabhéngig fiir alle n € N.

Dies impliziert

e

unabhéngig. Erneute Anwendung von Lemma 4.22 liefert

o(Ue) )

unabhéngig.
Wegen C; CCy CC3C ... und C, o — Algebraist |J C, N —stabil, also folgt
neN
D(U cn) _ f(u cn) =f(U Ak)
neN neN k=1

- ﬂ 2 Toov

was
{Toe, Too}

unabhéngig impliziert.
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5 Erzeugende und charakteristische Funktionen;

Faltungen

Die erzeugenden und charakteristischen Funktionen sind ein methodisches Hilfsmittel zur

Untersuchung von W-Maflen.

5.1 Erzeugende Funktionen

5.1 Definition. Es sei pi : B — R ein auf Ny konzentriertes W-Maf mit Zahldichte (b)en,
bzw. X eine reelle ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), deren Verteilung Py
auf Ny konzentriert ist, mit Zahldichte (by)ren, . Dann heifit die auf [0,1] (oder auch
[—1,1]) definierte Funktion g mit

) S0 (k)5
g(s) == Zbk s" =< bzw.
S0 PIX = Kst = S0 Py ({k})s* = EsX

die erzeugende Funktion von p bzw. X.

5.2 Bemerkung. In Definition 5.1 gilt by € [0,1] (k € Ny) und >~ br = 1, weshalb die

Reihe nach dem Majorantenkriterium konvergiert. Weiter gilt
(e e} o
gl <D bilsl" <D =1 (]s| <1).
k=0 k=0

5.3 Bemerkung.

a) Die Binomialverteilung b(n,p) mit n € N, p € [0, 1] hat die erzeugende Funktion g

mit

g(s) = kno (Z) PP —p)t st = :0 (Z) (s A=p)" =1 —ptp-s)

b) Die Poissonverteilung 7(A) mit A € (0,00) hat die erzeugende Funktion ¢g mit

_ AN W R - (A'S)k_ NS g
g(s) = e s =e Z T fir s e R

c) Ist X geometrisch verteilt mit Parameter p € (0,1) (d. h. gilt
PIX =k =p-(1-p)* (keNp)), so gilt
g($)=> p-(1=pF-s*=p-Y ((1-p)-s) T
k=0 k=0
tir s € [0, 1].
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5.4 Satz (Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionen).
Besitzen zwei auf B definierte, aber auf Ny konzentrierte W-Mafle bzw. Verteilungen die-

selbe erzeugende Funktion, so stimmen sie iiberein.

Beweis:

Folgt aus Identitatssatz fiir Potenzreihen:

Zakwk :Zbkwk(x €[0,1]) = ar = b, (k € Ny).
k=0 k=0

O

5.5 Satz. Sei X eine reelle ZV, deren Verteilung auf Ny konzentriert ist, mit erzeugender

Funktion g.

a) ¢ ist in (—1,1) unendlich oft differenzierbar; fiir j € N gilt

g(j)(l—) = lim g(j)(s) =FXX-1)...(X=7+4+1)] (£00),

 0<s—1-0

insbesondere ¢'(1—) = EX.

b) EX < oo = V(X)=g"(1=) + ¢(1=) — (¢/(1=))* .

Beweis:
Die auf [—1, 1] definierte Potenzreihe

o0

g(s)=> P[X =k s

k=0

ist im Inneren (—1,1) des Definitionsbereichs unendlich oft differenzierbar, und es gilt:

gV(s) = PIX =k -k-(k—=1)-...-(k—j+1)-s"7.
k=j
Grenziibergang s — 1—  ergibt
lirln gV (s) = liql SSPIX=k k-(k—=1)-...-(k—j+1)-s"7
s—1— s=1— 15

— Y PIX =Mk (k=1)- e (k=4 1) 15

(Limes und Reihe sind nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
vertauschbar. Hierbei fasst man die Reihe als Integral
bzgl. dem abzihlenden Maf3 auf)
= EX-(X—-1)-...- (X —=j+1)]
(nach Satz 3.13).
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rechte Seite E[X (X -1)]+EX — (EX)?
= X - (X"

— V(X).
]

5.6 Satz. Seien X,..., X, unabhéngige reelle ZVn, deren Verteilungen jeweils auf N

konzentriert sind, mit erzeugenden Funktionen gy, ..., g, . Fiir die erzeugende Funktion g
n

der Summe X7 + ...+ X, gilt dann g = [] g; .
j=1

Beweis:

g(s) = E(sOt ) =F (jlill sz>
= [1E(s%)

7=1
(da mit Xy,..., X, auch s*1, ... s%" unabhingig sind, und Satz 4.10 gilt)

Bemerkung:

Zufallsvariablen X7, X5 ... heiflen identisch verteilt, falls gilt:
Px, =Px, = ...

(also falls die Verteilungen der ZVen iibereinstimmen).

Beispiel: Die ZVen X, X5, ... seien unabhéngig und identisch verteilt mit

fir ein p € (0,1) fest.
Hierbei ist [ X} = 1] das Ereignis, dass im k-ten Bernoulli-Versuch ein Erfolg eintritt.

Die ZV Z; (mit Werten in R) gebe die Anzahl der Misserfolge bis zum 1. Erfolg an.
Dann gilt

PlZy=k] = PXi=0,X,=0,...,X;,=0,X341 =1]
Unath piXy =0]- P[Xo=0] ... P[X}, = 0] P[Xps1 = 1]
= (1-p"-p
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Wegen

oo

PlZy €Nl =) (1-p)l-p=1

gilt dann 73 < oo fs.
Nach dem 1. Erfolg tritt die stochastische Situation von neuem auf. Die ZV Z, gebe
die Anzahl der Misserfolge nach dem 1. Erfolg bis zum 2. Erfolg an. Entsprechend seien

Zg, Z4, e definiert.
Beh. Die ZVen Z;,7,... sind unabhingig und identisch verteilt.
Begriindung:

PlZy=k] = ) P|Zi=j,Zy=k]
i=0

o0

= > (1—=p)-p(l—pF-p

=0
(folgt analog zur Berechnung von P[Z; = k] oben)

= (1—p)f-p- i(l—p)j'p
= (1-pPr-p-1

Also sind Z7, Z5 identisch verteilt.
Weiter gilt

PlZy =3, Zy =K =1 =py-p-(1=p)"-p=PlZi=j]- PlZ2 = k]

fiir alle j, k € Ny, woraus die Unabhéngigkeit von Z; und Z5 folgt.

(denn
PlZye€e A, Zye Bl = Y. PlZi=7j,Zy=k]|
JEANNg
ke BNNg
= Y PlZi=j] PlZ = K]
JEANNg
ke BNNg
= > PlZi=jl- Y PlZ=k
JEANNy ke BNNg
= P[ZleA]P[ZQEB])
Analog sieht man, dass 71, ..., Z, unabhéngig und identisch verteilt sind. O

71 hat die erzeugende Funktion

e}

h(s) :Z(l—P)k'p'Sk = ﬁ
Es gil
- W) = — P1L=P) wi(s) = 20 - )’
(1-(1=p)s)? "~ (1-(1=p)-s)*’
woraus mit Satz 5.5 folgt
EZy = W(1) = pl—p) _1-p

1-@1-p) p
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und

1-p _ (1-p)?
P P p?
_ (=p?  1-p _ 1-p (l=p 4 ¢
p? + P P P +
— l=p 1 _ 1-p
p P p? -

Pz, ist die sogenannte geometrische Verteilung mit Parameter p € (0, 1).
Fiir r € N betrachten wir die Anzahl der Misserfolge bis zum r-ten Erfolg, gegeben
durch

X=7IL+...+7Z.

Da Zi,..., Z, unabhingig und identisch verteilt sind, hat X nach Satz 5.6 die erzeugende
Funktion

Die Funktion

hat wegen

f®x) = (=r)-(—r=1-...-(=r—k+1)-(1—2)"F. (=1
= (r+k—=1)-(r+k-=2)-...-r-(1—x)""*

die Potenzreihendarstellung

<1—1x>7“ :i(rﬂfz—l) o

k=

o

Mit dieser erhélt man fiir g:

r+k—1

g(S)Zpr:0< . )(1—19)’“'5’“,

also gilt (nach dem Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionen, da
g(s) = S PX = k] - 5*
k=0
unter Beachtung von X < oo f.s.)

P[X =k = (H];_l)-pr-(l—p)’f (k € Ny).

Py ist eine sogenannte negative Binomialverteilung (oder auch Pascalverteilung) mit
Bezeichnung Nb(r, p).
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Die Zahldichte von Nb(r,p) ist
n+k—1 ,
k+—>< L >-p(1—p)k

und wegen X = Z; + ...+ Z, mit Z,,..., Z, unabhéngig identisch verteilt (nach obiger
Herleitung) gilt

EX = r-EZ=r-t
V(X) = ’I"-V(Zl):T-%.

5.2 Charakteristische Funktionen

5.7 Definition. Es sei 1 ein W-Mafl auf B bzw. X eine reelle ZV mit VF F'. Dann heifit

die auf —oco < u < oo definierte (i.a. komplexwertige) Funktion ¢ mit

o(u) == /Reiw p(dx) = /Rcos(ux) p(dx) +i- /Rsin(ux) p(dx)
bzw.

p(u) = Be™ = /

R

¢ Py (dz) = /

Rcos(ux) Px(dx) +i - / sin(ux) Py (dx)

R

die charakteristische Funktion von p bzw. X bzw. F.

5.8 Bemerkung. In Definition 5.7 gilt
a) ¢(0) =1,
b) [p(u) <1, ueR,
c) ¢ gleichmafig stetig in R,
d) p(—u) = p(u), u € R.

Begriindung: a), b), d) ... trivial.
c)

| Jg (e0HW® — ) Py(d))|
| J e - (e — 1) Px(dw)]
fR et — 1| Py (dz) =: f(h)

|o(u+h) = o(u)]

IN

da

e = 1.
Da f(h) nicht von u abhéngt, folgt die Behauptung aus
f(h) =0 fiir h — 0.

Dies wiederum gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, da
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o |[¢h® — 1] = ]e® — 1| =0 (h — 0) fiir alle v € R

o | — 1| <e?h®| + 1 = 2 und 2 ist integrierbar.

Also gilt
F(h) = / 670 1Py (dx) = / 0Py (dz) = 0
R
R

fir h - 0, w.z.z.w. O
5.9 Bemerkung. Die Normalverteilung N(a,c?) mit a € R, 0% € (0, 00) hat die charak-

teristische Funktion ¢ mit
. 5202
nau ,———% —

plu) = eem 2

oS,

Insbesondere hat N(0, 1) die charakteristische Funktion ¢ mit p(u) = e

Beweis: Ist X N (0, 1)-verteilt, so ist (vgl. Ubungen) Y = o - X +a N(a,o?)-verteilt.
Es gilt:
SDY(U) = F ei“(f”X"r&) — eiua . E ei(g.u).X

— ei-u-a . SOX(U . U),

also geniigt es, die charakteristische Funktion zu A(0, 1) zu bestimmen.

Hierzu:
; 2
ox(u) = [pe™- —% cem 2y
(z—iu)? 2
= = fge 2z dx-e/?
Zu zeigen:

Dazu betrachten wir fiir v € R und ¢ > 0:

t

/e‘wdx = /e_zz/gdz

—t Cy

wobei das komplexe Kurvenintegral rechts iiber den Streckenzug C; von —t — i - u bis
t — 4 - u berechnet wird.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

4
> [t =o
=1 C;

wobei Cy, C3 bzw. C4 die Streckenziige von t —i-u bis t, bzw. t bis —t, bzw. —t bis —t —i-u

sind.
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Auf Cy bzw C4 ist der Integrand betragsméfig beschrinkt durch

 (Ft—iv)?
sup |e 2
0<|v|<]ul
- 5
= sup e t/2'|6:|:ztv|‘ev /2
0<|v[<]ul N

< e—t2/2 . eu2/2'

Damit gilt fiir i € {2,4}:

/e‘ZQ/zdz < et/ g2, |u = 0 fiir £ — oo.

C;
Also gilt:
S2
lim [ e % /2dz = lim — [ e #/2dz = / e"2ds =27
t—o0 t—o0
C1 C3 —00

5.10 Bemerkung Sei X exp(A)-verteilt, d.h. X habe die Dichte

e x>0

f(x) =
0 , <0
mit A > 0.
X hat die charakteristische Funktion
T A e A
_ ur |y, —)\md _ L (lu=A)z _ )
(u) /e ¢ v w— A ¢ e AT l-u
0

Die Exponentialverteilung ist geddchtnislos in dem Sinne, dass gilt:

(x) PX >t+s|X >s]=P[X >t firalles,t>0,

denn N
e Mdr
. . P[X > t+ S] t;fs efA(tJFS)
linke Seite = PIX > 5] = — = —
- f A ey €
= ¢ M = rechte Seite .

Ist umgekehrt X eine R-wertige ZV mit P[X > 0] > 0, die die Eigenschaft (%) hat, so ist
X exp(A)-verteilt.
Begriindung:

58



Setze
S(x)=1—F(x)=1—P[X <z]=P[X > zl.

Aus (x) folgt dann
S(t+s)=S5(t)-S(s) firalle s, t >0,

woraus wiederum folgt
o S(k-t)=(S(t))* fiir alle k € Ny, ¢t >0
e S (L) =5(1)"™ fiir alle m € N (folgt aus oben mit ¢t = 1/m, k = m)
e S(£) = (S(1))m fiir alle k € Ng,m € N (folgt aus den obigen zwei Bezichungen)

Der Fall S(1) = 1 kann nicht eintreten, da dies S(k) = 1 fiir alle £ € N implizieren wiirde,
im Widerspruch zu

S(k)=PX >kl >0 (k— ).
Ebenso kann der Fall S(1) = 0 nicht eintreten, da daraus S (+) = 0 fiir alle m € N folgen
wiirde, im Widerspruch zu

0<PX >0 = lim P[X > —] = nms(i).

m—00 m m— 00 m

Also gilt  S(1) € (0,1).
Mit A = —1In(S(1)) € (0, 00) folgt

PX> )= (f) = (S(1)w = e

m

fiir alle k € Ng,m € N.
Damit gilt fiir z € Q4
PIX >a2]=e

bzw.
F(x)=P[X <z]=1—-e"

Da F als Verteilungsfunktion rechtsseitig stetig ist, folgt daraus
F(r)=1—efiirallex € R,  ~» Beh.
O

Aufgrund der in (%) formulierten Gedachtnislosigkeit wird die Exponentialverteilung
héufig bei der Modellierung von Wartesystemen eingesetzt.
Es gilt:

>

EX:fx-)\-e_)‘xda::...:
0
V(X):E(XQ)—(EX)2:...:$.
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5.11 Satz (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen).

a) Ist p ein W-Mafl auf B bzw. Px die Verteilung einer reellen ZV X mit zugehoriger VF
Fund zugehoriger charakteristischer Funktion ¢ und sind a, b mit a < b Stetigkeitsstellen
von F', so gilt die Umkehrformel

b) Besitzen zwei auf B definierte W-Mafie bzw. Verteilungen dieselbe charakteristische

Funktion, so stimmen sie iiberein.
Beweis: Sind X, Y reelle ZVen mit Vf. Fx, Fy und gilt fiir die charakteristischen Funk-
tionen px und px

Yx = Py,

so folgt aus der Umkehrformel
Fx(b) — FX(CL) = Fy(b) — Fy((l)

fiir alle a,b € R, die sowohl Stetigkeitsstellen von Fx als auch von Fy sind. Da Vertei-
lungsfunktionen iiberall bis auf hochstens abzahlbar viele Stellen stetig sind, gilt diese
Beziehung also fiir L. — f.a. a,b € R. Mit a — —oo und F(a) — 0 (a — —o0) fiir jede
Verteilungsfunktion F folgt daraus

Fx =F L-fii,

und da eine Verteilunsgfunktion als rechtsseitig stetige Funktion durch seine Werte auf
einer dichten Teilmenge von R eindeutig bestimmt ist, impliziert dies Fxy = Fy. Also
geniigt es, die Umkehrformel zu zeigen.

Dazu beachten wir fiir Stetigkeitsstellen @ und b von F"

U
—iua _ ,—iub

% f e zuaiue xn . ¢<u>du

-U

U . ,

=5 [ #IR " Py (dz)du
. 1 v eiu(z—a)ieiu(z—b)d P d

R -U

(nach dem Satz von Fubini, s.u.)

Bei der Anwendung des Satzes von Fubini haben wir dabei benutzt, dass

eil@=a) _ enu@=b)  cos(u(z — a)) — cos(u - (x — b)) N sin(u - (x — a)) — sin(u - (z — b))

i w u
nach dem Mittelwertsatz betragsméfiig beschrankt ist und daher bzgl. dem beschrinkten
(1) Maf3 )\‘[_UU} ® Px integrierbar ist.
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Daraus folgt:

v .
% f e—zuai;e—lub . (p(u)du

21

L (el m @)~ eoslurp =) s (o @) —sintu: (=) Yy,
‘v

o

ungerade als gerade als
Funktion von u Funktion von u
U U
sin(u - (x — a sin(u-(x—»b
g [ ma) [t e =8)
R U U
N _ Ny .
_ U-(z—a) _ U-(z—b)
t=u-(z—a) sin t=u-(z—b) sin
= Of sint gy = Of sint gy

3=

-

Nach der Dirichletschen Formel gilt

U(z—a)
[ ntdt Py(da).
U-(z—b)

1 o0 X 1 o0 X
—/vadv:Z-—/vadvzl.
v v T v
—0o0 0
Daraus folgt
1 U-(z—a) 1 ,falls a<x<b
sint
lim — / —dt=4¢ 0 , falls z<aoderx>0b
U—oo T t
U-(@=b) 1 falls 2 =a oder z =0,

[\

wobei die Integrale links wegen der Oszillation des Sinus und

L P L
t—0 ¢ t—0 1
beschréankt sind.
Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und Px({a}) = Px({b}) = 0 (da a und

b Stetigkeitsstellen von F sind) folgt:

u ) —iu
lim 5o [ =R p(u)du= [ 1 Px(da)
o U (a,b)

— Px((a,0)) = Px((a,b]) = F(5) — F(a),

wobei bei der 3. Gleichheit erneut Px({b}) = 0 verwendet wurde. O

5.12 Satz. Gegeben sei eine VF F mit charakteristischer Funktion ¢; es sei
J2o | @(u) | du < oo. Dann besitzt F eine Dichte f, die stetig und beschréinkt ist,

und es gilt die Umkehrformel
1

flx) = . /Re_i“”"gp(u) du, x € R
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[vgl. die Formel p(u) = [, €™ f(x) dz, u € R, bei existierender Dichte f].
Beweis: Siehe Ubungen O

5.13 Satz. Sei X eine reelle ZV mit Verteilung Px und charakteristischer Funktion ¢.
Fiir j € N gilt:
E|X <o

— ¢ hat eine stetige j-te Ableitung ¢ mit V) (u) = ¢/ / 2! ™ Py (dx), u € R,
R

insbesondere ¢ (0) = i EX7.

Beweis:
Fall j=1

(h—=0) .
— e'UT.aq.x

Dabei ist der Integrand betragsméfig beschrankt durch

ihe 1| _ |cos(he)=1 | . sin(hz)—0

eh ‘_coshx _'_Z.sm,jc )
< cos(f;Lx)—l + sin(h};v)fo‘ <|z|-|—sing| + |z]- |cosg|
< 2z,

wobei die zweite Ungleichung aus dem Mittelwertsatz folgt. Die Funktion x — 2 - |z| ist
wegen E|X| < oo bzgl Py integrierbar. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

folgt daraus:

R

¢’ ist gleichméaBig stetig, da

| (u+h) — ()] = |[ix- (ei(“+h)'“" — ei“x) Px(dzx)

R
|| - | — 1| Px(dx)
R
R

IN

wobei das Integral

/|x| : ‘eihx — 1| Px(dz)
R
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unabhéngig von wu ist und fiir h — 0 wegen
|| - |e" —1] = 0 (h—0)
2| - e — 1] < 2|z
und [ 2|z| Px(dzx) = 2E|X| < oo,

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gegen Null konvergiert.
Der allgemeine Fall folgt daraus mit Induktion. 0

5.14 Satz. Seien X, ..., X,, unabhingige reelle ZVn mit charakteristischen Funktionen
©1, ..., Flir die charakteristische Funktion der Summe X; + ... + X, gilt dann

J=1
Beweis.
QD(’LL) — F 6iu(X1+...+Xn) — R (eiqu . ez’qu .. eian)
= FE eiqu . B eiqu ... - E eian
da mit Xi,.... X, auch X1 . ¢iuXn
) b n b )

unabhéngig sind und da Satz 4.10 gilt).

= px;(u) - ox,(u) - ... - ox, (u).

Beispiel: Eine Zufallsvariable mit Dichte

A =1 Az
O e ,x >0

0 <0

fz) =
(bzgl. des LB-MaBes) heiit Gamma-verteilt mit Parameter A, v > 0 (kurz: I'y ,-verteilt).
Hierbei ist -
Iv) = /ac”l e dx
0

die sogenannte Gamma-Funktion, fiir die gilt:

'v+1) = v-I'(v),

C(n

I
£}
|
=
£}
M
Z

Spezialfille sind:
[y1=exp())

r . sogenannte Chi-Quadrat-Verteilung x2 mit n Freiheitsgraden.

w3

1
2
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Fiir die charakteristische Funktion ¢ von I'y , gilt:

wwpz( A >V (u € R).

A—i-u
Begriindung:
(P(U) — b[ewm]f‘){,/) L vl ,e—)\acdx
= ity S (A —iu)2) T e T (N~ u)da
0

— A1 v—1 -z
= o) T E&Cf “ dz

wobei C; der (komplexe) Streckenzug von 0 bis (A — iu) - t ist. Ist Cy der (komplexe)
Streckenzug von (A — iu) - t bis At und Cs der von At bis 0, so gilt:

3
$° [t

= 1CZ
und mit
lim [ 2" 'e*dz=0 (!
t—o00
Co
folgt

Daraus folgt

o (u) =N (=v) (A —iu) Y (i),
und damit gilt nach Satz 5.13

x = $O) N () X (<)

O"(u) = No-vio(—(v+1)) (A —iu)” @D . (=)
= —vv+ DA (A —du)~ v+
und mit Satz 5.13 folgt

By - €10 _ vty

i? A2

also gilt

1/2+1/ V2 1%

V(X)=FE(X? — (EX)* = ORI T
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Dariiber hinaus gilt:

Die Summe von n unabhéngigen exp(\)-verteilten Zufallsvariablen ist I'y ,, verteilt.
Begriindung:

Sind Xj, ..., X, unabhingig und exp(\)-verteilt, so hat nach Satz 5.14 X; + ...+ X,

die charakteristische Funktion

o A A N
LA W W A—iu (N —iu)n’

und ist daher nach Satz 5.11 I'y ,,-verteilt. O

5.15 Definition. Zu zwei W-Maflen P, Q) auf B wird das W-Maf§ P x () auf B, die sog.
Faltung von P und (@), folgendermafien definiert:

a) sei T :R xR — R mit T'(z,y) =z +y;

(P ® @Q W-Mafl auf By mit (P ® Q)(B; x By) = P(By) - Q(Bs), By, B, € B, sog.
Produkt-W-Mafl von P und Q)

oder — aquivalent —

b) man wéhle ein unabhéngiges Paar reeller ZVn X,Y auf (ﬁ,ﬂ, P) mit Py = P,
Py = @ und setze
P x Q = Px+y.

Beweis der Aquivalenz von a) und b):
Fir X,Y wie in b) und Z = (X,Y) gilt:

P = P (B), = (Ran),
X, Y un:abhéingig ( P By
= (P®Q)r
da Py = P,Py = Q. O

5.16 Satz.

a) Die Faltungsoperation ist kommutativ und assoziativ.

b) Es sei (X,Y) ein unabhéngiges Paar reeller ZVn. Fiir X,Y, X + Y seien die Ver-
teilungsfunktionen mit F, G, H, die Dichten — falls existent — mit f, g, h und die
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Zahldichten — falls Px, Py auf Ny konzentriert sind — mit (pg), (qx), (%) bezeich-
net. Dann gilt

H#) :/RF(t—y)G(dy) :/RG(t—x) F(dz), t € R.

Falls f existiert, so existiert h mit

/f (t—y)G(dy) fir (L-fa.) teR;

falls zusétzlich g existiert, so gilt

/f (t — y)dy = /Rg(t —z)f(x)dx fir (L-fa.)teR.

Falls (p)reng, (Qk)ken, existieren, so existiert (ry)gen, mit
k k
= preiti = Y qe-ipi (k € Np).
i=0 i=0

Beweis: a) klar nach Definition 5.15 b).
b)
H(t) = P[X+Y <t] = Pxy)(B)
mit
B={(z,y) eR* :z+y <t}
Wegen Unabhéngigkeit von (X,Y") folgt weiter
H(t) = (Px®)(B)

= fQXB(x,y)d(PX ® Py)(z,y)
Fubini ffXB(m’y)dPX(x) dPy (y)
= [T l) Px@) Py
(da (y)eBoatysteorst-ysre (-0 t-y)

= [F(t—y) Pyr(dy)
R
Mit Px+y = Py+X fOlgt auch

H(t) = / G(t — )Py (dz).

R
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Existiert Dichte f zu F', so folgt

Ho = [ i@ e

= [ ] f s Prlay)

(mit Substitution s = 7 + y)

ey [te-wpta)  ds
> R

J/

ist als Funktion VKD s Dichte von H

Falls zusétzlich Dichte g zu G bzw. Py existiert, so gilt fiir die Dichte h von H:

W) = / F(s — y) Py(dy) = / F(t— ) - o(y) dy

Fiir Zahldichten geht der Beweis analog, vgl. Ubungen 0J

5.17 Bemerkung.

a) Fiir ny,ny € N, p € [0,1] gilt b(ny,p) * b(ng, p) = b(ny + na, p).
Die Summe von n unabhéngigen b(1, p) verteilten ZVn ist also b(n, p)-verteilt.

b) Fir )\17 Ay >0 gllt 7T()\1> * 71'()\2) = 7T()\1 + /\2)

c) Firr,ry € N, pe (0,1) gilt Nb(ry,p) * Nb(re,p) = Nb(ry + r2,p).
Die Summe von r unabhéngigen Nb(1, p)-verteilten ZVn ist also Nb(r, p)-verteilt.

d) Fiir aj,as € R, 0%,05 € (0,00) gilt N(ay,0?) * N(ay,03) = N(ay + ag, 0% + 03).

e) Fir A € (0,00), 1,15 € (0,00) gilt T'x 1, * Ty = Dx i s
Die Summe von n unabhéngigen exp(\)-verteilten ZVn ist I'y ,,-verteilt.
Die Summe der Quadrate von n unabhéngigen jeweils N (0, 1)-verteilten ZVn ist

x2-verteilt.

Beweis: Siehe Ubungen. O

67



6 Spezielle Verteilungen

6.1 Diskrete Verteilungen

6.1 Definition. Als Binomialverteilung b(n, p) mit Parametern n € N, p € (0, 1) oder
auch [0, 1] wird ein W-Maf} auf B bezeichnet, das auf {0,1,...,n} konzentriert ist und
die Zahldichte

k— b(n,p; k) = (k;

mn
)p’“(l —p)" " keN,

besitzt.

6.2 Satz. Sein e N, pe [0,1]; ¢:=1—p.

a) Ist (Xi,...,X,) ein n-tupel unabhéngiger reeller ZVn mit P[X; = 1] = p,
P[X; = 0] = ¢ — d.h. mit jeweiliger b(1,p)-Verteilung — (i = 1,...,n), so ist
> X b(n,p)-verteilt.
i=1

b) Fiir eine ZV X mit Py = b(n,p) gilt EX = np, V(X) = npq.
c) b(n,p) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = (¢ + ps)".

d) Fiir ny,ny € N gilt
b(n1,p) * b(n2, p) = b(ny + n2,p),
d.h. fiir zwei unabhéngige ZVn X, X, mit Px, = b(ny,p), Px, = b(ng, p) gilt
Px, i x, = b(n1 + na, p).

6.3 Bemerkung. Das n-tupel (X1,...,X,,) von ZVn aus Satz 6.1 beschreibt ein n-tupel
von Bernoulli-Versuchen, d.h. Zufallsexperimenten ohne gegenseitige Beeinflussung mit

Ausgéngen 1 (“Erfolg”) oder 0 (“Misserfolg”) und jeweiliger Erfolgswahrscheinlichkeit p;

>~ X; gibt die Anzahl der Erfolge in n Bernoulli-Versuchen an.
k=1

6.4 Definition. Als Poisson-Verteilung 7(\) mit Parameter A > 0 wird ein W-Maf}
auf B bezeichnet, das auf Ny konzentriert ist und die Zahldichte

X

kE—rm(\k):=e k€ Ny

besitzt.

6.5 Satz. Sei A > 0.

a) Ist (b(n,p,)) eine Folge von Binomialverteilungen mit np, — A (n — o0), dann

konvergiert
b(n,pn; k) — m(A\s k)  (n — oo) fiir alle k € Ny .
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b) Fiir eine ZV X mit Py = 7(A) gilt EX = V(X) = A

c¢) m(\) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = e 2.

d) Fir )\17 Ay >0 gllt
7T()\1) * 7T(>\2) = 7T()\1 + )\2) .

Beweis von Satz 6.5 a):
Es gelte n - p, — A (n — o0), woraus p, — 0 (n — oo) folgt. Mit

b(n.puik) = (3) ok (1—pu)""
1\ (n=k)pn
— b ep) (=) py =k ) gy (1= p) )
—_—— N—— N ~ _
—A —A —A
und
n—k) -p,— XA (n— o0)
sowie
(1 —pn)ﬁ —e ' (n— o0)
(wegen p, — 0 (n — oc0), woraus
In(1 —
In ((1 —pn)ﬁ) _mU=p) S o)
Pn
folgt), folgt die Behauptung. O

6.6 Bemerkung. Bei einer rein zufilligen Aufteilung von n unterscheidbaren Teilchen
auf m gleichgroBe mehrfach besetzbare Zellen in einem Euklidischen Raum wird die An-
zahl der Teilchen in einer vorgegebenen Zelle durch eine b(n, %)—verteilte ZV angegeben.
Der Grenziibergang n — oo, m — oo mit Belegungsintensitit - — X > 0 fithrt gemif3
Satz 6.5a zu einer w(\)-verteilten ZV.

6.7 Definition. Als negative Binomialverteilung oder Pascal-Verteilung Nb(r, p)
mit Parametern € N, p € (0,1) wird ein W-Maf auf B (oder auch B) bezeichnet, das
auf Ny konzentriert ist und — mit ¢ := 1 — p — die Z&hldichte

r+k—1

k+— Nb(r, p; k) ::( I

)ﬂﬁvkeN

besitzt. Speziell wird Nb(1,p) — mit Zihldichte k — p(1 —p)*, k € Ny — als geometri-
sche Verteilung mit Parameter p € (0, 1) bezeichnet.

6.8 Satz. Seir e N, pe (0,1),q:=1—p.
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a) Sei (X, )nen eine unabhéngige Folge von b(1, p)-verteilten ZVn. Die erweitert-reelle

ZV X :=inf{n e N| Y X}, =r} —r mit inf § := oo ist Nb(r, p)-verteilt.
k=1

|~z
[SES)

b) Fiir eine ZV X mit Py = Nb(r,p) gilt EX =1, V(X) =

bS]

'

¢) Nb(r,p) hat die erzeugende Funktion g mit g(s) = p"(1 — ¢s)
d) Fiir rq,re € N gilt
Nb(r1,p) = Nb(rz,p) = Nb(r1 + r2,p) .

Die Summe von r unabhéngigen Nb(1, p)-verteilten ZVn ist somit Nb(r, p)-verteilt.

6.9 Bemerkung. Fiir die Folge (X,) in Satz 6.8a wird durch die erweitert-reelle ZV
T :=inf{n € N | Z Xy = r} mit inf () := oo die Wartezeit bis zum r-ten Auftreten der

Eins in (X,,) und durch die erweitert-reelle ZV X =T —r die Anzahl der Misserfolge bis

zum r-ten Erfolg bei der zu (X,,) gehorigen Folge von Bernoulli-Versuchen angegeben.

6.10 Definition. Als hypergeometrische Verteilung mit Parametern n,r,s € N,
wobei n < r + s, wird ein W-MaB} auf B bezeichnet, das auf {0,1,...,n} — sogar auf

{max (0,n — s),...,min (n,r)} — konzentriert ist und die Zahldichte
(1) (")
— E=0,1,...
ks (T:L_S) ) s 49 , I
0 , k=n+1n+2,...
besitzt.

6.11 Bemerkung. Werden aus einer Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln rein
zufillig n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen (n,r, s wie in Definition 6.10), so wird die
Anzahl der gezogenen roten Kugeln durch eine ZV angegeben, die eine hypergeometrische
Verteilung mit Parametern n, r, s besitzt. Anwendung der hypergeometrischen Verteilung

in der Qualitdtskontrolle.

6.2 Totalstetige Verteilungen

6.12 Definition. Als Gleichverteilung auf (a,b) mit —oco < a < b < oo wird ein
1

W-Maf} auf B bezeichnet, das eine Dichte f = b—X(a’b) besitzt.
—a

a+b,V(X): (bI;) .

6.13 Satz. Fiir eine ZV X mit Gleichverteilung auf (a, b) gilt EX =
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6.14 Definition. Als (eindimensionale) Normalverteilung oder Gauf-Verteilung N (a, 0?)
mit Parametern a € R, o > 0 wird ein W-Maf§ auf B bezeichnet, das eine Dichte f mit

1 _(z—a)?
flx) = e 22, zeR
2o

besitzt. Speziell heifit N(0,1) standardisierte Normalverteilung.

6.15 Bemerkung.

a) Sei f wie in Definition 6.14. Der Graph von f heifit Gaufische Glockenkurve. Im
1
Fall a =0 ist f(0) = und hat f zwei Wendepunkte (£o;
F0) = o und bt | punkie (47 ———).

b) Die Dichtefunktion und die VF ¢ von N(0,1) sind tabelliert.

X —
c) Ist die ZV X N(a,o?)-verteilt, so ist ¢ N(0, 1)-verteilt. Es gilt hierbei
o
Pla—o<X<a+o0] = 2¢(1)—1 =~ 0,683
Pla—20<X<a+2] = 26(2)—1 ~ 0,954
Pla—30 <X <a+30] = 26(3)—1 ~ 0,997.
Zu Bemerkung 6.15 c):
Pla—k-0 <X <a+k-o] = Pl-k<X2 <[]
= (k) — 2(=k)
= 20(k)—1

da aus Symmetriegriinden gilt:

6.16 Satz. Seia € R, o > 0.

a) Fiir eine ZV X mit Verteilung N(a, 0?) gilt:
k
E(X —a)*1=0, B(X sz—1 k€N;

insbesondere EX = a, V(X) = 0?; die ZV ¢X + b mit 0 # ¢ € R, b € R hat die
Verteilung N(ca + b, c?o?).

b) Die charakteristische Funktion von N (a,0?) ist ¢ mit



c) Fir aj,as € R, 01,09 > 0 gilt

N(al,af) * N((ZQ,O—%) = N(CLl + (12,0'% + O'g) .

6.17 Definition. Als Exponentialverteilung exp(\) mit Parameter A > 0 wird ein
W-Ma8B auf B oder B bezeichnet, das eine Dichtefunktion f mit

e ™ x>0
f(z)
0, <0

besitzt.

6.18 Satz. Sei A > 0.

a) Sei X eine erweitert-reelle ZV, deren Verteilung auf R, konzentriert sei, mit
P[0 < X < 00| > 0. Dann gilt:

VYV PX>t+s|X >4

P[X > t] <= Px ist eine Exponentialverteilung.
$,t€(0,00)
“Gedéchtnislosigkeit”

L : . 1 1
b) Fiir eine ZV X mit Px = exp()\) gilt EX = % V(X) R
¢) exp(A) hat die charakteristische Funktion ¢ mit

A
o) A—iu’

6.19 Definition. Als Gamma-Verteilung I'y , mit Parametern A\, v > 0 wird ein W-
MaB auf B oder B bezeichnet, das eine Dichtefunktion f mit
A 1,-A
—x" e, x>0
fla) =< T@)
0, <0
besitzt. Hierbei I'y ; = exp(A). T 1 » wird als Chi-Quadrat-Verteilung X2 mit n(€ N) Frei-
heitsgraden bezeichnet.

6.20 Satz. Seien \,v >0, n € N.
a) Fiir eine ZV X mit Px =T, gilt £X = §, V(X)
b) Iy, hat die charakteristische Funktion ¢ mit

plu) = (A—Am)y’
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c) Fir vy, vy > 0 gilt

F)\,I/l * F}\,I/Q = F)\,I/1+I/2 .
Insbesondere ist I'y ,, die n-fache Faltung von exp(\).

d) Die Summe der Quadrate von n unabhéngigen jeweils N (0, 1)-verteilten reellen ZVn

ist x2-verteilt.

Zu Satz 6.20 d)

Zu zeigen: Xi,..., X, unabhingig N(0,1)-verteilt = X2 + ... + X2 x2-verteilt, d.h.
Féyg—ver‘ceﬂt.

Wegen Faltungseigenschaft von Iy, geniigt es zu zeigen:

X2 ist [’y /2,1 /2-verteilt.
Dazu: Fiir x > 0 gilt

F(z) = PIX? <a]=Pl-V/r <X <a]

\f 1 t2/2
— ——e V2t
Vora
_\/E
2 \f t2/2
= —= [ et/ (¢t.
Vor 0
Ableiten liefert:
Flo) = Frelgp =g o/t
1/2 .
_ (%/(?/2) -gl/27 . emY/2e | Dichte zu Iy /9

da T'(1/2) = /)
= X12 ist Fl/g?l/g—Verteﬂt.
(denn aus der obigen Beziehung folgt [ F'(t)dt = F(x) — F(0+) = F(x) fiir > 0)
0

6.21 Bemerkung. Sind X,Y zwei unabhéingige reelle ZVn mit Px = N(0,1) und Py =
als t-Verteilung oder Student-Verteilung

X2, so wird die Verteilung der ZV
Y/n

t, bzw. St, mit n Freiheitsgraden bezeichnet (n € N). ¢; bzw. St; ist eine sogenannte

Cauchy-Verteilung. — Anwendung von x2 und St, in der Statistik.

Beispiel aus der Erneuerungstheorie:

Bauelemente werden nach Ausfall sofort ersetzt, wobei:

e die Bauelemente hinsichtlich der Lebensdauer das gleiche stochastische Verhalten
haben.
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e die Bauelemente sich hinsichtlich der Lebensdauer unabhéngig voneinander verhal-

ten.

Die Bauelemente seien in der Reihenfolge des Einsatzes durchnummeriert.
Zur stochastischen Modellierung fassen wir die Lebensdauern als Realisierungen unabhéngig,
identisch verteilter, nichtnegativer reeller Zufallsvariablen 77,75, ... auf, definiert auf W-
Raum (92, A, P).
Es gelte: P[T} =0] <1 (sonst Trivialfall).
Dann beschreibt

Ny=sup{neN: T +...+T, <t}

(mit sup () = 0) die Anzahl der Erneuerungen im Zeitintervall [0, ¢].
Hierbei ist
(T'+ ...+ Ty)nen ... sog. Erneuerungsprozef

{N;:t € R} ... sog. ZéhlprozeB zum Erneuerungsprozes.
N, ist eine Ny = Ny U {oc}-wertige ZV, da:

[Ny =ool= (([Ti+..+T, <t € A

~
neN eA

[ s\ S

€A €A

6.22 Satz. Ist — mit den obigen Bezeichnungen — T,, exp(\)-verteilt (A > 0), so ist N;
m(At)-verteilt, t € R,.

6.23 Bemerkung. Die Familie {N; | t € R, } aus Satz 6.22 ist ein sogenannter Poisson-

Prozess.

Beweis von Satz 6.22:
Sy =Ty + ...+ T} ist Iy p-verteilt nach Satz 6.20 c).
Daher gilt fir k € N

t )\k t)\k—i—l

_ k=1 A . k =Xz

= g(k‘—l)! x e “dx of\k! " -e /dw
N’ v ~~

Mit partieller Integration des ersten Integrals folgt daraus

k

t
o |t Az _ (/\t>k At
P[Nt—k]—|:)\ F@ ]I:O— X - e s

d. h. P[N; = k| stimmt fir £ € N mit dem Wert der Zahldichte von 7(At) an der Stelle k

uberein.
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Fiir k = 0 gilt
PIN, = 0] = P[S, > 1] = P[T, > 1] = /)\ Y
t

also gilt die obige Aussage auch fiir £ = 0. O

7 Bedingte Erwartungen

Hilfsmittel: Satz von Radon-Nikodym (vereinfachte Fassung)
Messraum (€2,.4), endliches MaBl p auf A, signiertes endliches Mafl v auf A (d. h. v ist

Differenz zweier endlicher Mafle). Es gelte
VAe A:u(A)=0 = v(A4)=0

(d. h. v ist p stetig).
Dann existiert Funktion

[ (@A) = (R, B)
die bzgl. p integrierbar ist, und fiir die gilt:

VAe A:v(A) = | fdu.
/

f ist eindeutig bis auf Aquivalenz ”= p-f.i.”.
f ist die sogenannte Randon-Nikodym-Ableitung von v nach p.

Schreibweise:
dv
~dp
Beweis: Siehe Integrationstheorie bzw. Mafitheorie. U
Es gilt:
de dp dv
dp — dv dp
mit
w endliches MaB; ¢ u stetig
v endliches Maf}, v v stetig
¢ endliches signiertes Maf3,
v p-stetig
(vgl. f h(z)dPx(z f h(u u)du falls f Dichte von Py ist).

Aus dem Satz von Radon N 1kodym folgt:

7.1 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Integrierbare ZV X: (Q, A, P) — (R, B).
o-Algebra C C A. Dann existiert eine ZV Z : (Q, A, P) — (R, B) mit folgenden Eigen-

schaften:
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(%) Z ist integrierbar und C-B-messbar,

(%) Y /XdP:/ZdP.
ceCc Jo C

7 ist eindeutig bis auf die Aquivalenz “= Rest¢ P-f.ii.”.

Beweis
Definiere ¢ : C — R durch

go(C):/ XdP:/ X*dp—/ X~ dP.
C (& C

Dann ist ¢ endliches signiertes Mafl auf C, das P { o~stetig ist (denn aus P(C) = 0 fiir ein
C e C folgt p(C) = [, X dP =0).

Nach dem Satz von Radon-Nikodym (angewendet mir v = ¢ wie oben und u = P ’ o)
existiert eine Funktion Z : 2 — R mit

e 7/ ist C — B-messbar
e / ist integrierbar bzgl. P | c

e Fiir alle C' € C gilt
p(C) = /C Z dP|,

/XdP:/ de\c:/ Z dP,
c C c

wobei die letzte Gleichheit aus der C — B—Messbarkeit von Z folgt.

d. h.

Zur Eindeutigkeit:
Sind Zy, Zs zwei C — B-messbare Zufallsvariablen, fiir die (**) gilt, so folgt

VOGC:/(Zl—Zz)dP:O.
c
Dies impliziert
/(Zl — Z2) - Yz—z,50y AP = / (Zy — Zy)dP = 0,
{Zl—Z2>0}
woraus (wegen der Nichtnegativitit des Integranden)
(Z1 = Z) - Lyz,-z,50y =0 P.— fus.
folgt. Analog sieht man

(Zl - ZQ) : 1{Z1—ZQ<0} =0 P — f'S'a
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womit insgesamt

21:Z2 P—fS

gezeigt ist, woraus Z; = Zy P | L. folgt. O

7.2 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Integrierbare ZV X: (Q, A, P) —
(R, B). o0-Algebra C C A. Die Aquivalenzklasse (im oberen Sinne) der ZVn Z: (Q2, A, P) —
(R, B) mit (¥) und (%*) — oder auch ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse — heifit
bedingte Erwartung von X bei gegebenem C ... E(X | C). Héufig wird ein Re-

prisentant dieser Aquivalenzklasse als eine Version von E(X | C) bezeichnet.

Achtung F(X|C) ist Zufallsvariable / messbare Abbildung!
E(X]|C) ist " Vergroberung”von X.
Bemerkung:

BE(X|C) =

mit o(C) = / X dP (C € C)
‘c C
Beispiele

a)C=A...E(X|C)=X fs.
(beachte: E(X|C) ist reellwertig, daher muss X eventuell auf der Nullmenge
[| X| = o] abgeédndert werden).

b) C={0,Q}...E(X |C) = EX (da E(X|C) C — B-messbar ist, muss hier F(X|C)
konstant sein, und mit [, E(X|C) dP = EX folgt die Behauptung).

c) C={0,B,BQ} mit 0 < P(B) < 1.

1
—/XdP::E(X|B), w e B
B)Jg

(BE(X[C)(w) = .

P(B°) /g

X dP, we B
E(X | B) heifit bedingter Erwartungswert von X unter der Hypothese B.

Begriindung:

Die rechte Seite ist C — B-messbar und erfiillt:

— J, (ReS.)dP=0= [, X dP

X dP X dP
[y ReS)ap = [ la2ilap = LaZdl. [ 1ap
— [, XdP.

— [, (Re.S.) dP ™2 [ X dP
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JoReS.)dP = [;(ReS.)dP+ [, (ReS.)dP
= [, XdP+ [, XdP = [, X dP.

Aus obiger Rechnung folgt auch, dass die konstanten Funktionswerte von E(X|C)
auf B bzw. B¢ eindeutig sind. 0

7.3 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). X, X, integrierbar; o-Algebra C C A,

I

c,ap,an € R.

a) v / E(X | C)dP = / X dp
ceCc Jo C

b) X =c¢P-fs. = E(X |C) =cfts.

¢c) X>0P-fs. = E(X|C)>0fs.

d) E(Clel + CYQXQ ’ C) = OélE(Xl ’ C) + CYQE(XQ ‘ C) fs.

e) X; < X2 P-fs. — E(Xl | C) < E(XQ | C) fs.

f) X C-B-messbar = X = E(X | C) fs.

g) X integrierbar, Y C-B-messbar, XY integrierhar = E(XY |C) =Y E(X | C) fs.

h) X, X' integrierbar, X E(X' | C) integrierbar
— B(XE(X'|C)|C)=BE(X|C)E(X'|C) ts.
i) o-Algebren C;,Cy mit C; C Cy C A, X integrierbar
B(E(X | C) | C) = B(X | Gy) s
B(E(X | C) | C) = B(X | C)) fs.

Hier f.s. ... Rest¢ P-f.s. bzw. Rest ¢, P-f.s.

Beweis:

a) Folgt unmittelbar aus der Definition.
b) Klar, da die Konstante die Messbarkeits- und Integralbedingungen erfiillt.

)VCeC: [, EX|C)dP=[,XdP>0
(da X >0 P-fs.)

= E(X|C) >0 fs.

(da0< [ BX|0)dP <=} PIE(X[C) < 3,
[B(X|0)<—1]

also P[E(X|C) < 0] = lim P[E(X|C) < —1] = lim 0=0.)

n—oo
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d) Rechte Seite ist C — B-messbar, integrierbar und erfiillt fir alle C' € C:

Jo(aE(X1|C) 4 ay - E(X,[C)) dP

= ay- [, B(X4|C) dP + a5 - [, E(X,|C) dP
Dermiten o [ Xy dP + as - [, X5 dP

= (a2 X) +az - Xo) dP.

X; <Xy Pos. = Xo—X; >0P-fs.
2 B(Xy — X,|C) > 0 Ls.
4 B(X|0) - E(X1|0) > 0 fs.
f) Klar, da X C — B-messbar ist und die Integralbedingung erfiillt.
g) FalI: X >0und Y >0
Da Y - E(X|C) C — B-messbar ist, geniigt es zu zeigen:
(1) Y - E(X|C) integrierbar
2)vCeC: [, Y -BE(X|C)dP=[,X-Y dP

(1) folgt wegen Y - E(X|C) > 0 (beachte X > 0 und c)) aus (2) (setze darin C' = ()
und beachte X - Y integrierbar).

Nachweis von (2):
Fall 1: X > 0 und Y = xp fiir ein B € C.
Dann gilt fir C' € C:

| Y-E(X|C)dP = [ E(X|C)dP
BNC
— [ XadP
BNC
(nach Definition der bedingten Erwartung und BN C € C)

= [, X -xpdP=[,X Y dP

Fall 2: X > 0 und Y nichtnegativ einfach.
Beh. folgt mit Linearitdt des Integrals aus Fall 1.
Fall 3: X >0und Y >0

Behauptung folgt aus Fall 2, indem man Y von unten durch nichtnegative Funk-
tionen appoximiert, den Satz von der monotonen Konvergenz und das Resultat aus

Fall 2 anwendet.
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Fall II: Allgemeine X und Y.
E(X-Y|C)

E(X+t Yt—X"-Y+—Xt. Y +X.YC)

||&

E(X* - YHC) - BE(X~-Y*|0)— E(X*-Y~|C)+E(X~-Y~[C) fs.
Y+ B(X*|C)— Y+ E(X7|C) - Y~ -E(X*|C)+ Y~ -E(X~|C) fs.

(nach Fall I, wobei alle auftretenden Produkte integrierbar sind,
da X -Y integrierbar ist )
YT =Y7)- (E(XTIC) — E(X7[C))

| &

Y- E(X|C) fs.
h) Folgt aus g) mit Y = E(X’|C).

i) 1) E(X|Cy) ist C; — B-messbar und damit auch C; — B-messbar. Mit f) folgt die
Behauptung.

is) E(X|Cy) ist C; — B-messbar, integrierbar, und es gilt fiir C' € Cy:

/ E(X|C)dp " / X dP = / E(X|Cy) dP
c c c
wobei die letzte Gleichheit aus C' € Cy und der Definition von E(X|Cs) folgt.

O

7.4 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). o-Algebra C C A. A € A.
P(A|C):= E(xa | C) heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem C.

7.5 Bemerkung. Zu Definition 7.4.

v /CP(A 1C)dP = P(ANC).

Denn:
Jo P(AIC)dP = [, E(xalC) AP

= JoxadP
(nach Definition von E(x4|C))
= PANCQC).
Beispiel. C = {0, B, B¢,Q} mit 0 < P(B) < 1.
P(ANB)
P(B)
P(AN B°)
P(B¢)

= P(A|B), we B

(P(A]C))(w) =
—: P(A| B), we B,
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denn nach dem Beispiel nach Definition 7.1 gilt:

fBXA dP

fir weBRB

P(B) ’

(Bl =4 "2 C
P59 fir w e B-.

Definition 7.6. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

a) Integrierbare ZV X: (2,4, P) — (R,B). ZV Y: (Q, A, P) — (', A").
E(X|Y):=EX|Y YA)).. bedingte Erwartung von X bei gegebebenem
——
Y.
[kleinste o-Algebra in €, bzgl. der Y messbar ist ... F(Y)(C A)]

b) Integrierbare ZV X: (Q, A, P) — (R, B). ZVn Y;: (Q, A, P) — (2, A}) (i € I)
C(C A) sei die kleinste o-Algebra in €, bzgl. der alle Y; messbar sind
€= F(U YA F(Y;, i€ D)
E(X | (Yi)ier) == E(X | C) ...bedingte Erwartung von X bei gegebenem
Y., iel
c) Ac ;ZVY: (Q A P)— (U, A).

P(A|Y):=E(xa|Y)...bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem
Y.

7.7 Bemerkung. Integrierbare ZV X: (Q, A, P) — (R, B).

a) o-Algebra C in A
(X~1(B),C) unabhingig = E(X |C) = EX fs.

b) ZVY: (Q,A P)— (V,A)
(X,Y) unabhéingig = E(X |Y) = EX fs.

Beweis:
a) EX ist als konstante Abbildung C — B-messbar, integrierbar und fiir C' € C gilt:
Jo XdP=[ X -xcdP=EX"-xc)
= E(X) - E(xc)
(da X, x¢ unabhingig wegen X ~!(B), C unabhingig)
= E(X)-P(C)= [, E(X) dP.
b) folgt aus a) mit C = F(Y) =Y (A
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O

7.8 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Integrierbare ZV X: (Q, A, P) — (R, B).
INY:(Q,A P)— (,A). Dann ex. Abb. ¢g: (¥, A") — (R,B) mit E(X |Y) =goY.

g ist die sog. Faktorisierung der bedingten Erwartung.

g ist eindeutig bis auf die Aquivalenz “= Py-f.ii. 7.

Beweis:

a) Existenz

Setze Z = E(X|Y). Dann ist Z eine Abbildung Z : (2, F(Y)) — (R, B), d. h. Z ist
F(Y) — B-messbar.

Fall 1: Z =xa

Wegen Z F(Y) — B-messbar gilt A = x,*({1}) € F(Y) =Y~ 1(A).
Also existiert A’ € A’ mit A=Y 1(A’) und es gilt fiir w € Q:

Z(w) = xy-1an(w) = xa(Y(w)) = (g0 Y)(w)
mit g = xa.
Fall 2:  Z nichtnegativ einfach.
Dann gilt

Z = ZO@ "Xy -1(4))
=1

und — analog zu Fall 1 — folgt die Behauptung mit

9= Z@i " XA
i=1

Fall 3:  Z nichtnegativ messbar.

Dann existieren nichtnegative einfache F(Y) — B-messbare (!) Zufallsvariablen Z,
mit Z, T Z. Nach Fall 2 gilt Z,, = g, oY mit g, nichtnegativ einfach. Setze

g" =supg, und g = g* + X[g*<oq]-

Dann gilt wegen Z < oo:

Z =supZ, =sup(gnoY)=(supg,) oY =goVY.

Fall 4: 7 messbar
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Dann gilt Z = ZT — Z~ fiir nichtnegative F(Y) — B-messbare ZVen Z* und Z~.
Nach Fall 3 gilt
Zt=gtoYund Z- =g oY

und daher
Z=(g"—g )oY

~ BExistenz.

b) Eindeutigkeit

Aus
EXY)=g oY =goY fus.

folgt fiir alle C € F(Y) =Y }A):

/gloYdP:/ XdP:/ groY dP.
C C C

Also gilt fiir alle A’ € A’

0 = f gioY dP — f g oY dP
Yy-1(4) y-1(4)
= f (91—92)0de
Yy-1(4)
= f(91—92) dPy
A/

(nach dem Transformationssatz),

woraus g1 — go = 0 Py— f.ii., also g, = go Py-f.ii., folgt. O

7.9 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Integrierbare ZV X: (Q, A, P) —
(R,B) bzw. Ac A.ZVY: (Q, A P) — (¥, A). Sei g bzw. g4 eine — bis auf Aquivalenz
“= Py - f.i.” eindeutig bestimmte — Faktorisierung von E(X|Y") bzw. von P(A]Y).
E(X Y =y):=g(y)... bedingte Erwartung von X unter der Hypothese Y =y
P(A|Y =vy):=ga(y) ... bed. Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypoth. Y =y
E(X|Y =) =g

PA]Y =) =ga

Beispiel:
W-Raum (9, A, P), integrierbare ZV X : (2, A, P) — (R, B) bzw. A € A,
INY : (QAP)— (VA Firy € Q' mit {y} € A und P ({y}) > 0 gilt:

Jy_y X aP

E(X|Y =y) = EBEX[Y =y]) = PY =

J/

im Sinne von Definition 7.9 N
L Sinhe von mton wie im Beispiel nach Definition 7.2

bzw.
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PANTY =y])

PlY =y
im Sinne von — — —
Definition 7.9  wie im Beispiel nach Definition 7.4

PAY =y) = PAlY =y]) =
—_———

Begriindung:

Fir g = E(X|Y = o) und C = Y '({y}) € Y 1(A) (gilt wegen {y} € A’) gilt nach
Definition der bedingten Erwartung:

/goYdP:/ X dP.
C C

linke Seite = [ goYdP = g(y)- [ 1dP
Y=1({y}) Y=1({y})
= EX|Y =y) P[Y =y

rechte Seite = [ XdP = [ XdP.
Y—1({y}) [Y=y]

Wegen PY = y| > 0 folgt daraus die Behauptung:

oy X dP

BXY =y) = T

2. Teil folgt daraus mit X = x 4. 0

7.10 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, P). Integrierbare ZV X: (92, A, P) — (R, B)
bzw. A€ A.ZVY: (Q, A P) — (2, A).

a) ¥ JuB(X|Y =y) Peldy) = fyi ) X dP,

insbesondere [, E(X | Y =y) Py(dy) = EX .
b) v [ PALY =) Prldy) = PY-(A) 1 4),

insbesondere [, P(A|Y =y) Py(dy) = P(A).

Beweis:

a) Sei g =E(X|Y =y),d. h.goY = E(X]Y).
Dann gilt:

[ xdap "L | govdp
y-i(a y-i(a)

= fA/ g dPy
(nach dem Transformationssatz)

= [y EX|Y =y) dPy(y).
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b) Folgt mit X = x4 aus a). O

Beispiel:

In einem zweistufigen Experiment wird rein zufillig ein Punkt z € [0, 1] ausgewéhlt und
dann ein n-Tupel von Bernoulli-Experimenten mit jeweiliger Erfolgswahrscheinlichkeit x
durchgefiihrt. Wie viele Erfolge treten im Mittel auf?

Mit

Y = Anzahl Erfolge,

X = zufillige Erfolgswahrscheinlichkeit, gleichverteilt auf [0, 1]

gilt:
Satz7.10 a)

By S /E[Y|X_ac] APy (z)
wobei

E[Y|X = z] = Erwartungswert zu b(n,z) =n-x

ist, also ist
1

EY:/n~xdx:g.
0
7.11 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), integrierbare ZVen
X, X1, Xo: (A, P)— (R,B), ZVY: (A — (U A), a,3€R.

a) X =cfs. = E(X|Y =) =c Pyfi.
b) X>0fs. = E(X|Y =:)>0 P-fi.
c) BE(aX1+ Xy | Y = )=aFE(X,|Y=)4+FEX2|Y =-) P-fi.
d) Xi<Xofs. —=EX;|Y=)<EX;|Y =) Pfii
Beweis: Folgt aus Satz 7.3 und Definition 7.9, z.B. in a):
X=cP—-fs. = EX|Y=)oY=cP—-fs. = EX|Y=:)=cP —1fi.
O

7.12 Satz (Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen).
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, C C A eine o-Algebra, X : (Q, A, P) — (R, B)
eine reelle Zufallsvariable und sei f : (R, B) — (R, B) konvex, d. h.

flaz+ (1 —-a)y) <a-flz)+ (1 -a)- f(y)
fir alle z,y € R und alle a € [0, 1], mit X und f(X) integrierbar. Dann gilt:
FEX|C) < E(f(X)IC)  fs..
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Beweis im Spezialfall f zweimal differenzierbar.
Da f konvex ist, gilt dann
f'(x) =0 (z €R),

woraus fiir z,y € R nach dem Mittelwertsatz und der Monotonie von f’ folgt:

f@) = f(y) = (&) (x—y) > fy)- (v —y)

(denn die Beziehung ist klar fiir x > y, wéhrend fir v <y f'(&,) < f'(y) und x —y <0,

also wieder
f'(&ey) - (x—y) 2 f'(y)(x —y)
gilt). Also gilt
f@) = f)+ () - (z—y) (z,y eR).
Mit der Stetigkeit von f und f’ folgt daraus
(x)  flz)= sup (fW)+ f' ) - (x—y))
und
FX) = fly) + f'y) - (X =),
woraus folgt
E(f(X)IC) = f(y) + f'(y) - (E(X|C) —y) [s.

fiir alle y € R.
Also gilt P-f.s.:

E(f(X)IC) = sup(f(y)+ f(y) - (BE(X]|C) —y))

yeQ

FE(XIC)).

—~
*
~

Beispiel: Mit X ist auch F(X|C) quadratisch integriertbar, da

Satz 7.12 Dei?l

E((E(X[C))?) < E(E(X?C)) E(X?).

8 Martingale

Im diesem Abschnitt leiten wir hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von

1 n
=N (X —EXp) =0 fs.
n

k=1
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her. Dabei verwenden wir die folgende deterministische Aussage (Lemma von Kronecker,

S.L.):

n 1 n
(Z %) ) konvergent ——- - ;xk —0 (n— o00),
ne =

k=1
nach der die obige Aussage aus der fast sicheren Konvergenz der Folge

(Z": X, —kEXk>
neN

k=1

folgt. Letzteres weisen wir mit Hilfe der sogenannten Martingaltheorie her.
Zur Motivation des Martingalbegriffes dient das folgende Beispiel:

Beispiel: Wir betrachten ein Spiel mit zufélligen (integrierbaren) Gewinnsténden X, in

R zur Zeit n € N. Damit wir dieses als fair ansehen, sollte gelten:

1. EX; =0.

2. BE(Xpp1|Xh =a1,..., X, = 2) = @, flir Py, x,)-fa. (z1,...,2,) und allen € N.
Letzteres ist dquivalent zu

E(Xn+1|X1,...,Xn) :Xn f.S.

8.1 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

Eine Folge (X, )nen von integrierbaren ZVn X,,: (92, A, P) — (R, B) heifit bei gegebener
nonoton wachsender Folge (A, )nen von o-Algebren A, C A mit A,-B-Messbarkeit von
X, [wichtiger Fall A, = F(Xy,...,X,) (n € N)]

a) ein Martingal bzgl. (A, ), wenn

V. E(Xn | A) = X, £s.

neN

[dh. v vV /Xn+1 dP_/XndP],
neN CeAd, Jo C

b) ein Submartingal bzgl. (A,), wenn

neN

[d.h. vV VY /Xn+1 dPE/XndP],
neN CeA, J¢o C

[denn letzteres ist dquivalent zu Vn € NVC € A, : [(E(X,41]A,) — X,)dP > 0,
c

was fiir A,-messbare Integranden wiederum &quivalent ist zu

E(Xpi1)An) = X >0 f.51]
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c) ein Supermartingal bzgl. (A,,), wenn (—X,,) ein Submartingal bzgl. (A4,,) ist.

8.2 Bemerkung. Ein Martingal (X,,) bzgl. (A,,) ist auch ein Martingal bzgl.
(F(X1, ..., X,)). Entsprechend fiir Sub-, Supermartingal.

Begriindung (fir Martingale, fiir Sub- bzw. Supermartingale analog): Mefibarkeit ist
klar. Aus F(X;) C A, F(X3) C Ag,... und A; C Ay C ... (was wegen der Messbarkeit
der X; gilt) folgt F(X3,...,X,) C A,, und daher gilt fir alle C € F(Xq,...X,):

/ Xpi1dP = / X,.dP.
C C

O

8.3 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), Folge (Vi)nen von Zufallsvariablen
Vo (2, A, P) — (R, B) . Die Partialsummenfolge (> V}),en ist genau dann ein Martingal

7j=1

bzw. Submartingal bzgl. (F(V3, Vi + Vo, ..., Vi + o Vi) = (F(Vi,...,V,)), wenn

vV, integrierbar und V E(V,41 | Vi,...,V,) =0 bzw. >0 fs.

neN neN

Beweis fiir Martingale:

Esgilt F(Vi,...,V,)=FVi,Vi+Vo,... . Vi+...4+V,)da Vi, Vi+Vo,.... Vi +... 4+ 1V,
messbar bzgl. F(Vi,..., V) und da V;,Vo = (Vi + Vo) = V4,.... Vo= (Vi 4+ ...+ V,) —
(Vi + ...+ V,_1) messbar bzgl. F(V1,Vi + Vo, ..., Vi +...+V,).

Also ist die Messbarkeitsbeziehung klar. Ebenfalls klar ist, dass Vi, ...V, integrierbar
aquivalent ist zu Vi, Vi + Vo, ..., Vi + ... 4+ V, integrierbar ist.

Also geniigt es zu zeigen:

n+1 n
E <Z V}-IR) => Vifs. & E(VonlF) =0fs,
j=1

Jj=1

wobei F,, = F(V1,...,V,). Dies folgt aber aus

n+1 n
K ( lefn> = E(VinlFo) +E <z ijfn> fs.
=1 j=1

J

(nach Satz 7.3 d))

= BE(Vpu|F)+ 2V s
j=1

(da > V; F, — messbar ist
j=1

folgt dies aus Satz 7.3 f)).

88



Beispiel fiir ein Martingal:
Sind Vi, Va, ... unabhéngige integrierbare reelle Zufallsvariablen mit EV,, = 0 (n € N),

So ist

(Z Vj) ein Martingal bzgl. (F(Vi,...,V3)),cn-
Jj=1 neN

Begriindung: Wegen V.1, (V1,...,V,) unabhéngig gilt nach Bemerkung 7.7:
Voraussetzun,
EVia|Vi, .. Vy) = B(Vpy) W HEm9 g,
Die Behauptung folgt mit Satz 8.3. 0J

8.4 Satz. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), Folge (V) von quadratisch integrierba-
ren ZVn V,: (2, A, P) — (R, B). Die Partialsummenfolge (> V;) sei ein Martingal.

7j=1
Dann gilt fiir alle i # j :  E(V; - V;) = 0 (“Orthogonalititseigenschaft”)

Beweis:  0oBdA j > 1.
Vi - V; integrierbar, da

Cauchy—Schwarz
EV; V| < VEVZ-\JEV? < o0,

Mit Satz 7.3 folgt

E(V,-V;) = E(EV:-V;W,....Vja))
(nach Satz 7.3. a))

= EVi-E(V;W,.... Vi)
(nach Satz 7.3 g), anwendbar
da V; - V; und V; integrierbar)
=0
da nach Satz 8.3 gilt E(V;|V4,..., V1) =0. O
8.5 Satz ((Sub)Martingalkonvergenztheorem (Doob)). Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P). (X,,) sei ein Submartingal mit lim E|X,| < occ.
Dann existiert eine integrierbare reelle ZV X mit X,, - X P-fs.

Beweis: Siehe Kapitel 11. 0
8.6 Korollar. Ist (U,) eine Folge integrierbarer nichtnegativ-reeller Zufallsvariablen auf
(2, A, P) und (A,,) eine monoton wachsende Folge von Unter-o-Algebren von A mit A,,-
B -Messbarkeit von U,, (n € N) und gilt

E(Ups1 | A < (1 + an)Up + B2 (n €N)
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wobel a,, f, € Ry mit > 7 o, <00, Y~ B, < 0o, dann konvergiert (U,) f.s. — (U,)
ist “fast ein nichtnegatives Supermartingal”.
Auch (EU,) konvergiert.

Beweis: siche Ubungen. U

8.7 Satz. Folge (V,) von quadratisch integrierbaren reellen ZVn mit > V(V},) < oo.
n=1

Dann ist

N
<Z(Vn —EWV, | V,..., Vn_l))> f.s. konvergent.
NeN

n=1

n=1

N
[Falls zusatzlich (V},) unabhéngig, dann ist <Z (Vi — EVn)) f.s. konvergent]
NeN

Beweis:

oBdA EV, =0, sonst V,, durch V,, — EV,, ersetzen.

Setze
W,=V,—EV,|Vi,....,V,1) (n>1),
Wi=W—-FEVi=V

und

Sn - Zn: WJ’
j=1

Zu zeigen ist:  (S,), ist P-f.s. konvergent.

Behauptung folgt aus Submartingalkonvergenztheorem, sofern wir zeigen:

1. (Sn)n ist Martingal bzgl. (F(Vi,...,Va))n.

2. limsup E{|5,|} < .

n—oo

Nachweis von (1):

Mit V,, ist auch W, integrierbar und es gilt

EW,ilVi,.... Vo) = E(VuuaVa,.. . Vo) — E(E(Vasa Vi, .o Vi)V, o Ve
(nach Satz 7.3 d))

= E(VoilVi, ..., Vo) — E(Voi|Va, ..., Vi)
(nach Satz 7.3 f))

= 0.

Wegen F(Vi,...,V,) = F(Wq,...,W,) folgt daraus auch E(W,1|W;,...,W,) =0,
und (1) ergibt sich mit Satz 8.3.

Nachweis von (2):
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Es gilt
E{[S.[} < V1-\/ES?

und

(ZW) =iEWf+ S EW W),

£,
i,5€{1,...,n}

Fiir j > 1 gilt

g
S
A

2E(VP) +2- E(|E(V;IVA, ..., Vio1)]?)
< 2B(VA) +2-E(E(V2IVi,...,V;1))

(nach der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen)
_ 2
= 4-B(Vf) < oo,

also ist W quadratisch integrierbar und mit Satz 8.4 folgt

E(S2) = Y E(W2)+0

7j=1

< EV? +Z 4- E(VQ)

S4EV()

(da EV} = 0 nach Annahme zu Beginn des Beweises)
< 4 Y V() <o
j=1
Insgesamt folgt

limsup E|S,| <2-

n—oo

8.8 Satz. Folge (V,,) von quadratisch integrierbaren reellen ZVn mit

in2V(V
n=1

Dann
n

1
EZ(V]»—E(V}|\/1,...,V}_1))—>O fs.

j=1
Falls zusétzlich (V,,) unabhingig, dann + Z(V EV;) = 0 fs.

(Kriterium von Kolmogorov zum starken Gesetz der grofien Zahlen)

Beweis von Satz 8.8 mit Satz 8.7 und dem folgenden — etwas spezialisierten —
Lemma von Kronecker (Spezialfall)
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Ist (¢n)n eine reelle Folge mit ) “ konvergent, so gilt

n=1

—cl+...+cn_>0 (n — o00).

Beweis:
Setze .
C .
sn:Z?] und SZT}LIEOS"'
7j=1
Dann gilt
- S1+...+s
¢ =Spp1 — ————,
n+1 Z T
was man leicht mit vollstdndiger Induktlon zeigt:
Fiir n = 1 ist nadmlich
S1 . Co C1 . 1
S9 5 =C 5 5 —2 (Cl“‘Cg),
und der Schluss von n auf n 4 1 folgt aus
Snt2 — % = Snt2 = s (1 o+ Su + Sup)

= Snt2 — pp - (0 1) (s — sn+1) +(n+1) - s+ Sat1)

n+1
:3n+2_n+;_2' ((n+ ) ( 1 ZC]) (n+2)'3n+1>

(nach Induktionsvoraussetzung)

n+1

_ 1
= Sp+2 — Sn+1 + P} Zl Cj
2 ntl nt1
.7
S IE R E P o)
‘]:
1 n+2
= 2 Z Cj.
J=1
Da s, — s (n — 00) auch #Z=2= — 5 (n — oo) impliziert, folgt daraus aber
. i+ ...+, . S1+ ...+ 8,
lim ————— " = lim (sp41 — —— " | =5 —5=0.
n—+oo n n—o00 n+1

Beweis von Satz 8.8:
Aus Satz 8.7 (angewendet mit Y= statt V},) folgt

(kz: (vk - E(Vk];/l, . .,Vkl))
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ist P-f.s. konvergent. Mit dem Lemma von Kronecker folgt daraus
1 n
— E (Ve = E(ViVi..., V1)) = 0 (n — o0) P-fis.
n
k=1

O

8.9 Bemerkung. Aus Satz 8.7 bzw. 8.8 ergibt sich unmittelbar fiir eine Folge (V},) qua-

dratisch integrierbarer reeller ZVn eine hinreichende Bedingung fiir die f.s. Konvergenz
der Reihe Y V;, bzw. fiir £ > V; — 0 fs.
j=1

8.10 Definition. Eine Folge (X, ),en von integrierbaren reellen ZVn auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) geniigt dem schwachen bzw. starken Gesetz der grofien

Zahlen, wenn

1 n
= E (Xx — EX;) -0 (n — oo) nach Wahrscheinlichkeit bzw. P-f.s.
n

k=1

8.11 Satz (Kriterium von Kolmogorov fiir das starke Gesetz der groflen Zah-
len).

Eine unabhéngige Folge (X, )nen quadratisch integrierbarer reeller ZVn mit

Z n 2V (X,) < oo
n=1

geniigt dem starken Gesetz der groflen Zahlen.

Beweis: Wegen
E(leXl, e ,Xj_l) = EX] f.s

(gilt nach der Unabhéngigkeit von X; und (Xj,...,X,_1)) folgt die Behauptung aus Satz
8.8. 0

8.12 Satz (Kolmogorovsches starkes Gesetz der groflen Zahlen).

Fiir eine unabhéngige Folge (X,,)nen identisch verteilter integrierbarer reeller ZVn gilt
1 n
— E Xy — EX1 (n— o0) fs.
n
k=1

Bewelis: Setze
Y, =X, - 1{|Xn|§n} (n S N)

Wegen

N X, =-Y X, 1 +-S (v -EY)+-Y EY,
n; K n; kL, sk n;( k %) n; i
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geniigt es zu zeigen:

1 n
— ZXk x>k — 0 fos, (1)
n/kzl

1 n

=3 (Vi —EY;) =0 fs, (2)
n'kzl

und

1 n
—> EY; - EX; (n— o). (3)
n

k=1

Nachweis von (1): Wegen
00 oo 00 k
S P{X >k = > P{X >1<;}§Z/ P {|X| >t} dt
k=1 k=1 k=1 k=1

- /OOP{|X1| >t} dt = E(]Xy]) < o0

gilt nach dem Lemma von Borel-Cantelli, dass mit Wahrscheinlichkeit Eins nur endlich
viele der X betragsméBig grofler als k sind, woraus (1) folgt.

Nachweis von (2): Wegen dem Lemma von Kronecker geniigt es dazu zu zeigen, dass
k
k=1 neN

mit Wahrscheinlichkeit Eins konvergent ist. Gemaf§ Satz 8.7 folgt dies wiederum aus

> /Y, —EY, > 1 | 1
k=1 k=1 k=1 k=1
=1
= D B Lxgen)

>
Il
—_

[
WK
-

B (X7 Lyxi<ky)

k
(O + Z E (X12 . 1{j—1<|X1|<j}))
j=1

el
Il
—

e 11
10 5

-

e
Il
—

1
k_ ‘E (X12 . 1{j-1<|X1|§j})

e
Il
—

‘E (X12 . 1{j71<|X1|§j}>

I
\Mg

<
Il

—

Eonl
Il
<

[
]2
=

= 1
(X7 - Lyoraxaren) - ) 2
h=j

<.
Il
—_
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IN
=
*

1 1 1
L L)) - (ﬁ + > (m - E))
2

7=l k=j+1
= Y E(X7 lyoiax<y) - -
— j
J
< 2 ZE (1X1] - g aex<y) = 2B(1X0]) < oo
7j=1

Nachweis von (3): E|X;| < co impliziert | X;| < oo f.s., woraus
Xl . 1{|X1|§k} — Xl f.S.

folgt. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (wobei | X;| die integrierbare Ma-

jorante ist) folgt daraus
EY, =E {X1 . 1{|X1|§k}} - EX; (n— ),
was (3) impliziert. O
8.13 Bemerkung.
a) In Satz 8.12 darf die Integrierbarkeitsvoraussetzung nicht weggelassen werden.

b) Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit in Satz 8.12 kann zur Voraussetzung der
paarweisen Unabhéngigkeit abgeschwécht werden (N. Etemadi, Z. Wahrscheinlich-
keitstheorie verw. Gebiete 55 (1981), 119-122).

8.14 Satz (Tschebyschev). Eine Folge (X,,)nen quadratisch integrierbarer paarweise un-
korrelierter [d.h. es gilt V E(X; — EX;)(X, — EX}) = 0] reeller ZVn mit
j#k

n2Y V(Xi) =0 (n— o)

k=1

geniigt dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen.

Beweis: Siehe Ubungen

8.15 Bemerkung (Folgerung aus obigen Sitzen). Fiir eine unabhéngige Folge (X,) iden-
tisch verteilter reeller ZVn mit P[X; = 1] = p, P[X; = 0] = 1 — p (festes p € [0, 1]) gilt

1 n
= E Xr —p (n— o0) P-fis. und nach Wahrscheinlichkeit
n

k=1

(Borelsches starkes Gesetz der groBen Zahlen bzw. Bernoullisches schwaches Gesetz der

groflen Zahlen).
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9 Verteilungskonvergenz in R

9.1 Definition:

a) W-Raum (2,4, P), X,,, X : (A P) - (R,B) (n € N),p > 1. Man sagt: X,

konvergiert gegen X
ap) fast sicher (kurz: X,, - X fs.)
= PHweQ: lim X,(w) =X(w)}) = 1.
n—oo

az) im p-ten Mittel (kurz: X,, — X im p-ten Mittel)
= E{|X,— X[} -0 (n— o)

az) nach Wahrscheinlichkeit (kurz: X,, =¥ X)
= Ve>0: P[|X,—X|>¢] =0 (n— oc0)

as) nach Verteilung (kurz: X, —7 X)
< Fiir jede beschriankte und stetige Funktion g : R — R gilt:

Eg(X,) = Eg(X) (n — o)

b) W-Mafle @,, @ (n € N) auf B. Man sagt: ,, konvergiert gegen () schwach
(kurz: @, — @ schwach)
& Fiir jede beschriankte und stetige Funktion g : R — R gilt:

J9dQn — [gdQ (n — o).
R R

9.2 Bemerkung.
a) Zwischen den Konvergenzbegriffen bestehen die folgenden Zusammenhénge:

- X, =+ X fs. = X, =" X, denn nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz folgt aus X,, — X f.s.:

P[|Xn—X| > 6] = /X{|an|>6}dp—> 0 (n—) OO)

— X,, —» X im p-ten Mittel = X,, = X (nach der Ungleichung von Markov).
- X, =X = X, =P X (vgl. Satz 9.3).
- X, - X = Es existiert Teilfolge (X, )x mit X, — X f.s.

(vel. Ubungen).

b) Fiir die Konvergenz nach Verteilung (dquivalent: Px, — Py schwach) miissen die

Zufallsvariablen nicht auf dem gleichen W-Raum definiert sein.
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¢) X, =P X ist nach Satz 9.4 dquivalent zu:
Fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R der Verteilungsfunktion F' von X gilt

F.(x) = F(z) (n — 00),

wobei F;, die Verteilungsfunktion von X, ist.

Die allgemeinere Definition oben lésst sich aber auf Zufallsvariablen mit Werten in

(geeigneten) metrischen Raumen verallgemeinern.

d) Die Grenzverteilung bei Konvergenz nach Verteilung ist eindeutig (und damit auch

bei allen anderen Konvergenzarten in Definition 9.1):

X, =P X* _9 F,(x) — F*(z) in allen Stetigkeitsstellen von F™*
X, =P X F,(xz) = F*(x) in allen Stetigkeitsstellen von F**

wobei F* bzw. F** die Verteilungsfunktion von X* bzw. X** ist.

Da {x € R | z ist Unstetigkeitsstelle von F* bzw. F**} abzihlbar ist, folgt mit der
rechtsseitigen Stetigkeit der Verteilungsfunktion: F*(z) = F*™*(z) fir alle z € R,

woraus Py« = Pxs« folgt.

e) In der Definition der Konvergenz nach Verteilung lassen sich X,, und X ersetzen
durch X, und X', sofern Px, = Px; und Px: = Px.

f) Es gilt:

X, =P X & Fiir jede Teilfolge (ng)x von (n),
existiert Teilteilfolge (ng,), mit X, — X f.s.

(Vgl. Ubungen.)
9.3 Satz. Reelle ZVn X,, (n € N), X auf (Q, A, P).
Aus X,, — X nach Wahrscheinlichkeit (Schreibweise X, A x ) folgt X, B X,

Beweis: Beliebiges stetiges und beschréinktes g : R — R. Zu zeigen:
Eg(X,) = Eg(X) (n — c0).

Aquivalent (bei Konvergenz reeller Folgen):

Fiir jede Teilfolge (ny)x von (n), existiert Teilteilfolge (ny,); mit

Eg(X

’I’Lkl

) — Eg(X) (I — o0).

Dazu: Sei (ny)y beliebige Teilfolge von (n),,.
Nach Bemerkung 9.2 f) existiert dann Teilteilfolge (ny,); mit

Xy, = X f-s.

97



Da g stetig ist, folgt daraus
9(Xny,) = 9(X) fes.,
und der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert
Eg(Xnkl) — Eg(X) (I = 00).
OJ

9.4 Satz. W-Mafle Q,, (n € N), Q auf B bzw. reelle ZVn X,, (n € N), X mit VFn F),, F.
Q. — Q schwach bzw. X,, 2 X (n — o0) gilt genau dann, wenn F,(z) — F(x) (n — 00)
fiir alle Stetigkeitspunkte x von F'.

Beweisidee: Approximiere in

F(z) = / X(—o0,](t) dPx, (t)

die Indikatorfunktion durch stetige und beschrinkte Funktionen bzw. approximiere stetige

und beschriankte Funktionen durch Linearkombinationen von Indikatorfunktionen. O
9.5 Satz. Reelle ZVn X,, (n € N), X auf (Q, A, P). Ist X P-f.s. konstant, so gilt:

X, 2x —=x,8x.

Beweis:
“«<” Klar nach Satz 9.3.
“=7” 0BdA X, —P ¢, da Verteilung von X mit der von c iibereinstimmt.

Sei F' die Verteilungsfunktion von ¢, also

Flz) = { 0, z<c
1, z>c
Nach Satz 9.4 gilt fiir die Verteilungsfunktion F), von X,,:
F.(x) = F(z) (n — oo) fiir alle x # c.
Daraus folgt fiir € > 0:
P[|X,, — ¢| > €]
=PX,>c+e]+P[X,<c—¢
< P[X, >c+e]+ P[X, <c—¢
=1—-F,(c+e)+ F,(c—¢)

(n—00)

Yl —F(c+e)—Flc—¢e)=1-1-0=0.
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9.6 Satz. Reelle ZVn X,,, Y,, (n € N), X auf (Q, A, P)

X, B3 X -
P =Y, > X.
| X, =Y, =0

Beweis: Beliebiges beschrinktes und stetiges g : R — R.

Es geniigt zu zeigen: FEg(X,) — Eg(Y,) = 0 (n — o0)

oBdA X, —Y, — 0 f.s. (sonst mit Teilteilfolgen arbeiten).

Sei |g(x)] < B fur € R. Wahle M > 0 mit —M und M sind Stetigkeitspunkte der
Verteilungsfunktion F' von X.

Dann gilt:

[Eg(Xn) — Eg(Ya)]

<FE Ug(Xn) - Q(Yn)| 'X[7M<XR§M,|Xn7Yn|§1]}
+28 - P[X, > M]+23-P[X, <-M|+25-P[|X,, = Y,| > 1]

Da g auf [-M — 1, M + 1] gleichmé&Big stetig ist, folgt aus X, — Y,, — 0 f.s.

19(X0n) — 9(Yo)| - X[=m<xn<it|Xn—vaj<1] = 0 f.s.

Mit der Beschrénktheit von g folgt daraus mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

E[19(Xn) — 9(Ya)| - X[-M<xn<rt)Xn—va<1]] = 0 (n = o00).

Da X,, =P X gilt und —M und M Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X sind,
gilt

(n—o00)

P[X,>M]=1-P[X, <M "=31- P[X < M] = P[X > M|

und
PIX, < —M] 2% PIX < —M].

Aus X,, — Y,, =% 0 folgt weiter
Pl|X, =Y, > 1] = 0 (n — o0).
Insgesamt erhélt man

limsup |Eg(X,) — Eg(Y,)| <0+ 28P[X > M|+ 25 - P[X <—-M]+0.
n—oo

Mit M — oo folgt die Behauptung. OJ

9.7 Satz (Spezialfall des Darstellungssatzes von Skorokhod).
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Reelle ZVn X,, (n € N), X mit X, 2 X. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q*, A*, P*) — wobei man * = (0,1), A* = (0,1) N B, P* = L-B-Maf} auf A* wéhlen
kann — und reelle ZVn X} (n € N), X* auf (Q*, A*, P*) derart, dass

V Px, = Px;, Px =Px-, X; - X" (n—o0) P*fs.

Beweis:
Sei * = (0,1), A* = (0,1) N B und P* = LB-Ma$ | 4+.
Sei F,, bzw. F' die Verteilungsunktion zu X,, bzw. X.
Setze
X (w) =min{t e R: F,(t) > w}

X*(w) =min{t e R: F(t) > w}
fir w e (0,1).
X} bzw. X* sind wohldefiniert, messbar (da monoton) und es gilt

P)*(;; :PX” und P)*(* :PX

(vgl. Ubungen)

X* hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen (da X* monotone Abbildung ist,
ist die Anzahl der Spiinge mit Sprunghohe > ¢ auf jedem kompakten Intervall endlich),
diese bilden eine Nullmenge bzgl. des LB-Mafes.

Also geniigt es zu zeigen:
X (w) = X*(w) = (n — o0) fiir jede Stetigkeitsstelle w von X™.

Dazu: Sei w Stetigkeitsstelle von X*
Sei € > 0 beliebig.

Dann existieren Stetigkeitspunkte x1, 25 von F' (da diese dicht in R liegen) mit
(%) o1 <X (w)<zo und z9—1 <e.
Aus 77 < X*(w) = min{t € R: F(t) > w} folgt
F(x;) < w.

Da w Stetigkeitsstelle von X* ist, ist F' rechts von der Stelle X*(w) nicht konstant gleich
w. Daher folgt aus X*(w) < z2: w < F(z2).
Insgesamt gilt also:

F(z1) <w < F(xg).

Aus X,, =P X folgt



Also existiert ng so, dass fiir alle n > ng gilt:
Fo(x1) < w < F(x9).
Nach Definition von X*(w) = min{t € R: F,(t) > w} folgt daraus aber:
(r) a1 < X;() < .
Mit () und (%) ergibt sich fiir n > ng:
| X0 (w) — X" (w)| <9 — a1 <k,
woraus die Behauptung folgt. O

9.8 Satz (Satz von der stetigen Abbildung).
Reelle ZVn X,, (n € N), X mit X, 2 X: Abbildung h : (R,B) — (R,B) sei Px-f.i.
stetig. Dann gilt h(X,) 2 h(X).

9.9 Bemerkung. Fiir h stetig ist Satz 9.8 trivial.
Beweis von Satz 9.8:
Fiir
D = {x € R: h unstetig in x} € B(!)
gilt
Px(D) = 0.

Nach Satz 9.7 existiert W-Raum (Q*, A*, P*) und Zven X} und X* auf (2%, A*, P*) mit
Py. = Px,, Py. = Px und X (w) — X*(w) fiir P*-fast alle w € Q™.

Daraus folgt
h( X (w)) = h(X*(w)) (n = o0)

n

fir P*-fast alle w e Q*\{w: X*(w) € D}.

Wegen
P{weQ: X"(w) e D}) =Px.(D) = Px(D) =

gilt also

X)) — h(X™) P*— f.s.,
was

h(X;) =P h(X")
bzw.
Pyxsy = Pyx+) schwach

impliziert.
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Wegen
Prixsy = (Px:), = (Px,), = Pux,)
und

P;(X*) = (P)*(*)h = (PX)h = Phx)

(vergleiche Bemerkung 2.16) ist dies wiederum &quivalent zu

h(X,) =P hX) w.z.zw.

9.10 Satz (Satz von Slutsky).
Reelle ZVn X,,, Y, X auf (Q, A, P); c € R.

X, B X X, +Y, B X+e
P - D
Y, —c Y, X, = cX.

Beweis: Wir zeigen zuniichst den ersten Teil: Aus Y, —% ¢ folgt
1Xn — (X + Y, —0)| =le—Y,| =0

Mit Satz 9.6 folgt daraus
X, +Y, —c—=P X

woraus mit Satz 9.8 (angewendet mit (h(z) = z + ¢)
X, +Y, =P X +c

folgt.
Fiir den zweiten Teil wiahlen wir ein beliebiges stetiges und beschréanktes f : R — R und
zeigen

Ef(Y,X,) = Ef(c-X) (n— o0).

Dazu beachten wir
Ef(Y,X,) —Ef(c- X) = (Ef(Y,Xn) —Ef(c- X»)) + (Ef(c- Xn) —Ef(c- X)),

wobei wegen X,, —P X und der Stetigkeit und Beschriinktheit von h(z) = f(c- z) der
Termn in der zweiten Klammer gegen Null konvergiert. Um auch noch zu zeigen, dass der
Term in der ersten Klammer gegen Null konvergiert, betrachten wir ein beliebiges € > 0,
wéhlen Stetigkeitspunkte K7, Ky von der Verteilungsfunktion von X mit P{X < K} < ¢
und P{X > K,} < e und setzen M = max{|Ki|,|K3|} - |c| + € Da f auf [-M, M]
gleichméBig stetig ist, existieren C' > 1 und ¢ > 0 mit

[f(2) = () < C -z — 2|
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fir alle z, z € [-M, M|. Damit folgt
Ef(Y,X,) —Ef(c: X,)|
< E[f(YaXn) = fle- Xo)| - Iix,e,k00)
FE[f(YaXy) — fle- Xo)| - Lyyv—ci>e/ ()
+E[f(YnXy) = fle- Xo)| - Lix,e(r Kol [Ya—cl<e/(C-0)}
<2 |[flloe - P{Xy & (K1, Ko} + 2 [ flloo - P{[Yn —¢| > €/(C- M)} + ¢
= 2 [[flloo - P{X & (K1, Ko} +0+€ <2 || flloo - 26 + €.

Mit € — 0 folgt die Behauptung. OJ

9.11 Definition. Eine Menge Q von W-Maflen auf B heif3t

a) relativ (folgen)kompakt, wenn jede Folge von Elementen aus Q eine Teilfolge

besitzt, die schwach gegen ein W-Mafl auf B konvergiert,

b) gleichmifBig straff, wenn

3 V QK <e.

e>0 komp. KCR Q€Q

9.12 Satz (Spezialfall des Satzes von Prokhorov).
Eine Menge Q von W-Maflen auf B ist genau dann relativ kompakt, wenn sie gleichméfig
straff ist.

Bemerkung: Eine Funktion F' : R — R heif3t mafidefinierende Funktion, wenn sie mo-
noton wachsend und rechtsseitig stetig ist.
Man kann zeigen: Zu jeder mafldefinierenden Funktion F' existiert genau ein Mafl () auf
B mit

Q((a,b]) = F(b) — F(a) furalle a,beR,a<b
(vgl. Mafitheorie).
Weiter gilt:

9.13 Satz (Auswahlsatz von Helly).
Ist (F,,) eine Folge von Verteilungsfunktionen, dann existiert eine Indexfolge (n;) und eine
mafdefinierender Funktion F': R — R (nicht notwendigerweise eine Verteilungsfunktion)

derart, dass F,,,(z) — F(z) (i — oo) fur alle Stetigkeitspunkte x von F.
Bemerkung:
Hierbei ist F'(z) = 0 (z € R) moglich, z. B. gilt fiir

0, z<n

Fu(x) = , N
, T>n
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(d.h. zugehoriges Maf ist auf den Punkt {n} konzentriert):
F.(x) -0 (n—o00) firallezeR
(“Wegrutschen von Masse ins Unendliche”).

Beweisskizze: Sei Q) = {z1,x2,...}.
Da jede beschriankte reelle Folge eine konvergente Teilfolge enthélt, kann man rekursiv

Teilfolgen (ng41,); von (nky), (mit ng; =1 (I € N)) konstruieren, fiir die

(Fnk+17l (xl)) 1EN

konvergent ist fiir : = 1,2,...,k+ 1.
Setzt man dann

NE = Nk, k,

so sieht man leicht, dass
(Foy, (i) ey fiir alle i € N konvergiert.

Nun definiert man
F*:Q—R
durch
Man macht sich leicht klar, dass dann gilt:
1. F*(z) € 10,1] (z €Q),

2. F™* ist monoton wachsend.

Die Funktion F :R — R definiert durch

F(z)= inf F*(2)

r<2,2€Q

erfiillt dann die Behauptung, denn:
i) F(z) €[0,1] (z€eR)
IT) F ist monoton wachsend
IIT) F ist rechtsseitig stetig (folgt aus Definition als Infimum!)

IV) Fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R von F gilt:
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Nachweis von IV): Fiir beliebiges ¢ > 0 wihle x1, 29 € Q und 6 > 0 mit
11 <z <zound |F(zy+6) — F(z; —0)| <e.

Dann gilt:

Monotonie
von F"lc (k—)oo)

Fo(z) = F(z) < Fy(z) = F(z) = F*(z2) — F(z)
< F(zs +08) — F(z)

M onotonie
vonF

< F(zg+0)—F(r;—9) <e
und analog
Fo () = F(z) > Fo (1) — F(x) "2 F*(21) = F(2) > F(21 — 6) — Flw +6) > —¢
Daraus folgt:
liijp |F, () — F(2)] < e.

Beweis von Satz 9.12

a) Wir zeigen: Q relativ kompakt = Q gleichméBig straff.
Sei Q relativ kompakt. Angenommen, Q ist nicht gleichméfBig straff. Dann gilt:

Je > 0 Vkompakten K CRIQ € Q:Q(K)<1—e.
Ist € > 0 entsprechend gewéhlt, so gilt also:
VneN 3Q,€Q : Qu([-n,n]) <1—c.
Da Q relativ kompakt ist, existiert Indexteilfolge (n;), und W-Mafi Q* mit

Qn, = Q" schwach.

Sei F* die Verteilungsfunktion zu @Q*. Dann existieren Stetigkeitspunkte a < b von
F* mit
me—mez1—§

Daraus folgt fiir die Verteilungsfunktionen F,,; von @),
was ein Widerspruch zu

@Qn,((a,0]) < @n,([—n4;nil)
(fiir ¢ gentigend grof)

<i§pwm—F%@21—§

S.0.

< 1-—c¢

ist.
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b) Wir zeigen: Q gleichméBig straff = Q relativ kompakt.
Sie (@Qn)n beliebige Folge in Q. Sei F,, die Verteilungsfunktion zu Q.

Nach dem Auswahlsatz von Helly existiert Indexteilfolge (n;); und mafidefinierende
Funktion F' mit F,,(x) — F(x) (i — oo) in allen Stetigkeitspunkten x von F.

Sei () das zu F' gehorende Maf, d. h.
Q((a,b]) = F(b) — F(a) fir alle a,b € R,a < b

(vgl. Integrationstheorie bzw. MaBtheorie). Wegen F), (x) € [0, 1] gilt auch F(x) €
[0, 1] fiir alle Stetigkeitspunkte = von F'; und da F’ monoton ist und diese dicht in R
liegen folgt daraus sogar F'(x) € [0, 1] fiir alle x € R. Mit der Stetigkeit des Mafles
() von unten folgt

Q(~00,2]) = F(z) — lim_F(a)

bzw.
F(z) =Q((—o0,z]) + ¢ (x €R)
mit

c= lim F(a) €][0,1].

a——o00
Wir zeigen im Folgenden:
Q(R) > 1. (%)
Daraus folgt die Behauptung, denn: Gilt  Q(R) > 1, so ist
1> JE& F(z) = xh_)rgo (Q((—o0,z]) +¢) =QR) +¢c>1+e¢,

woraus mit ¢ € [0,1] ¢ =0 und Q(R) = 1 folgt, was wiederum ¢ W-Ma8,

F(z) = Q((—00,2]) (v €R)

und damit auch
@, — @ schwach

impliziert.

Nachweis von (x):
Sei € > 0 beliebig.

Da Q gleichméfig straff ist, existiert kompaktes K C R mit

Qn,(K)>1—¢ fiiralle i € N.

Wihle Stetigkeitspunkte a,b von F' mit K C (a,b].
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Dann gilt
QR) > Q((a,b])
= F(b) — F(a)
— tim (Fa ) - Fu(@)
(nach Wahl der F,,,)
Zlgglo Qni((av b])

(da K C (a, b))
> 1—ce.

~ Beh. [O.

Der folgende Satz gestattet, Probleme der Verteilungskonvergenz in R zuriickzufithren auf

Probleme der punktweisen Konvergenz einer Folge von charakteristischen Funktionen.

9.14 Satz (Stetigkeitssatz von Lévy-Cramér)

a) W-Mafle @,, (n € N) bzw. @ auf B mit charakteristischen Funktionen ¢, bzw. ¢,
d. h.

on(u) = [ e™dQ,(x) (u € R).
/
Dann gilt:

Qn — Q schwach < Yu e R: p,(u) = o(u) (n — 00).

b) Genauer gilt:

b1) @, — Q schwach = Yu € R: p,(u) = ¢(u) (n — 00).
by) Wenn fiir jedes u € R
pu) = lim on(u)
existiert und ¢ : R — C im Punkt 0 stetig ist, dann ist ¢ charakteristische
Funktion zu einem W-Maf§ () und es gilt:

Q,, — @Q schwach.
Beweis:

Da die charakteristische Funktion stetig ist, folgt a) aus b).
Nachweis von b;):
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Da  + cos(uz) und z — sin(uz) stetig und beschriinkt sind, folgt aus Q, — Q schwach
pn(u) = [cos(ur) dQn(r) +i- [ sin(uz)dQn(z)
(=) ]jcos(ux) dQ(z) + i - fRsin(ux) dQ(z)
- [ e dQ(e) = ().

Nachweis von by):

Es geniigt zu zeigen: (Q,), ist gleichmafig straff.

Denn nach dem Satz von Prokohorov ist (@), dann auch relativ kompakt, also existiert
zu (Qn)n Teilfolge (Qy,); und W-Mafl @ mit

Qn;, — Q schwach.
Nach b;) gilt dann fiir die charakteristischen Funktionen ¢, von @Q,:
On, () = @ (x) (i = 00) fiir alle z € R,

wobei ¢* die charakteristische Funktion zu () ist.

Nach Voraussetzung impliziert dies aber

*

¥ =,

also existiert W-Mafl () mit charakteristischer Funktion ¢.
Ist nun ¢ : R — R stetig und beschrinkt, so existiert zu jeder Teilfolge (ng), vor (n),
Teilteilfolge (ng, ), mit @, — W-MaB schwach, da (Qn)n gleichméBig straff ist. Wie oben

sieht man, dass dieses W-Maf} gerade () ist, was

/g(ﬂf)danl () — /g(x)dQ(x) (I = oo) impliziert.

Nachweis von: {Q, : n € N} ist gleichméBig straff
Aus

©(0) = lim ¢,(0) = lim 1 =1

n—o0 n—oo

folgt mit der Stetigkeit von ¢ im Nullpunkt:

/|1— u)|du — 0 fir v — 0.

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert v > 0 mit

/]1— u)|du < e
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und mit ¢, (u) = ¢(u) (n — oo) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

(n—oo) 1
/\1—<pn )du "— =) /\1— u)|du < e.

Also gilt:  IngVn >ng: L [ 1 — p,(u)ldu < 2e.

—’U

o ({rerillz2}) < /\1—% du.

Wir zeigen nun:

Dazu:
Lfa-eta=1 (1= fevaouw) du
—v R
= i {f — e’“m)du} dQ, ()
R
(nach Fubini und da @,, W-Maf})
— 1) o2 =) g, = [ (222 ) 4, (0)
o
(da | sin(u)[<u fiir ueR)
impliziert
o S L= ea@ldu >[5 [(1 = ga(u))duy|
= [ 2 (1-3%) dQu(2)
R
. I . (1 B sinvx >dQn(fE)
{$ER:|J}|Z%} \'Uil?_/
<ﬁ 3
im Integratlonsberelch

{eeRizl>2}
= Q({zeR:|z|>2}),wzzw.

Abschluss des Beweises:
Bisher gezeigt: Ve > 0 Jv > 0 dng Vn > ny:

2
Qn ({m ER: |z| > ;}) < 2e.
Sei nun € > 0 beliebig.

Wir wihlen dann K = [—a, a] C R so, dass gilt:
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1. KeC (-2,2)°

2. Qu(K°) <2 firn=1,2,...,np.

Hierbei gilt 1. fiir a gro genug immer, und 2. ist méglich, da fiir a — oo

Qn([=a,a]") = @n(0) =0

konvergiert (nach der Stetigkeit des W-Mafes @),, von oben).
Dann gilt aber fiir n < ng : Q,(K°) < 2¢, und fiir n > ng :

Qn(Kc) < Qn ({LE ceR: |.T’ > %}) Sé), 28,

womit “{@,, : n € N} gleichméBig straff” gezeigt ist.
~» Beh. [

9.15 Bemerkung. Die obigen Definitionen und Sétze lassen sich auf W-Mafle auf By

bzw. k-dim. Zufallsvektoren {ibertragen.

10 Zentrale Grenzwertsatze

Ausssagen iiber die Approximation von Verteilungen, insbesondere der Verteilungen von
Summen von Zufallsvariablen, durch die Normalverteilung im Sinne der schwachen Kon-

vergenz werden als zentrale Grenzwertsitze bezeichnet.

10.1 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy im 1-dim. Fall).
Sei (X, )nen eine unabhéngige Folge identisch verteilter quadratisch integrierbarer reeller
ZVn mit EX; =: a, V(X;) =: ¢ mit ¢ > 0. Dann gilt:

n

1
Tno Z(Xk —a) 2 N(0, 1)-verteilte reelle ZV.
k=1

Sprechweise:
n

3 X ist bei groBem n annihernd N (n - a,n - o%)-verteilt.
k=1

Beweis:

oBdA a = 0 und ¢? = 1, ansonsten ersetzt man X, durch @
n
Sei ¢ n die charakteristische Funktion von -+ >~ X}.. Nach dem Stetigkeitssatz von
7 = K Vi
Lévy-Cramér geniigt es dann zu zeigen:
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o, o (u) e (n—o00) (ueR).

X
v

Hierbei ist u — e~**/2 die charakteristische Funktion einer A (0, 1)-verteilten Zufallsva-

riablen.
Da X, X5, ... unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt
iu % f: X
Y, a (u) = Fe (\szl k)
- B 1—[ eanXk
i=1
= [[E €V

also ist zu zeigen:

(o () e

Wegen EX? < oo ist px, zweimal stetig differenzierbar, und damit gilt nach Taylor:

px, (1) = ox,(0) + ¢, (0) - u+ 5 ¢, (0) - w? + p(u)
= 1+i - EXy-u+3-(=1)- EX?-u*+ p(u)
= 1—g-u"+p(u)
(wegen EX; = 0 und EX? = 1 nach Voraussetzung), wobei fiir das Restglied p(u) gilt:

p(u)
Die letzte Beziehung sieht man (unter Verwendung der Lagrangeschen Formel fiir das
Restglied des linearen Taylor-Polynoms) so ein:

p(u) _ R 1 _ R 1 O - ] " . ] 1 0

1 - ( e(le(gu) estl( )) _’_Z : ( mQOXl ([’[’u) m(le( ))

1,2
2U

mit [£,| < w und |p,| < u, woraus mit der Stetigkeit von ¢, die Behauptung folgt.
Damit gilt fiir u € R fest

(e () = (=psen ()

Mit
n-p(%):u?%%ﬁﬂ: (n — o0)
und
(1—}—%)71—)63j (n — o0)



fiir jede Folge (z,), mit z, — = (n — 00)
(der letzte Grenzwert folgt z. B. aus

In(14 20 )
In

xz n . Zn In 3
<1 _|_ _n> — 67’L 1n(1+ n ) —= e n
n

und .
In(1 e l' Hospita 1+2
hmud lH:p“hmH_Z:1>

z—0 z z—0 1
folgt die Behauptung. O

10.2 Korollar (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace).
Fiir eine unabhéngige Folge (X, ),en identisch verteilter reeller ZVn auf (£2,.A, P) mit
PXy=1=p, PIX1=0=1—-p=:1q (0<p<1)gilt

"X — 1 B
v P oz<2k”:1 i np<ﬁ}—>—/ e P2 dt (n — o).
a<p (=) V/npq (=) V2T Ja

€R

11 Beweis des Submartingalkonvergenztheorems

11.1 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Monoton wachsende Folge (A,,)nen

von o-Algebren A, C A. Eine ZV T: (Q, A, P) — (N := NU{co}, P(N)) heifit Stoppzeit

bzgl. (A,), wenn VY [T = k] € Ay; hierbei heiit 7" Stoppzeit im engeren Sinne, falls
keN

PIT <oo]=1 [“Kein Vorgriff auf die Zukunft”].

Wichtiger Fall: A,, = F(X1,...,X,) (n € N) mit ZVn X,

Deutung (X,,) ... Folge der Gewinnstande in einem Spiel.

Ein Spieler ohne prophetische Gaben bricht das Spiel im zufélligen Zeitpunkt T aufgrund
des bisherigen Spielverlaufs ab.

Beispiel: T'(w) = inf{n € N: X,,(w) € B}, w € Q — festes messbares B.

11.2 Definition. Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)

Folge (X,,)nen von ZVn X,.: (Q, A, P) — (R, B);

Folge (T,)nen von Stoppzeiten bzgl. (X,,) [d.h. bzgl. (F(X,...,Xy,))]

mit 77 < Ty < ... < oo. Neue Folge: Folge (X7, )neny von ZVn definiert durch

(X7,) (W) == X1, ) (W), we.
Ubergang von (X,,) zu (X7, ) heiit optional sampling [frei gewiihlte Stichprobenbildung]

Deutung ... Testen des Spielverlaufs zu den Zeitpunkten 7;,(w).

11.3 Satz (Optional sampling theorem).
Submartingal (X,,),en. Festes M € N.
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Folge (T,,)nen von Stoppzeiten bzgl. (X,,) mit 73 <Tp < ... < M.
Die durch optional sampling erhaltene Folge (X7, )nen ist ebenfalls ein Submartingal. —
Entsprechend fiir Martingal statt Submartingal (Deutung: die Fairness eines Spielverlaufs

wird nicht gedndert).

Beweis von Satz 11.3 fiir Submartingale (analog fiir Martingale):
Sein € Nund C € F(Xp,...,X7,).
zu zeigen: [, Xr,, dP > [, Xg,dP.

M

Wegen C'= > D; mit D;=CnN[T, = j| geniigt es fiir j € {1,..., M} zu zeigen:

7=1
/ Xr,,,dP > / XrdP | = / X;dP
D; D; D;

J
Dazu:
Fiir j = M ist die Behauptung trivial, da dann auf D; gilt

Tn — M — Tn+1.
Wir zeigen zunéchst:
D; e F(Xy,...,X))

Wegen
C=[Xrp,...Xr,) € B] fir ein B € B,

folgt dies aus
Dj = [(XTla"'vXTn)EBJTTL:j]
= Z ((XT17"'>XTn)EBaTl:jla---aTnflzjnben:j)

J1<5Shn 1]

- Z [(le,...,XjnH,Xj)EB,Tl :jla"'yTn—l :jn—laTn:j}

1< 1 <5 ~~ d

Nun beachten wir, dass aus 7,1 > T,, folgt

M
ij XTn+1dP = Z f XTn+1dP

k=j D; N[Th+1=K]
M

- > [ X.dP.

k=j D;N[Ty41=k]

Fiir j = M war die Behauptung trivial, s. o.
Fir j < M — 1 gilt

D;N Th1 = M| = D;n [Thi1 <M —1]°e F(Xy,...,Xpm1),
also ist in diesem Fall

XydP > / Xy—1dP

DN [Ty 11=M)] DN [Ty 1=M)]
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(da (X,), Submartingal ist), was

[ XwyadP+ [ XuydP
Djﬁ[Tn+1:M—1] Djﬂ[Tn+1:M]
> J Xy—1dP

DjN[Th412>2M—1]

impliziert.
Fir j < M — 2 ist

DinN[Thp1>2M—1=D;N [T <M —=2]°€ F(Xy,..., Xy 2)

und damit

/ Xy—1dP > / Xy—2dP,

Djﬂ[Tn_FlZMfl] Djﬂ[Tn_,_lZMfl}

/ XpdP > / Xpy—odP
2

- Djm[TnJrl:k} Djﬁ[Tn+12M—2]

was wiederum

M
k=M
impliziert.

Schlieft man analog weiter, so erhélt man schliellich

M

S [ XudP

k=3 D;N[Tp4+1=k]

> [ X;dP

D;N[Tn412>7]
Y1 x;ap Y [ XpdP
D;j D

wobei (x) aus T, = j auf D; und T,y > T, folgt, und (xx) wegen T, = j auf D; gilt.

Insgesamt ist damit gezeigt:

M
/ Xr,,,dP = / XydP > / Xr,dP,
D; D;

k=j Djﬁ[Tn+1 :k]

W.Z.Z.W. O

11.4 Satz (“upcrossing inequality” (von Doob)).

Sei (X1,...,X,) ein — beim festen Index n € N abbrechendes — Submartingal. Feste reel-
le Zahlen a, b mit a < b. Die ZV Ula, b] gebe die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen
des Intervalls [a, b] durch X, ..., X,, an (d.h. die Anzahl der Uberginge der abbrechenden
Folge von einem Wert < a zu einem Wert > b). Dann gilt

(b—a)EUla,b) < B(X, —a)" — E(X; —a)".
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Beweis von Satz 11.4.
Mit X7y, ..., X, ist auch (X7 —a)*,..., (X, —a)" ein Submartingal, da

E(Xk1—a)T[ Xy, ., X)) = max{E{( X1 —a)"|Xq,..., Xx),0}
> max{E{Xy+1 —a|Xy,..., X;},0}
= max{E(Xki1|X1,...,Xn) —a,0}
= max{X; —a,0} = (X —a)"
da Xi,..., X, Martingal ist.

Ula,b] gibt auch die Anzahl der aufsteigenden Uberdeckungen des Intervalls [0,b —
durch (X; —a)™,..., (X, —a)" an.

Daher oBdA: a=0,X; >0,...,X, >0.
zu zeigen: b+ E Ula,b] < EX,, — EXj.

Dazu setzen wir

Ti(w) = 1

min{i € {T1(w),...,n}: X;(w) =0} , falls Jicyr (w),..ny Xi(w) =0
Th(w) :=
n , sonst
min{i € {T5(w),...,n}: X;(w) > b} , falls Jicpny,..0 Xi(w) >0
Ti(w) =
n , sonst
U.S.W.

Tn+1(0.}) = Nn.
Nach Konstruktion gilt dann

> (X, — Xny,) > 0-U[0,0].
-
Weiter sieht man leicht, dass 17, ..., 7,1 Stoppzeiten sind mit
< <...<Th1 <.
Nach Satz 11.3 ist damit (XTl, e ,XTn+1) ein Submartingal, folglich gilt
E (Xng — Xszfl) > 0.
Damit folgt:

EX,— EX, = E Z (Xr,., — XTk)>

Il
&)
]
s ¥
E
§<
N
v
/‘\
=M
2
&
§<
L/
S~ —
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~ Beh. [J

Beweis von Satz 8.5:
Fiir a,b € R mit a < b setze

A(a,b) = [lim inf X, <a <b < lim sup X,,].

n—oo n—oo

Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir:
P(A(a,b)) =0.
Dazu sei U, (a, b) die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen von [a, b] durch (X1, ..., X,,).

Nach Satz 11.4 gilt dann

EX,—a)t - E(X;—a)t
b—a ’

woraus Bl
lim sup E[U,(a,b)] <lim sup EXu| ta <

n—o0 n—oo b —a

folgt.
Angenommen, P(A(a,b)) > 0. Auf A(a,b) gilt

Upla,b] 1T 0o (n — o0)

(da aus lim inf X,, < @ und lim sup X,, > b, folgt, dass unendlich viele der X,, kleiner

n—oo n—00
als a bzw. grofer als b sind). Dies impliziert

EU,(a,b) > / Un(a,b)dP — oo (n — o0)
A(a,b)

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz, was ein Widerspruch zu () ist. Also gilt

P(A(a, b)) = 0.

Im zweiten Schritt des Beweises zeigen wir
X, — X" P—fs.

fiir eine erweitert rellwertige Zufallsvariable X*.
Dazu setzen wir
X* =lim sup X,

n—o0

und folgern die Behauptung aus

P[(X,,)n konvergent] =1 — P[lim inf X, < lim sup X,)]

n—00 n—o0
=1— > Pllim inf X, <a<b<lim sup X,)]
a,beQ,a<b n—roo n—00
a,beQ,a<b
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Im dritten Schritt zeigen wir die Behauptung des Satzes.
Wegen
E|X*| = E[liminf|X,]|
n—oo

(da (X,)n mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergent ist)

IA

lim inf F| X, |

n—oo

(nach dem Lemma von Fatou)

< limsup F|X,| < o0

n—o0

ist X* integrierbar und das Ereignis [|X*| = oco] hat die Wahrscheinlichkeit Null.
Setzen wir nun

X =X"1jx+|<od)s

so ist X reelle Zufallsvariable, fiir die wegen
X=X" P—fs.

gilt: X;, > X P — f.s. und X ist integrierbar.
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