SEMINAR ON CONTINPITY IN SHNILATTICES (SCS)

NAEE Karl H, Hofmann '[ DATE 18 5 78

TOPIC  Equivaelence des expaces de Batbedat et des treillis algébriqués
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SEPINITION 1. Un éspace de Batbedat ou un espace monogénéré est un espace

sobre (donc satisfait 4 1'axiom To ) qui posséde une base pour sa topologie
Auin
qul est stable par 1ntersect10ns'zéﬁ dont tous ‘les merbres/sont des voisigages

minimaux d'un point kU £ 7.

1 . s s .
Or appeile monogene tout ocuvert U qui est un voisinage minimal d'un point nel.

. - ey + .
Lorsque l'espace satisfait a l-axiom Td’ alers u est unigue.

Les espaces monogénfeés Wont eté introduits par Badbedat duns tes traveux
sur les spectres de demigroupss et leurs représe xuatlors gédctinrzles, I1 & notem-
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ment tromve que les faisceguy sur les esgpaces monogeneres l=ont fa011ement
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EXEMPLE 2. Soit L un treillis algébrique. 51 on munit L de zxr sa topologie de

Scott 6(L) ,on obtient un espace 3L (notatlon du COMPESRDIUM! ) moncgénére.
Liespace LN\ {0} 2sF Fotug Owers fhaona‘-c-#le—h:
En effet,c'est clair: La vase réguise de 6(L) est l'ensemble des Yk , k ¢ K(L).

L'objet de cette note est de remamrquer L'inverse: Chague espace monogbnéré

s'obtient de cette facon. Plus exactement on a le théoréme suivant:

FHSOREME. Soit X un espace de Badbedat et soit ki 1=(X, <) 1'ensemble ordonne qu'on

. obtient en munissant X de son ordre de spécialisation. Si L a un é1ément zéro, alors

L est un treillis algebrlque, sinon, alors l'ensemble ordonné LV {0t qu'on en
déduit par adjonction d'un &lément zefo est un treillis algébrique. La topologie
donné sur X est la topolegie de Scott sur L dans le premier cas, et la topologie
induite par celle de Scott sur LU{Q}dans le deuxiéme,

Démonstration. Soit B M(X) € 0(X) 1la vase des ouverts monogénérés selon la
DEinition 1. Posons K{L) - {; £ X: x est le générateur d'un Err¥ETEed ocuveris

U e M(Kl} . Lorsgue M(X) est stable par interseciions finies, K{L) esi un sup-
demi-treillis Bpar raprort 4 <. {On note que u { v Chaq e fois que u erngendre

U ®m and v engendre V tel que U E V.)

Soit D& L un sZous-ensemble filtrant croissant; nous allons voir gue D est
irréductible: Si U et V sont des ouverts tels que UnVn D ; ﬁjil faut démontrer
que Upd = $ ou bien VADd = ﬁ. Sinon,il existe uelUnD et veVaD.

Mzig D &tant filtrant il contient un % 2 u,v ,et puisque U =17 , V =17 on ,
aurait w e U VA D ce qui serait une contradiction. Or, X est sobre,donc’ D=f ou
T = $y7 ; atapres la définiticn de 1'order £ ,cela signifie D = d. On note gue
é

= sup D, Ainsi on a vu que n'importe quel ensemble filtrand croissamt non-vide
a ur sup dans L.



Soit alors k € K(L) et k ¢ sup D, ou D est un ensemable filtrant croissant.
On a donc sup D e fk A D ; mais 1tk est l'ensennle ouvert engendré par k.,et par
conséquent, fk » D £ #. Donc k est un &lément compact HXZF dans le sens de la
théorie des treittis. sosons ‘ '
Si on se donne un¥ &lément x € X quelconque ,&3 D = & xn K(L).Alors D
est un sous-demigroup de K(L),donc est filtrant croissant. Si d = sup D < X,
on trouve un ouvert U tel que 4 ﬂ U 3mais x € U, car X satisfait & l'axiom To'
Lors@gue M(X) est urebase de 0(X),il existeun Ve M(X) tel qgue x e V& U .Mais
Vm est monoghéré;'%éavoir v =%k, xe X(L).Done k e yxn K(L),et par conséquent
k < d, ce qui déhne d e Tk e VC U, une contradiction. Celd demontre que
x = d = sup D. Wous venons de voir que x = sup(‘xl\K(L))pour n'importe quel x & L.
Considérons deux &léments x,y € X arbitraires. Dans le sup-demi-treillis
K(L), le"produit”d = ($x~ K(L)Mly o K(L)) est un sous-demitreillis,donc z = sup D
existe d'aprés ce que nous avons vu dessus. Si x,y < m, ators u eyxnK(L) et
ve by K(I) implique‘1JVV' < m; il en suit que z { m. De l'autre coté,
dxn¥(L)g Jz;par suite gmm x = sup (¥x K(L)) < z. Egalement on a y < =z.
Tout cele dfmontre gue z = supix,y} = xvy dans L. Donc L est un sup-demitreillis.
Lorsgue tout ensemble filirant croissant nonsvide posséde un sup, tout ensemble
non-videpossece un.stp‘@3pgtgggip.

Il y & deux cas: Premiéremenit, L peut avoir un &lément zero 0. Dans ce cas L

est un treillis algébricue. Deuxiémemznt, L peut &tre sans &lément minimum. Danc

ce cas, l'adjonction d'un &lément O produit un treilliis algébricue Ly 40Y.

Par défTinition, la topologie donnbe sur X est engendrée rar M(X) = k: ke K(L) .
Mais cet ensemble engendre aussi la topologie de Scott sur L ,6u bZen la topolegie

induite sur L par la topologie de Bcott de Ly {0}, selon les cas, [J:

Jiai rencontré Batﬁbedat le 26 et 27 Mai dans la maison de Campagne de Jean
Bénabou a la Garde Freinet prés de la C8te d'Azur (15 km de St.Tropez, plus
précisement); Jean Bénaboul m'a laisséi aimablement passer une semzine lé—bas;
et André Batbedat &tait gentil®t de me rendre visite'pour m'expliquer ses travaux
sur 1le sp#ectre et la représentation sectioﬁale dasdemi-groupes(et des algébres
liées aux demi-groups); il vient du dérartment de mathématiques de l'université

_ de Montpeilier.  la question résolue dans cette note &tait posée au cours du

debat.

Cn pérlera sur les conséquences et les applications du THEOREEE une autre fois,
notemment sur L'application de la caractérisation des morphisms entre les treillis
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dlgéebriques. Aussi,il est clati que les espaces monogénéres sont en correspondence
biunivogque canonique avec les demi-treillis (sans ou avec &lément neutre); il

reste & clarif'ier en gquel sens cetie correspondence est fonctorielle.



