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- formu}lieren das "Neue Lemma" in einem mdglichst allgemeinen RBhmen., Ins-

Am 5.Juni ist in Darmstadt das "Neue Lemme" (SCS Memo 5-30-79) zur
Sprache gekommen. Klaus Keimel bemerkte schnell, daf ein direkterer
Beweis des "Neuen Lemma"mbglich sei , welcher sich nicht anf das alte
"LEMMAY stiitzt und daher allgemeinere Folgerungen zulieB. Ein dem Keimel-
gchen Schluf verwandtes Argument findet sich schon in "Irreducibility";
allerdings muf man hier die lLage e¢twas genauver analysieren.

Als eine Folge der Verallgemeinerung des “"Neuen Lemmas" ist auch eine
allgemeinere Version des "Aguivalenzsatses" (Hofmann and Watking,3CS«5~30=79,
siehe 2.5) mdglich, die wir unten ebenfalls andeuten.

1. Der neue Beweis des "NBUEN LEMMAS" _ g

Wir alle haben in den letzien Jahren immer hiufiger bechachtet, daB
die Theorie der stetigen Verhiinde fiir allgemeinere Klassen geordneter
Mengen bendiiet wird; daher isi auch im Kowpendium in den bungen davernd
von “"continuous posets,continuous semilattices, complete continuous semi-
lattices" usw die Rede. Wir schlieBen uns diesewm Bedirfnis hier an und

besondere hat sich die Frage nach irreduzibelen und Primelementen in
stetigen Halbverbinden im Friihjahr gesiellt, als sich Giersz,Hofmann und
Mislove iiber den stetigen Helbverband de#” quasikompakten Tellmengen eines
lokal quasikompaktien Raumes unterhielien, (Der Keim eines Kemo dariiber
liegt vor; es fehlt aber noch ein halbwegs befriedigender AbschluB.)

Wir erinnern zuerst an die Kategg&&e CPoset H
1.1, RUCKERINNERUNG. (Compendium IV-1.39). Die Obekte der Kategorle
CPoset (bzw. CSem. ) sind die stefigen partiell geordneten Mengen (bzw.

2Eel,
die stetigen Halbgruppen) und die zugehdrigen Morphismsn sind. Abbildungen

f18 v T , die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(1) £ ist Scott-stetig (d.h. pehErkrwexx¥P8 erhilt gerlchtete
suPSn siche II-2.12). _ !
(2) £71(U) ist ein Filter fiir jeden offenen Filter U von T.

(und,im Falle von CSem: . .
(3) £ is Halbgruppenmorphismus (d.h. £{xy) =f(x)£(y)). ) UJ

Die Kategorie CL ist offensichtlich voll sowohl in CSem, als auch

Poset. o
in CPose o



Man kann die Frage stellen,ob man in einer teilweise geordneten Menge

(poset) noch von Primelementen sprechen kann (und soll). Wir tun das

(Einwinde sind uns wurstegal):

1e2 DEFI'[NITION. Sei L eine teilweise geordnete Menge (d.h. ein poset).
Ein Blement p £ L heiBe prim genau dann,wenn L\\,Lp ein Filter ist.
Die Menge aller (von ”r'verschiedenen) Primelemente heiBe Spec L.
V(Eine nihere Untersuchiing dieses Spektrums steht hiex nidht zur Debattey
daher erwihnen wir hier keine Topologie auf Spec L.)

© Wir sagen p € L sei irreduzibel genan dann,wenn-
p in ?p prim ist, d.he fp \ {p} ein Filter ist, Die Menge aller
irreduziblen Elemente heiBe IRR L , wie iiblich. [} |

Da der Durchschnitt zweier Filter wiederum ein Filter ist, gilt
Spec L & IRR L wie im Fall von Verbidnden. Als fbungsaufgabe beweise man ,
wie im Fall von Verbénaen, mit Hilfe des Distribuitivitétsbegriffes hei 2

Halbverbidnden:

103. BEMERKUNG, Sei L ein distributiver Halbverband, Dann ist ;
IRR L \ {Tf = Spec L. (] | }

Hun folgt die Verallgemeineruvng von SCS-5-30+79,Hofmann-Watkins,1.3:

|
|

(oder fuduichuer )
1.4, DAS HEUE LEMMA., Es gei S eine aufwirts vollstandigarHalbﬁzzizgwerband.

(an up~complete semilattice),(Siehe Compendium O -2.11.), oot Perner sei

T eine beliebige teilweise geordnete Menge (a voset), Die Funktion .-
f18w~—> T erfiillle 1.1.2; qenauer

(%) g1 (U) ist ein Scott offener Filter fiir jeden Scott offenen Filter U
i.n To ] i

Folgerung: Fir jedes Primelement ¢ € Spec T und jedes Element s e S
mit £(s) £ q existiert ein irreduzibles Element p €{IRR 9 » Ts mit
£(p) £ a. | |
Alternative Formulierung der Folgerung:

q -1 +
(N (sy8) e SxSecT) f(s)<ma = £ (Pa)nts n IRRS #4.
Bemerkungen.
Insbesonders ist unter den gegebenen Voraussebtzungen IRR S # @. Wenn S und

T Einglemente haben und £{1) = 1 gilt, kann mann aus q % 1 anuch 1 # 1
schlieBen; d. ho wir wissen pE Ts n (TRR 8 \\ {1}). In diesem Fall 1st
dann sogar f (-.Lq) s N (IRR S\{1}) # ¢

Bewels. Wegen 1,2 ist T‘\Lq ein (offener‘) Filter. Also ist S\ f 1(J,q)
(% :
(T‘\¢q) ein offener Filter U in S, denn f erfiillt w2, Somit ist !

£7 (Lq) aufwirts vollstindig,dsh. indukbiv.Somit gibt es in Tsn 1(¢.q) |

ein maximales Element p.(Zorm!).Nun ist fp \ {py = foA U ein Filter,also
gilt p e IRR L. [J



1.5. KOROLLAR, Sei f:5—> T ein CPoset, -Morphisms und f(s) £ qe Spec T,

£(1) £ q. Dann existiert ein p & Tsn\iRR S, p#1 mit £(p) £ q.

Ist S ein distributiver Halbverband, so ist p ¢ Ts Spec S. ]

1.6, KOROLLAR, Ist £:S —>T ein CSem, nMorphlsmus mit £(s) £ q € Spec T,

£(1) £ ¢, und ist S distributiv, so gilt £ (4.q):\ ts n Spec S 4§ . B

2, Die Verallgemeinerung des Aquivalenzsatzes fiir DCL

2,1, DEFINITION, 'Entsprecheﬁd der Definition in SCS Hofmann-Watkins (loc.,
cite), DCL Dbedeutet die Kategorie der stetigen Heytingalgebren und den
CL-Morphismen zwischen ihmen. {X

(Dh Bezeichnung DCL wird im Kompendium VII—B 5 [fiir eine ganz andere .
Kategorie verwendet. Es wird also eine Ang%§%€§ der Bezeichnung nétig %
werden. ) Hier sei HL die Kategorie der/Heytlngafgebren mit Punkten und ;

et ~Morphismen zwischen ihnen. Die Objekte von HL wund Hegt sind glelch{]
2.2, DEFINTITION. Es bezeichne N die Kategorie der niichternen Raume deren

Morphismen die mehrwertigen Funktionen F: X—>Y gind, welche die
folgenden Eigenschaften erfiillen: '
(0) P(x) ist abgeschlossen fiir alle x ¢ X.
(1) PE = (FA)” fir alled ¢ X.
(2) ¥ q ist quasikompakt fiir jedes quasikompakie saturierte
| Menge @ ¢ Y . '

(Mehrwertﬁe Funktionen dieser Art heiBen "eigentlich" oder “perﬂekt“.)
. Zusammensetzung von Morphismen ist die bekannte Kemposition von bindren

Relationen. IJ

2,%. SATZ. Es gibt wohldefiniéite Funktoren Spec: HL —> N und
2@ T'°P: ¥ —> HL ; diese Funktorenpaar stellt eine Kquivalenz der
Kategorien HEL wund N her. Die Kquivalenz von DCL und LOC wird von dieser

Equivalenz induziert.

Beweis. Man muB lediglich die s#mtlichen Aussagen und Beweise von Abschnitt
2 von Hofmann-Watkins (loc.cit.) auf ihre unverdnderte Giiltigkeit im Bereich

der groBeren Kategorien nachpriifen. |

Bemerkungen. Man beachte,da der Funktor rlop mit dem Funktor O nur auf
Objekten isomorph& ist; der Funktor r? °P is kovariant, der Funktor O
kontravarlant. Auch im Pall der Teilkategorie HL§ yderen Morphismen zusatzllé
Spekiren respektxren ,die vermbge 2.% zu der Teilkategorie §§ aller
niichternen Riume und perfekten Abbildungen dquivalent ist, ist der Satz 2.3

noch nicht in unserem Material erwihnt worden.




