Chapitre I

ELEMENTS PREMIERS D'UN TREILLIS

Dans ce chapitre nous &tudierons les éléments premiers d'un
treillis.

La premiére section contient quelques définitions et prélimi-
naires. 7

Dang la deuxiéme sectién nous étudions la topologie de Zariski
sur des parties de l'ensemble des é&léments premiers d'un treillis
T et les relations entre cette topologie et la structurs du treillis
T . Cette section ne contient rien de nouveau ; maig 1l'auteur ne
connait pas de référence qui foﬁrnirait les résultats dans‘le lan-
gage et la généralité voulus. La topologie de Zariski est couramment
utilisée déns la théorie des anneaux (voir par exemple Jacobson {ﬁ?]a
Bourbaki [7]). Dans la théorie des groupes réticulés elle a &té &tu-
diée surtout par F. Sik [31], [32], ainsi gue par Henriksen et Is-.
bell'[ﬂ?]. L'exposé de la topologie de Zariski le plus proche du
notre semble dd & P. Samuel [29].

Dans la section % nous traitons las notion de éompacité. La notion
de valeur que nous utilisons est empruntée & la théorie des groupes
réticulés (cf, [9], p. 26). La proposition 5.5 a été formulée par
R.L. Blair'[5] dans le cas du treillis des idéaux d'un anneau. On l1s

retrouve aussi presgque en totalité dans [4], p. 128 et 189.




Dans la section 4, nous caractérisons les &léments premiers d'un
treillis algébrique distributif complet, en particulier les é&léments
premiers minimaux. Les résultats de cebte section peuvent &tre con-
sidéré . comme des généralisations de propriétés de groupes réticu-
1és {(cf. Byrd [8], Conrad (9], p. 42~ 45),

La notion d'élément germinal associé 8 un &lément premier dang
la section 5 généralise ld notion d'idéal germinal associé & un
idéal irréductible d'un f-anneau [22], Pour les idéaux supermodu-
laires maximaux d'un f-anneau, cette notion a é%é introduite par
Henriksen et Isbell [17] qui a leur tour ont généralisé les idéaux
des fonctions réelles continues s'annulant dans un voisinage 4'un
point donné d'un espace topologique. Certains de nos résultats géné-

ralisent des propriétés du treillis des fwsous—groupes convexes

d'un groupe réticulé (cf, [9}, D. 45.{45),

La dernieére section de ce chapitre est consacrée & tfois classes
particuliéfes de treillis: les treillis de Stone, les treillis pro-
Jetables et les treillis plats. Dans ces cas, 1l'ensemble des &16-
ments premiers a une structure simple. Bigard [3] a &tudié les
groupes réticulés dont le treillis des fasous—groupes convexes

appartient d une de ces btrois classes.




1. Définitions et propriétés &lémentaires.

"Soit T un treillis. Nous désignerons par v et A les opé-
rations "borne supérieure" et "borne inférieure" dans T . Si T
admet un plus petit &lément, nous 1e,désignerons par 0 ; et si

T admet un plus grand &lément, nous le désignerons par 1 .

1.1, ~ Un élément x de T est ait premier si x #_4 et si
PR $’x pour tout couple 4,,t, d'éléments de T tels que .

miers d'un treillis complet, X, = /ﬁ\ x est aussi un &lément pre-
xeC .
mier. Utilisant 1l'axiome de Zorn, on en déduit que tout &lément pre-

b€ x et t,£ x. 8L C est une chalne non vide d'éléments pre-

mier d'un treillis complet majore au moins un &lément premier minimal,

1,2, ~ Un élément x d'un treillis T est dit irréductible si
x A1 et ai t4A 5 = x pour deux éléments ty.ty de T entralne
-i:,,l =X ou %, =x , Tout élément premier est irréductible. Inverse-

ment, si T est un treiliis distributif, tout &lément irréductible

est premier. Un &lément meximal d'un treillis est toujours irréduc-

tible. Donc, dans un treillis distributif, les éléments maximaux
" sont premiers, (Si T posséde un plus grand &lément 1 , "maximal"”

signifie "maximal dans T\ {1}".)

1,3, - Boit T wn treillis ayant un plus petit &lément O . Soit

t€T . 81 1'ensemble des s dang T tels que sAt = O admet un

plus grand é&lément, on appelle cet &lément pseudo-~complément de + .

On le note t*+ . On dit que le treillis T est un treilllis pseudo-

complémenté si tout &lément de T admet un pseu&oncomplément.'

Nous utiliserons souvent le théoréme de Glivenko (cf. fal, p. 1303
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voir aussi Samuel [29], Frink [14], Varlet [38]) :

Soit T un treillis pseudo~-complémentd, Alors &+ = fiil pour

tout t&T ; Llapplication & b—73 44 et une fermeture dasns T ,

dont les fermés sont exactement les pseudo~compléments. Les pseudo-—

compléments dans T forment un treillis de Boole B » image homo-

morphe du treillis T . Le complément d'un élément a de B ezt

at . Le treillis de Boole & est complet si T est complet.

‘Puisque t b t+*  est une f@rmeture, la borne‘inférieure dans
& da'une famille quelconque de pseudo-compléments coincide avec la
borne inférieure de cette famille dans T . Mais si a et b sont
dans ® , avb n'appartient pas nécessairement & B . On désignera
par a®b la borne supérieure d¢ a et b dsns % . Remarquons

que
alth = (ay b)++ |

Par définition, un treillis pseudo-complémentéd possede toujours un
plus petit &lément O . I1 possede aussi un plus grand élément, a

gsavoir 1 = O+

T.4. - On sppelle treillis de Brouwer un treillis T el gque,
quels gue soient t et ¢ dens T s liensemble des s dans T
tels que tAs (¢, posséde un plus grand élément. Un treillis

complet T est un treiilis de Brouwer si, et seulement si, T est

A-distributif général, c'est a dire si, et seulement si, pour tout
élément t de T et pour toute famille (tu) d'éléments de T

tAVE D) =V (At )
b b f b

(cf,[u-], p. 128). En particulier, un treillis de Brouwer est distri-
butif et, s'il posséde un plus petit &lément, il est pseudo-complé-

menté.
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1.5. - EXEMPLE (cf. [4}, p. 216). Soit X - un espace topologique.
L'ensemble 5;: des ouverts de X est un treillis de Brouwer
complet. En particulier, 5; est un trelllis distributif et pseudo-
complémenté. Les pseudo-compléments dans 5} sont exactement les
ouverts féguliers, c'est 4 dire les ouverts qui sont égal 4 1'inté-
rieur de leur adhérence. 81 U est un ocuvert, le ﬁseudo-complément
U+ est égal 2 X\NU , od U désigne 1'adhérence de U ., Le théo-
réme-de Glivenko montre que les ouverts réguliers de X forment un
treillis de Boole complet que 1L'on notera &, . |

| L'application U 3 X\U ést un anti-isomorphisme du treillis
5;’ des ouverts de X sur le treillis des fermés de X . Si U est
un ouvert régulisr, XNU est un  fermé ?égulier, c'est & dire que
X\U est l'adhérence de son intérieur ; inversement, tout fermé
régulier de X est de la forme X\U avec U€R, . Il s'ensuit
que les fermés réguliers de X forment un treillis de Boole complet

anti-isomorphe & ﬁx:.

2. kspaces d'éléments premiers.

y

Soit ¥ ﬁn treillis complet. 30it X une partie de l'ensemble
des éléments preﬁiers de T . Pour tout t&T , soit

8y(8) = {xeX; v¥ x},

Zy(t) = {x€X3 t ¢ x} = XNSy(t) .

5'il n'y a pas 4'erreur possible, nous écrirons simplement S(t)

et 2{(t) . Pour toute famille (tu)pEI d'éléments de T , dont la

borne supérieure existe, on a:




| = |
1) S(u\e/:: tp’)‘ o1 S(tu) ,
(2) (N6 ) = ) 2(t) .

pel B MEL H

Solent ¢, et &, deux &léments de T , Un élément x&X appar-
tient & S(t;41%,) si, et seulement si, t,at, ¥ x ; puisque x
est premier, cela s'éerit sussi t, £t x et t21$ x , ¢c'est d dire
que x¢€8(t,) et an(tg) ; donc : |

(3) : 8(t4A tg) 5(t4)n s(t,)

(4) | Z2(tq A ty) ‘Z(tq)aJZ(tg) . |
Ia relation (3) montre que les ensembles de la forme S(%) sy BT,

§i

it

forment une base 4'ouverts d'une topologie sur T .

DEFINITION 2.1, - La topologie sur ¥ , dont les ensembles de la
forme Sx(t) , t€T , forment une base, est appelée topologie de

Zariski.

Sur un ensemble X d'éléments premiers de T , nous ne congi-
) _ P ’

dérerons jamais de tOpologie autre que la topologie de Zariski.

DEFINITION 2,2. - On appelle espace d'éléments premiers de T

tout ensemble d'2léments premiers de T muni de la topologie de

Zariski.

NOTATION, - On désigne par T 1l'espace de tous les éléments
premiers, par uT 1l'espace des éléments premiers maximaux et par

nT l'espace des éléments premiers minimsux de T .

PROPRIETES 2.3. - Soit X un espace d‘é1§ments ﬁremiers d'un
treillis complet T .

(a) t +— 8(t) est un homomorphisme surjectif du treillis T
syr le treillis 5; des ouverts de X d'asprés (1) et (3).
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(b) Une partie d¢ X est fermée si, et seulement s8i, elle est
de la. forme 2Z(t) , t&T .

(¢) Si: ¥ est une partie de X , la topologie de Zapiski sur Y
coincide avec 1altopologie indulte sur Y par la topologie de Za-~
riski sur X .

(@) X est un espace de Kolmogoroff (= To)’ c'est a dire que
pour deux &léments distincts quelcongues de X , il existe un
ouvert contenant l'un de ces deux &léments, mais pas l'autre. (En

| effet, 81 x et y sont deux &léments distincts de X , on a par
exemple x $ ¥ 3 11 s'ensuit que l'ouvert S(x) contient y , mais
pas X .)

(e} X est un espace accessible (= Tq) si, et seulement si, les
2léments de XA sont deux 8 deux non compérables. (Un eSpace'tepo;o-.
gigue est dit accessible si, pour tout couple (x,y) d'éléments
distincts de X y 11 existe un ouvert contenmant x , mais pas ¥ 3
éeﬁte propriaté sedémontrecommg (4).)

(£) Pour que X soit un éspace topologique séparé (= T2)’ il

- suffit que pour tout couple Xq5%, d'éléments premiers distincts
de X , il existe t, et t, damns T tels que |
" tﬂAtgzO,tqfxq,tzﬁxa.

S84 /”\ x = O, cette condition est aussi nécessaire.
x€X :

8oit X un espace d'éléments premiers d'un treillis complet T .
D'aprés (2) et (4), t > Z(t) est un anti-homomorphisme du
treillie T sur le treillis des fermés'de X . On a en particulier:

(5) %y & ts entraing Z(tq)g Z(tg) .

Définissons inversement une application R du treillis #£(X)

des parties de X dans T par:




-

RY) = N\ ¥ quel que soit YCX .,
yeY

Cette appiication vérifie :

(6) - T,eY, entraine R(Y’i) 2 R(YE) .
On a de plus:

(7} t { Ra(t%) aquel que soit teT ,

(8) Yy © ZR(Y) quel que soit Y&X .

Les relations (5),(6),(7),(8) montrent que les applications
Z: T —>@(X) et R:P(X) — T constituent une correspondance
de Galois entre T et p(X) .

La théorie générale des correspondances de Gslois (cf. 41, p.
124) permet d'affirmer: ‘

(9) RZR = R et %RZ = 2
De plus, RZ et ZR sont des fermetures respectivement dans T

et (X)) . Notons

t = RZ(t) et Y = ZR(Y) les fermés associds
| respectivement sux &léments t de T et aux parties Y de X,
Les applications R et 2 induisent des anti-isomorphismes mu-
tuellement réciproques entre le treillis complet T o= {?; teff}

et le treillis complet des fermés de 'ﬁ(X) . Notons que les fermés

de ‘?(X) sont exactement les parties fermées de X pour la topolo~
gie de Zariski d'aprés (9) et 2.3b. Puisque F p—) XN\F est un

anti-isomorphisme ¢u treillis des fermés de X sur le treillis &

X
des ouverts de X , t > S(t) est un isomorphisme du treillis T
des fermés de T sur le treillis 5} des ouverts de X . Par con-

séquent, T est un treillis de Brouwer complet.

Appliquons ces raisonnements dans deux cas : Frenons d'abord

X = €T et supposons que tout élément de I soit la borne inférieure




d'une famille d'é&léments premiers. Alors T = 7 ; donc

PROPOSITION 2.4, -~ 81 tout élément d'un treillis complet T es

da borne inférieure d'une famille d'éléments premiers, alors T es

un_treillis de Brouwer.

Dans le deuxiéme cas les hypothéses sont moins fortes, Soit

X = 7 et supposons que /N x =0, Dans ce cas on a O = RZ(0) = O.
_ xegT.
Montrons que 1 est pseudo-complémenté: Soit + un &lément de T ,

Pour tout 8lément s de T tel que sAt =0 , ona BSAT =0 =0 .

=

On en déduit que s (8 ( t+ , ou t* désigne le pseudo-complément

de t dans T , Par conséquent, t+ est sussi le pseudo~-complément

de t dans T . Nous avons :

PROPOSITION 2,5, - Un treillis complet T dont le plus petit

elément est la borne inférieure de la famille des éléments premiers

est pseudo-complémenté,

Soit X un espace d'éléments premiers d'un treillis complet T
tel que /N x =0 . D'aprés 1a proposition précédente, T est
pseudo~éo§§§émenté. Les pseudo-compléments dans T forment un
treillis de Boole complet M d'aprés le théoréme de Glivenko (1.3),

Nous avons les propriétés suivantes :

PROPRIETES 2.6, - (a) a +9 3{(a) est un iéomorphisme du treillis
de Boole T sur le treillis de Boole Ry des ouverts réguliers
de X .

(b) a = Z2{a) est un gnti-isomorphisme de B sur le treillis
de HBoole des fermés réguliers de X .,

(e¢) Pour tout te€7T , S(t*)L;S(t**) est partout dense dans X

et B(t2)n8(t++) = @ .
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(d) Pour tout te&T , t* = RS(t) ; en particulier, tout pseudo-
complément est la borne inférieure d'une famille d'éléments premiers
appartenant 4 X .

(e) U+ R(U)* est un isomorphisme de Ry sur B,

(£) Pour tout teT , 27(t:) est 1'adhérence de S(t) et
S(t+) est l'intérieur de Z(%) .

(g) Pour tout +te&T 5 tout xeX , les propriétés suivantes
sont équivalentes: (i) 2(%) est un voisinage de x j;

(ii) 2(t**) est un voisinage de x ;

(ii1) xes(s) .

Démonstration. (&) Puisque 1'application t 3 S(t) est un
isomorphisme de T sur ﬁk , @lle induit un isomorphisme du treillis
de Boole B des pseudo-compléments de T sur le treillis de Boole
RX des pseudo-compléments de &, .

(b) est une conséquence immédiate de (a).

(c¢) Draprés (a), B8(t*+) = S(t+)* ; et pour tout ouvert U d'um
eSpaée topologique, UuU* est partout dense et UNU* =@ ,

(d) 81 t £ x€X , alors t* { = puisque x est premier; donc
S(t)c Z(t+) , ce qui entraline R8(%) z RZ(t+) = t* . Inversement,
RS(t) { ¥ pour tout xeX tel que & i X § par suite,

RS(t)A © { X pour tout xeX .
On en déduit que RS(t)At = 0 et par conséquent RS(t) { t* .

(e) Soit U un ouvert régulier de X . D'apréds (a), il existe
a€B tel que U = 8(a) ; done R(U)* = RS(a)* = sid = a .

. (£) L'adhérence de S(t) est ZRS(%t) ; d'aprés (d), ZRS(t) = 2(t+).
L'intérieur de 2(%) est XNZR(XNZ(t)) = SRS(t) = S(tL) .
(g) resulte de (f£) ; car d'aprés (f), 1'intérieur de 2(t) ainsi

que de Z(tLt) est égal 8 S(td) .
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_5.uGomgacité;

S8oit T wun treillis. Un 415ment k de T est dit compact si
la ecnditibn suivante est vérifide : Toute famillg d'éléments de T
dont lz borne supérieurﬁﬁexiste et‘majore ko, céntieﬁt une faﬁille
finje denﬁ la borne supérieure majere. k . Cette cendition'est éQui—
valente'é'la‘ccndition suivaﬂte: Tout idéal de T , dont la borne '

supbrieure existe et majore k , contient k .

" Les é&léménts compacts d'un treillis T formeﬁt un vmsous»demi-

.treillis K de T ; i T admet un plus petit element o, cet

element est cempact Mais K n est pas un trelllis en: general.

Soit k un élément compact de T . On appélle valeur de k tout
&lément maximal dans le famille dee éléments de T ne majoranﬁ pas
K Par V(k) on designe 1'ensemble des valeurs de k . Un élément

de T est dit seminmaximal a'il appartient a un ensemble V(k)

'Si'VT'iest'un treillis‘cumglet, 1= familie des éléments de T
ne majorant pas un élément compact k donné, est inductive; Par

conséquent

LEMME 3.1, - Soit k ﬁﬁ b1ément compact a'un ﬁreillia complet
T . Alars tout alement de T ne majorant E k est majore par

une valeur de k

Si v est une waleur de k , 1'élément v*_éﬁvy'k est le plus
petit &lément de la famille des majorants”striéfs de v . Done v
est irréductible. Dans un treillis distributif, tout &ldment semi-

maxiﬁal est donc.premiér; et”nous,peuvonalparler-de 1'espace des

" valeurs de ke
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(d) Pour tout teT , ¢+ = RS(%t) ; en particulier, tout pseudo-
complément est la borne infériecure d'une famille d'éléments premiers
appartenant 4 X . _

(e) U3 R(U)* est un isomorphisme de RX sur B0,

(f) Pour toﬁt telT , 2Z(t+) est l'adhérence de S(t) et
S(t*) est 1l'intérieur de 2(t) .

(g) Pour tout te&T et tout xeX , les propriétés suivantes
sont équivalentes: (1) Z(%t) est un voisinage de x ;

(ii) Z(t**) est un voisinage de x :

(1ii) xes(sL) .

Démonstration. (&) Puisque l'application t —> 5(t) est un
isomorphisme de T sur g’x » €lle induit un isomorphisme du treillis
de Boole ™ des pseudo-compléments de T sur le treillis de Boole
&X des pseudo-compléments de & .

(b) est une cohaséquence immédiate de (a),

(e) .D'aprés.(a), S(t++) = 8(t+)+ 3 et pour tout ouvert U d'un
éspaée topologique, UuU*  est partout dense et UNU* = ¢ .

(@) Si t§ xeX , alors t* { x puisque x est premier; done
S(t)c z2(t*) , ce qui entraine RS(t) z RZ(tL) = £+ Inversement,
RS(t). ¢ X pour tout x&X tel que b $ X 3 par suite,

R8(IA T ¢ X pour tout x&X .
On en déduif que RS(t)At = 0 et par conééquent R8(t) ( t* .

(e) Soit U un ouvert régulier de X . D'aprés (a), il existe
a €8 tel que U = S(a) y done R(U)*+ = RS(a)+ =‘éd‘--’- = a ,

. (£) L'adhérence de S(t) est ZRS(t) ; d'aprés (d), ZRS(t) = 2(64).
L'intérieur de Z(t) est XNZR(XNZ(H)) = SRS(t) = S(tt) .

(g) resulte de (£) 3 car d'aprés (£), 1'intérieur de %(%) ainsi

que de Z(tt+) est égal & S(td) .
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FROPOSITION %.2. - Soit k un élément compact d'un treillis

complet distributif., Alors l'espace V(k) des valeurs de k t

[

l'espace S(k) des &léments premiers ne contenant pas k sont

quasi-compacts.

Démonstration. Soit X = Y(k) ou X = 8(k) . Soit (Uu)p un
recouvrement ouvert de X . Tout ouvers ‘Up est de la forme

T , Puisgue

) 58}{(}/’(:9) )

SX(tp) pour un certain t#

&‘:l
= U, = U 8.(%
-

1'élément Xftﬂ n'est majoré par aucune valeur de k . D'aprés le
lemme 3,1, on a donc k ( \/t“ . Puisque 'k est compact, (tn)u
=0 |
contient une sous-famille finie tq, PN ’tn telle que
k{t,v ... vt . Par conséquent,
X = sX(t,E V o oeee V t) = Sylt)u Ll v Sy(t,)

ctest a dire que cUi>i«1 est un recouvrement fini de X .

“ga-o‘n.

5i le plus grand élément 1 d'un treillis complet distributif
est compact, alors V(1) = pT et S8(1) = €T , D'aprés 3.1 et 3,2,

nous avons done

PROPOSITION 3.3, -~ Soit T un treillis cqmplet distributif,

dont le plus grand élément 1 est compact. Alors tout &lément

différent de 1 est majoré par un élément maximal. L'espace T

des_&léments maximaux et 1'espace §T des éléments premiers sont

gquagi-compacts.,

Un treillis T est dit algébrigue si tout élément de T est la

borne supérieure d'une famille 4'éléments compacts.

EXEMPLE 3.4. - Soit A wune algébre universelle et (&)
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treillié complet des relations de congruence dans A . Les &léments
compacts de T(A)} sont les congruences qui ont un nombre fini de
générateurs ; J(4) est un treillis algébrigue (cf. [47, p. 189).
Dans le treillis des idéaux d'un anneau, les &léments compacts sont
les idéaux engendrés par un nombre fini d'éléments. Dans le treillis
des idésux d'un y-demi-treillis, les &61léments compacts sont les

idéaux principaux.

Dans un treillis algébrique, la distributivité est éguivalente

d des propriétés gui sont, en général, plus fortes :

FROPOSITION 3.5, ~ Pour un treillis aleébrigue complet, les

propriétés suivantes sont éguivalentes :

{a) T est distributif.

(k) Tout &lément de T est la borne inférieure d'une famille

d'éléments premiers.

{(¢) T est un treillis de Brouwer.

(d) T est A-distributif général.

Démonstration. (a) === (b): I1 suffit de montrer que dans un
treillis algébrigue complet, tout élément t est la borne inféri-
eure d'une famille d'eléments semi~maximaux. S0it t' la borne
inférieure de la famille de tous les &léments semi-maximaux majorant
t . Supposons que t<t' . Puisque 1 est algébrique, il existe un
élément compact k { %' tel que %k £ b . D'aprés 3.1, il y a une
valeur v de k telle que t (v, Il s'ensuit que Vv est un
élément semi-maximal tel que % { v et v %’t' s ¢e gqui est absurde,.

(b) entraine (cj d'apres la proposition 2.4.

(¢) ==> (d) : Soit (tu)p une famille d'éléments de T et goit
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' o= AL . On a aj t! A .
\L{/(S u) + On a toujours {s (\“/tu) Puisque . s A%, ¢ "
et puisque T est un trelllis de Breuwer, on a aussi sAa (th) (6.
[

Il est évident que (d) entraine (a).

Une partie H de T est appelée base compacte de T si tout

élément de H est compact et si tout &lément de T est la borne

supérieure d'une famille d'éléments de H.

Soit H une base compacte de T . Soit X m espace d'éléments
premiers de T ; alors pour tout +te€T , l'ouverst SX(t) éest la
riéunion d'ouverts de la forme Sx(k) , heH . Notons qu'un élément
x de T est premier si et seulement si pour deux éléments quel-

~conques h, et h, de i, hy f x et h2$ x entralne
haA h2$ X « En effet, si x est premier, cette condition est
vérifiée. Supposons inversement que cette condition soit vérifide.
Soient t, et t, deux éléments Vde T' tels que i x et
ty £ ¥ . Puisque .H est une base compacte, il existe h, et h2
dans H tels que h, t,l; hy { 5, et hyd x, hog x, d'cd
h,!)\he § tq A t, et hgA hy, £ x et par suite tﬂAtgf X .

81 J(A) est le treillis des congruences d'une algébre uni-

verselle A , les congruences principales forment une base compacte

de T(a) .
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4, Eléments premiers et filtres vremiers.

Soit E un y-demi-treillis ayanb un plus petit &lément O . On
-appelle filtre toute partie ¥ de L vérifiant les trois proﬁfiétés
sulvantes :

(F,) O ¢§F;
(Fg) ¥ est filtrant inférieurement;
(F5) 81 ke€F K'€E et k ( k' , alors k'eF .
Un filtre F de E est dit premier, s'il vérifie
(F,) ENF est un y-sous-demi-treillis de E. ,
La famille des filtres dana E est inductive. Les filtres maximaux

gont appelés ultrafiltres.

Soit T un treillis algébrique complet. L'ensemble K des éléments
compact®s est un y-sous-demitreillis de T . Pour tout filtre premier
F de K , soit

w® = vV ox .
N AN

Pour tout élément x de T , soit

o(x) = {keK; kix} .

PROPOSITION 4.1. - Pour tout filtre premier F de K ., m(F) est

un_élément premier de T , et pour tout élémeﬁt premier x de T ,

¢(x) est un filtre premier de K . De plus, « gﬁ T sont des

correspondances bijectives mutuellement réciureques-en@re’fir@ﬁSembla

des éléments premiers de T et 1'ensemble des filtres premiers de K .

Démonstration. Soit =x un &lément premier de T . Evidemment,
0(x) vérifie (Fq),(F5);(F4). St k, et k, - sonﬁQdeuk 81éments

compacts non majorés par x , k4}1k2 ‘n'est pas majoré par x ,
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puisque x est ?remier. Puisqgue kqA'kz est la borne supérieure d'une
famille 4'éléments compacts, il existe un &lément compact k ﬁel que
k { kA k¥, et k $ x . Par suite, (F,) est aussi vérifié, et ¢(x)
est un filtre premier de K .

Puisque x est la bvorne supérieure de la famille des &léments com-
pacts 'k tels que k { x , on a bien me(x) = x .

Soit maintenant F un filtre premier de K . L'é&lément T(F) est
la borne supérieure des é&léments compacts non dans F , 8i un &lément
compact k est majoré par 7(F) , il est donc majoré par par un &lé-
ment compact n'appartenant pss & ¥ , ce qui entraine que k n'appar~-
tient pas & F . Par conséquent, o¢n(F) = F , De plus, T(F) est
premier. fn effet, soient &, et t, deux éléments de T non mejorés
par T(F) . Il existe k, et k, dans oN(F) = F tels que k, { t,
et k5 { t, . Puisque F est un filtre, il existe dans F un élé-

ment k -{ kqf\kg . Puisque  k $_%(F) » on a aussi th tg;ifﬁ(F) .

I1 est évident que. ¢ et T inversent 1'ordre, c'est 8 dire que
X, { ¥, pour deux elémemts premiers de T entraine w(xﬂ)gaw(XQ) .

On a donco :

COROLLAIRE, -~ ¢ et fC gont des correspondances bijectives mu-

tuellement réciproques entre 1'ensemble des &léments premiers minimaux

de T et l'ensemble des filtres premiers maximaux de K ,

En général, on ne peut rien dire sur 1'existence d'é&léments premiers
dans un treilliis algébrique complet. Dans la proposition 3.5 nous
avons vu que, dans un treillis algébrique complet distributif, tout
élément est la borne inférieure &'une certaine famille d'&léments
premiers. Maintenant nous allons considérer une autre classe de treillis

algébrigues qui posséde "suffisamment” &'éléments premiers.
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Soit B un treillis ayant un plus petit &lément O . Nous dirons

que E est O-distributif si, pour tout tq,tg,t € =,

th t = 0 et t,At = O entraine (tq\/ta)f\t o .

Nous dirons que E est O-~distributif général si, pour tout tE€R et

pour %oute famille (t ) e &' éléments de E tels que t/\tu = 0
quel que soit peTI , 7
A (Y 8,) =0,
iste.
pourvu que hf t“ existe

LEMME 4.2, - Soit E un treillis ayant ﬁn plus petit élément © .,

8i E est O-distributif, tout ulbrafiltre F de E est premier.

Déménstration. Un élément k de E n'appartient pas‘ﬁgl'ultra;;
filtre B de E si, et seulement si, 11 existe k' dans F tel que
kAk' = O . 8i k, et k, sont deux éléments de E\iF , il ax1ste donc
k' et k,' dans ' tels que k,nk,' = kzx\k2 = Q , Puisque E
28T O-distrlbutlf (kq\;kg)/\(k YA kz‘) =0 . Pulsque kq'A kg*
appartient 4 F , kq\/ka n'appartient pas a2 F . Donc ¥ est un 7

filtre premier.

DEFINITION 4.3, -~ Un treillis T est appelé arithmétique, si 1T

est un treillis algébrique et si Ifensemble. K des éléments compacts

est un sous-treillis O-distributif de T ..
D'aprés 4.2 et le corollaire de 4.1 on a le théoréme suivant :

THEOREME 4.4. ~ Soit T un treillis arithmétique complet. Alors

® et 7T sont des corresbqndances bijeétives_mutuellement-réciproques

entre l'ensemble des ultgafiltreé dans K et_l'ensemble wT des

eléments premiers minimaux de T .
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Ce théoréme a un série des conséquences :

COROLLAIRE 1. - Pour un treillis algébrigue complet T , dont

l'ensemble K des &léments compacts est un soug-treillis, les proprié-

tés suivantes sont éaquivalentes :

(a) 1 est pseudo-complémenté s

(b) T est O-distributif général ;

(¢) T est O-distribubtif ;

(d) K est O-distributif ;

(e) O est la borne inférieure de la famille nT des &léments

premiers minimaux.

Il est évident que (a) == (b) === (c¢) == (d). D'aprés la pro-
position 2.5, (8) == (a) . L'implication (4) === (&) asﬁ une ¢ofl-
séquence du théorsme 4.4 53 car pour tout &lément compact k différent
Ide C , i1 existe un ultrafiltre F contenant k et on a k:$ w(#)
Par cohséquent, la borne inférieure de 1la famiile des éléments premiers

minimaux est C .

Maintenant nous allons supposer que T est un treillis arithmétique
: , b q

complet. D'aprés le corollaire 41, T est pseudo-complémenté.

COROLLAIRE 2. - Un_&lément premier x d'un treillis arithmétigue

complet T .est premier minimal si, et seulement si, pour tout &lément

bomgact k de T, oubien k { x ou bien K { x.

Deémonstration. Supposons que X est premier minimal et Xk un
eélément compact. Si k i‘x \ alors Xkt ( X puisque x est premier.
Si k ¢ x , il existe k'eo(x) tel que kak' = O puisque ¢(x)
est un ultrafiltre. Donc k' { k* et k' $ x . Done k+* i X .
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Supposons inversement gue x est un élément premier de T tel que
pour tout &lément compact k | k;$ X ou k*‘i‘x . Montrons que le
filtre premier o¢(x) est un ultrafiltre. Bn effet, si k est un 81é-
ment compact non dans ¢(x) , alors k { x et par suite k*-i x . 11
existe donc un &lément compact k' tel que k' ( kt et k';$ X s

Donc k'€ ¢(x) et kAk' =Q .

COROLLAIRE 3. - Scit x un élément premier minimal d'un treillis

arithmétique complet T. Pour tout &lément compact k tel que k ¢ x ,

on a aussi k++ { x .

En effet; k {( x entralne k*‘i x d'aprés le corollaire 2. Donc

k++ ( x , puisque x esgt premier.

CORCLLAIRE 4, - Soit T wun treillis arithmétique complet. L'espace

«T des 8léments premiers minimaux est séparé: les ensembles SmT(k)

k¥ compact, sont ouverts et fermés et ils forment un base‘de la topolo

gie de T .,

Démonstration. Puisdﬁe T est algébrique et puisgue K est un sou
treillis de T , les ensembles SwT(k) » ke X , forment une base de la
topologie de wT . D'aprés le corollaire 2, Smn(k) = ZﬂT(k*) . Done
S p(k) est aussi fermé pour tout élément compact kX . Tout espace de .

Kolmogoroff ayant une base d'ensembles ouverts et fermés est séparé.

EXEMPLE. - Soit £ wun treillis aysnt un plus petit élément O .
Supposons que E est O-distributif. Alors le treillis T des idéaux

E est un treillis arithmétique complet.




5, Klément germinal associé & un élément premier.

Soit T un treillls complet pseudo-complémenté.

DEFINITION 5.1. - Pour tout élément premier x de T

, So0it
y(x) = AVARR B
t*§ X

on appelle x(x) 1'élément germinal associd 8 x .

PROPRIETES 5.2. - Soit x un élément premier d'un treillis complet
pseudo-complémente T .
a) Puisque t ¢ t+* et t+ = (t+4)+ , on a

X(X) - \/ et
t*$ X
b) Puisque x est premier, t+d4 x entraine t++ ( x j done
X(X) { x .
c) X(X) est la borne supérieure d'une famille de pseudo-complé-
ments filtrent supérieurement. En effet, si 1ﬂ“$ x et st i x , alors

stA t+ ¢ x 3 done eyttt o= (sta BH)E (X

d) Pour tout é&lément compact k de T , les propriédtés suivantes
sont équivalentes:

(1) k ¢ g(x) 3 (i1) k++ { y(x) 3 (1ii) &+ $ X .

En effet, puisgue y(x) est la borﬁe supbérieure d'une famille fil-
trante de pseudo-compléments a tels que a*:g x , 1a relation
k ¢ X(X) entraine 1'existence d'un pseudo~-complément a tel gue
k ( a et a*{ x . I1 s'ensuit que X+ ) a* { x . Donc (i) entraine
(iii). D'aprés la définition de y(x) ,'(iii) entraine (ii). Finale-

ment, (ii) entraine (i) puisque k & k+* .
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e) 81 x est un &lément premier d'un treillis glgébrique

complet pseudo-complémenté,
y(x)a Voker = /S ket = \/ k&
kg x k‘_{X(X) kg x
ou la lettre k ne représente gue des &léments compachts.

Les deux premiéres égalités sont claires d'aprés la définition
de y(x) et d). Démontrons la derniére égalité : Soit k, compact
et k, ¢ X(x) . Alors k,* $ X éi"aprés d). Il existe donc un &lé-
ment compact k tel que k { k,* et k:% X . 0na k, (ko (xs,
Puisque k$ X , on 8 sussi kit $ x et par suite k+ ( g(x) .

Par conséquent, x(x) = K, ?g(x) k,]‘g k\iﬂ;kl ig(x)

PROPOSITION 5.3, - Soit T un treillis complet et X un

egpace d'éléments premiers de T , dont la borne inférieure eskh

O . Pour tout x€X , X(x} est _la borne supérieure des éléments

t de T tels que 2y (t) goit un voisinage de x .

Démonstration. D'aprés 2.6g, Zx(t.) est un voisinage de x si,

et seulement si, t-'-§ X .

COROLLAIRE 1. - Supposons que T et X vérifient les hypo-

théses de 5.3 et que T sgoit algébrigue. Alors pour tout x&X ,

\3(3{) est_la borne supérieure des 8léments compacts k tels que

Zx(k)' goit un voisinage de x .

CORCLIAIRE 2, - Bupposons que T. et X vérifient les hypom-
théses de 5.3 et que X soit un espace sépard, Alors pour tout

x dans X, x est le geul &lément de X méjorént X(X) .
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En effet, s x et y sont deux &léments distincts de X |
il y a un voisinage fermé V de x ne contenant pas ¥y . Il
existe t dans T tel que V = Zy(t) . On a t £y et d'aprés

la proposition, +t ¢ B(x) . Par conséquent, X(x)i Yy o

DEFINITION 5,4, - Soit m un élément maximal 4'un treillis
distributif T . Un élément +t de T est appelé m-primaire si

x ( m pour tout &lément x #1 de T tel que t { x .

LEMME 5.5. - Boit m un élément maximal d'un treillis algb~

bridue complet distibutif, Alors x(m) ¢ t pour tout élément

m-primaire t .

Démonstration. Tout élément t de T est la borne inférieure
d'une famille d'éléments premiers (3.5). Si ¢ est m-primaire,
t est la borne inférieure.d'une famille d'éléments premiers x
tels que x ( m . Or, si % est un éldment premier tel que
x {m,ona y(m {x;carsi t* i m , on a aussi t+ § X

ce qui entraine ¢ { x .

PROPOSITION 5.6, - Soit T un treillis algébrique complet

distributif tel gque (a) © est _la borne inférieure de la famille

des éléments maximasux de T , (b) 1 est un élément compact,

(¢} l'espace uT des éléments maximaux est séparé. Alors pour

tout éiément maximal m de T , X(m) est le plus petit &lément

m-primaire de T et g(ml) = /\{pE-’II'T 3 D¢ m} .

Démonstration. D'aprés le corollaire 2 de 5.3, g(m) est m-pri-

maire. D'aprés le lemme 5.4, g(m) est meprimaire minimum.
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En particulier, y(m) { x pour tout &lément premier minimal x tel
que x {( m . D'autre part, g(m) est la borne inférieure d'une famille
d'éléments premiers. Puisque tout 4lément premier majorant y(m) est
aussi m~primaire et puisque tout 51ément premier majore un é&lément

premier minimal, on a bien X(m) = /«‘{pefﬁT; p ¢ m} .

PROPOSITION 5,7. ~ Soit x un &lément premier d'un treillis arith-

métique complet. Alors g(x) = A {perT ; p( X} .

Démoﬁstration. B0it p un élément premier minimal majoré par x .
Si ttfx , alors ttfp . Par conséquent , y(x) {p . I1 s'ensuit
que x(x) g‘/\ {pETTT 3y P & x} . Inversement, scit k un &lément
compact non najoré par g(x) . Pour tout élément compact k' tel que
I{f$ X, ona kak'>0 . I1 existe donc un ultrafiltre F de K
contenant ¢(x) et k . L'élément premier minimal w(F) ne majore

pas k et on a T(F) ( x . Par conséquent, X(X) =/\{rM§WT 3 p ¢ x} .

COROLLAIRE 1., -~ Pour tout &lément premier minimal p d'un treillis

arithmétique complet, p = ¥ (p) .

CGROLLAIRE 2. - Pour tout &lément premier x d'un treillis arith-

métigue complet, X(X) est premier si, et seulement si, x contient

un_seul élément premier minimal.
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6. Treillis projetables et plats,

Soit T un treillis distributif pseudo-complémenté, Rappelons
que pour tout élément a de T , les propriétés suivantes sont
équivalentés:

(a) a admet un complément.

(b) rava-" =1 .

(¢) a = a** et aiiy,ag: = 1 ,

81 a vérifie l'une de ces propriétés, on dit que a est central.
Les éléments centraux forment un treillis de Boole o , BOus—
treillis de T et sous-treillis de Boole du treillis de Boole B

des pseudo-compléments.

On sppelle treillis de Stone tout treillis distributif pseudo-
complémenté T tel que LD = ® , On peut donner les caractérisa-

tiongs suivantes d'un treillis de Stone :

PROPOSITION 6.1 (Gratzer et Schmidt [16], Frink [14]). - Pour

un treillis distributif pseudo-complémenté T , les propriétés

sulvantes sont equivalentes :

(&) T est un treillis de Stone.

(b) a*vb* = (aAb)* quels que soient a,b dans T .

(¢) B est un sous-treillis de T .

(4) Tout idéal premier de T contient un unicue idéasl premier

mninimal.

(e) Pour tout +te T , 1'ensemble {s 1 tAas = O} est un

facteur direct de iT .
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Rappelons qu'un treillis algébrique complet distributif est pseudo-
complémenté (cf. %.5).

DEFINITION 6.2. - Un treillis algébrique complet distributif

est appelé projetable si k*+vk*t = 1 pour tout élément compact

k de T .

'PROPOSITION 6.3, - Soit T wun treillis algébrigue complet

distributif projetable. Soit K 1'ensemble des &éléments compacts -

de T . 0On a les propriétés suivantes :

a) Pour vout k,,k,€K , il existe '1“{.-16 T tel gque
b) Pour tout kﬂ,kae K , on a kq*\rk2* = (kqA ke)* .

¢) T est arithmétique.

d) Tout élément premier de T majore un unigue &lément premier

minimal,

e) Zout &lément merminal de T est premier.

f) Les ensembles de la forme 'SWT(k) , keK , forment une base

de l'espace wT des &éléments premiers minimaux et_ils sont tous

compacts.

Démonstration. (a) Seient k,,k, €K . Posons 1'-:',I =k~ (Rqakp)t.
Alors qu\kg =0 et |

(b) On vérifie facilement gque kq*\/kg* est un complément de

(¢) I1 suffit de montrer que les &léments compacts forment un
A-sous-demi-treillis de T ., Soient k, et k2 deux éléments

compacts et supposons que (tu)uel soit une famille filtrant su-
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périeurement d'éléments de T tels que k Ak, g\v/~c . Choi-
sissons E% comme dans (a). Alors
kg = kqvqaky) (Y Gegvey). . Ewtsgee—iy
Puisque kq est compact, on en d&duit pour au moinsg un el ,
kqaky § Geqvis Ak, = (E,lAkz)v(tuA ky) B, -
Donc qu\kg est compact.

d) Supposons gue x est un élément premier de T tel qu'il
existe deux 6léments premiers minimasux distincts Pq et p,
majorés par x . Alors on peut trouver un élément compact k
vérifiant k { p, et k i Pp « On en dbduit k** ( p, et
k+ ¢ Pp » d'old k**v k+ { x , ce qui est impossible dans un
tre1llls projetable,

e) Compte tenu de 5 7 la propriété e) est une conséquence de d).

£) Cette propriété sera démontré dens le chapitre II.4.7.

Définissons maintenant une classe de treillis projetables qui

a des propriétés particuliérement intéressantes :

DEFINITION 6.4, « Un treillis algébrique complet distributif T
est appelé plat si tout élément compact de T est central, c'est

g dire si kv k* = 1 pour tout é&lément compact k de T ,

81 T est un treillis algébrique complet distributif plat,
T est projetable et on a k = kit pour tout élément compact k

de T . Donnons quelques caractérisations de treillis plats :

THEQOREME 6.5, - Pour un treillis algébrigue complet distribubif

T , les propriétés suivantes sont égquivalentes :

(a) T est plat.
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(b) y(x) = x pour tout &1lément premjer x de T .

(e} T est arithmétigue et tout élément premier de T est maximal.

(d) T est arithmétique et tout &lément premier de T est minimal.

(e) T est arithmétique, O est la borne inférieure de la fa-

mille des éléments maximaux de T et les ensembles de la forme

SQT(k) . ¥ compact, forment une base d'ouverts compacts fermés

de l'espace uT des éléments maximaux de T .

Démonstration. (8) == (b): Soit x un élément premier. Soit
k un élément compact majoré par x . Puisque kvk* =1 , on a
k* £ x et par suite k 3 (%) . Par conséquent, x = x(x) .

(b) == (2) : Soit k ‘gn élément compact de T . Pour tout
élément premier x tel que k {( x , on a k'g X(x) , done
k+ & x d'apres S.Ed. Par conséquent, kwvk* n'est majoré par
aucun &lément premier, ce qui entraine kwvkt = 1 .

(a) et (b) ==9 (¢): Puisqu'un treillis plat est projetable, il
est aussi érithmétique d'apres 6.%, Soient x et y deux &lé-

.ménts premiers tels que x {( y . On a donc y(y) {( x . Mais
d'apres (b), y(y) = y 3 done x = v . Cela entralne (c) puis@ue
tout élément de T est la borne inférieure d'une famille d}élé—
ments premiers. |

I1 est clair que (d) et (¢) sont équivalentes,

(2) et (¢) == (&) : Puisqu'un treillis plat est projetable,
les ensembles SWT(k) ,.k compact, forment une base 4d'ouverts
compacts de wT (cf. 6.3). De plus, dans tout treillis algébrique
complet distributif, O est la borne inférieurs de.la famille
des éléments premiers minimaux. D'aprés (¢)y, wT = pf ., On a donc

déemontrée (e),
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() == (c): 8oit m un élément maximal de T . 81 k est un
élément compact tel que k {m, slors ZuT(k) = “T\\SuT(k) est
un voisinage de mj done k { X(m) d'aprés 5.%. Il s'ensuit gque.
m = X(m) . Par conséquent, tout &lément maximal de T est pre-
mier minimal, Puisque C est la borne inférieure de la famille
des éléments maximaux de T , uT est une partie partout dense
de 7T . Pour tout élément compact k , S“T(k) est une partie
partout dense de 'SWT(k) . Puisque 4T est un espace sépard et
SuT(k) ‘compact, SuT(k) est une partie fefmée de w7 . Done
SpT(k) = 8,.q(k) . Puisque tout é&lément premier minimal appartient
& au moins un ensemble de la forme Spp(k) 4 % Jcompact, on en

déduit pt =T .




