Chapitre II

g _ L'ESPACE DE STONE-GECH ISBELL D'UN TRETLLIS
DISTRIBUTIF PSEUDO-COMPLEMENTE

J.R. Isbell [18] a associé & tout groupe réticuld commutatif G
un espace topologique compact BG et il a démontré que certains
homomorphismes de groupes réticulés f: G — H induisent des
applications continues Bf ; BH — BG de maniére que B soit un
foncteur contravariant. Biéard a remarqué que la construction de’
BG n'utilise que les propriétés du treillis des idéaux de G et
il a suggéré de généraliser les raisonnements d'Isbell aux treillis

distributifs pseudo-complémentés.

Nous associerons & tout treillis distributif pseudo—oompiémenté
T un espace topologique compact RT . Avec une définition conve-
9 - nable des morphismes, 8 sera un foncteur., La construction de QBT
est une abstraction d'une certaine construction du compactifié de
Stone-Cech d'un espace topologique. Le treillis §§i des ouverts
d'un espace topologique X est en effet distributif et pseudo-
complémenté, et nous verrons que B@§ n'est rien d'autre que le
‘compactifié de Stone-Cech de X . Plus généralement: Si T est
un treillis distributif complet, dont tout élément est la borne
inférieure d'une famille d'éléments premiers, alors BT n'est
rien d'autre que le compactifié de Stone-Cech de 1l'espace ET de

tous les éléments premiers de T . Ce résultat s'applique au

treillis des idéaux d'un groupe réticulé.
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1. c-r-voisinages et c-r-idéaux.

Dans cette section, T désignera toujours un treillis pseudo-
complémenté distributif. Noué utiliserons les notations de I.1.3%.
En particulier, v et A désigneront les opérations de treillis
dans T ; le pseudo-complément d'un &lément + de T sera noté

t+ , On désigne par B 1le treillis de Boole des pseudo-complé-

ments dans T .

DEFINITION 1.1. - Soient+ a et b deux é&léments de T . Nous

dirons que b est un r-voisinage de a , et nous écrirons a~<b ,

si at+tvb =1,

EXEMPLE 1.2. — Boit % le treillis des ouverts d'un espace

ﬁopologique X . Soient ’U,V'é @/X . Alors V

de U si, et seulement si, ucv .

est un r-voisinage

Démontrons quelques proiariétés de la relation =
Puisque O"vO:’IVO=’I et 1+y1 =1, on a:
(P1) 0<0 et 1<1 .

Siatyb =1, alors a = aA(atvb) = (ara*+)v (aAb) = aAb ; donc:

(P2) a<b entraine a ( b .

8i a*tvb =1, alors (bt)+va* =1 5 donc:
(P3) ‘ a<b entraine b+*< at .

Si a+*vb =1, alyors (att)*yDb = 1 3 done :
(P4) a<b entraine at*<Db .

8i a, { a<b ¢ b, , alors a,* 2 at et atvb =1, donc atyvb, =1

(P5) a, ( a{b { by, entraine a4< b, .
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8i atyb =1 et aq*yqu = 71 , alors aty b\/b,I = 1 ::aq*\/b\/bq ,
ce qui entraineub(a*A a,*)v (bvqu) = 1 puisque T est distributif, -
Puisque a+a aq-L = (ayfaq)* » lous avons donc :

(P6) a<b et a, < b, entraine a\/aq~< b\/bq .
Si a*tvb =1 et atvb, =1, élors a*\/(b/\bq) = 1 . Donc a<b
et a—-{b,I entrainent a< ba bq . On en déduit:

(P7) a<b et aﬁ# b, entraine aa a,'-{(b/\b,I .

DEFINITION 1.3, - Soit Q l'ensemble des nombres rationnels
compris entre O et 1 . Soient a et b deux &léments de T . On

4

appelle chalne normale entre a et b toute famille (Cr)

reQ
d'éléments de T +telle que C, =& et ¢, =Db et telle que

it

CI;{CS chaque fois que r<s . On dit que b est un ¢c-r-voisinage

de a , et on écrit a<{ b , s'il existe au moins une chalne normale

entre a et b . Dans cette définition on peut évidemment remplacer

Q par n'importe quel ensemble ordonné o-isomorphe a Q

EXEMPLE 1.4. - Une famille (Ur)reQ d'ouverts d'un espace topolo-

gique X est une chaine normale dans 5&:si, et seulement si,

ﬁrf_—‘US chaque fois que r<s .

;i Démontrons quelques propriétés de la relation << :
W La famille (ar>reQ avec a, = O (resp. a, = 1) pour tout reQ
est une chaine normale d'aprés (P1). Par conséquent :
(P'1) 0K 0 et 1441 .
S1i b est un ¢-r-voisinage de a , alors b est un r-voisinage de a .
Donc (P2) entralne:

(P'2) at{b entralne a (b .

o 8i (Cr)rer est une chaine normale entre a et b , la famille
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(c,l_r-'-)reQ est une chaine normale entre b* et at d'aprés (P3);
donc : '
(P'3) a<{b entralne bt<< gL .

De méme, la propriété (Pu) permet de montrer :

(P'4) a<H b entraine atty b ,
Si aq"g a et b g et.si (Cr>reQ est une chalne normale entreé
a et b, la famllle' (dr)reQ définie par d, = aq , 4, = b, ,

dr = Cn pour tout r £ 0,1, est une chaine normale entre 8, 1

d'apres (P5). Nous avons donc :

(P‘5) ' 8,4 { a<Kb ;'bq entraine a1<% b,l .
Si (cr)reQ est une chaine normale entre s et b et gi (dr)reQ
est une chaine normale entre &4 et b, , alors (crv dr>reQ est

une chaine normale entre avy a et b vb, et (Cr/\dr)reQ est une

1
chaine normale entre ara, et b/\b,l d'apres (P6) et (P7). Donc :

(P'6) a<< b et a,< b entraine ava,l«bvb,I .
(P'7) a<kb et 14{ b, entraine aa a,« bA b, .
La propriété sulvante sera tres importante : Si (Cr)reQ est une

chaine normale entre a et b , la famille (Cr>reQ,rg1/2 est une-

chalne normale entre a et 04/2 et (c )reQ,r21/2 est une chaine

normale entre 01/2 et b . Done:

(P'8) Si a<«b » 1l existe ¢ tel que a<< c<< b .

DEFINITION 1.5, - Un idéal 4 du treillis T egt appelé c—r—idéal~{
si tout élément a de 4 admet un ¢c-r-voisinage b appartenant

aussi é.,g . ' f
i

Soit J(T) 1le treillis de tous les idéaux de T . D'apres [4], |
p. 114, J(T) est un treillis distributif. Soit €(T) 1'ensemble des i

c-r-idéaux de T , : : N




LEMME 1,6, - Si 42 est la borne supérieure dans J(T) 4d'une

famille (@H)MEM de ¢c-r-idéaux, ¥ e85t _aussi un c-r-idéal.

Démonstration. Soit a wun élément de 42 , T1 ¥ a un nombre fini
d'indices Hgs eeo 0 €M et des éléments ‘aie /gui (i =1, ... ,n)
tels que a = aq VvV ee. V a, .« Tout a; admet un ¢-r-voisinage bi
dans ?”i . D'aprés (P'6), b = bV oo v b, est un c-r-voisinage

de a . De plus, b appartient a ¢ . Donc ¥ est un c-r-idéal.

D'aprés le lemme 1.6, €(T) est un V-sous-demi-~treillis complet ,
de J(1) . Puisque {0} e’st un c-r-idéal, @(T) est done un
tréillis complet. Tout idéal W de T contient un plus grand c-r-
idéal que nous désignerons par k() . Si W est l'idéal princi-
pal engendré par un é&lément a de T, c'est & dire si

Q,:{té"l‘;tga}, ,
on notera simplement k(a) ay lieu de k(lg) .- On peut donner une

caractérisation simple de k(k})

LEMME 1.7, - Pour tout idéal W de T, k(tg) est 1'ensemble

des éléments a de T qui admettent un c-r-voisinage bé'lg .

Démonstration., Soit 3_ l'ensemble des éléments. g de T qui
admettent un c~-r-voisinage be lg . Evidemmeht, k(q)gé . D'autre
part, 3  est un c-r-idéal. En effet, si a< betg et a4 { a,
alors a,l'« b d'apres (P's5) ; donc 3 est héréditaire. Si
a <« be-:l{} et a/l{< b,]el% y alors ay a5 be,le"lg d'aprés (P'6);
donc 3 est un idéal de T , L'idéal 3. est un' c-r-idéal j car si
a€3 , il existe be;g tel que a-<¥b ; il existe donc un ¢ tel
que a<Kc<<Xb , et on a ¢ Ei . Puisque 3 est un c-r-idéal

contenu dans KW , on a aussi §,§k(tg) .
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COROLLATRE., - 8i b est un &lément guelconque de T , le

c-r-idéal k(b) est 1'ensemble des éléments a de T dont b

est un c-r-voisinage.

L'intersection d'une famille quelconque de ¢c-r—idéaux de T
n'est pas nécessairement un c-r-idéal. Mais si ¥, et g, sont
deux c~-r-idéaux, (%/Wfé est aussi un c-r-idéal. En effet, tout
élément a de CqN Yo ’admet un c-r-voisinage bqe;fh et un c-r-
voisinage b,€ ¢, ; 1'élément b = b, Ab, appartient & vN¥, et
est un c-r-voisnage de a @’aprés (P'7). Par conséquent, %KT) est
un sous-treillis de J(T) ; en particulier, @(T) est distributif.
Puisque a<<1 pour tout aeT , on a Tecf(T) . De plus, T est
un élément compact de E(T) , puisque tout idéal principal est

compact. Ainsi nous avons démontré :

PROPOSITION 1.8. - L'ensemble £(T) des c-r-idéaux de T est un

treillis distributif complet dont le plus grand élément est compact.

D'apres I,3%.3%, tout c-r-idéal propre de T est contenu dans un
c-r-idéal maximal de ‘T . Dans la section 2 nous aurons besoin de

la caractérisation suivante des c-r-idéaux maximaux :

LEMME 1.9. - Pour un c-r-idéal 4 , les propriétés suivantes

sont é&quivalentes :

(a) # est un c-r-idéal maximal.

(b) Il existe un idéal premier W de T tel que ¢ =k(p) .

(c) a<¥ b entraine ac ou bte quels que soient a,be T .
< entraine £ ou 44 ’

Démonstration. (a) entraine (b), puisque tout c-r-idéal maximal

4 est contenu dans au moins un idéal maximal w de T., ce qui
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entraine g = k() .

(b) == (c): Soit P = k(Q) pour un idéal premier Ky de T et
supposons que a~§ b . Il existe ¢ tel que a<c<< b . Puisque
(4} est un idéal‘premier, on ‘a cela(} ou c-'-e:sg, . Si cewy , on a
aE‘k(Q) . 81 c*ely , on a bre kﬁg) puisque bt<< ¢+ d'aprés (P'3),.

(¢) == (a) : Supposons que 49 vérifie la condition (¢) et que
%, s0it un c-r-idéal contenant 42 strictement. Il y a alors un
élément a n'appartenant pas & 4 , qui admet un c-r-voisinage

beg, . D'aprés (c), b* appartient & 4 et par suite & @q -

Donec ¢ = bvbteyg, . Or, ok:f% entralne c++¢ ¢, d'apres (P'y),

Puisque c¢**+ =1, on a donc fq =T ,

Tout c-r-idéal premier vérifie la propriété (c) du lemme pré-

cédent. Par conséquent, tout c-r-idéal premier est maximal.

Si T est un treillis distributif avec O y 1l'intersection des
idéaux premiers de T est réduite a {O} d'aprés I.%3.5. Le lemme

précédent admet donc la conséquence suivante :

ct

COROLLAIRE, - L'intersection des c-r-idéaux maximaux de T. eg
\

|

réduite 8 {0}.
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2. L'espace de Stone—&ech—Isbell.

D'aprés 1a proposition 1.7, 1le treillis des C~r-idéaux de T est
distributif, ILeg éléments maximaux de ce treillis sont donc premiers
On peut donc considérer 1l'espace des ¢c-r-idéaux maximaux de T, ¢'e
a dire l'ensemble deg ¢-r-idéaux maximaux muni de la topologie de

Zariski comme dans lsa section I.2.

L]

DEFINITION 2.4, - L'espape des c-r-idéaux maximaux d'un treillis

distributif bseudo-complémenté T egt appelé espace de Stone—&ech—

Isbell de T y on le note BT . ).

-

Donnons une autre. définition de la topologle sur RT. Pour
tout élément a ge 1 , désignons par S (k(a)) l'ensemble des
c-r-idéaux maximaux ne éontenant s le c- r—ldeal k(a) et par
ZB(a) l'ensemble des c-r-idéaux maximaux 4 tels que ac4 . On
a ZB(a).z ZB(a-'-*) pour tout a dang 7 } €ar a4 entraine

atles pour tout c-r-idéal e .

LEMME 2.2, - Pour tout ae @, Sgk(a)) = z(at) | Les en-

sembles ZB(a") » a€T |, forment une basédé la tbpologie de BT .

Démonstration. Soit €EBT . 81 atesw, i1 Yy aun ceq tel
que at<<c . Puisque ctKatt opn g cte k(att) ., on en tire
que k(a-‘--’-)g‘;@, puisque ctdyp . Inversement, si k(att)c o, i1
existe 04545 tel que c+<¥ at+ 3 donc ateqe d'aprés 1. 9. Ainsi

nous avons démontré que B(k(a-“—)) Zp(at) .Sl 3 estun c-r-idéal




-37-0

quelconque de T, alors 3 = | J{k(a); a€’1)3nj} . Donc  8,(3) =

U SB(k(a)) .Donc tout ouvert de BT est une réunion d'une famill

g€fﬁ%erts de la forme 8Sj(k(a)) , ae B . Puisque | %
Sg(k(a))N 8p(k(b)) = S(k(a)Nk(b)) = Sg(k(aa b)) ,

les ensembles de la forme Sﬁ(k(a)) , €D , forment une base de la

4
%
3
topologie de Zariski 7"su;j_.' BT W T TR v S PN A §

Démontrons maintenant le théoréme principal de ce chapitre :

' THEOREME 2.3. - L'espace de Stonme-Gech-Isbell BT d'ud treillis

distributif pseudo-complémenté T est compact.

Démonstration. D'aprés les propositions II.1.8 et 1.%3.%3, BT est .
quasi-~compact. Montrons que BT est séparé. Soient f,] et ?2 deux '~
c-r-idéaux maximaux distincts. Soit a un élément de ¥, n'appar-

tenant pas a Y4 - 11 existe des éléments b,c,d dans ¢, tels que

a<< b<{ ¢ <<d . Puisque bac+ =0 , on a k(b)n k(c*) = {0} ; ae 4
plus, k(b){i;/tg,l puisque a€ k(b) et ad ¥4 5 en outre k(c*)¢ ¢,
puisque dt €k(c*+) et d-‘-efz Y, . Le treillis des c-r-idéaux de T

verifie donc les hypothéses de I.2.3f,
Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.4. - Soient H et K deux parties compactes disjointes

de BT . Il existe ¢ dans T et un c-r-voisinage D de c¢ tel

que HC Zp(b) et KS Zp(c*) .

Démonstration. Tout @& H admet un voisinage ne rencontrant pas
K ,de la forme ZB(%) , ageT(cf. lemme 2.2). Pour tout g€l , soient |
¢, et b, des éléments de 4 tels que 3%44 cé« b, 3 évidemment

t g4 ¥
ZB(bﬂg) est aussi un voisinage de 4 ne rencontrant pas K . Puisque.

NI o . X : . S e




H est compact, il Yy a un nombre fini ZDIERE ¥ d'éléments de
H tels que

RS Za(b_ Ju oo U Z (b ) .
Soi b =5> eee AD et ¢ = ¢ A eces A C . Alors
oient 2 A ’L”n “ o
¢c<<b d'aprés (P'7) et HCY (b) . Puisque a X ¢ et
B . s €5
a@ieimg pour tout pek , C/ei-“ appartient a € ©pour tout

Y€k quel que soit i =1, .., n . On en déduit KgZB(c-'-)

Un élément a de T vérifie a-{{:; si, et seulement si,
avat =1, c'est 4 dire si, et seulement sl, a est central.
Rappelons que 1'eﬁsemble LD des éléments centraux de T est un
sous-treillis de Boole de ® (cf. sec. I.6). |
81 a<a , tout c-r-idéal maximal contient a ou a* d'aprés
1.9 3 puisqu'aucun c-r—idéal propre ne contient 4 la fois a et a-'-»b,‘fj}'v
l'espace de Stone-Cech-Isbell BT est la réunion des deux ouverts
disjoints ZB(a) et ZB(a-’-) ; il s'ensuit que ZB(a) et ZB(a-'-)
sont aussi fermés. Récip_roquement, nous démontrerons que toute partie

d la fois ouverte et fermée de BT est de cette forme; plus précisé-

ment :

PROPOSITION 2.5, - g p—) ZB(a-'-) est un isomorphisme du treillis

de Boole D des éléments a de T vérifiant a<<-a lsup le

\

treillis de Boole des parties a la fois ouvertes et fermées de BT

Démonstration. Il suffit de montrer que a i——} Z (a-’-) est (i)

strictement croissant et (i1) surjectir,

(i) Soient a et b deux éléments de D tels que a<b . On a

alors a*+>b* et il est clair que ZB(a-’-)c_: ZB(b-'-) . Il existe un

idéal premier 2 de T contenant b+ et ne contenant pas at , e
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D'aprés le lemme 1.9, 4 = k(y) est un c-r-idéal maximal. Il contient
b+ puisque bred , mais il ne contient pas at . Par conséquent,

L
Zg(a*) # 2g(b+) .

(ii) Prenons une partie ouverte et fermée H de AT . D'apres 1le

lemme ‘2.4,' il existe c¢€T et un c-r-voisinage b de c¢ tels que

»HQ.ZB(b), et BT\HQZB(CJ-) . Il s'ensuit que bAc*+ est contenu

dans tout c-r-idéal maximal. Donc bAc* = O , c'est a dire que |
b { ot+ . Puis@ue‘ c<K b, onaaussi ¢+t ( b d'aprés (P'4) et ‘(P'B).‘
Par conséquent, b = ctt | Puisque Db est un c-r-voisinage de ¢ R
bve+r = byvbt =1, 8i 1l'on pose a = b+ , on a donc H = ZB(a-'-) et

aed .




5. Morphismes et applications continues.

Soient T et T' deux treillis distributifs pseudo-complémentés.

DEFINITION %,1. - Une application f: T —y il est appelée
morphisme (de treillis distributifs pseudo-complémentés) si les

propriétés suivantes sont vérifiées :

1 (M1) £(1) =1 .,
(M2) f(a) A f(at) = 0 quel que soit ae€T
(M%) flavb) = £(a)v £(b) quels que soient a,beT .

L'application composée de deux morphismes est aussi un morphisme., ~

Par conséquent, les treillis distributifs pseudo~complémentés et

les morphismes au sens défini ci-dessus forment une catégorie.

b EXEMPLE 3.2, - Soient X et Y deux espaces topologiques et J

©: X — Y une application continue. Définissons une application

é@ :5§ ——%»5% par 5%(U) = @'q(U) pour tout ouvert U de Y .

é Alors 5; est un morphisme au sens défini ci-dessus. On vérifie ﬁ

; facilement que & est un foncteur contravariant de la catégorie jﬁ

u des espaces topologiques dans 1a catégorie des treillis distribu- J
|

tifs.

Soit f£: 17 — T' un morphisme de treillis distributif pseudo- it

complémentés. Démontrons quelques propriétés : Si 1'on pose a = 0 y
dans (M2), on obtient en utilisant (M1) : M

0= £(0)A £(0%) = £(O)A£(1) = £(0) A1 = £(0) : |
donc :

(M4) £(0) = 0 . y

Si a*vb =1, alors flat) v £(b) = (1) =1 d'aprés (M1) et (M3),
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D'aprés (M2), f(a*) ( fla)* donc f(a)*v £(b) = 1 ., Ains® nous

avons :
(M5) axb entraine f(a)<f(b) quels que soient a,be T ,

Si <Cr>f€Q est une chaine normale dans T R (f(cr)) est une

re®
chaine normale dans T' d'aprés (M6). Donc :

(M6) a=<<b entraine f(a)=<< £(b) quels que soient a,be T ,
Remarquons qu'un morphisme au sens défini ci-dessus n'est pas en

général un homomorphisme de treillis,

vNouskallons montrer que tout morphisme f:T — T' induit une
application continue 8f: BT — BT .

Soit 4 un c-r-idéal maximal de T' . En vertu de (M3), 1'image
réciproque f_q(g) est un idéal de T . Soit Bf(p) 1le plus grand
c-r-idéal dev T contenu dans f—q(g) . D'aprés 1.7, Bf () est
l'ensemble des éléments a de T qui admettent un c-r-voisinage b

tel que f(blew .

LEMME 3.3. - Bf(g) est un c-r-idéal maximal de T .

Démonstration. Soient. a et b deux éléments de T tels que

a<< b . Choisissons c¢ et d +tels que a<kc<<d<Kb . D'aprés (M6),

f(c)=<< £(d) . Puisque /g. est un c-r-idéal maximal, f(c)eq ou
f(d)*e;@ d'apres 1.9. Si f(c)e ¢ , alors aeBf(p) . Bi f(d)*e4€ ,
alors bhe¢ Bf(y) ; car F£(a+) ( £(d)*+ d'aprés (M2) et b+<< d+

D'apres 1.9, Bf(y) est donc un c-r-idéal maximal.

Ainsi nous avons une application bien définie Bf: BT — BT .
Montrons qu'elle est continue : Soit 1fe;BT' et soit UCBT un
voisinage de Bng) . D'aprés 2.2, on peut supposer que U = ZB(a)

pour un certain &lément a de T . En particulier, a appartient

A)

a BfC@) . 50it b un c-r-voisinage de a appartenant aussi a Bf(p).
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L'élément a appartient a Bf(g) pour tout lge:BT’ tel que
f(b)e W . Donc 1'image réciproque (Bf)—q(U) contient 1'ensemble
ZB(f(b)) qui est unm voisinage de 4 dans BT .

Montrons que B ‘est un foncteur contravariant de la catégorie des
treillis distributifs pseudo-complémentés dans la catégorie des |
espaces topologiques compacts : Soient f: T —_ T' et g: T'" —— M1
deux morphismes de treillis distributifs pseudo-complémentés. Soit
f un c-r-idéal maximal de T'' , Alors Bg(f} est le plus grand
c-r-idéal de T'!' contenu dans g_q(@). Donc f_q(BgCg))Q f"q(g'q(?)) .
Or, (BfOBg) (f) est le plug grand c-r-idéal contenu dans f_q(ﬁg(g))’
et B(gof)(@) est le plus grand c-r-idéal contenu dans g_q(f_ch)).
Donc (BgOBf)(@)sg B(gof)(g) . Puisqu'il s'agit de c-r-idéaux maximaux
dens les deux cas, on a nécessairement égalité. Par conséquent,

RfoBg = B(gof) .
Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant :

THEOREME 3.4, - B est un foncteur contravariant de lglcatégdrie

des treillis distributifs pseudo-complémentés dans la catégorie des

espaces topologigues compacts.

Le foncteur B sera appelé foncteur de Stone-Cech-Isbell.

Dans ce qui suit, soit £ —'T' un morphisme de treillis

distributifs pseudo-complémentés.

PROPOSITION %.5. - L'application Bf: BT' — BT est surjective

si, et seulement si, £(a) # 1 pour tout élément a de T gqui admet

n ¢c-r-voisinage b # 1 .

Démonstration. Supposons d'abord que f(a) # 1 pour tout é&lément
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a qui admet un c-r-voisinage Db # 1 . Soit 4 .un c-r-idéal maximal
de T . L'image f(g) est filtrantesupérieu?ement et ne contient pas
1 eh vertu de 1'hypothese. De plus, tout &lément de f(¢) admet un

c-r-voisinage appartenanﬁ aussi & f(g) d'apres (M6). Par conséquent,

f(¢) est contenu dans un c-r-idéal maximal 3 de D' . Puisque

@_Qf"q(}) , ON a 4 = Bf(ﬁ) . Donc Bf est surjective.

Supposons inversement que RBf soit surjective. Soit a un élément
de T qui admet un c-r-voisinage b # 1 . Soit ¥ un idéal maximal ;
de T contenant b . Alors aéik(@) et k(g) est un c-r-idéal
maximal d'apres 1.9. Soit ,@’ un c-r-idéal maximal de T' +tel que
k(g) = Bf(y) . Alors aé:BfGé)ggf_q(g) et par suite f(a)es . Donc
fla) # 1 .

COROLLAIRE 1. - 8i f(a) # 1 pour tout pseudo-complément a de .T

différent de 1 , alors Bf est surjectif.

COROLLAIRE 2. - Si f est injedtif, Bf est surjectif.

- PROPOSITION 3.6, - Pour gque Bf: BT' — BT goit injective, il

suffit gque pour tout couple a',b' d'éléments de T' tels que

I aw b, il existe a,beT tels que a<<b et f(a) = a' , £(b) = b' .

 Soient 4 et 1@2 deux c-r-idéaux maximaux de T' distinbts,

Soit a' wun élément de ¥, mnon contenu dgns ¢, ; soit b' un

c-r-voisinage de a' dans €A .D'apres 1'hypothése, il existe a et

|

, | l;

b dans T +tels que a<k b et f(a) =a' , f(b) = b' . L'élément j
i

a appartient a BfC?q) , mais pas a Bfﬂgg) . Donc Bf(gq) # Bf(gg) .

COROLLAIRE. - Bf est injective si f est surjective et si la ;

condition (I) suivante est vérifiée:

(I) Pour tout a,beT , f(a)*yv £f(b) = 1 entratne aty b = 1 .
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En effet, solent &' et b' deux éléments de T' +tels que
a'st b' . Puisque f est surjective, il exists a,be T tels que

f(a) =a' , £f(b) =b' ., Donc 1 = (a')tvb' = fla)tv £(b) ce qui

entraine a*vb = 1 d'apres la condition (I); donc a<Db . On en déduit
que si (Cf>reQ est une chaine normale dans T , 11 existe une chaine|
normale (cr>reQ ~dans T telle que f(cr) = ¢l pour tout reqQ .
Cela entraine que la condition suffisante de la proposition 3.6 est _3

verifiee.

EXEMPLE %.7. - Soit T un treillis distributif'pseudo;complémenté
et soit u wun élément de T . Soit T' = {té Tyt ¢ u} . Alors T'.

est aussi un treillis distributif pseudo-complémenté. L'épplication ’ j

g: T — T' définie par g(t) = tAu quel que soit teT , est un

morphisme surjectif, L'application Bg: BT' — BT est surjective si,

et seulement si, u n'admet aucun c-r-voisinage différent de 1,

comme le montre la proposition %.5. En particulier, si utl = 1 ’

Bg est surjective. Si la propriété suivante (I') est vérifide :

(I') Pour tout a,beT , a*vb 2 u entraine a*vb =1,
alors Bg est injective d'aprés le corollaire de 3.6. De plus, ‘ |
~uttv 0 ) u entraine ut*t = ut+*yv O = 1 lorsque (I') est vérifiée. |

Donc, si (I') est vérifiée, Bg: BT'+——) BT est un homéomorphisme.
EXEMPLE 3.8, - Soit z un élément d'un treillis de Brouwer complet, ;|

T . Soit T ='{t€ Ty z ¢ t} . T' est aussi un treillis de Brouwer. ;

surjectif, D'&pres 3.5, Bh: BT —) BT est surjectif si, et seule-

ment si, 2 n'est c-r-voisinage d'aueun élément a différent de O

i s : |
L'application h: T — T' définie par h(t) = tvz est un morphisme ‘
I
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4, Propriétés de 1'espace de Stone-Cech-Isbell.

Soit B un treillis de Boole. Tout treillis de Boole est
distributif et pseudocomplémenté. Tout idéal de B est un
c-r-idéal. Par conséquent l'espace B des c-r-idéaux maximaux |
coincide avec 1'espace de Stone des idéaux maximaux de B .

Considérons maintenant un treillis distributif pseudo-complé-
menté T Désignons par 6T 1'espace de Stone des idéaux maximaux

du treillis de Boole B des pseudo-compléments dans T

PROPOSITION 4.1. - L'application t +— q(t) = t+* est un

morbhisme de T sur B . Elle induit une application continue

Bq: 6T — BT . Cetté application est surjective ; elle est un

homéomorphisme si, et seulement si, T est un treillis de Stone.

" Démonstration. Il est clair que 1'application q: T — B est

un morphisme (cf. le théoréme de Glivenko I.1.3). La restriction de

qa sur B est bijective. ]ﬁ'aprés le corollaire 1 de 3.5, 1l'applica-
tion Bg est donc surjeétive.

Soit 4 wun c-r-idéal de T . D'aprés (P'4), #N® est un idéal du -
treillis de Boole W . Par conséqu_ent, #n®  est contenu dans au |

moins un idéal maximal de B . Si K est un idéal maximal de B

contenant 4' =¢nl , ou 4 est un c-r-idéal maximal de T , alors

Bq(l%) =4 . Par conséqueht, Bq est injective si, et seulement si,
pour tout c-r-idéal maximal v de T , 46055 est contenu dans |
exactement un idéal maximal de ¥ ., \Tout idéal propre d'un treillis
de Boole étant 1'intersection d'une famille d'idéaux maximaux, cette

derniére condition signifie que N ¥ est un idéal maximal de B

pour tout c-r-idéal maximal ¢ de T .

N
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Si T est un treillis de Stone, a=<a pour tout ae By par
conséquent, a ey ou atey pour tout c-r-idéal maximal ¢ de T,
ce qui entraline que ¢NB  est un idéal maximal de B quel que soit
£€BT . Donc Bq est injective.

Inversement, si #n®  est un idéal maximal de B pour tout
c~-r-idéal maximal ¥ de T , alors quel que soit aepR y 8 ou
~at e pour tout # € BT 3 donc BT est la réunionbdes deux ouverts
disjoints ZB(a) et ZB(a*) quel que soit ae® . D'aprés 2.5, cela

entraine que D = &, c'est 4 dire que T est un treillis de Stone.

Soit T wun treillis distributif et pseudo-complémenté., Si x est
un élément premier de T , 1'idéal principal {téiT; t ¢ X:} est un
idéal premier. Par conséquent, le plus grand c-r-idéal k(x) majoré

par x est un c-r-idéal maximal 4'aprés 1.9.

PROPOSITION 4.2, - Soit X un espace d'éléments premiers d'un

treillis distributif pseudo-complémenté T . L'application x ) k(x)

de X dans BT gest continue. Si A x =0 y 1'image k(X) est
‘ xeX

une partie partout dense de RT .

Démonstration.‘Soit x€X et soit U un voisinage de k(x) dans
BT . On peut supposer que U = ZB(a) pour un certain élément a de
T . Soit b un c-r-voisinage de a, contenu dans k(x) . L'ensemble
Sy(b*) des éléments yeX tels que b*tg'y » est un ouvert de X .
Puisque b appartient & k(x) , on a bt £ x , c'est 4 dire que
SX(b*) est un voisinage de x ,De plus, SX(b*) est contenu dans
k"q(U); car b {( y pour tout ¥y € S¢(b*) et par suite ae k(y) pour

tout ye8y(bt). - La deuxiéme assertion est évidente.,

Maintenant nous sommes préts & démontrer la liasison entre le




compactifié de Stone-Cech d'un espace topologique X et l’espace

{

de Stone-Cech-Isbell d'un treillis distributif pseudo-complémenté T

Soit X wun espace topologique et 9% le treillis des ouverts de
X . Pour tout XE§X , soit u(x) 1le plus grand ouvert de X ne con-
tenant pas x . Alors u(x) est un élément premier du treillis éy
Soit wu(X) 1'espace des elements premiers de 5P de la forme wu(x),
x€X . La topologie sur u(X) étant 1la topologle de Zariski, tout
ouvert V de u(X) est de la forme suivante : Il Yy a un ouvert U de
X tel que V est 1'ensemble des u(x) tels que Ug;u(k) , C'est a
dire que V = u(U) . Par coﬁséQuent, X — u(x) est un application
continue de X sur u(X) . /

D'aprés 4.2, nous avons une application continue k de u(X) dans )
1'espace de Stone-Cech-Isbell Bﬁ% . L'image ku(X) est partout dense
dans Bé§ puisque ;;; u(x) = @ . Posons k= kou

THEOREME 4,3, - Soit ®: X —> K une application continue d'un

espace topologique X dans un espaée topologique compact K . Alors

il existe une unique application continue ¢ : Bé% —> K tel gue

® = QoK ,
L
\,t' g
0 \»
K

En d'autres termes, Bé% est un compactifié de Stone-Cech de X .

Démonstration. L'unicité de ¢ est une conséquence immédiate du
fait que k(X) est partout dense dans BOy . I1 suffit donc de dé-
montrer 1'existence de g . |

Soit 4 un c-r-idéal maximal de ‘@§4- Soit p) 1'ensemble des
ouverﬁs U de K +tels que @'1(U)e:g . Alors @(@) est un idéal




— U8

d'ouverts de K . Puisque Ke& P(p) et puisque K est compact,
®(¢) n'est pas un recouvrement de K . Tl existe donc x€K tel
que x n'appartienne & aucun des ouverts Ue P(g) . Soit y un
élément de K différent de x . Puisque K est un espace normal,
il y a un voisinage ouvert U de x » qui admet un c-r-voisinage

V  tel que yev . I1 s'ensuit que Q‘@(V) = (p‘/‘(‘V) est un c-r-voi-
sinage de %(U) = q)'/](U) tel que . (p_/I(U)q{He . Puisque 4 est un
c-r-idéal maximal, on a q)_/l(V)"'ele d'aprés 1.9 ; donc (p—/l(V-'-)eg .
Par conséquent, x appartient 8 un ouvert‘ Vte ¢(¢) . Ainsi nous
avons démontré qu'il y a un seul point x dans K tel que

X% L) v . Posons o¢(¢) = x .

Uég_i(xf)

Ainsi nous avons défini une application @ B@k — K . Notons
que @OK = ¢ 3 car si x€X , alors x ¢u(x) , donc xé V pour
tout Ve kOou(x) = k(x) ; par conséquent, ¢(x)¢ U pour tout |
ouvert U de K tel que UeP(c(x)), c'est 8 dire que
o(x) = p(r(x))

¢ est continue : Prenons geB@X . Soit V un voisinage de

¢(¢) . Soient U et U, des voisinages de ¢(g) tels que

U, UKV . Comme ci-dessus on montre que (p"/l(U-'-)eg . L'ouvert
W = ZB(cp—/I(U"‘)) est un voisinage de 4 . Si (p_/l(U-'-)éug , alors
Zﬁ(k})q@ U+ d'apres la définition de § ; donc @(W)SK\ UtV .

Ainsi nous avons démontré la continuité de - .

& est un foncteur de la Cétégorie des espaces topologiques
dans la catégorie des treillis distributifs pseudo-complémentés ;
B est un foncteur de la catégorie des treillis distributifs pseudo-

complémentés dans la catégorie des espaces compacts. Par con-
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Séquent, le foncteur compogé B = B& est un foncteur (covariant) de
la catégorie desg espaces topologiques dans la catégorie des espaces

—

compacts. Le théoréme 4.3 montre que B est une réflection.

La proposition suivante donne un autre lien entre 1l'espace de

Stone-Cech-Isbell et le compactifié de Stone-Gech.

PROPOSITION 4.4, - Soit T un treillis distributif bseudo~complé~

menté complet qui admet i espace . X d'éléments premiers vérifiant

les deux conditions suivantes :

(i) /\ x =0,

*

x€X
(11) Pour tout &lément + # 1 de T, il existe xeX tel que
t{ x.

Alors l'application X — k(x) de X dans BX est une compactifi-

——

cation de Stone-fech de X .

Démonstration. L'application a p—y SX(a) est un morphisme de

T dans _9§ . Elle induit une application continue ¢ = BSX de B?&
dans BT . En vertu de (i) et I.2.6a, ap— SX(a) est une bijection
entre les pseudo-compléments de T of les ouverts réguliers de X .
D'aprés le corollaire 1 de 5.5, o ‘est donc surjective, SX est
surjective et d'apres 1'hypothese (ii),

SX(a)*v S(b) = SX(a*v b) = 1 entralne atyb = 1

D'aprés le corollaire de 5.6, ¢ est donc aussi injective. En uti-

lisant les définitions des applicationg u, K, ¢ on démontre facilement |

que le diagramme suivant egt commutatif :




|
COROLIATRE To - 81 1 est un treillis algébrigue distributir i

éomglet, 1'a lication X k(x) de l'esgace €T de tous lesg elé~-

==

ments Iémiers de 1 dans 1'eg 8Ce compact BT est une compactifi- j

—=lUls E.-__h_..._ ——= =_8E8pace x2pact — === zompactifi ]
fication de Stone-fech,

Ce ¢orollaire montre gque g

: y
Compact que 1'on Puisse associer g 1

51 T est un treillig algébrique distributir complet plat, toyt

COROLLAIRE 2. - 8i 1 est un treillis algébrigue complet digtri-

Dutif plat, g est un compactifig de Stone-Cecp de 1'espace pT

|
des éléments maximaux de 1 . /5
T 8 Daximaux de

COROLLAIRE 3. - Soit T un ¢

;
i f
DEFINITTON 4.5. - Pour tout C-r-idéal maximal ¥ de T goit / |

Ji
XO(,O) = \/ a 3 '(J‘ ; i
acy I
ch) est appelé elément absolument erminal associé g

=lément —=———20L germinal
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PROPRIETES 4.6, -~ Soit £ un c-r-idéal maximal d'un treillis
algébrique distributif complet T .

(a) si X(@) < 1, il existe un élément premier x de T tel

que ¢ = k(x) .

(b) 8i x est un élément premier de T tel que X(?) { x , alors
() { P pour tout &lément premier p tel que p { x .

(¢) g(e) jvést la ﬁorne inférieure d'une famille d'éléments premiers
minimaux.

(d) 8i le plus grand élément 1 de T est compact, X({)-< 1 et

il existe un élément maximal x de T +tel que v = k(x) . Si cet

L

élément_maximal x est unique,ifof) est le plus petit élément
-X:ggiaéifébde T et ylg) = X(X), 1'idéal germinal associé 4 x . .
'Démonstréfibn;{(a)'Téﬁt éléﬁent\qerEWLégtvia borne inféfieufélﬁm
d'une famille d'éléments premiers. Si x(@)<< 1, il existé un élémenﬁf
premier x<1 majorant y(yp) . Il s'ensuit que'/ggzk(x).; pﬁisque
r et k(x) sont des c-r-idéaux maximaux, on a donc ¢ = k(x) .
(b) Supposons que x(@) { x, oi x est un 4lément premier. Soit
k un élément compact de T tel que k ¢ X(@)'. Alors keq. Il y a
donc un c-r-voisinage b de k , appartenant a ¢ . Puisque k*vb =‘4,
et b {(x, ona nécessairement k* i P Dpour tout é&lément p { x .
Si p est de plus premier, on en tire k ( p . Ceci étant vrai pour
tout élément compact k< XQQ) , on a aussi y(@) {p .
(c) est une conséquence immédiate de (b), puisque tout &lément
de T est la borne inférieure d'une famille d'éléments premiers.

(4) Supposons que 1 soit un élément compact. Puisque ¢ est un

ideal propre de T , il ne contient pas 1 et par suite y(g)-< 1.

D'aprés I.3.3, il y a un élément maximal x ) XCg) ; donce Y = k(x) .
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Si cet élément maximal x est unique, alors X(g) est x-primaire.
D'aprés (b) et (c) , ¢ est la borne inférieure de la famille des

éléments premiers minimaux majorés par x .

PROPOSITION 4.7, - Soit T wun treillis algébrigue distributif

complet projetable. Alors x bk k(x) est un homéomorphisme de

l'espace 7T des éléments premiers minimaux de T sur un Sous—

espace ouvert de BT . Pour tout pewnT , p = Xk(p) . Pour tout

élément compact ¢ de T, k(8, p(c)) = Zgp(e*) . Les ensembles

de la forme SvT(c) , ¢ compact, forment une base de la topologie

de wT et ils sont compacts.

Démonstration. Puisque T est projetable, on a cty ctt =
donc ctt4 ¢*+ pour tout élément compact ¢ de T . Soit p
un élément premier minimal de T . Si ‘¢ est un é&lément compact
tel que ¢ ( p , alors c** ( p d'aprés le corollaire 3 de I.4.4,.
Donc c*+ ek(p) . Par conséquent p = Xk(p) . Ceci montre aussi
que p b k(p) est une application injective de T dans BT

Soit ¢ un élément compact de T . On a k(SwT(C>) = ZB(C*) . Q
En effet, si ¢ # penlT , alors c* ( p et par suite c*ek(p)
puisque c*<< c* . Soit réciproquement 4 un c-r-idéal maximal
contenant ¢+ . Alors ¢ n'appartient pas a 4 . Il s'ensuit que
c § X(f) . D'aprés 4.6¢c, il existe un élément premier minimal p

tel que y(g) {( p et c$ p . Donc ¢ = k(p) et péSﬂ_T(c) .

' Puisque les ensembles de la forme SWT(C) , ¢ compact, forment
une base de la topologie de wT et puisque ZBT(C*) est une
partie ouverte de BT , 1'application p bt k(p) est ouverte.

Puisque cette application est continue d'aprés 4.2 et injective,
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™T est homéomrrphe 2 son image. D'apres la proposition 2.5,
ZB(c-'-) est compact. Donc Sﬂ_T(c) est aussi compact. D'aprés le
corollaire 4 de I.4.4, les ensembles de la forme S#T(c) , C com-

pact, forment une base de la topologie de «T ,

Utilisant I.6.5, on obtient pour les treillis plats 1a propo-

. sition suivante :

COROLLAIRE. - Soit T wun treillis algébriqu-e distributif com-

plet plat, Alors x> k(x) est un homéomorphisme de. 1'espace

T des éléments maximaux de’ T sur un sous—espace ouvert de RT.
V)

Pour tout xe€uT , x =yk(x) . Les ensembles de la forme SMT(C) ,

¢ compact, sont compacts et ils forment une base de 1a topologie

de uT .




