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Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation werden systematisch verschiedene Aspekte der Diskre-
tisierung und Approximation von Bildern und morphologischen Bildoperatoren unter-
sucht. In der Theorie morphologischer Bildoperatoren, die in der Monographie Morpho-
logical Image Operators von Henk HEIJMANS umfangreich dargestellt ist, werden binére
Bilder als Teilmengen einer Grundmenge modelliert. Ausgangspunkt ist daher die Dis-
kretisierung dieser Grundmenge, von der angenommen wird, dass sie ein lokalkompak-
ter Hausdorffraum ist. Eine Methode zur Diskretisierung eines solchen Raumes durch
lokalendliche geordnete Mengen (die auch als To-Rédume betrachtet werden konnen) wird
fiir geeignete Raume vorgestellt, welche die parakompakten und damit die metrischen
Réume einschliefen. Dabei approximiert dann das System von Diskretisierungen den
Ausgangsraum in dem Sinne, dass dieser ein Retrakt des inversen Limes besagten Sys-
tems ist. Aus der genannten Methode wird eine Moglichkeit zur Diskretisierung und
Approximation binédrer Bilder abgeleitet, die als abgeschlossene Teilmengen der Grund-
menge modelliert werden. Dies wiederum eroffnet eine Moglichkeit zur Diskretisierung
und Approximation Scott-stetiger Binédrbild-Operatoren.

Grauwertbilder werden in der Theorie morphologischer Bildoperatoren als Abbildungen
des Grundraums in einen vollstdndigen Verband von Grauwerten modelliert. Im Falle
eines stark zuldssigen Grauwert-Verbandes sind Ergebnisse zum Liften von Binérbild-
Operatoren auf Grauwertbilder mittels Schwellenwert-Mengen bekannt. Es gibt jedoch
kaum Erkenntnisse zu stark zuldssige Verbanden selbst. Daher werden sie in der vorlie-
genden Arbeit genauer beleuchtet, wobei auch eine Charakterisierung fiir den endlichen
Fall vorgestellt wird. Daraus ergibt sich die Vermutung, dass es sich bei stark zulés-
sigen Verbianden beinahe um Ketten handelt. Ferner wird dargelegt, dass der Begriff
des ,zuldssigen Verbandes mit dem des ,yollstéindig distributiven Verbandes® iiberein-
stimmt und dass vollstédndig distributive Verbéande eine geeignetere Voraussetzung dar-
stellen, da sie Erweiterungen der bekannten Ergebnisse gestatten. Anschliefsend wird
mit Hilfe von Schwellenwert-Mengen eine Diskretisierung und Approximation von Grau-
wertbildern aus derjenigen fiir Bindrbilder hergeleitet. Erneut liefert das eine Moglich-

keit zur Diskretisierung und Approximation Scott-stetiger Bildoperatoren — diesmal auf



Grauwertbildern. Zudem wird eine Diskretisierung und Approximation von Grauwertbil-
dern fiir den Fall vorgestellt, dass der Verband der Grauwerte anstelle des Grundraums
diskretisiert wird. Abschlieffend wird die Méoglichkeit betrachtet, Grauwertbilder durch
Massenverteilungen zu modellieren. Hierbei werden stetige Bewertungen verwendet, die
aus der Bereichstheorie bekannt sind. Es wird aufgezeigt, wie sich eine Diskretisierung
und Approximation von stetigen Bewertungen aus derjenigen des Grundraums ableiten
lasst.



Abstract

In the present thesis various aspects concerning discretization and approximation of im-
ages and morphological image operators are systematically investigated. Binary images
in the context of morphological image operators, which is considerably presented in the
monograph Morphological Image Operators by Henk HEIJMANS, are modelled as subsets
of a basic set. Thus the starting point is the discretization of this basic set which will be
assumed to be a locally compact Hausdorff space. A method to discretize such a space by
locally finite ordered sets (that can also be viewed as Ty-spaces) is presented for suitable
spaces including paracompact thus metric spaces. There the notion of the considered
space being approximated by its discretizations is given by the fact that it is a retract
of the inverse limit of its system of discretizations. A way to discretize and approxi-
mate binary images which are modelled as closed subsets of the basic set is then derived
from the mentioned method. That in turn leads to a way to discretize and approximate
Scott-continuous image operators for binary images.

Greyscale images in the context of morphological image operators are modelled as map-
pings from the basic set to a complete lattice of grey-values. In case of a strongly
admissible grey-value lattice there are known results about lifting binary image oper-
ators to greyscale image operators by means of threshold-sets. However, little is yet
known about strongly admissible lattices in general. They are therefore studied more
precisely in the present work where in particular a characterization for the finite case is
given. This leads to the assumption that these lattices are nearly chains. It is further
shown that the terms “admissible lattice” and "completely distributive lattice” agree and
that completely distributive lattices are more appropriate as they allow extensions of the
known results. Next, threshold-sets are used in this work to derive a discretization and
approximation of greyscale images from the already mentioned discretization of binary
images. Again a discretization and approximation of Scott-continuous operators can be
achieved, this time for greyscale images. Moreover a discretization and approximation
of greyscale images is shown in the case that the grey-value lattice is discretized instead
of the basic set. Finally, the possibility to model greyscale images by mass distributions
is considered. At this, continuous valuations are used that are known from domain the-

ory. It is shown that a discretization and approximation of continuous valuations can



be derived from that of the basic set.
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Einleitung

Mit seiner Monographie Morphological Image Operators [Hei94| liefert Henk HEIJMANS
eine umfangreiche Darstellung der Theorie morphologischer Bildoperatoren. Die vorlie-
gende Arbeit nimmt sie zum Ausgangspunkt und legt ihren Fokus auf die Frage nach
Diskretisierungen von Bildern und Bildoperatoren. Hierbei ist insbesondere die Diskre-
tisierung von Grauwertbildern und Grauwertbildoperatoren ein Thema, das in [Hei94]
nicht untersucht wird.

Vollstandige Verbéande sind der sprachliche Rahmen, dessen sich HEIJMANS bei seinen
Ausfiihrungen in der Regel bedient. Das liegt wesentlich in der Art der Modellierung von
Bildern innerhalb der Theorie morphologischer Bildoperatoren begriindet, worauf wir in
Abschnitt 1.7 genauer eingehen werden. Ein Anliegen des vorliegenden Textes ist es, hier
weitere ordnungstheoretische Konzepte einzubringen, um Zusammenhénge differenzier-

ter darzustellen und neue Ergebnisse zu formulieren.

Die Theorie morphologischer Bildoperatoren beginnt mit der Modellierung bindrer Bilder
durch geeignete Teilmengen einer bestimmten Grundmenge. Wir werden bei unserer
Suche nach Diskretisierungen daher bei dieser Grundmenge starten, von der wir fordern,
dass sie ein lokalkompakter Hausdorffraum ist. Die Diskretisierungsmethode, die wir
dann im ersten Kapitel herausarbeiten werden, erfasst zwar nicht alle lokalkompakten
Hausdorffraume, aber eine weite Klasse gebrauchlicher Rdume zu der unter anderen
die metrischen Rdume gehoren. Im Sinne der Modellierung binérer Bilder ist das ein

sinnvolles Vorgehen.

Von KOPPERMAN und WILSON wurde in [KW97] nachgewiesen, dass kompakte Haus-
dorffraume stets als Hausdorff-Reflexion eines inversen Limes endlicher Tj-Raume dar-

stellbar sind. Durch ihre Spezialisierungsordnung haben 73-Réume einen starken Bezug
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zu geordneten Mengen. Unter diesem Blickwinkel werden wir obiges Ergebnis am Bei-
spiel von [0,1] € R darstellen und auf ganz R iibertragen. Daraus leiten wir dann
eine Methode ab, zu einem geeigneten lokalkompakten Hausdorffraum ein System von
Diskretisierungen zu konstruieren, wobei jede Diskretisierung als geordnete Menge oder
als Ty-Raum aufgefasst werden kann. Das System von Diskretisierungen approximiert
den Ausgangsraum in dem Sinne, dass dieser ein Retrakt des inversen Limes besagten
Systems ist. Eine wesentliche Rolle werden dabei Uberdeckungen des Raumes spielen,
die eine bestimmte Form lokaler Endlichkeit besitzen, da auf diese Weise ein Ubergang
vom kompakten auf den lokalkompakten Fall moglich wird. Als Anwendung der ent-
wickelten Diskretisierungsmethode betrachten wir die Approximation triangulierbarer
Réaume.

Im weiteren Umfeld des Artikels [KW97| gibt es verschiedene Arbeiten wie beispielsweise
[KKM90, KKM91, KKWO01]|, die sich mit digitaler Topologie befassen. Im Mittelpunkt
der Betrachtungen stehen endliche Topologien und connected ordered topological spaces
(COTS). In [KTWO03] und [KWO04| werden inverse Limites endlicher Tp-Réume néher
untersucht. WEBSTER {iibertrégt in [Web97] Ergebnisse aus [KW97] auf stabil kompakte
Réume, die spiter von SMYTH und WEBSTER in [SW02| durch endliche topologische

Graphen approximiert werden.

Aus der oben angesprochenen Diskretisierung des Grundraums binérer Bilder kénnen wir
eine Diskretisierung von Teilmengen dieses Grundraums ableiten, bei der abgeschlossene
Teilmengen exakt approximiert werden. Wir haben damit eine Méglichkeit, bindre Bilder
zu diskretisieren, sofern wir diese durch die abgeschlossenen Teilmengen des Grundraums
modellieren. Das wiederum bildet die Basis fiir eine Diskretisierung von Scott-stetigen

Operatoren auf diesen bindren Bildern.

Ferner werden wir im ersten Kapitel vier Grundtypen morphologischer Bildoperatoren
kennenlernen, die letztlich Adjungierte sowie Hiillen- und Kern-Operatoren sind. Fiir
die Hit-or-Miss-Topologie, die innerhalb der Theorie morphologischer Bildoperatoren
eine Rolle spielt, wird dargelegt, dass sie als Lawson-Topologie aufgefasst werden kann.
Schlieflich stellen wir eine Verbindung zwischen unserer Diskretisierungsmethode und
einer bekannten Dualitdt zwischen niichternen Rdumen und bestimmten vollstdndigen
Verbéanden her.

Die Grauwertbilder stehen im Mittelpunkt der Betrachtungen im zweiten Kapitel; sie
werden durch Abbildungen eines Grundraums in einen vollstdndigen Verband von Grau-
werten modelliert. Zunéchst beleuchten wir eine Methode HEIJMANS’ in [Hei94| genauer,
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mit der Operatoren, die auf bindren Bildern gegeben sind, auf Grauwertbilder geliftet
werden. Diese Methode ist auf den ersten Blick sehr allgemein gehalten. Bei allen in-
teressanten Ergebnissen wird jedoch vorausgesetzt dass die Menge der Grauwerte einen
stark zuldssigen Verband bildet. Obgleich dieser Begriff in [Hei94| eingefiihrt wird, gibt
es dort fast keine Hintergrundinformation dazu. Wir untersuchen den Begriff des stark
zuldssigen Verbandes daher zu Beginn des zweiten Kapitels ndaher und geben unter an-
derem eine Charakterisierung endlicher stark zuldssiger Verbéande. Insgesamt wird fest-
gestellt, dass der Begriff wohl vorrangig einen beweistechnischen Zweck erfiillt und es
neben total geordneten Mengen kaum natiirliche Beispiele fiir stark zulédssige Verbande
geben wird. Vor diesem Hintergrund erscheint HEIJMANS’ abstraktes Vorgehen unno-
tig aufwendig. Wir werden jedoch ausarbeiten, dass vollstdndig distributive Verbénde
eine geeignete Voraussetzung sind, mit der sich nahezu die gleichen Ergebnisse erzielen

lassen.

In Abschnitt 2.4 wird dargelegt, wie eine Diskretisierung des Grundraums geméfs Ab-
schnitt 1.4 systematisch auf eine Diskretisierung von Grauwertbildern iibertragen werden
kann und wie diese Diskretisierungen dann konkret beschaffen sind. Dabei werden sich
nach oben halbstetige Abbildungen als geeignetes Modell fiir Grauwertbilder herausstel-
len, da sie gewissermafsen das Pendant zu den abgeschlossenen Teilmengen bei binédren
Bildern sind. Aus der Diskretisierung der Bilder lasst sich dann wieder eine Diskreti-
sierung Scott-stetiger Operatoren ableiten. Den Abschluss des zweiten Kapitels bilden
Ergebnisse zur Diskretisierung von Grauwertbildern in der Situation, dass die Menge der
Grauwerte im Sinne des ersten Kapitels diskretisiert wird.

Im dritten Kapitel werden Bewertungen als mogliche Alternative bei der Modellierung
von Grauwertbildern vorgestellt. Falls nimlich der Grundraum ein Kontinuum wie R?
ist, so tritt beim ,klassischen“ Modell fiir Grauwertbilder der Effekt auf, dass einzelne
Punkte des Grundraums bei geeignetem Grauwert ,sichtbar sind, was der Vorstellung
widerspricht, dass sie keinerlei Ausdehnung besitzen. Solche Effekte lassen sich mit Be-
wertungen, die etwas Ahnliches wie Mafe sind, umgehen. Wir werden festhalten, dass
auf der Ebene der Diskretisierungen klassische Grauwertbilder und Bewertungen in ge-
wissem Sinn als gleichwertig angesehen werden kénnen, nicht jedoch auf der Ebene der
sidealen“ Bilder. Schlieflich entwickeln wir eine Méglichkeit zur Diskretisierung von Be-
wertungen, die auf der im ersten Kapitel geschilderten Methode aufbaut. Der Bereich
der kompakt-saturierten Teilmengen eines niichternen Raumes wird dabei ein niitzliches

Werkzeug sein.
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Approximation

1.1 Geordnete Mengen und 7j-Raume

Das System aller offener Mengen eines topologischen Raumes X bezeichnen wir in der
Regel mit O(X) und nennen es auch die Topologie von X. Falls fiir alle z,y € X die
Implikation

r#y=3WVe0X): (xecUNy¢U)V(yeUANx¢U) (To)

gilt, nennen wir X einen 7j-Raum bzw. sagen, dass X das Trennungsaxiom Ty er-

fiillt.

Eine bindre Relation < auf einer Menge P nennen wir eine Ordnung auf P, wenn sie
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, das heifst, wenn sie fiir alle x,y,2z € P die

folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) 2 <z (Reflexivitit)
(ii) <y und y < x impliziert z =y  (Antisymmetrie)
(i) z <y und y < z impliziert z < z  (Transitivitét)
In diesem Fall wird P (genauer: (P, <)) auch als geordnete Menge bezeichnet. Falls je
zwei Elemente z,y € P vergleichbar sind, fiir sie also x < y oder y < z gilt, nennen
wir P total geordnete Menge oder Kette. Die geordnete Menge P°P (genauer: (P, <))

geht aus P durch ,Umkehren* der Ordnung hervor, das heifit, es ist P°? = (P, <°P),
wobei < fiir alle z,y € P durch <’y :& 1y < x gegeben ist. Eine Abbildung

13
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f: P — @ zwischen geordneten Mengen (P, <p) und (Q), <g) heift monoton oder ord-
nungserhaltend, wenn fiir alle z,y € P die Implikation z <p y = f(x) <g f(y) erfiillt

ist.

Auf jedem topologischen Raum X konnen wir eine Relation C einfiihren, indem wir fiir
alle z,y € X

rLy &= 1’6@

setzen. Diese Relation ist offenbar reflexiv und transitiv. Falls X ein Tj-Raum ist, wird
die Relation C auferdem antisymmetrisch, so dass wir jeden 7j-Raum vermdge C als
geordnete Menge ansehen kénnen. Die Ordnung T wird Spezialisierungsordnung des
Th-Raumes X genannt.

Beziiglich der Spezialisierungsordnung C des Tp-Raumes X sind die Ordnungsideale
lz == {y € X:y C z} abgeschlossen, da offenbar |z = {z} gilt. Umgekehrt wird fiir
jede geordnete Menge (P, <) durch die Subbasis P\ |p (p € P) eine Topologie auf P
definiert, welche die grébste Topologie auf P ist, deren Spezialisierungsordnung mit der
Ordnung < iibereinstimmt. Diese Topologie heifst obere Topologie auf P, und mit ihr
ist P offenbar ein Ty-Raum. (Zur spéteren Verwendung halten wir an dieser Stelle fest,
dass dual zur oberen Topologie die untere Topologie durch die Subbasis P\ Tp (p € P)
definiert ist.)

Die Alexandroff-Topologie auf der geordneten Menge (P, <) ist dadurch gegeben, dass
alle oberen Mengen von P als offen deklariert werden, das heift, die offenen Mengen sind
genau die oberen Mengen. Die Alexandroff-Topologie ist damit die feinste Topologie auf

P, deren Spezialisierungsordnung mit < iibereinstimmt.

Unter den Topologien auf P, die feiner als die obere Topologie sind, ist die Alexandroff-
Topologie die einzige, bei welcher der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen wieder
offen ist. Denn die Abgeschlossenheit einer Topologie auf P beziiglich beliebiger Durch-
schnitte ist gleichbedeutend damit, dass jeder Punkt p € P eine kleinste (offene) Um-
gebung besitzt; diese wollen wir dann mit n(p) bezeichnen. Fiir alle p,q € P gilt nun
g €nlp) & pce @ & p < q, woraus sich n(p) = Tp := {q € p: p < ¢} ergibt.
Beziiglich der betrachteten Topologie sind also alle oberen Mengen offen, so dass es sich
um die Alexandroff-Topologie handelt.

Wir haben gesehen, dass sich die Ordnung jeder geordneten Menge als Spezialisie-
rungsordnung ihrer Alexandroff-Topologie darstellen ldsst. Umgekehrt ist jedoch die
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Alexandroff-Topologie zur Spezialisierungsordnung eines Ty-Raumes feiner als dessen ur-
spriingliche Topologie. Eine Ausnahme stellen natiirlich die endlichen Ty-Réume dar, da

ihre Topologien unter der Bildung beliebiger Durchschnitte abgeschlossen sind.

Wir halten abschliefsend fest, dass kein grundsétzlicher Unterschied zwischen endlichen
geordneten Mengen und endlichen 7j-Raumen besteht. Es handelt sich vielmehr um ver-
schiedene Blickwinkel auf die gleichen strukturellen Zusammenhénge.

1.2 Approximation von [0, 1] durch endliche 7)-Rdume

Von KOPPERMAN und WILSON wurde in [KW97| gezeigt, dass sich kompakte Haus-
dorffraume durch endliche Tj-Réaume approximieren lassen. Das wollen wir im Folgenden
beispielhaft am reellen Einheitsintervall [0, 1] nachvollziehen, wéhlen jedoch eine ande-
re Darstellung, um stéarker zu betonen, dass endliche 7Tp-Raume als geordnete Mengen
aufgefasst werden konnen.

Wir betrachten das reelle Einheitsintervall [0, 1] mit seiner {iblichen Topologie, also der
Spurtopologie von R. Ferner seien die Mengen F; fiir alle 7 € N

k—1 1 .
Fi::{( 5 ,%)ﬂ[O,l]:ng:gT,k:eN}

gegeben. Somit ist F jeweils eine endliche Uberdeckung von [0, 1] durch offene Intervalle.

Die Topologie auf [0, 1], die von F; als Subbasis erzeugt wird, bezeichnen wir mit O(F;).

Fiu{(E k+.1>:ogk<2i,ke|\|}

Dann ist

PARVL

eine Basis fir O(F;). Jeder Punkt = € [0, 1] besitzt beziiglich dieser Topologie eine

kleinste offene Umgebung, die wir n;(z) nennen. Falls ein £ € N mit z = % existiert,

ist ni(z) = (52, 52) N [0,1]. Andernfalls gibt es ein & € N mit z € (£, 2, und es ist
ko k

ni(z) = (51, %57).

Den Abschluss von {z} C [0, 1] bezliglich O(F;) bezeichnen wir mit cl;(x). Die Menge
D; := {cl;(z): = € [0,1]} aller ,Punktabschliisse beziiglich O(F;) kann fiir jedes i € N

jeweils durch die Mengeninklusion C geordnet werden.
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In Dy ist beispielsweise cl3(2) = {2} und cl3(55) = [2,3], so dass cl3(2) C cls(55)
ist.

O N O I CIFV RS R T 4 R 1
0 5 i 5 > 5 i 5 L

Abbildung 1.1: D3 als geordnete Menge

Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits dargelegt, konnen wir die geordneten Mengen
D; mittels Alexandroff-Topologie auch als endliche Ty-Réume auffassen. Aufgrund der
Beschaffenheit der Mengen F; gilt fiir 4,5 € N mit ¢ < j stets F; C O(F)}), also auch
O(F;) C O(F;). Gilt nun z € cl;(y) fiir zwei Punkte z,y € [0, 1], so kénnen wir schlieften,
dass auch = € cl;(y) gilt. Die Abbildungen

fir ¢ < j sind daher wohldefiniert, und offenbar gilt p;; = idp, sowie py; o p;; =
= pi;- Ferner sind alle p;; monoton, das heifst, sie sind stetig beziiglich der Alexandroff-
Topologie.

Somit sind alle notwendigen Rahmenbedingungen gegeben, um den inversen Limes S des
Systems (D;, p;;) betrachten zu konnen. Wir erinnern uns, dass eine konkrete Darstellung

von S durch

S = {(:L‘n)neN € H D,,: pij(x;) = z; fir alle 4,7 € N mit ¢ < j}

neN
gegeben ist. Die Topologie auf S ist durch die auf S eingeschrénkte (Produkt-)Topologie
von ], .n Dn gegeben. Die Projektionen p;: S — D; seien fiir alle i € N bestimmt durch
Pi((Tn)nen) = z;. Ferner besitzt S als Produkt geordneter Mengen selbst in natiirlicher
Weise eine Ordnung: Es sei namlich (x,),en E (Yn)nen genau dann, wenn z,, C y, fir
alle n € N gilt.

Wie kénnen wir uns diesen Limes S vorstellen? Er enthéilt” in jedem Fall den Ausgangs-
raum [0, 1], denn {iber die Abbildung 7: [0,1] — S mit w(x) := (clp(x))nen ist [0,1] in S
eingebettet! Betrachten wir einen beliebigen Punkt s = (s,)nen € S, so gilt s; C s; fiir

'Hierbei handelt es sich tatsichlich um eine topologische Einbettung. Den Nachweis dessen werden
wir in abstrakterem Rahmen in Abschnitt 1.4 fiihren.
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alle 7,7 € N mit ¢ < j, da dann cl;(¢) C cl;(¢) fiir alle ¢ € [0, 1] gilt. Die s,, bilden daher
cin gefiltertes System abgeschlossener Teilmengen von [0, 1], so dass [,y S» hicht leer
ist und sogar aus nur einem Punkt y € (,,cn S» besteht, da der Durchmesser der s, fiir
wachsendes n gegen Null strebt. Falls y von der Form y = & fiir passende m, k € N ist,
gilt fiir alle n > k, dass entweder y linker Randpunkt des Intervalls s, ist oder y rechter
Randpunkt des Intervalls s, ist oder {y} = s, gilt. Wenn der Punkt y also nicht zu
irgend einem Zeitpunkt genau ,,getroffen” wird, dann approximieren die s, ihn entweder

von links oder von rechts.

Beziiglich seiner Ordnung kénnen wir uns S daher bestehend aus zwei Schichten vorstel-
len: Die untere Schicht entspricht [0, 1], denn sie ist 7([0, 1]). Uber jedem Punkt der unte-
ren Schicht, der von der Form 33 ist, liegen gleichberechtigt zwei weitere Elemente von S.
Diese bilden die obere Schicht. Sie entsprechen den Féllen, in denen der jeweils darunter

liegende Punkt von links bzw. von rechts approximiert wird.

Wir wollen an dieser Stelle hervorheben, dass es zu jedem s € S genau ein s € S
gibt mit ' C s, fiir das auferdem s’ € 7([0,1]) gilt. Anders formuliert gibt es zu je-
dem Punkt in s € S genau einen Punk z, € [0,1] derart, dass 7(z,) € {s} liegt.
Dieses Phdnomen werden wir spéater noch wiederholt in dhnlichem Kontext beobach-

ten.

Im obigen Sinn kénnen wir die Rdume D; als Approximation von [0, 1] auffassen bzw. uns
vorstellen, dass [0, 1] durch die endlichen Réume D; approximiert wird. Genauer gesagt
approximieren die D; ihren Limes S, den wir jedoch wieder zu [0, 1] ,reduzieren” kénnen.
Wir werden diese Sichtweise in Abschnitt 1.4 konkretisieren.

1.3 Approximation von R

Nachdem wir im letzten Abschnitt erfolgreich das reelle Einheitsintervall durch endli-
che Rédume approximiert haben, wollen wir den dort verwendeten Ansatz auf ganz R
tibertragen. Dieser Schritt ist deshalb von Bedeutung, weil in [KW97| von KOPPERMAN
und WILSON, wie bereits erwéihnt, bewiesen wurde, dass sich kompakte Hausdorffraume
durch endliche Tp)-Radume approximieren lassen. Wir haben bereits auf die Korrespon-
denz zwischen endlichen Tj-Rdumen und geordneten Mengen hingewiesen, und in der
Tat fithrt der in [KWO97| gewdhlte Weg beztiglich [0, 1] im Kern zu der gleichen Appro-

ximation, die wir hier vorgestellt haben — die beteiligten Rdume unterscheiden sich nur
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in der Darstellung. Zunéchst ist jedoch nicht klar, ob sich unser Ansatz derart verall-
gemeinern lasst, dass auch eine Approximation von Hausdorffraumen gelingt, die nur
noch lokalkompakt sind. Wichtige Hinweise dazu soll uns die Approximation von R

liefern.

Die Mengen F; seien auf R fiir alle : € N durch

E::{(kil,k—ﬂ):kEZ}
A 2

gegeben. Die Topologie auf R, die von F; als Subbasis erzeugt wird, bezeichnen wir mit
O(F).

Beziiglich O(F;) besitzt jeder Punkt x € R eine kleinste offene Umgebung, die wir mit
n;(z) bezeichnen; ferner sei cl;(x) der Abschluss von {z} beziiglich O(F;). Die Men-
gen D; seien fiir alle i € N gegeben durch D; := {cl;(z): x € R} und jeweils durch
Mengeninklusion geordnet.

Fiir 4, j € N mit ¢ < j gilt die Implikation = € cl;(y) = z € cli(y), da O(F;) € O(F})
ist. Die Abbildungen

pij: D; — D; mit cl;(z) — cli(z)
sind daher wohldefiniert, und offenbar gilt p;; = idp, sowie py; o pi; = prj. Auberdem

sind alle Abbildungen p;; monoton, also stetig beziiglich der Alexandroff-Topologien auf
Di und Dj.

Somit sind alle notwendigen Rahmenbedingungen gegeben, um den inversen Limes S des
Systems (D;, p;;) betrachten zu kénnen. Wir dirfen o. B. d. A.

S = {(xn)neN € H D,,: pij(xj) = z; fiir alle 4,5 € N mit ¢ < j}
neN

annehmen. Die Topologie auf S ist durch die auf S eingeschrénkte (Produkt-)Topologie

von [, .n Dn gegeben. Ferner seien die Projektionen p;: S — D; fiir alle i € N bestimmt

durch p;((x,)nen) = ;. Schlieklich ist auf S in natiirlicher Weise eine Ordnung C gege-

ben, fiir die (z,)nen E (Yn)nen < V1 € Noz,, C y, gilt.

Wie konnen wir uns diesen Limes S vorstellen? Er ,enthdlt” in jedem Fall den Aus-
gangsraum R, denn iiber die Abbildung 7: R — S mit n(z) := (cl,(2))nen ist R in S
eingebettet?. Betrachten wir einen beliebigen Punkt s = (s,,)nen € S, so gilt s; C s; fiir

2Wie schon im vorherigen Abschnitt ist auch hier die Einbettung topologisch. Den Nachweis dessen
werden wir in abstrakterem Rahmen in Abschnitt 1.4 fithren.



1.4 Approximation lokalkompakter Hausdorflrdume 19

alle 4, j € N mit i < j, da dann cl;(¢) C cl;(¢) fiir alle ¢ € R gilt. Die s,, bilden daher ein
gefiltertes System abgeschlossener Teilmengen von R. Beachten wir aufserdem, dass alle
Sn, die keine einelementigen Teilmengen von R darstellen, abgeschlossene Intervalle in R
und damit kompakt sind, ist klar, dass [,y
ser der s, flir wachsendes n gegen Null strebt, gibt es sogar nur einen einzigen Punkt

s, nicht leer ist. Da ferner der Durchmes-

Y € [)en Sn- Falls y von der Form y = i fiir passende m, k € N ist, gilt fiir alle n > £,
dass entweder y linker Randpunkt des Intervalls s,, ist oder y rechter Randpunkt des
Intervalls s, ist oder {y} = s, gilt.

Beziiglich seiner Ordnung kénnen wir uns S daher bestehend aus zwei Schichten vorstel-
len: Die untere Schicht ist 7(R) und entspricht R. Uber jedem Punkt der unteren Schicht,
der von der Form 7; ist, liegen gleichberechtigt zwei weitere Elemente von S. Diese bil-
den die obere Schicht. Sie entsprechen den Féllen, in denen der jeweils darunter liegende

Punkt von links bzw. von rechts approximiert wird.

Welches Fazit ziehen wir aus obigen Betrachtungen? Zunéchst fillt die Analogie zur
Approximation von [0, 1] ins Auge. Das ist nicht so tiberraschend, wenn wir uns R als
unendliche Aneinanderreihung von Einheitsintervallen vorstellen. Indem wir diese Ein-
heitsintervalle simultan approximieren, approximieren wir R. Aber hier zeigt sich auch
bereits ein wesentlicher Unterschied zum kompakten Fall: wir miissen auf die Endlich-
keit unserer approximierenden Raume D; verzichten. Das ,,Aussehen” ist zwar noch sehr
ahnlich — ein ,Zickzack* zwischen zwei Ebenen (vgl. Abbildung 1.1, Seite 16) — aber
bei der Approximation von R haben die D; unendliche Weite. Dennoch bleibt uns ei-
ne gewisse ,lokale Endlichkeit“ der Situation auch auf R erhalten, und zwar dadurch,
dass nach wie vor jeder Punkt in jeweils nur endlich vielen offenen Mengen aus O(F;)
liegt, so dass eine kleinste offene Umgebung n;(-) existiert. Es wird sich im Folgen-
den bewéahren, dies bei der Approximation lokalkompakter Hausdorffraume beizubehal-

ten.

1.4 Approximation lokalkompakter Hausdorffraume

Ausgehend von unseren Beobachtungen bei der Approximation von R wollen wir das
dort skizzierte Vorgehen nun auf lokalkompakte Hausdorffraume ausdehnen. Dabei ori-
entieren wir uns grundsétzlich am Vorgehen von KOPPERMAN und WILSON in [KW97|
und bringen zudem eine Vorstellung von ,lokaler Endlichkeit“ ein, um uns wie beim

Ubergang von [0, 1] nach R von der Kompaktheit des Raumes zu 16sen Auch wenn die
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Uberschrift das moglicherweise suggeriert, so werden wir hier kein allgemeines Konzept
zur Approximation beliebiger lokalkompakter Hausdorffrdume vorstellen. Eine gewisse
grundsétzliche Eignung fiir unsere Approximations-Methode miissen die Rdume mit-
bringen. Wir werden jedoch aufzeigen, dass dies fiir eine grofse Klasse ,,gebrauchlicher
Réume der Fall ist.

Wir nennen eine Teilmenge M C Y eines topologischen Raumes Y relativ kompakt,
wenn ihr Abschluss M kompakt in Y ist. Falls Y ein lokalkompakter Hausdorffraum
ist, besitzt Y eine Basis aus relativ kompakten, offenen Mengen, denn jede nichtleere
offene Menge U C Y ist Umgebung eines jeden Punktes u € U, der wiederum jeweils
eine kompakte Umgebung K C U besitzt. Der Abschluss K° des Inneren von K liegt
in K, da Y ein Hausdorffraum ist, und ist somit kompakt, so dass K° relativ kompakt
ist.

Unter einer Uberdeckung eines topologischen Raumes Y verstehen wir eine Familie
(F3)ier von Teilmengen von Y, fiir die Y C (J,;
(F})ier zudem lokalendlich, wenn sie die Eigenschaft hat, dass jeder Punkt y € Y ei-

F, gilt. Wir nennen die Uberdeckung

ne Umgebung besitzt, die nur endlich viele der Mengen F; schneidet. Insbesondere
ist dann jeder Punkt der Raumes Y jeweils in nur endlich vielen Mengen F; enthal-

ten.

1.4.1 Proposition:

(a) Ist (Fy)ier eine lokalendliche Uberdeckung vonY und K CY kompakt, so schneiden
nur endlich viele Elemente der Uberdeckung (Fi)icr die Menge K.

(b) Ist der Raum Y lokalkompakt und (Fy)ic; eine Uberdeckung von Y mit der Eigen-
schaft, dass jede kompakte Teilmenge nur endlich viele der Mengen F; schneidet,
s0 ist (F});er lokalendlich.

Beweis:

(a) Jeder Punkt k € K besitzt eine offene Umgebung Uy, die nur endlich viele Elemente
von (F})ies schneidet. Da (Uy)rex eine offene Uberdeckung von K ist, gibt es endlich
viele Punkte ki, ..., k, (n € N) derart, dass K C U, U---UU,, gilt. Folglich gibt
es nur endlich viele Fj, die eines der Uy, (1 < j < n) schneiden. Jedes Element von

(F})ier, das K schneidet, muss aber bereits ein Uk, schneiden.
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(b) Wegen der Lokalkompaktheit besitzt jeder Punkt y € Y eine kompakte Umgebung,

die nach Voraussetzung nur endlich viele F; schneidet. O

Ist (F})ic; eine offene Uberdeckung von Y, so bezeichnen wir mit O((F});c;) die von
(F})ser als Subbasis erzeugte Topologie auf Y. Eine Uberdeckung (G) e heikt Verfeine-
rung einer Uberdeckung (F});cr, wenn die Topologie O((G});es) feiner als die Topologie
O((Fy)ier) ist, das heifst, wenn O((F})ier) € O((Gj) es) gilt. In diesem Fall schreiben
wir (Fi)ier = (Gj)jes-

Im Weiteren sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und F ein System lokalendli-
cher Uberdeckungen von X durch relativ kompakte, offene Mengen, das die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) JF ist eine Basis von X.
(ii) Zu allen F,G € F gibt esein H € F mit FF < H und G <X H.

(U)

Beztiglich O(F) (F € F) besitzt jeder Punkt x € X jeweils eine kleinste Umgebung
np(z), ndmlich den Durchschnitt {iber alle U € F mit « € U; wir bemerken, dass np(z)
relativ kompakt ist. Ferner bezeichnen wir mit clp(z) den Abschluss von {z} beziiglich
O(F). Der Einfachheit halber wollen wir die Elemente von O(F’) auch F-offen und ihre
Komplemente F'-abgeschlossen nennen.

In Analogie zu den vorherigen Abschnitten kénnten wir nun die geordneten Mengen
Dp := ({clp(z): € X},C) zur Approximation von X heranziehen; allerdings ist in
der nun abstrakteren Situation nicht mehr so direkt zu {ibersehen, ob das zielfiihrend ist.
Wir wollen daher zunéchst die Bezichung zwischen dem Raum X, der Topologie O(F')
und der geordneten Menge Dp besser verstehen und leiten dazu aus der Ordnung auf
Dpr zunéchst eine Relation auf X ab: Fiir jedes F' € F fiihren wir eine Relation Cp auf
X ein, indem wir fiir alle z,y € X

rCry & z€clp(y) (< yenp(x))

setzen. Jede der Relationen Cp ist reflexiv und transitiv, also eine Pra-Ordnung. Es
handelt sich jedoch nicht um eine Ordnung, da aus clp(z) = clp(y) im Allgemeinen nicht
x = y folgt. Wir kénnen jedoch alle Punkte x,y € X identifizieren, fiir die gleichzeitig
r Cpyund y Cp x gilt. Konkret bedeutet dies, dass wir fiir alle F' € F Relationen ~p
einfiihren, die durch

rv~py = vCpyundy Cp o
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definiert sind. Man sieht sofort, dass jede Relation ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist
und dass x ~p y < clp(z) = clp(y) gilt. Den Faktorraum X /~p nennen wir Xp, und
7p sei die kanonische Abbildung von X auf Xp, die jedem z € X seine Aquivalenzklasse
[z]F beziiglich ~p zuordnet. Auf X ist in natiirlicher Weise eine Ordnung gegeben, die
wir ebenfalls mit Cz bezeichnen wollen, und fiir die

[2]r Cr [ylr & 2 Cry
gilt. Die geordneten Mengen D und (X, Cr) sind folglich isomorph.

Dariiber hinaus sind Dr und X auch homéomorph. Dabei versehen wir X natiirlich
mit der aus ~r resultierenden Quotienten-Topologie, und Dy wird mit der Alexandroft-
Topologie ausgestattet. Wegen clp(x) C clp(y) < [z]r CF [y]r entsprechen sich die
oberen Mengen von Dp und X genau. Und schlieklich sind die offenen Mengen beziig-
lich der Quotienten-Topologie auf X gerade die oberen Mengen beziiglich Cr, denn
es gilt 7' ({[z]r}) = np(x). Wir sehen damit insbesondere, dass Cp die Spezialisie-
rungsordnung von X ist. Weiterhin sehen wir, dass {[z]r} offenbar die kleinste offene
Umgebung von [z]r ist, so dass wir diese Menge auch mit n([z]r) bezeichnen; es gilt

dann n([z]r) = mp(np(z)).

Der Vollstandigkeit halber bemerken wir, dass wir anstelle von Dy auch die Menge
D% = {np(x): x € X} hitten betrachten kénnen. Wegen

clp(z) C clp(y) & np(x) 2 np(y)

miissen wir D% durch umgekehrte Mengeninklusion 2 ordnen, um eine zu Dy (bzw. Xp)

isomorphe und homoéomorphe geordnete Menge zu erhalten.

Ferner halten wir fest, dass die F-offenen Mengen beziiglich ~p saturiert sind. Dabei
nennen wir eine Teilmenge U C X saturiert beziiglich ~g (oder kurz ~ p-saturiert),
wenn fiir jeden Punkt u € U bereits [u]p C U gilt. Dies ist zu 7' (7p(U)) = U
aquivalent. Wir sehen damit, dass die offenen Mengen von X genau die Bilder aller
F-offenen Mengen unter 7 sind. Entsprechendes gilt fiir die F-abgeschlossenen Mengen
bzw. die abgeschlossenen Mengen von Xpg, denn auch die F-abgeschlossenen Mengen

sind ~ p-saturiert.

Fir F,G € F mit F < G gilt die Implikation  ~¢ y = = ~p y, da O(F) C O(G) ist.
Die Abbildungen
pra: Xg — Xp mit [z], — [z]5



1.4 Approximation lokalkompakter Hausdorflrdume 23

sind daher wohldefiniert, und offenbar gilt ppp = idy, sowie pyp o ppc = pue. Ferner
ist U C Xr genau dann offen in X, wenn p;é(U) offen in X ist, so dass die Abbil-
dungen prg insbesondere stetig sind. (Diese Stetigkeit konnen wir auch als Monotonie
verstehen, denn Monotonie ist gleichbedeutend mit Stetigkeit beziiglich der Alexandroft-
Topologie.)

Damit sind alle notwendigen Rahmenbedingungen gegeben, um den inversen Limes S des
Systems (Xr, prg) betrachten zu kénnen. Wir diirfen o. B. d. A.

S = {(xp)pef € H Xr: pou(xy) = x¢ fir alle G, H € F mit G < H}

FeF

annehmen. Die Topologie auf S ist durch die auf S eingeschrénkte (Produkt-)Topologie
von [[pcr Xr gegeben. Ferner seien die Projektionen pg: S — X fiir alle G € F be-
stimmt durch pe((2r)rer) = xg. Schlieklich sei die Abbildung 7: X — S definiert durch
7(x) := ([z]F) reF; aus der universellen Eigenschaft des inversen Limes folgt unmittelbar
die Stetigkeit von 7.

Den Produktraum [ [, » X (bzw. den Limes S) konnen wir nicht nur als topologischen
Raum, sondern auch als geordnete Menge verstehen, da er Produkt geordneter Mengen
ist. Die von den Rdumen Xp induzierte (komponentenweise) Ordnung auf [ [, - Xp ist
gerade die Spezialisierungsordnung von [ [ p. » X, wie die nachfolgende Proposition 1.4.2
deutlich macht.

1.4.2 Proposition:  SindY; (i € I) topologische Riume und X =[],
zwei Punkte u = (u;)ier und v = (v;)ier aus X genau dann u € m, wenn u; € {v;} fir
alle i € I 1ist.

Y;, so gilt fiir

Beweis:  Es gelte u € m, und p;: X — Yj sei die Projektion auf die j-te Komponente

von X. Dann gilt u; = p;(u) € p;({v}) = p;(v) = {v;}, da p; stetig ist.

Ist umgekehrt u ¢ m, so gibt es endlich viele offene Mengen U;, C Y;,...,U;, C Y,
derart, dass u € p;,'(Uy,) N -+ Np; ' (Us,), aber v & p; ' (U;,) N --- N p; ' (U;,). Folglich
existiert ein ¢ < k mit v & p;.' (U;,), also v, ¢ Uy,. Dies zeigt u;, & {v;,}. O

Wir kommen nun zu einem fiir das weitere Vorgehen entscheidenden Satz, dessen Giiltig-
keit wir auch schon in den vorherigen Abschnitten beobachten konnten. Zuvor halten wir
noch fest, dass der Abschluss M einer Teilmenge M C X gleich dem Durchschnitt aller
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F-Abschliisse von M ist. Dabei sei der F-Abschluss von M der Abschluss von M beziig-
lich der Topologie O(F). Wenn wir ihn mit cl” (M) bezeichnen — nicht zu verwechseln®

mit clg(M) —, so lautet unsere Behauptung

M=) d"(M).

FeF

Die Inklusion M C (pzcl”(M) ist klar, da cl” (M) fiir jedes I abgeschlossen ist und
M enthilt. Ist andererseits 2 ¢ M, existiert eine zu M disjunkte Umgebung U von .
Da |JF Basis von X ist, gibt es ein H € F derart, dass = eine H-offene Umgebung
besitzt, die ganz in U liegt. Damit ist jedoch z ¢ cl (M).

1.4.3 Satz:  Zu jedem s € S gibt es genau ein x € X mit n(z) € {s}.

Beweis:  Wir betrachten ein s = (sp)per € S. Fiir ein y € X gilt 7(y) € {s} genau
dann, wenn [y]p = pr(n(y)) € {sr} fiir alle F € F ist. Dies ist gleichbedeutend mit
sr € n([ylr) = mr(np(y)) fur alle F € F. Wir zeigen zunéchst, dass diese Bedingung
dquivalent zu y € (g 5F ist.

Es gelte dazu sp € mp(np(y)) fir alle F € F. Wir wihlen ein G € F, und U sei offene
Umgebung von y in X. Dann gibt es eine relativ kompakte, offene Umgebung U’ von
y mit U" C U sowie ein H € F mit G X H und U’ € O(H). Es folgt ny(y) € U und
daraus sy C U, denn nach Voraussetzung ist sy C 7 (7x(nu(y))) = nu(y). Wegen
G = H ist aullerdem sy C sq, so dass U N sg # @ gilt. Das beweist, dass y € Sp fiir
alle F' € F ist.

Sei nun umgekehrt y € s fiir alle F' € F. Dann gilt ng(y) N sg # @ fiir ein beliebig
gewahltes G € F. Folglich ist s¢ € ma(na(v)).

Wir haben insgesamt nachgewiesen, dass 7(y) € @ dquivalent zu y € (). 5F ist und
wollen daher als néchstes (). 5F # @ einsehen. Dazu betrachten wir ein G € F. Fiir
jedes z € s gilt s¢ C ng(z). Folglich ist 5g kompakt, denn ng(z) ist relativ kompakt.
Da [z 5F Durchschnitt iiber ein gefiltertes System nichtleerer kompakter Teilmengen
eines Hausdorffraumes ist, sehen wir (.57 # @.

3Im Sinne unserer Definition ist durch die Zuordnung z + clz(x) fiir alle # € X eine Abbildung von X
auf Dp gegeben, die wir zugleich als ,mengenwertige* Abbildung von X in die Potenzmenge J3(X)
von X ansehen konnen, da die geordnete Menge Dy in der geordneten Menge (P(X), C) enthalten
ist. Konsequenterweise ist clp(M) fiir M C X eine Teilmenge von Dp bzw. ein Mengensystem auf
X. Demgegeniiber ist ch(]V[) stets eine Teilmenge von X.
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Es existiert also ein x € (. 5F. Gibe es zudem ein y € (\per5F mit y # z, so gébe
es zwei disjunkte, relativ kompakte Umgebungen U,V C X mit z € U und y € V sowie
ein H € F mit U,V € O(H). Wegen x € s ist U N sy # @ und folglich sy C U, da
U € O(H) ist. Analog folgern wir sy C V. Dies steht im Widerspruch zu UNV = &,
womit wir die Eindeutigkeit von x nachgewiesen haben. O]

1.4.4 Korollar:  Es gibt eine Abbildung p: S — X, die n(p(s)) € {s} fir alle s € S
erfillt und die durch
{p(s)} = () sF

bestimmt ist, wobei s = (Sp)per sei.

Beweis:  Nach Satz 1.4.3 kénnen wir mittels einer Abbildung p: S — X jedem Punkt
s € S einen Punkt p(s) € X zuordnen, so dass m(p(s)) € {s} gilt. Im Beweis von
Satz 1.4.3 haben wir p(s) als (). 5F konstruiert. O

Unser Uberdeckungssystem F ist so beschaffen, dass es in ihm ,beliebig kleine* offene
Mengen gibt. Das folgende Lemma zeigt, dass dies auch fiir die abgeschlossenen Mengen
gilt. Dieses Ergebnis ist wichtig fiir den Beweis des darauf folgenden zentralen Satzes
dieses Abschnitts.

1.4.5 Lemma: Zu jeder Umgebung U eines Punktes x € X ¢ibt es ein F € F und
eine F'-abgeschlossene, kompakte Umgebung A von x mit A C U.

Beweis:  Wir kénnen o.B.d. A. voraussetzen, dass U € G fiir ein G € F gilt und
aukerdem eine Umgebung W € G von x mit W C U existiert. Wir betrachten nun
die Umgebungen ng(y) aller Punkte y € X. Da G lokalendlich und U kompakt ist,
gibt es nur endlich viele Umgebungen ng(y1), . .., ng(y,) fiir die jeweils U N ng(y;) # &

(mit 1 <7 < n) gilt. Die Vereinigung K := ng(y1) U --- U ng(y,) der Abschliisse dieser
Umgebungen ist eine kompakte Menge, die U enthélt. Ist y € X\ K, so gilt ng(y)NU = &,

was bedeutet, dass K eine G-abgeschlossene Menge ist.

Zu jedem Punkt k € K \ W gibt es eine Uberdeckung F}, € F mit ng (k) N W = &.
Gemeinsam mit U bilden die Umgebungen ng, (k) eine Uberdeckung von K, so dass
bereits endlich viele Umgebungen ng, (k1),...,np, (k) geniigen, um K \ U zu iiber-
decken. Wir wihlen F' € F so, dass F' Verfeinerung von G sowie eines jeden F, (mit
1 <j <m) ist. Die Menge V := (X \ K) Unpg, (k1) U---Ung, (k) ist dann F-offen,
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liegt disjunkt zu W und enthiilt das Komplement von U. Folglich ist A := X \ V ei-
ne F-abgeschlossene Umgebung von x, die in U enthalten ist. Schlieflich ist A wegen
A C U C K kompakt. O

1.4.6 Korollar:  Zu jedem Punktx € X gibt es eine Uberdeckung F € F derart, dass
fir alle G € F mit F < G die Punktabschliisse clg(x) kompakt sind.

Beweis:  Nach Lemma 1.4.5 besitzt der Punkt x fiir ein F' € F eine F-abgeschlossene,
kompakte Umgebung A. Ist F' < G, so gilt clg(z) C clp(z) C A, und folglich ist clg(x)
kompakt. [

Tatséchlich haben wir sogar die Situation, dass fiir alle Punkte x € X sdmtliche Punkt-
abschliisse clp(z) (F € F) kompakt sind. Das werden wir in Proposition 3.3.2 bewei-

SEIl.

Fiir die Formulierung des nachstehenden Satzes miissen wir noch zwei Begriffe definieren:
Unter einer Retraktion verstehen wir eine Abbildung r: P — P einer geordneten Menge
P in sich, die idempotent (ror = r) und monoton ist. Ein Paar (p, e) stetiger Abbildungen
p: P—Y und e: Y — P, wobei Y ein topologischer Raum sei und P eine geordnete
Menge, die zugleich ein topologischer Raum ist, nennen wir ein Projektions-Einbettungs-
Paar, wenn poe =idund e o p C id gilt.

1.4.7 Proposition:  Es sei (p,e) ein Paar stetiger Abbildungen p: P — Y wund
e: Y — P, wober Y ein topologischer Raum sei und P eine geordnete Menge, die zu-
gleich ein topologischer Raum ist, fir das die Gleichung p o e = id gilt. Dann ist e
eine topologische Einbettung von Y in P. Dies trifft insbesondere zu, wenn (p,e) ein
Projektions- Einbettungs-Paar ist.

Beweis:  Wegen p o e = id ist e offenbar injektiv. Stetig ist e nach Voraussetzung, so
dass wir noch nachweisen miissen, dass e eine offene Abbildung auf ihr Bild ist. Dazu
betrachten wir eine offene Menge U C Y und setzen O := p~}(U); dann ist O offen in
P. Fiir jedes u € U gilt p(e(u)) = u € U, also e(u) € O, so dass e¢(U) in der Menge
O Ne(Y) enthalten ist. Umgekehrt ist p(e(y)) € U fiir jedes Element e(y) € O Ne(Y),
und wir sehen insgesamt, dass e(U) = O Ne(Y) gilt. O

Der folgende Satz beschreibt nun in allgemeiner Situation das Verhéltnis des Raumes X
zum inversen Limes S seiner Faktorrdume Xp, wie wir es in konkreten Auspriagungen in

den beiden vorangegangenen Abschnitten bereits beobachten konnten.
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1.4.8 Satz:  Die in Korollar 1.4.4 benannte Abbildung p bildet zusammen mit © ein
Projektions- Einbettungs-Paar beziiglich der Spezialisierungsordnung auf S. Die Abbil-

dung r := m o p ist eine stetige Retraktion des Limes S auf seine minimalen Elemente.

Beweis:  Fiir jedes x € X gilt nach Korollar 1.4.4

{p(r(2))} = (e]e € () clrl2) = {2} = {a},
FeF FeF
so dass p o = id ist. Ebenso folgt 7 o p C id unmittelbar Korollar 1.4.4. Die Stetigkeit
von 7 ergibt sich — wie bereits zuvor erwidhnt — aus der universellen Eigenschaft des
Limes S. Um zu sehen, dass (p, 7) ein Projektions-Einbettungs-Paar ist, miissen wir nun
also noch die Stetigkeit von p beweisen.

Ist s € S und V eine offene Umgebung von p(s), so finden wir in ihr nach Lemma 1.4.5
eine abgeschlossene Menge C| fiir die p(s) € C° sowie X \ C € O(G) fiir ein G € F
gilt. In C° wiederum gibt es eine Umgebung W € |J F mit W € C°. Folglich finden wir
ein F € F mit W € O(F) sowie X \ C € O(F). Damit wissen wir W = 7' (mp(W)),
und es ist p(s) € 7 (mp(W)) = 7~ (pz' (7r(W))), so dass 7(p(s)) in der offenen Menge
U = pp'(mp(W)) liegt. Das bedeutet U N {s} # & so dass wir s € U folgern kénnen.

Wir zeigen nun p(U) C V; damit ist dann die Stetigkeit von p bewiesen. Betrachten wir
ein u € U, so liegt u in der abgeschlossenen Menge pp!(7x(C)). Wegen m(p(u)) € {u}
ist 7(p(u)) € pp'(7#(C)) und folglich p(u) € 7~ (px! (7x(C)) = C.

In S sind je zwei verschiedene Elemente von 7(X) unvergleichbar: Denn falls 7(z) C 7 (y)

in S fiir zwei Punkte x,y € X gilt, so ist w(z) € {n(y)}, also x = p(n(z)) € p({7(y)}).
Wegen der Stetigkeit von p gilt p({m(y)}) C {p(7(y))} = {y}, womit insgesamt = = y
folgt.

Die Elemente von 7(X) sind genau die minimalen Elemente von S: Denn fiir alle s € S
gilt offenbar r(s) C s. Gébe es nun ein s € S und ein € X mit s C n(z), so wire
r(s) C m(x), was wegen r(s) € m(X) einen Widerspruch darstellte, da zwei verschiedene
Elemente von 7(X) stets unvergleichbar sind. Folglich sind alle Elemente von m(X)
minimal in S. Falls ¢ € S minimal ist, gilt ¢t = r(t) = m(p(t)), so dass ¢ ein Element von
7(X) ist.

Es ist also r eine Abbildung von S auf dessen minimale Elemente, da r(S) = 7(X) ist.
Des Weiteren ist die Abbildung r ist idempotent, da pom = id gilt. Schlielich ist r auch
monoton: Denn sind s,¢ € S mit s C ¢, so ist r(s) C ¢ und r(¢) C t. Nach Satz 1.4.3 gibt



28 1 Approximation

es aber nur ein z € X mit 7(z) C ¢, so dass r(s) = r(t) folgt. Insgesamt erkennen wir,
dass r eine Retraktion ist. Die Stetigkeit von r folgt aus der Stetigkeit von p und 7. [J

Der Ausgangsraum X ist also durch 7 in den inversen Limes seiner Faktorrdume Xp
eingebettet — den Nachweis, dass es sich dabei tatsidchlich um eine topologische Einbet-
tung handelt, waren wir in den vorherigen Abschnitten schuldig geblieben; nun ist das

mittels Proposition 1.4.7 unmittelbar einsichtig.

Zudem gewinnen wir X als Retrakt aus dem Limes S zuriick, indem wir uns sozusagen
nur die minimalen Elemente ansehen. In diesem Sinne approximieren die Faktorrdume
X den Ausgangsraum X. Da sie zudem eine deutlich einfachere Struktur als der Raum
X besitzen, wollen wir sie im Folgenden auch als ,Diskretisierungen” von X bezeich-

nemn.

Der nun folgende Satz beleuchtet die Zusammenhinge nochmal von einer anderen, star-
ker topologisch orientierten Seite, indem er S als Hausdorff-Reflexion des Limes S iden-
tifiziert. Dabei verstehen wir unter der Hausdorff-Reflexion eines v f A

topologischen Raumes Y einen Hausdorffraum H zusammen mit

einer stetigen Abbildung h: Y — H derart, dass zu jedem weiteren .
Hausdorffraum Z und jeder stetigen Abbildung f:Y — Z genau f
eine Abbildung f cH — Z mit f = f o h existiert. Das nebenste-

hende Diagramm erldutert diese Situation. H

1.4.9 Satz:  Der Raum X ist Hausdorff-Reflexion des inversen Limes S.

Beweis:  Wir wollen zeigen, dass X vermoge der in Korollar 1.4.4 gegebenen Abbildung
p Hausdorff-Reflexion von S ist. Nach Satz 1.4.8 ist p eine stetige Abbildung von S in den
Hausdorffraum X. Wir betrachten einen weiteren Hausdorffraum Z mit einer stetigen
Abbildung f: S — Z und wollen sehen, dass es eine durch f eindeutig bestimmte, stetige
Abbildung f : X — Z derart gibt, dass f = f o p gilt.

Da p surjektiv ist, konnen wir f durch f(p(s)) := f(s) definieren. Dabei ist f wohldefi-
niert: Denn fiir jedes s € S ist w(p(s)) € {s} und daher f(r(p(s))) € f({s}) € {f(s)} =
= {f(s)}, da Z ein Hausdorffraum ist. Das bedeutet, dass fiir s, € S aus p(s) = p(t)
bereits f(s) = f(t) folgt. Wenn wir noch die Stetigkeit von f nachweisen, haben wir

gezeigt, dass X Hausdorff-Reflexion von S ist.



1.4 Approximation lokalkompakter Hausdorflrdume 29

Wir betrachten also f‘l(A) fiir eine abgeschlossene Menge A C Z. Wegen der Sur-
jektivitit von p ist f~1(A) = p(f~'(A)). Wir bemerken, dass p(M) = =~ (M) fiir jede
abgeschlossene Menge M C S gilt: Denn wegen po 7 = id gilt 771 (M) C p(M); und fiir
jedes = € p(M) gibt es ein m € M mit z = p(m), so dass w(x) € {m} C M = M gilt
und folglich p(M) C 7=Y(M) ist. Wegen der Stetigkeit von f ist f~1(A) abgeschlossen,
und damit ist p(f~'(A)) = 77 1(f7!(A)) ebenfalls abgeschlossen, denn auch 7 ist stetig.
Das beweist die Stetigkeit von f , so dass X Hausdorff-Reflexion von S' ist. O

Bemerkungen

Bereits zu Beginn dieses Abschnitts hatten wir festgehalten, dass die Sétze 1.4.8 bzw.
1.4.9 nicht auf beliebige lokalkompakte Hausdorffraume anwendbar sind. Sie stehen unter
der Préamisse, dass der Raum X ein Uberdeckungssystem F bestehend aus lokalendlichen
Uberdeckungen von X durch relativ kompakte, offene Mengen besitzt, das die folgenden
Bedingungen erfiillt (sieche Seite 21):

(i) JF ist eine Basis von X.
(ii) Zu allen F,G € F gibt esein H € F mit F < H und G < H.

Eine grofie Klasse von Riaumen, die ein solches Uberdeckungssystem besitzen, stellen die
parakompakten, lokalkompakten Hausdorffraume dar.

Ein topologischer Raum Y wird parakompakt genannt, wenn es zu jeder offenen Uber-
deckung (U;);c; von Y eine lokalendliche offene Uberdeckung (V;);c; derart gibt, dass
zu jedem j € J ein ¢ € I mit V; C U; existiert.

Wir hatten bereits festgestellt, dass jeder lokalkompakte Hausdorffraum eine Basis und
damit eine Uberdeckung aus relativ kompakten, offenen Mengen besitzt. Wenn also
X ein parakompakter, lokalkompakter Hausdorffraum ist, so hat er auch eine lokal-
endliche Uberdeckung aus relativ kompakten, offenen Mengen. Das System F aller
lokalendlicher Uberdeckungen von X durch relativ kompakte, offene Mengen ist da-
mit nichtleer und hat ferner die Eigenschaft, dass |JF eine Basis von X ist. Und
auch die zweite an F zu stellende Bedingung ist erfiillt: Sind nédmlich F,G € F und
H = FUG, sogilt auch H € F; und F < H bzw. G < H folgt direkt aus F' C H bzw.
GCH.



30 1 Approximation

Ausfiihrliche Betrachtungen zu parakompakten Rdumen finden sich beispielsweise in
[Kel55, Seiten 156ff] oder [Rin75, Seiten 278ff]. Wir wollen hier festhalten, dass alle metri-
schen Rdume parakompakt sind; vgl. z. B. [Kel55, Seite 160], Korollar 5.35.

Proposition 1.4.1 macht deutlich, dass die Lokalendlichkeit, die wir fiir Uberdeckungen
definiert haben, eine relativ starke Form der lokalen Endlichkeit ist. Die nachfolgende
Proposition 1.4.10 zeigt, dass sich diese starke Form der Lokalendlichkeit von den Uber-
deckungen auf die Ordnungen der Faktorrdume X vererbt.

1.4.10 Proposition:  Die Spezialisierungsordnung Cp auf dem Faktorraum X ist in
dem Sinne lokalendlich, dass jeder Punkt in Xp jeweils mit nur endlich vielen weiteren

Punkten vergleichbar ist.

Beweis:  Fur zweil Punkte [z]p, [ylr € XF gilt [z]r Cr [ylr < np(y) € np(z). Da
np(z) relativ kompakt ist, gibt es nach Proposition 1.4.1 nur endlich viele U € F, die
mit np(z) nichtleeren Durchschnitt haben. Da ng(y) Durchschnitt von solchen U € F
ist, die ng(x) nichtleer schneiden, gibt es nur endlich viele Méglichkeiten, ein ng(y) mit
nr(y) C np(z) zu bilden, so dass nur endlich viele Punkte tiber [z]r liegen konnen.

Ist np(y) C np(zx), so ist np(xz) Durchschnitt von solchen U € F, die alle den Punkt
y enthalten. Davon gibt es aber nur endlich viele, so dass es auch nur endlich viele
Moglichkeiten gibt, ein ng(x) mit np(y) C np(x) zu bilden. Folglich kénnen nur endlich
viele Punkte unter [z]p liegen. O

Beispiel: Approximationen von R?

Nach dem gleichen Prinzip, mit dem wir die Uberdeckungen des reellen Einheitsin-
tervalls [0,1] und des Raumes R gebildet haben, kénnen wir auch den R? iibderde-

cken. Dazu legen wir im i-ten (i € N) Verfeinerungsschritt offene Quadrate mit der

Seitenlinge Z um die Punkte (

m n
2t

m—1 m+1 n—1n+1
F; = , . . . : Z
() < () ez

fiir alle i € N. Dann ist jedes Fj eine lokalendliche Uberdeckung des R? durch relativ

kompakte, offene Mengen.

), wobei m und n iiber Z laufen. Wir setzen al-

SO
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(1,0) (1,1)
d o b
(0,0) (0,1)

Abbildung 1.2: Ausschnitt des R?

Wir betrachten einen Ausschnitt des R2. Abbildung 1.2 zeigt das ganzzahlige Gitter, um
dessen Punkte die offenen Quadrate der Uberdeckung Fy liegen. Beziiglich der Topologie
O(Fp) ist der Punkt (0,0) (unter anderem) im Abschluss der beiden ,offenen Intervalle*
a und d, wobei a := (0,1) x {0} ist — b, ¢ und d sind entsprechend definiert. Die vier
offenen Intervalle a, b, ¢ und d wiederum liegen im Abschluss des offenen Quadrats
Q := (0,1) x (0,1). Der passende Ausschnitt des Faktorraums R% hat als geordnete
Menge daher folgendes Aussehen:

(0,0) (0,1) (1,1) (1,0)

Abbildung 1.3: Ausschnitt von R%O als geordnete Menge
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1.5 Approximation triangulierbarer Raume

Als Anwendung der Ergebnisse des vorherigen Abschnitts wollen wir die Approximation
triangulierbarer Rdume betrachten. Die bisher vorgestellten Beispiele der Approximation
von [0, 1] bzw. R und R? sind Spezialfille dieses Vorgehens.

Zunachst miissen wir diverse Begriffe erkléaren. Dabei beschrinken wir uns auf eine knap-
pe Darstellung der fiir diesen Text relevanten Sachverhalte und verzichten auch auf die
Beweise verschiedener Aussagen. Diese Beweise konnen beispielsweise in [Rin75, §§31,
32] nachgelesen werden, wo auch die nun folgenden Begriffe detaillierter beschrieben
sind.

Konvexe Mengen. In Verallgemeinerung des Begriffs der Ebene im R? bezeichnen wir
alle affinen Unterrdume des R™ als Ebenen; die Ebenen der Dimension n — 1 heifsen
auch Hyperebenen. Sind aq, . . ., a, paarweise verschiedene Punkte des R™, so gibt es eine
kleinste Ebene, die sie alle enthilt; die & Punkte werden (linear) unabhdngig genannt,

wenn diese Ebene Dimension & — 1 hat.

Die Verbindungsstrecke zweier Punkte u,v € R"™ besteht genau aus jenen Punkten
x € R", die fiir ein 7 € [0,1] die Gleichung = = 7u + (1 — 7)v erfiillen. Eine nicht-
leere Teilmenge C' C R™ heifst konver, wenn mit je zwei Punkten w,v € C auch ihre
Verbindungsstrecke in C' liegt, wenn also 7u + (1 — 7)v € C fiir alle 7 € [0, 1] gilt. Jede
konvexe Menge C'ist in genau einer Ebene kleinster Dimension enthalten, die wir die T'rd-
gerebene von C' nennen und mit Tr(C') bezeichnen. Als Dimension dim(C') der konvexen
Menge C' setzen wir die Dimension dim(Tr(C)) ihrer Tréagerebene. Zu jeder Teilmenge
M des R™ gibt es eine kleinste konvexe Menge, die M enthélt; sie wird die konvezxe Hiille

von M genannt und mit conv(M) bezeichnet.

Wenn wir vom Rand bzw. Inneren einer konvexen Menge sprechen, so sind diese Begriffe
stets relativ zur Tragerebene gemeint. Besteht also C' beispielsweise nur aus einem ein-
zigen Punkt ¢ € C' C R", so ist das Innere von C gleich {c}, und der Rand von C' ist
leer. Eine ,schrig” im R? liegende Kreisscheibe ist dann nicht ihr eigener Rand, sondern
ihr Rand ist ein Kreis.

Konvexe Raumstiicke. Unter einer Stitzebene einer konvexen Menge C' verstehen wir
eine Hyperebene, die Punkte des Randes von C' enthilt, jedoch keine inneren Punkte
von C.
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Ein Halbraum des R™ ist eine Teilmenge H C R™ deren Punkte z = (zy,...,2,) € H

genau eine Ungleichung der Form

i iy >y
i=1

erfiillen. Dabei sind alle \; sowie 7 reelle Zahlen und (Ay,...,A,) # (0,...,0). Einen
nichtleeren Durchschnitt endlich vieler Halbraume nennen wir ein konvezres Raumstiick.
Offenbar handelt sich sich dabei tatsdchlich um eine konvexe Menge.

Seiten konvexer Raumstiicke. Um zu definieren, was eine ,Seite* eines konvexen
Raumstiicks sein soll, geniigt es, n-dimensionale Raumstiicke im R™ zu betrachten, da
wir uns auf die Trégerebene des Raumstiicks beschranken kénnen. Ist also P ein konvexes
Raumstiick der Dimension n im R™ und S eine Stiitzebene von P, so ist P N .S eine
abgeschlossene konvexe Menge, deren Dimension kleiner oder gleich n — 1 ist. Falls
dim(P N S) = n — 1 ist, nennen wir P N S eine (n — 1)-Seite von P sowie S eine
Seitenebene von P. Ein nichtleerer endlicher Durchschnitt von (n — 1)-Seiten von P
heiflt eigentliche Seite von P; insbesondere sind die (n — 1)-Seiten eigentliche Seiten,
wohingegen P selbst als uneigentliche Seite zu den Seiten von P gezahlt wird. Ist Q)
eine (eigentliche) Seite von P mit dim(Q) = k, wird @) eine k-Seite von P genannt. Die
0-Seiten heiften auch Ecken; sie bestehen nur aus einem einzigen Punkt, dem sogenannten

Eckpunkt. Die 1-Seiten werden auch Kanten genannt.

1.5.1 Proposition (vgl. |[Rin75, §31|, Satz 31.18 und Folgerung 31.23):

(a) Ist P ein n-dimensionales konvexes Raumstiick, so ist jede seiner (n — 1)-Seiten
ein konveres Raumstiick der Dimension n — 1. Der Rand von P st gleich der

Vereinigung all seiner (n — 1)-Seiten.

(b) Sind Q1,...,Qy Seiten eines konvexen Raumstiicks, so ist ihr Durchschnitt leer

oder eine gemeinsame Seite von Q1,. .., Q.

Konvexe Zellen, Simplexe. Ein beschrianktes konvexes Raumstiick heifst konvezre Zel-
le. Jede konvexe Zelle ist kompakt und IThre Seiten sind wieder konvexe Zellen. Eine
(hadufig gebrauchte) spezielle Sorte konvexer Zellen sind die sogenannten euklidischen
Simplexe: Sind ay, . .., a; linear unabhéngige Punkte, so wird conv({ay,...,ax}) (eukli-

disches) Simplex genannt und mit [ay,. .., ax] bezeichnet.
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Euklidische Komplexe. Eine Menge K von konvexen Zellen des R™ wird euklidischer

Komplex genannt, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) K ist nichtleer und von hochstens abzéahlbarer Méachtigkeit.
(ii) Ist z € K und s eine Seite von z, so folgt s € K.

(iii) Der Durchschnitt zweier Zellen von K ist leer oder eine gemeinsame Seite der
beiden Zellen.

(iv) Jeder Punkt einer Zelle von K besitzt eine Umgebung, die nur endlich viele Ele-
mente von K schneidet. (Man sagt auch, K sei lokalendlich.)

Sind alle Zellen von K Simplexe, so wird K als simplizial bezeichnet.

Euklidische Polyeder. Ein euklidisches Polyeder ist die Vereinigung aller Zellen eines
euklidischen Komplexes K und wird mit | K| bezeichnet. Man nennt K dann auch eine
Zellenzerlegung des Polyeders |K|. Falls K simplizial ist, heift K auch Triangulierung
von |K|. Der Begriff der ,Zerlegung* ist deshalb gerechtfertigt, da jeder Punkt aus |K|

im Inneren genau einer Zelle von K liegt.

Topologische Polyeder. Unter einem topologischen Polyeder verstehen wir einen to-
pologischen Raum Y, der homéomorph zu einem euklidischen Polyeder |K| ist. Ein
Homé&omorphismus f: |K| < Y heifst dann Darstellung von Y. Fiir z € K nennen wir
f(2) eine topologische Zelle von Y und setzt dim(f(z)) = dim z; falls K simplizial ist,
spricht man stattdessen von einem topologischen Simplez. Ferner bezeichnen wir f(s) als
Seite von f(z), falls s Seite von z ist. Die Menge f(K) heifit topologischer Zellenkomplex
bzw. topologischer simplizialer Komplex und ist eine Zellenzerlegung bzw. Triangulie-
rung des topologischen Polyeders Y. (Diese Definitionen sind stimmig, weil sich die oben
genannten Bedingungen fiir K auf f(K) iibertragen.)

Unterteilungen. Sind K und K’ euklidische Komplexe, so nennen wir K’ eine Untertei-

lung von K, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Jede Zelle von K ist Vereinigung von endlich vielen Zellen von K.

(i) Jede Zelle von K’ ist Teilmenge einer Zelle von K.

Es ist dann |K| = |K'|. Ferner gilt der folgende Satz:
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1.5.2 Satz (vgl. |Rin75, §32|, Folgerung 32.34):  Jedes euklidische Polyeder besitzt

eine simpliziale Unterteilung.

Das bedeutet, dass ein topologischer Raum genau dann triangulierbar ist, wenn er eine
Zellenzerlegung besitzt. Wir wollen daher im Folgenden unter einem triangulierbaren
Raum einen topologischen Raum verstehen, der eine (nicht notwendig simpliziale) Zel-
lenzerlegung besitzt.

Offene Sterniiberdeckung. Ist K ein euklidischer Komplex, so nennen wir die Menge
aller Zellen von K, die eine Teilmenge A C |K| schneiden, den offenen Stern St(A, K)
von A beziiglich K. Das Komplement von |K \ St(A, K)| heifst offene Sternumgebung
von A beziiglich K und wird mit O(A, K') bezeichnet. O(A, K) ist offen in | K| und gleich
der Menge aller Punkte von | K|, die in einer Zelle von St(A, K) liegen und gleichzeitig
in keiner Zelle von K, die disjunkt zu A ist. Falls A kompakt in | K] ist, so ist O(A, K)
dort relativ kompakt.

Abkiirzend schreiben wir St(z, K) fir St({z}, K) und O(z, K) fir O({z}, K).

Ist {a1,as,...} die Menge aller Eckpunkte von K, so ist {O(as, K), O(as, K),... } eine
offene Uberdeckung von |K|, die wir die offene Sterniiberdeckung von |K| beziiglich
K nennen. Es handelt sich um eine lokalendliche Uberdeckung von |K| durch relativ
kompakte, offene Mengen. (Die Lokalendlichkeit folgt unmittelbar aus der Bedingung
(iv) fiir euklidische Komplexe.)

Wir erkennen hier eine wichtige Verbindung zu der Approximationsmethode, die wir
im vorangegangenen Abschnitt untersucht haben. Dort wurde ein lokalkompakter Haus-
dorffraum X durch eine Reihe ,diskreter Rdume approximiert, wobei diese approximie-
renden Rédume mit Hilfe lokalendlicher Uberdeckungen von X durch relativ kompakte,
offene Mengen konstruiert wurden. Die offene Sterniiberdeckung besitzt ebenfalls diese
Eigenschaften. Unser Ziel ist es daher, ein euklidisches Polyeder dadurch zu diskretisie-
ren, dass wir es immer , feiner“ unterteilen und die offenen Sterniiberdeckungen der Unter-
teilungen verwenden, um approximierende Rdume zu gewinnen. Die Aussagen, wie wir im

Folgenden beweisen werden, liefern dazu die Grundlagen.

1.5.3 Proposition:  Firxz € |K| gilt O(z, K) = ({O(a;, K): z € O(a;, K)}.
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Beweis:  Seiy € O(zx, K). Dann liegt y in einer Zelle z € St(x, K), und fiir jede Zelle
ZeKgiltyez = x ez Ista; ein Eckpunkt von K derart, dass x in O(a;, K) liegt,
so liegt z in einer Zelle s € St(a;, K), und fiir jede Zelle ' € K gilt z € s’ = a; € §.
Folglich liegen in der Zelle z die Punkte z, y und a;, so dass y € O(a;, K) ist. Dies zeigt
O(z,K) CM{O(a;, K): z € O(a;, K)}.

Es gibt nur endlich viele Eckpunkte a;,...,a; mit z € O(a;,, K) (1 < j < k). Dazu
existieren Zellen zi,...,2; derart, dass jeweils z; € St(a;;, K) ist, © € z; gilt und fiir
jede Zelle 2’ € K gilt: v € 2 = a;; € 2’. Damit gilt fiir jede Zelle aus K, dass sie mit x
auch alle Punkte a;; enthélt, und es existiert auch eine solche Zelle s (z.B. s := 21). Ist
y € ({O(a;, K): x € O(a;, K)}, so folgern wir analog, dass eine Zelle t € K existiert,

die alle Punkte a;; sowie y enthélt, und dass jede Zelle aus K mit y auch alle Punkte

k

a;. enthalt.
J

Wir zeigen nun: Jede Zelle von K, die alle Punkte a;; enthalt, enthdlt auch z. Dazu
enthalte die Zelle ¢ alle Punkte a;;; wir nehmen jedoch an, dass = ¢ ¢ ist. Dann gibt es
eine Zelle ¢ € K von minimaler Dimension mit x € ¢/, und wenigstens ein Eckpunkt p
von ¢ liegt nicht in ¢. Jede Zelle von K, die x enthélt, besitzt ¢’ als Seite, und enthélt
somit auch p. Folglich ist z € O(p, K), im Widerspruch zur Konstruktion der a;;.

Damit ist z € ¢ und ferner y € O(x, K), womit wir nachgewiesen haben, dass auch
O(z, K) 2 ({O(a;, K): z € O(a;, K)} gilt. O

1.5.4 Proposition: Ist K' eine Unterteilung des euklidischen Komplexes K und x
ein Punkt in |K|, so gilt O(z, K') C O(x, K).

Beweis:  Zuy € O(x, K’) gibt es eine Zelle z € St(z, K') mit y € z, und jede Zelle
2/ € K', die y enthilt, enthélt auch x. Da K’ Unterteilung von K ist, liegt z in einer
Zelle z € K, so dass y € St(z, K) ist. Jede Zelle § € K, die y enthilt, beinhaltet eine
Zelle s € K' mit y € s, so dass x € s C § gilt. Folglich ist z € O(x, K). ]

1.5.5 Lemma: K’ sei eine Unterteilung des euklidischen Komplexes K. Ferner sei
F die offene Sterniiberdeckung von | K| beziglich K sowie F' die offene Sterniberdeckung
von |K| beziiglich K'. Dann ist F' eine Verfeinerung von F (also F' < F'), das heifst,
die von F erzeugte Topologie O(F) ist enthalten in O(F").

Beweis:  Die Topologie O(F') wird von den offenen Sternumgebungen O(a;, K') um die
Eckpunkte {aj,as,...} von K erzeugt. Es geniigt zu zeigen, dass alle O(a;, K) offen
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beztiglich der Topologie O(F”) sind.

Wir wéhlen einen Eckpunkt a;, von K und betrachten ein € O(a,,, K). Nach Proposi-
tion 1.5.3 ist O(x, K’) als endlicher Durchschnitt von Elementen von F’ offen beztiglich
O(F"). Nach Proposition 1.5.4 gilt O(z, K') C O(z, K) C O(a,,, K), womit wir gezeigt
haben, dass O(a;,, K) offen beziiglich O(F") ist. O

Approximation triangulierbarer Raume

Wir betrachten einen triangulierbaren Raum X'; dann gibt es einen euklidischen Komplex
K derart, dass X vermoge einer Darstellung f: |K| < X homdomorph zu dem euklidi-
schen Polyeder |K| ist. Der Raum X ist ein lokalkompakter Hausdorffraum, da er diese
Eigenschaften von |K| erbt; |K]| ist offenbar ein Hausdorffraum, und jeder Punkt aus
| K| besitzt eine kompakte Umgebung, da alle offenen Sternumgebungen relativ kompakt
sind.

Unter der Feinheit eines euklidischen Komplexes L verstehen wir das Supremum der
Durchmesser aller Zellen von L. Nun sei I eine Familie von Unterteilungen von K, die
die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Zu jedem € > 0 gibt es einen Komplex L € I, dessen Feinheit kleiner als ¢ ist.
(ii) Zu je zwei Komplexen L, M € K gibt es einen Komplex N € I, der Unterteilung

von L und von M ist.

Ferner bezeichne Fj, die offene Sterniiberdeckung von |K| beziiglich der Unterteilung L,
und es sei F := {F: L € K}.

1.5.6 Satz: F ist ein System lokalendlicher Uberdeckungen von |K| durch relativ
kompakte, offene Mengen, das die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) \JF ist eine Basis von |K]|.
(11) Zu allen F,G € F gibt es ein H € F mit F < H und G < H.

Beweis:  Jedes Fj, € F ist eine offene Sterniiberdeckung von |K| und als solche eine
lokalendliche Uberdeckung von | K| durch relativ kompakte, offene Mengen (siche oben).

Ist x € |K| und € > 0, so finden wir eine Unterteilung L von K, deren Feinheit kleiner
g

als § ist. Ferner existiert ein Eckpunkt p von L derart, dass # € O(p, L) gilt. Dann

liegt O(p, L) in einer e-Umgebung von z. Da O(p, L) € Fy, ist, sehen wir, dass | F eine
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Basis von | K| ist. Die zweite Eigenschaft folgt wegen Lemma 1.5.5 direkt aus der zweiten
Bedingung fiir K. O]

Mittels der Darstellung f ldsst sich F in ein Uberdeckungssystem von X iibertra-
gen; dieses erfiillt zusammen mit dem Raum X die Rahmenbedingungen, die wir im
vorherigen Abschnitt iiber die Approximation lokalkompakter Hausdorffraume festge-
legt haben. Demnach finden wir durch das dort beschriebene Vorgehen eine Appro-
ximation von X, die sich aus seinen Triangulierungen ableitet. Die bereits diskutier-
ten Approximationen von R und R? lassen sich ebenfalls in diesem Kontext betrach-

ten.

1.6 Der Verband O(X) und die Hit-or-Miss-Topologie

Im weiteren Verlauf dieses Textes werden uns wiederholt stetige Verbénde begegnen, ins-
besondere der Verband O(X) aller offener Mengen eine lokalkompakten Raumes X. Da-
her wird im Folgenden die Definition stetiger Verbande zusammen mit dem dazu notwen-
digen Begriffsapparat vorgestellt, und wir werden O(X) und das System 4(X) aller abge-
schlossener Teilmengen von X als stetige Verbande kennenlernen. Die entsprechenden Er-
gebnisse sind bekannt und finden sich unter anderem in [GHKT03].

Im Zusammenhang mit dem Verband A(X) wird die Hit-or-Miss-Topologie auf A(X)
vorgestellt, die im Umfeld der Theorie morphologischer Bildoperatoren Bedeutung hat.
Wir werden sehen, dass sie mit der im Bereich der Ordnungstheorie besser bekann-
ten Lawson-Topologie iibereinstimmt. Dem Verfasser ich nicht bekannt, ob dieser Zu-
sammenhang an anderer Stelle schon einmal festgehalten wurde. Weitere Details zur
Hit-or-Miss-Topologie finden sich beispielsweise in [Mat75] und [Hei94| oder ergeben
sich aus besagtem Zusammenhang.

Wir betrachten eine geordnete Menge (L, C). Ein Element = € L heifst mazimal (bzw.
minimal), wenn fir alle y € L aus  C y (bzw. y C x) stets z = y folgt. Ein Element
x € L wird grofites Element (bzw. kleinstes Element) von L genannt, wenn fiir alle
y € L stets y C z (bzw. z C y) gilt. Besitzt L ein groktes Element, so bezeichnen wir
dieses mit dem Symbol T; besitzt L ein kleinstes Element, so bezeichnen wir es mit dem
Symbol L.

Jede Teilmenge P C L von L ist mit der auf P eingeschrinkten Relation C selbst eine

geordnete Menge. Ein Element = € L heifit obere Schranke (bzw. untere Schranke) von
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P, wenn p C z (bzw. x C p) fiir alle p € P gilt. Die Menge L ist gerichtet, wenn je zwei
Elemente von L eine obere Schranke besitzen und L # & ist. Falls die Menge aller oberen
Schranken (bzw. aller unteren Schranken) von P ein kleinstes (bzw. grofites) Element
besitzt, so heift dieses Supremum (bzw. Infimum) von P und wird mit | | P (bzw. [ | P)
bezeichnet. Fiir zwei Elemente x,y € L schreiben wir = Ll y anstelle von | |{x,y} bzw.
x My anstelle von [ {z, y}.

Eine geordnete Menge, in der jede gerichtete Teilmenge ein Supremum besitzt heifst
depo? In depos spielt in der Regel die sogenannte weit-unter-Relation eine wichtige Rolle.
Dabei gilt fiir zwei Elemente =,y € L einer dcpo L, dass = weit unter y ist (in Zeichen:
r < y), wenn zu jeder gerichteten Menge D C L mit y C | | D ein d € D existiert, so
dass x C d ist. Falls x < z gilt, nennen wir x kompakt. Ferner ist L stetig, wenn es zu
jedem Element x € L eine gerichtete Menge D C L mit = | | D gibt. Eine stetige dcpo
nennen wir einen Bereich. Schlieflich trigt jede dcpo noch eine ,typische Topologie,
namlich die sogenannte Scott-Topologie. Dabei ist eine Teilmenge P C L genau dann
abgeschlossen bzgl. der Scott-Topologie, wenn sie die beiden folgenden Bedingungen fiir
alle z,y € L erfiillt:

(i) z € P und y C x impliziert y € P
(ii) | ] D € P gilt fiir jede gerichtete Teilmenge D C P

Eine geordnete Menge (L, C) nennen wir einen Verband, wenn je zwei Elemente z,y € L
sowohl ein Supremum x U y als auch ein Infimum x My besitzen. Der Verband L wird
vollstindig genannt, wenn jede Teilmenge P C L sowohl ein Supremum | | M als auch
ein Infimum [ | M besitzt. Ein vollstdndiger Verband L ist damit insbesondere eine dcpo
und hat stets ein groftes Element, nédmlich | |L = [ |2, sowie ein kleinstes Element,
namlich [|L = | |@. Ein stetiger Verband ist ein vollstdndiger Verband, der als dcpo
stetig ist.

Der Verband O(X) und seine weit-unter-Relation

Die Elemente des Systems O(X) der offenen Teilmengen eines topologischen Raumes X
kénnen durch die Mengeninklusion C geordnet werden, so dass (O(X), C) eine geordnete

4Diese in der Literatur iibliche Bezeichnung leitet sich als Abkiirzung aus dem englischen Begriff
“directed complete partial order” ab.
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Menge ist. Es ist dann O(X) sogar ein vollstandiger Verband, und fir @ # U C O(X)
gilt:

L[{v-vewy=\Jv:veuy wd  [Hu:veu}=({v:Ueu})

Wir betrachten im Folgenden den Verband O(X) unter der zusétzlichen Annahme, dass
X ein lokalkompakter topologischer Raum sei.

Zunachst charakterisieren wir die weit-unter-Relation. In einem vollstdndigen Verband
(L,C) gilt © < y fiir zwei Elemente x,y € L genau dann, wenn es zu jeder Teilmenge
S C L mit y C | | S eine endliche Teilmenge S’ C S mit z C | | S’ gibt? Ubertragen wir
das auf O(X) so gilt fiir zwei offene Menge U,V € O(X) genau dann U < V| wenn
jede offene Uberdeckung von V eine endliche Teiliiberdeckung von U besitzt. Dies ist
beispielsweise dann der Fall, wenn es ,zwischen“ U und V eine kompakte Menge gibt,
das heifst, wenn eine kompakte Menge K C X existiert, fiir die U C K C V gilt. In
lokalkompakten Raumen ist das sogar notwendig:

1.6.1 Proposition:  Fir einen lokalkompakten Raum X gilt U <V in O(X) genau
dann, wenn eine kompakte Menge K C X mit U C K CV existiert.

Beweis:  Gilt U C K C V fiir ein kompaktes K, so ist jede offene Uberdeckung w
von V auch eine von K, so dass bereits endlich viele W; € W (i € {1,...,n}) geniigen,

um K und somit U zu iberdecken.

Ist umgekehrt U < V, kénnen wir zu jedem v € V' eine kompakte Umgebung K, C V'
finden, da X lokalkompakt ist. Die Menge {K,°: v € V'} ist eine offene Uberdeckung
von V, die folglich eine endliche Teiliiberdeckung von U besitzen muss, das heifst, es gibt
endlich viele Punkte vy,...,v, € V derart, dass die Mengen K,.,° (i € {1,...,n}) eine
Uberdeckung von U bilden. Fiir die kompakte Menge K := K,, U---U K, gilt dann
UCKCV. 0

Stetigkeit von O(X)

Wir zeigen, dass jedes Element U € O(X) gerichtetes Supremum aller V' € O(X) ist, die
weit unter U liegen. Das heift, O(X) ist ein stetiger Verband.

SFiir vollstindige Verbinde ist das dquivalent zu der weiter oben gegebenen Definition mittels gerich-

teter Mengen. Der Beweis dazu ist nicht schwierig, und wir fithren ihn hier nicht aus.
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1.6.2 Proposition:  Der Verband O(X) ist fir jeden lokalkompakten Raum X stetig.

Beweis:  Es seien Uy, Uy, V € O(X) mit Uy < V und Uy < V. Dann gibt es nach
Proposition 1.6.1 kompakte Mengen K, Ko € X mit U; C K1 CV und Uy C Ky C V,
so dass U; U U, < V gilt. Die Menge {U € O(X): U < V} ist daher gerichtet.

Da X lokalkompakt ist, gibt es ferner zu jedem v € V eine kompakte Menge K, C X
mit K, CV,sodass V = | [{K,°: v € V} ist. Wegen K,° < V fiir alle v € V, folgt
V=|{U € O(X): U < V}. Der Verband O(X) ist damit stetig. O

Scott- und Lawson-Topologie auf O(X)

Nach den bisherigen Ergebnissen ist es naheliegend, die Teilmengen von O(X) zu unter-
suchen, deren Elemente gerade eine bestimmte kompakte Menge enthalten. Wir werden
sehen, dass sie eine Basis fiir die Scott-Topologie auf O(X) bilden. Fiir eine kompakte
Menge K C X setzen wir dazull := {U € O(X): K C U}.

1.6.3 Proposition: Die Mengen Uk bilden eine Basis fiir die Scott-Topologie auf
O(X).

Beweis:  Wir zeigen zunéachst, dass jedes Ux Scott-offen ist. Offenbar gilt Ux = TU.
Sei D C O(X) gerichtet mit | |[D = (JD € Uk. Dann ist D eine offene Uberdeckung
von K, so dass es endlich viele Mengen Dy, ..., D, € D gibt, die bereits K iiberdecken.
Weil D gerichtet ist, besitzen die D; (i € {1,...,n}) eine gemeinsame obere Schranke
D €D, so dass K C D und folglich D € Uy gilt.

Sei nun ¥V C O(X) Scott-offen und V' € V. Da O(X) nach Proposition 1.6.2 stetig
ist, gibt es eine Menge V' € ¥V mit V’ <« V. Nach Proposition 1.6.1 gibt es dann eine
kompakte Menge K € X mit V' C K C V. Ist nun U € Uy, gilt V' C K C U, so dass
U eV aus V=1V folgt. Somit ist V € U C V, und die Mengen Uy bilden eine Basis
fir die Scott-Topologie auf O(X). O

Die Lawson-Topologie ist eine weitere Topologie, die auf dcpos hiufig eine wichtige Rolle
spielt. Es handelt sich dabei um die grébste Topologie, die sowohl die Scott-Topologie als
auch die untere Topologie umfasst. In einem vollstandigen Verband L bilden die Scott-

offenen Mengen zusammen mit den Mengen der Form L\ Tz (x € L) eine Subbasis fiir die
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Lawson-Topologie auf L. Da die Mengen Ux nach Proposition 1.6.3 eine Basis der Scott-
Topologie auf O(X) darstellen, haben wir mit den Mengen der Form Ux\TV (V € O(X))
eine Subbasis fiir die Lawson-Topologie auf O(X) gegeben.

Die Hit-or-Miss-Topologie

Das System aller abgeschlossener Teilmengen eines topologischen Raumes Y bezeichnen
wir mit A(Y). Durch die Abbildung

o B) = B)
M |—>‘X\]\47

die jeder Teilmenge M von Y ihr Komplement C(M) =: M® zuordnet, ist offenbar
eine natiirliche Bijektion zwischen den Mengen O(Y') und A(Y') gegeben. Diese hat die
Eigenschaft, dass sie die Enthaltenseinsbeziehung zwischen Teilmengen von Y umkehrt:
Gilt U C V fiir zwei Elemente von O(Y), so ist U > VL Wir ordnen die Elemente von
A(Y) daher durch ,jumgekehrte Mengeninklusion®, das heift, die Ordnung C auf A(Y)
sei fiir alle A, B € A(Y) gegeben durch

ACB & ADB.

Wir kénnen die Abbildung G damit als monotone, bijektive Abbildung von O(Y) auf
A(Y) auffassen, deren Umkehrabbildung ebenfalls monoton ist. Die Abbildung C ist
daher ein Verbandsisomorphismus.

Aus unseren bisherigen Erkenntnissen iiber den Verband O(X) eines lokalkompakten
Raumes X konnen wir nunmehr schlieffen, dass auch (A(X), C) ein stetiger Verband ist.
Supremum und Infimum auf A(X) sind fiir jede Teilmenge B C A(X) durch

| [{B:BeBy=\{B:BeB} wa [|{B:BeB}=(J{B: BeB))

gegeben. Die weit-unter-Relation auf A(X) kénnen wir wie folgt beschreiben:

1.6.4 Proposition:  Fir zwei Mengen F\,Fy € A(X) gilt iy < Fy genau dann,
wenn es eine kompakte Teilmenge K C X gibt, so dass Fy UK = X sowie Fo,NK =&
15t.
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Beweis:  Da A(X) und O(X) isomorphe Verbénde sind, gilt F; < F» in A(X) genau
dann, wenn F E < F 5 in O(X) ist. Dies wiederum ist nach Proposition 1.6.1 genau dann
der Fall, wenn es eine kompakte Menge K C X mit Fy, C K G C Fj gibt. Diese Bedingung
ist dquivalent dazu, dass Fy U K = X sowie Fy, N K = O ist. O

Die Scott- bzw. Lawson-Topologie auf O(X) entsteht aus der auf O(X) gegebenen Ord-
nung. Durch die Isomorphie zwischen O(X) und A(X) ist deshalb der Isomorphismus C
ein Homoomorphismus der Scott- bzw. Lawson-Topologien auf O(X) und A(X). Nach
Proposition 1.6.3 bilden die Mengen Uk eine Basis fiir die Scott-Topologie auf O(X).
Thre Bilder unter C bilden folglich eine Basis fiir die Scott-Topologie auf A(X), das heifit,
durch die Mengen

ClUg) ={F e AX): FNK = @}

ist eine Basis der Scott-Topologie auf A(X) gegeben. Ferner bilden die Mengen der
Form Uk \ TV (V € O(X)) eine Subbasis fiir die Lawson-Topologie auf O(X), so dass

wir durch die Mengen
CUg \TV)={FcAX): FNK=gund FNV # @}

eine Subbasis der Lawson-Topologie auf A(X') gegeben haben.

Die Mengen
{FeAX): FNK=gud FNV,# @ firalleic {1,...,n}}

bilden eine Basis fiir die Lawson-Topologie auf A(X), wobei K C X kompakt ist, n € N
und alle V; € O(X) sind.

Unsere Sicht auf den Verband A(X) ist wesentlich gepriagt durch unseren ordnungstheo-
retisch orientierten Blickwinkel. Fiir Mathematiker anderer Fachrichtungen spielt die
Ordnung von A(X) seltener eine Rolle. So fithrt MATHERON in [Mat75] eine Topologie
auf der Menge A(X) ein, die spéter unter dem Namen Hit-or-Miss- Topologie wiederholt
Verwendung findet (vgl. beispielsweise [Hei94]). Dabei betrachtet er A(X) nur als Menge
und schenkt der Verbandsstruktur von A(X) keine Beachtung.

Zunéchst legen wir ein paar Notationen fest. Fiir eine beliebige Menge M C X sei

FM = {Fe AX): FNM =2} und
Fu = {FeAX): FNM # o}



44 1 Approximation

Jede Familie M; (¢ € I) von Teilmengen von X erfiillt dann die beiden Gleichun-
gen
ﬂ FMI = f’UieI M; und U fM’L = ‘/TUiGI M;-

i€l el

Die Hit-or-Miss-Topologie ist nun diejenige Topologie auf A(X), die von der Subbasis
{FK: K C X kompakt} U {Fg: G € O(X)} erzeugt wird.

Der Schnitt endlich vieler Mengen dieser Subbasis ist von der Form FX1n...N Fkn N
NFg, N+ NFg, =FENFg, N---NFg, mit K =K, U---UK,,. Die Mengen der

Form

.....

.....

Hit-or-Miss-Topologie auf .A(X') und die Lawson-Topologie auf A(X) identisch sind.
Der folgende wichtige Satz iiber die Hit-or-Miss-Topologie folgt nun leicht aus entspre-
chenden Erkenntnissen tiber die Lawson-Topologie:

1.6.5 Satz:  Der Raum A(X) versehen mit der Hit-or-Miss-Topologie ist ein kom-
pakter Hausdorffraum.

Beweis:  Im Licht der vorangestellten Uberlegungen ist diese Aussage trivial, wenn
man weif, dass die Lawson-Topologie jeden stetigen Verband zu einem kompakten Haus-
dorffraum macht (vgl. [GHKT03|, Korollar III-1.11, Seite 215). O

1.7 Vier Grundtypen morphologischer Bildoperatoren

In diesem Abschnitt werden vier grundlegende Typen morphologischer Bildoperatoren
vorgestellt und mit moglicherweise bekannteren mathematischen Konzepten in Zusam-
menhang gebracht. Zudem werden schlaglichtartig Ideen aus der Theorie morphologi-
scher Bildoperatoren teilweise exemplarisch beleuchtet. Zugleich beschranken wir uns
auf solche Begriffe und Eigenschaften, die fiir das Verstdndnis des weiteren Textes hilf-

reich sind. Fiir genauere Informationen zu den genannten Typen von Operatoren wie
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beispielsweise solchen iiber ihren Bedeutungshintergrund innerhalb der Theorie mor-
phologischer Bildoperatoren sei auf die Monographie Morphological Image Operators
von Henk HEIJMANS [Hei94| verwiesen, in der auch die folgenden Ergebnisse zu fin-
den sind. Zur Thematik der Adjunktionen kann zudem in [GHK'03] nachgelesen wer-
den.

Die Theorie morphologischer Bildoperatoren ist in ihrem Ursprung so etwas wie eine
mengenbasierte Theorie zur (digitalen) Bildverarbeitung. Ausgangspunkt ist die Be-
trachtung bindrer Bilder, wobei ein binédres Bild als Teilmenge M C E einer Grund-
menge F modelliert wird. Dabei beschreibt die Menge M den Vordergrund des Bildes,
wihrend ihr Komplement £\ M den Hintergrund darstellt. Wir kénnen uns ein solches
bindres Bild beispielsweise als ,Schwarz-Wei-Bild“ vorstellen, das tatséchlich nur die
beiden Helligkeitsstufen ,Schwarz“ und ,Weifs"* besitzt, jedoch keine Abstufungen dazwi-
schen.

Ein morphologischer Bildoperator ¢ ordnet nun einem binédren Bild M € B(F) ein bi-
néres Bild ¢(M) € B(F) zu, indem mit M und gegebenenfalls weiteren Teilmengen von
E Mengenoperationen wie Durchschnitt, Vereinigung und Komplementbildung durchge-
fithrt werden.

Diese Vorstellung von morphologischen Bildoperatoren wollen wir an einem konkreten
Beispiel nachvollziehen. Dazu betrachten wir den Grundraum E = R2. Zu einer Teil-
menge M C R? und einem Vektor h € R? definieren wir die Verschiebung der Menge M
entlang des Vektors h als

My :={m-+h:me M}.

Ferner sind fiir zwei Teilmengen A, M C R? die Minkowski-Summe bzw. -Differenz wie
folgt definiert:

M@A::UMa bzw. M@A::ﬂM_a.

a€A acA

Nun gehen wir davon aus, dass die Menge A C R? ein fest gewihltes strukturie-

rendes Flement sei, mit dessen Hilfe wir die beiden morphologischen Bildoperatoren
da: P(R?) — P(R*) und e4: P(R?) — P(R?) fiir alle M € P(R?) durch

oa(M):=Me A und eaM)=Mo A

definieren. Damit haben wir gleich zwei gebréuchliche Operatoren kennengelernt.
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Der Operator §4 ist gewissermafen der Prototyp einer Dilatation. Wenn wir uns fiir A
beispielsweise eine kleine Kreisscheibe um den Ursprung 0 € R? vorstellen und fiir M
eine Dreiecksfliche im R?, so ist d4(M) eine ,Dreiecksfliche mit abgerundeten Ecken,
die M mittig enthalt, denn es ist d4(M) = U, cps Am- Analog dazu ist €4 der Pro-
totyp einer Erosion. Es gilt ndmlich e4(M) = {h € R?: A;, C M}, so dass von der
Dreiecksfliche M nur diejenigen Punkte h {ibrig bleiben, um die herum die kleine Kreis-
scheibe Aj;, immer noch in M zu liegen kommt; die {ibrigen Punkte werden durch ¢4

,abgetragen®.

Wir halten aufterdem fest, dass die beiden Operatoren d 4 und €4 monoton auf der geord-
neten Menge (B(R?), C) sind; das folgt direkt aus der Definition der Minkowski-Summe

bzw. -Differenz. Ferner kann man leicht nachrechnen, dass

(UmyeAd={Jmod) wmd (M)eA=[MeA)

iel i€l iel el

fiir jedes Mengensystem (M;);c; gilt, so dass 04 beliebige Vereinigungen und € 4 beliebige
Durchschnitte erhalt.

Wir kommen in Kiirze auf diese Eigenschaften zuriick; zunédchst jedoch ein paar allge-
meine Bemerkungen. Wir haben bislang keine prazise Definition des Begriffs ,;morpholo-
gischer Bildoperator” gegeben, und auch in der Literatur findet sich keine solche Defini-
tion. Die oben vorgestellte Idee, die hinter diesem Begriff steht, besitzt einfach zu viele
verschiedene Aspekte, als dass sich diese in einer iibergreifenden Definition vereinigen
liefsen, die zugleich Grundlage fiir interessante Ergebnisse sein soll. Schon die Vorstellung
von einem binédren Bild kann je nach Anwendungshintergrund recht unterschiedlich sein:
In unserem Beispiel haben wir den R? als Grundraum gewihlt, und verwenden zur De-
finition der Operatoren §4 und €4 unter anderem seine Eigenschaft, ein Vektorraum zu
sein. Als Bilder haben wir alle Teilmengen zugelassen; in vielen Féllen ist es aber nicht
nur technisch sinnvoll, sich beispielsweise auf abgeschlossene Teilmengen zu beschranken,
sondern auch inhaltlich, da es der Intuition zuwider lduft, eine abgeschlossene Kreisschei-
be im R? von der entsprechenden offenen Kreisscheibe ,optisch® unterscheiden zu wollen.
Aus #hnlichen Griinden kénnte die Betrachtung regulir abgeschlossener® Mengen von
Interesse sein. Andererseits braucht der Grundraum E weder ein Vektorraum, noch ein
topologischer Raum zu sein, und eventuell ist er auch nur endlich. In jedem Fall werden

SEine Teilmenge M C Y eines topologischen Raumes Y heifit requldr abgeschlossen, wenn M = M°

ist.



1.7 Vier Grundtypen morphologischer Bildoperatoren 47

die Moglichkeiten sinnvoller Konstruktionen fiir morphologische Bildoperatoren vom je-

weiligen Modell binédrer Bilder entscheidend mitbestimmt.

Das Thema erhélt weitere Facetten, wenn wir nicht nur binére Bilder, sondern auch
Grauwertbilder betrachten wollen. Das Modell fiir bindre Bilder auf der Grundmen-
ge F = R? lisst sich beispielsweise leicht zu einem Modell fiir Grauwertbilder erwei-
tern, indem wir ein Grauwertbild durch eine Funktion von R? in [0, 1] modellieren. Ein
bindres Bild M € PB(R?) wird in diesem Modell durch seine charakteristische Funk-
tion

1 fallsxe M

xar: R —[0,1], z+
0 sonst

dargestellt; aufer den Helligkeitsstufen ,Schwarz® und ,Weif“ (dargestellt durch die
Randpunkte von [0, 1]) sind nun auch Zwischenwerte méglich. Unsere ,Bilder sind hier
also Abbildungen, und wir haben die ,klassischen“ Mengenoperationen nicht mehr zur
Verfiigung. Die Situation ist dennoch &hnlich, denn wenn wir die Grauwertbilder als
Erweiterung der bindren Bilder verstehen wollen, ist es naheliegend, die Abbildungen
in (R?> — [0,1]) mittels punktweiser Ordnung als geordnete Menge zu verstehen, da
dann M C M’ & yu < xar fiir alle Teilmengen M, M’ C R? gilt. Ferner sind auf
(R? — [0,1]) Suprema und Infima beliebiger Familien von Abbildungen punktweise ge-
geben und entsprechen vermdége charakteristischer Funktionen der Vereinigung und dem

Durchschnitt von Teilmengen in R2.

Dem Ordnungstheoretiker kommen hier sogleich vollstindige Verbdande in den Sinn,
und tatséchlich haben sich diese als Sprachrahmen bewéhrt, der eine einheitliche For-
mulierung verschiedener Fragestellungen und abstrakterer Ergebnisse zu morphologi-
schen Bildoperatoren gestattet. Die ,Bilder sind in diesem Rahmen einfach Elemente
eines vollstdndigen Verbandes S, und morphologische Bildoperatoren sind Abbildun-
gen von S in einen weiteren Verband von Bildern T, die ,sinnvolle“ Eigenschaften ha-
ben, wobei sich hier die geschilderte Vielseitigkeit unterschiedlicher Aspekte widerspie-
gelt.

Kommen wir zuriick zu den Operatoren §4 und 4 aus unserem Beispiel. Wir hatten
festgehalten, dass 64 beliebige Vereinigungen und €4 beliebige Durchschnitte erhalt.
Im Rahmen der vollstdndigen Verbénde werden diese Eigenschaften zur Definition von
Dilatationen und Erosionen herangezogen. Eine Dilatation ist dann eine Abbildung zwi-
schen zwei vollstdndigen Verbanden, die beliebige Suprema erhélt, und eine FErosion

ist eine Abbildung zwischen zwei vollstdndigen Verbénden, die beliebige Infima erhélt.
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Dilatationen und Erosionen stehen damit in einem interessanten ordnungstheoretischen
Zusammenhang, denn sie stellen jeweils einen Teil einer Adjunktion dar, was wir im

Folgenden genauer beleuchten wollen.

Dilatationen, Erosionen und Adjunktionen

Es seien S und T geordnete Mengen sowie g: S — T und d: T — S Abbildungen
zwischen diesen Mengen. Das Abbildung-Paar (g, d) wird Adjunktion zwischen S und T'
genannt, wenn fiir alle s € S und alle ¢ € T' die Aquivalenz

tCrg(s) & d(t) Css

erfiillt ist. Die Abbildung ¢ heiftt dann auch obere Adjungierte von d, und umgekehrt
heiftt d auch untere Adjungierte von g.

Adjunktionen haben zahlreiche interessante Eigenschaften, von denen wir hier aber nur

ein paar wenige benennen wollen, die wir im Weiteren verwenden werden.

1.7.1 Proposition:  Eine Adjunktion (g,d) zwischen zwei geordneten Mengen S und
T hat folgende Eigenschaften:

(a) Die Abbildungen g und d sind monoton.

(b) idr CE (god) und (do g) C idg

(c) dogod=dund godog=yg

(d) Besitzt A C S ein Infimum []A, so besitzt auch g(A) ein Infimum, namlich
[19(A) = g(1A4).

(e) Besitzt A C T ein Supremum | | A, so besitzt auch d(A) ein Supremum, ndmlich
LJd(A) = d(L] A).

(f) Jede der Abbildungen g und d ist eindeutig durch die jeweils andere bestimmt, denn
es qgilt

d(t) = min g~ (1t) und  g(s) = max d*(]s).

Beweis:

(a) Ist « C y in S, so gilt sicherlich g(z) C g(x), woraus d(g(z)) C = C y, also
g(x) C g(y) folgt. Analog zeigt man die Monotonie von d.



1.7 Vier Grundtypen morphologischer Bildoperatoren 49

(b) Wegen d(t) C d(t) fir t € T ist t C g(d(t)), also idy C god, und d o g C idg zeigt

man analog.

(¢) Wegen der Monotonie von d und idy C god ist d £ dogod, und wegen do g C idg
ist dogod C d, also insgesamt d o g o d = d. Entsprechend zeigt man godo g = g.

(d) Wegen der Monotonie von ¢ ist g([ ] A) untere Schranke von g(A). Ist b € T eben-
falls untere Schranke von g(A), so gilt d(b) C « fiir alle a € A, also d(b) C []A,
woraus b C g([]A) folgt.

(e) Der Beweis verlauft analog zu (d).

(f) Fiir t € T ist d(t) C d(t) und daher ¢ C g(d(t)), so dass d(t) € g~ '(1t) gilt. Ferner
gilt t C g(s) und damit d(t) C s fiir jedes s € g~'(1t). Das beweist die erste
Gleichung, und die zweite lédsst sich analog dazu zeigen. O

Wir sehen damit, dass im Fall vollstdndiger Verbénde fiir jede Adjunktion (g,d) die
Abbildung ¢ eine Erosion ist und die Abbildung d eine Dilatation. Ferner sind die bei-
den ersten Eigenschaften in Proposition 1.7.1 charakteristisch fiir Adjunktionen, wie die

folgende Proposition zeigt.

1.7.2 Proposition: FEs seien S und T geordnete Mengen sowie g: S — T wund
d: T — S monotone Abbildungen zwischen diesen Mengen, welche die beiden Unglei-
chungen idy T (g od) und (dog) C idg erfillen. Dann ist (g,d) eine Adjunktion
zwischen S und T'.

Beweis:  Wir betrachten ein s € S und ein ¢t € T'. Aus der Ungleichung ¢t C ¢(s) folgt
dann d(t) C d(g(s))) E s wegen (d o g) C idg und der Monotonie von d. Umgekehrt
folgt aus der Ungleichung d(t) C s wegen id C (g o d) und der Monotonie von ¢ die
Ungleichung t C g(d(t)) C g(s). O

In Proposition 1.7.1 haben wir gesehen, dass eine obere Adjungierte beliebige Infima
erhélt. Die folgende Proposition zeigt, dass eine Abbildung zwischen vollsténdigen Ver-
bénden, die alle Infima erhélt, bereits eine obere Adjungierte ist. Die duale Aussage gilt
ebenso.

1.7.3 Proposition:  Fs seien S und T wvollstindige Verbinde sowie g: S — T und
d: T — S Abbildungen zwischen diesen Mengen.
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(a) Falls g beliebige Infima erhdlt, so hat g eine untere Adjungierte d,, die fir alle
t €T durch

dy(t) =] ]g7"(1t)
bestimmt ist.

(b) Falls d beliebige Suprema erhdlt, so hat d eine obere Adjungierte gq, die fir alle
s € S durch

ga(s) :== |_| d~'(]s)

bestimmt ist.

Beweis: ~ Wir fithren nur den Beweis der ersten Aussage aus, da sich die zweite dual
dazu zeigen lasst.

Fiir jedes s € S gilt dy(g(s)) =197 (19(s)) C s, was dy o g £ idg beweist. Fiir alle
t €T gilt g(dy(t)) = g([Ng~ (1)) =[1g(¢~*(1t)) 3 ¢, was idy C g o d, beweist. Nach
Proposition 1.7.2 ist daher (g,d,) eine Adjunktion, falls beide Abbildungen monoton
sind. Die Abbildung g ist als [ J-erhaltende Abbildung aber natiirlich monoton, womit
auch die Monotonie von d, folgt. O]

Aus Proposition 1.7.3 folgt unmittelbar die néchste Aussage, die wir weiter oben im Text
bereits erwahnt haben.

1.7.4 Korollar:  Zu jeder Dilatation ¢ gibt es genau eine Erosion € derart, dass (g,0)
eine Adjunktion ist. Und zu jeder Erosion e ¢ibt es genau eine Dilatation § derart, dass
(¢,6) eine Adjunktion ist.

Offnungen und SchlieBungen

Mit Dilatationen und Erosionen haben wir nunmehr zwei Grundtypen morphologischer
Bildoperatoren kennengelernt und festgestellt, dass es sich dabei um Adjungierte handelt.
Die beiden weiteren Grundtypen, die nun vorgestellt werden sollen, sind die sogenann-
ten Offnungen und Schliefungen, die eine enge Verbindung zu den Dilatationen und
Erosionen haben.

Wir bezeichnen eine Abbildung f: S — S auf einer geordneten Menge S als idempotent,
wenn f o f = f gilt, als extensiv, wenn id C f gilt, und als anti-extensiv, wenn f C id
gilt. Die Abbildung f wird Kern-Operator genannt, wenn f idempotent, monoton und
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anti-extensiv ist; sie wird Hillenoperator genannt, wenn sie idempotent, monoton und
extensiv ist. Typische Beispiele fiir einen Kern- bzw. Hiillenoperator sind die Bildung
des Inneren bzw. die Bildung des Abschlusses auf der Potenzmenge eines topologischen
Raumes. Im Bereich der morphologischen Bildoperatoren wird ein Kern-Operator auf
einem vollstindigen Verband als Offnung bezeichnet und ein Hiillenoperator auf einem
vollstdndigen Verband als Schlieffung.

In Proposition 1.7.1 haben wir gesehen, dass stets godog = ¢ fiir die beiden Abbildungen
einer Adjunktion (g, d) zwischen den geordneten Mengen S und T gilt, was zur Folge
hat, dass die Abbildung k = d o g idempotent ist. Ferner ist k als Verkettung monotoner
Abbildungen monoton und erfiillt aufserdem k C id, so dass k ein Kern-Operator ist.
Analog ldsst sich argumentieren, dass die Abbildung h = g o d ein Hiillenoperator ist.
Jedes adjungierte Paar (g,6) einer Dilatation § und einer Erosion e liefert daher eine
Offnung o = 6 o€ und eine Schliekung 3 = 0 4. In der Literatur werden Offnungen und
Schliefsungen, die auf diese Weise gebildet werden teilweise adjunktional genannt, wenn
(¢,0) eine Adjunktion auf einem Verband S und nicht zwischen zwei verschiedenen
Verbénden S und T ist. Diese Festlegung ist etwas subtil, da sich jeder Kern- oder
Hiillenoperator mittels einer Adjunktion zwischen zwei geordneten Mengen darstellen
lasst, die im Allgemeinen jedoch nicht gleich sind.

1.8 Diskretisierung bindrer Bilder

In Abschnitt 1.4 haben wir eine Methode kennengelernt, geeignete topologische Rédume
zu diskretisieren, also durch ,einfachere Rdume zu approximieren. Wir wollen nun der
Frage nachgehen, in wie weit sich das auf Teilmengen des Ausgangsraums iibertragen
lasst. Dadurch werden wir zu einer Diskretisierung geeigneter binarer Bilder gelangen, die
wir mit einer Diskretisierungsmethode vergleichen wollen, die HEIJMANS in [Hei94| vor-
stellt. Schlieklich nutzen wir die Diskretisierung bindrer Bilder, um zu einer Diskretisie-
rung von Bildoperatoren auf bindren Bildern zu gelangen.

Den wesentlichen Hinweis zur Approximation von Teilmengen haben wir bereits auf
Seite 24 bekommen. Wenn wir nédmliche den lokalkompakten Hausdorffraum X wie in
Abschnitt 1.4 mittels eines Uberdeckungssystems F approximieren, so gilt fiir jede Teil-
menge M C X die Gleichung

M= () d"(M).
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Dabei bezeichnet cl” (M) den Abschluss von M beziiglich der Topologie O(F). Jede
abgeschlossene Teilmenge A C X wird also ,yon aufen her* durch die Mengen cl(A) in
dem Sinn approximiert, dass sie Durchschnitt dieser Mengen ist. Und das Ergebnis der
Approximation ist fiir abgeschlossene Mengen exakt; fiir nicht-abgeschlossene Mengen
konnen wir das nicht erwarten, da die Approximation konstruktionsbedingt natiirlich
nicht in der Lage ist, Randpunkte zu ,erkennen®.

In einem konkreten Approximationsschritt — dargestellt durch H € F — ist also c1”(A)
eine Néherung fiir die Menge A. Wie verhélt sich das zu dem Raum Xy, der ja die zu

H gehorige Diskretisierung von X ist?

Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns, dass wir den Raum X als geordnete
Menge aller Punktabschliisse clgy(z) (z € X) auffassen konnen. (Hinweis: Es gilt natiir-
lich cly(x) = cl” ({x}). Wir verwenden die beiden unterschiedlichen Bezeichnungen, um
die Mengen cly(z) als Punkte des Raumes Xy besonders herauszustellen. Siehe hierzu
auch die Fufinote 3 auf Seite 24.) Wir halten folgende Aussage fest:

1.8.1 Proposition: Fir M C X und H € F gilt

" (M) = | clu(m).
meM
Beweis:  Fiir jedes m € M gilt clg(m) = ?({m}) C (M), so dass insgesamt
(M) 2 U,,cps clir(m) ist. Falls umgekehrt y € el (M) gilt, so kann ny(y) N M nicht
leer sein, so dass ein m € M mit m € ng(y) existiert; folglich ist y € clg(m). ]

Letztlich ist es die Lokalendlichkeit der Uberdeckung H, die in Proposition 1.8.1 die
Gleichheit herbeifiihrt. Wenn nun im Approximationsschritt H der Raum X durch Xy

diskretisiert wird, finden wir in der Teilmenge
clg(A) ={cly(a): a € A} C Xy

die zugehorige Diskretisierung unsere Menge A C X. In der anderen Richtung erhalten
wir fiir jede Teilmenge P C Xy eine Darstellung dy(P) in X, indem wir die Elemente
von P als Teilmengen von X vereinigen, so dass

dy(P) == | J{clu(z): cu(x) € P, x € X}

ist. Fiir jede Teilmenge M C X gilt demnach dg(cly(M)) = c1” (M), und die Diskreti-
sierungen cly (A) C Xy einer abgeschlossenen Menge A approximieren A in dem Sinne,
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dass A = (\perdr(clp(A)) ist. Im Hinblick auf die Ausfiihrungen in Abschnitt 1.7 be-
deutet das, dass wir binére Bilder diskretisieren konnen, wenn sie als System .A(X) eines

lokalkompakten Hausdorffraumes X modelliert sind.

Wir wollen im Folgenden dieses Vorgehen mit einem Ansatz von Henk HEIJMANS ver-
gleichen, den er in Kapitel 8 seines Buchs Morphological Image Operators [Hei94| vor-
stellt. Dazu werden wir das dort geschilderte Vorgehen hier zunichst kurz vorstel-

len.

HEIIMANS’ Modell eines binédren Bildes ist in oben genanntem Kontext eine abgeschlos-
sene Teilmenge des A C R". Seinem Vorgehen bei der Diskretisierung liegt die Idee eines
Abtastvorgangs zugrunde. Ein Sensor, dessen ,(Geometrie durch eine offene Teilmenge
C C R"™ gegeben ist, wird bei dieser Abtastung entlang eines Rasters bewegt, das durch
ein Gitter S = {kyu; + -+ + kyu,: k; € Z,1 < i < n} beschrieben wird. Dabei sind
Ui, ..., U, linear unabhéngige Vektoren des R™. Es wird o. B.d. A. die Annahme 0 € C
getroffen; dann ist fiir s € S durch Cy = C+s = {c+s: ¢ € C} (siehe auch Abschnitt 1.7)
der Sensor auf der Raster-Position s gegeben.

Der Sensor ,sieht das Bild A von der Position s aus, wenn C;N A # & ist. Um sicherzu-
stellen, dass jedes Bild erfasst werden kann, wird C' & S = R" gefordert, wobei C'® S =
= |J{Cs: s € S} ist. Die Diskretisierung o(A) des Bildes A ist nun einfach die Menge al-
ler Gitterpunkte, von denen aus der Sensor das Bild A sieht:

o(A):={se S: C;NA#o}

Die Sinnhaftigkeit dieser Diskretisierung belegt HEIJMANS, indem er zunéchst angibt,
was die Représentation o(V') einer diskreten Menge V' C S im R”™ sein soll:

)= U a]

seS\V

Da C definitionsgeméf offen ist, handelt es sich bei (V') stets um eine abgeschlossene
Menge. HEIJMANS weist nun nach, dass die beiden Abbildungen ¢ und g eine Adjunktion
(0,0) bilden. Folglich ist ihre Hintereinanderschaltung v := p o o ein Hiillenoperator.
Den Hiillenoperator v = p o 0 nennt HEIJMANS auch Approximations-Operator; die ab-
geschlossene Menge v(A) enthélt das Bild A und ist die zu der Diskretisierung o(A) ge-
horende Naherung fiir A. Erneutes Diskretisieren von (A) ergibt nach Proposition 1.7.1
wieder o(A).



54 1 Approximation

Schliefslich zeigt HEIIMANS, dass eine geeignete Verfeinerung des Gitters S und der Ab-
tastmenge C' dazu fithrt, dass der entsprechende neue Approximations-Operator 7 eine
bessere Naherung fiir das Bild A liefert. Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Aus-
fiihrung im Detail, da wir andernfalls zunéchst einen umfangreicheren Begriffsapparat
bereitstellen miissten. Sofern das Bild A und die Abtastmenge C' nicht ,entartet” sind,
diirfen wir uns den Prozess jedoch wie folgt vorstellen: Zuerst verkleinern wir die Men-
ge C' dem Durchmesser nach. Damit der Sensor im Prinzip weiter alles erfassen kann,
muss ein neues Gitter S derart gewahlt werden, dass C' & S = R” gilt. Dann wird
die Approximation y(A) von A in dem Sinne ,besser sein, als der Durchmesser von
v(A) \ A hochstens so grot wie vor der Verfeinerung ist. Iteriert man diese Verfeinerun-
gen derart, dass der Durchmesser von C' gegen Null strebt, so geht auch der Durchmesser
von y(A) \ A gegen Null. (Beziiglich der Hit-or-Miss-Topologie konvergiert dann ~v(A)
tatsdchlich gegen A.)

HEIJMANS’ Ansatz zur Diskretisierung binédrer Bilder hat einige Parallelen zu unserem
Vorgehen bei der Approximation abgeschlossener Mengen bzw. binédrer Bilder, das wir
zu Beginn dieses Abschnitts untersucht haben. Aufgrund die Forderung C'é® .S = R"”, die
sicherstellt, dass der ganze Raum abgetastet werden kann, ist ndmlich H := {C: s € S}
eine offene Uberdeckung des lokalkompakten Hausdorffraumes X := R”. Um alle Vor-
aussetzungen aus Abschnitt 1.4 zu erfiillen, fordern wir zusétzlich, dass C' eine relativ
kompakte Menge sei — diese Forderung bedeutet gegeniiber HEIJMANS’ Ansatz keine
echte Einschrinkung, da HEIJMANS sie selbst implizit als Voraussetzung fiir seinen Ap-
proximationssatz stellt.

Die Uberdeckung H liefert uns zu dem Bild A die Diskretisierung cl;(A). Eine Verbin-
dung zu dem Gitter S ldsst sich hier nicht sinnvoll herstellen: Die Elemente von cly(A)
sind zwar Teilmengen des R"™, konnen aber durchaus leeren Durchschnitt mit S haben,
so dass wir cly(A) im Allgemeinen nicht aus Punktabschliissen von Gitterpunkten ge-
winnen kénnen. Daher ist auch die Approximation cl? (A) von A in dem Sinne ,,genauer*,
dass A C cl” (A) C ~(A) gilt; konstruktionsbedingt ist v(A) eine beziiglich der Topologie
O(H) abgeschlossene Menge.

Ferner konnen wir festhalten, dass v im Allgemeinen kein topologischer Hiillenoperator
ist. Ein Hiillenoperator heifst topologisch, wenn seine Bilder genau die abgeschlossenen
Mengen einer Topologie sind. Folglich ist c1 offenbar topologisch. Man kann leicht zei-
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gen, dass ein Hiillenoperator ¢ genau dann topologisch ist, wenn er die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) p(2) =2
(ii) (AU B) = ¢(A) U ¢(B) fiir beliebige Teilmenge A, B

Die zweite Eigenschaft ist bei v im Allgemeinen nicht gegeben.

Diskretisierung von Bildoperatoren

Aufbauend auf seiner Methode zur Diskretisierung von Bildern stellt HEIJMANS auch
einen Ansatz vor, mit dem er geeignete Bildoperatoren diskretisieren kann. Bildopera-
toren sind dabei einfach Abbildungen der Menge A(R") in sich. Auch unserer Methode
der Diskretisierung durch Punktabschliisse lasst sich auf geeignete Bildoperatoren aus-
dehnen, was wir im Folgenden ausfiihren werden. Dabei gehen wir grundsétzlich ana-
log zum oben genannten Ansatz von HEIJMANS vor, was vor allem daran liegt, dass
es sich dabei um einen natiirlichen und naheliegenden Ansatz handelt, die Diskreti-
sierung bindrer Bilder auf Operatoren zu ,liften“. Daher verzichten wir auch darauf,
HEIJMANS’ Vorgehen hier im Detail vorzustellen. Ferner betrachten wir statt des R”
gleich einen lokalkompakten Hausdorffraum X mit seinen abgeschlossenen Teilmengen

A(X).

Zunichst gilt es festzulegen, was wir unter einer Diskretisierung eines Bildoperators
¢ A(X) — A(X) verstehen wollen. Dabei ist das folgende Diagramm hilfreich:

A(X) - A(X)
cy | |dug dy | |clg

PB(Xu) - B(Xn)

Fiir eine Uberdeckung H ist jedem Bild A € A(X) seine Diskretisierung cly(A) als
Teilmenge von Xy zugeordnet. Umgekehrt erhalten wir zu jeder Teilmenge P € Xp
durch Bilden der Vereinigung die Teilmenge d(P) von X, die nach Proposition 1.8.1
abgeschlossen ist. Thren Sinn erhélt die einzelne Diskretisierung cly(A) aber erst dadurch,
dass die Gesamtheit aller Diskretisierungen clg(A) (F' € F) die Menge A approximiert.
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Entsprechend sollten fiir alle F' € F die jeweiligen Diskretisierungen ¢g so beschaffen
sein, dass sie als Gesamtheit den Operator ¢ approximieren. Wir definieren daher wie
folgt:

1.8.2 Definition: Essei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, der geméf der in Ab-
schnitt 1.4 beschriebenen Methode mittels eines Uberdeckungssystems F approximiert
werde. Ferner sei ¢: A(X) — A(X) ein Bildoperator, und zu jedem F € F sei eine
Abbildung ¢r: P(Xr) — P(Xr) gegeben. Gilt nun

ﬂ [dF o QR o CIF(A)} = p(A)

FeF

fiir alle A € A(X), so nennen wir jeweils g eine zu F' € F gehorende Diskretisierung
von .

Vor dem Hintergrund dieser Definition ist es naheliegend, zu einem gegebenen Operator
v: A(X) — A(X) eine Familie von Abbildungen (¢r)per zu konstruieren, indem man
wp = clpoyp o dp fir alle F' € F setzt. Falls ¢ noch weitere Bedingungen erfiillt, kann
man auf diese Weise eine Diskretisierung von ¢ erhalten. Wir werden in dem folgenden
Satz nachweisen, dass die Scott-Stetigkeit von ¢ hinreichend ist; dabei ordnen wir die
Menge A(X) durch umgekehrte Mengeninklusion, wodurch A(X) zu einem stetigen Ver-
band wird - das haben wir in Abschnitt 1.6 nachgewiesen. Das Supremum einer Teilmen-
ge B C A(X) ist gleich [ B. Ein Operator ¢: A(X) — A(X) ist damit genau dann Scott-
stetig, wenn er die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) ¢(A) C p(B) gilt fiir beliebige Mengen A, B € A(X)

(i) (N B) = ¢(B) gilt fir jede Teilmenge B C A(X) mit der Eigenschaft, dass im
Durchschnitt zweier Elemente von B stets wieder ein Element von B enthalten ist.

1.8.3 Satz: st p: A(X) — A(X) ein Scott-stetiger Bildoperator und sind die Ope-
ratoren @p fir alle F' € F durch ¢ := clpop o dp gegeben, so ist jedes pp jeweils eine
zu F' gehdrende Diskretisierung von .

Beweis:  Wir miissen die Gleichheit (. z[droppoclp(A)] = p(A) fiir alle A € A(X)
nachweisen. Da dpoclp = ¢l nach Proposition 1.8.1 fiir alle F € F gilt, haben wir dazu
nach Definition von ¢p zu zeigen, dass (). z[cl” opocl”(4)] = ¢(A) fiir alle A € A(X)
gilt. Betrachten wir ein A € A(X) so gilt A C cI”(A) und folglich ¢(A) C p(clF(A)) C
C ol (p(cl"(A))) fiir alle F € F, woraus [z [cl” op o cl”(A)] D ¢(A) folgt.
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Wir werden nun nachweisen, dass fiir alle H € F

ﬂ [l opocl(A)] C ﬂ [cl" o o 1" (A)]
FeF FeF

gilt. Seien dazu H, F € F. Dann gibt es ein G € F mit ' < G und H < G, so dass
folglich fiir alle B € A(X) sowohl c1(B) C cl*(B) als auch c1“(B) C cl”(B) gilt. Damit
sehen wir

1 opocl(A) C cl opocd(A),

was uns insgesamt zu

ﬂ [cl% 0p 0 cl(A)] C " opocl”(A)
GeF

fithrt. Da diese Ungleichung fiir jede Wahl von F' € F gilt, erkennen wir

m {ClF op o ClF(A)} - ﬂ [CIF op o CIH(A)} .

FeF FreF

Nun ist aber ((pcz[cl” opocl”(A)] = ¢(cl”(A)) = p(c1”(A)), da ¢ auf A(X) operiert,
und es folgt

() [ oo (A)] C (1 w(cl”(A)).

FeF HeF

Indem wir die Scott-Stetigkeit von ¢ ausnutzen, kénnen wir

M (@A) = ¢ a™(4)) = ¢(A) = ¢(A)

HeF HeF

folgern, was die noch fehlende Ungleichung (o [cl” op o e (A)] C ¢(A) liefert. O

1.9 Hom6omorphie der Rdume Xy und spec O(F)

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir festhalten, dass die Rdume X, die in Ab-
schnitt 1.4 als Diskretisierungen des lokalkompakten Hausdorffraumes X auftreten, je-
weils homéomorph zum Spektrum spec O(F') des Verbandes O(F') sind. Dadurch stellen
wir eine interessante Verbindung zu einer Dualitét zwischen niichternen Rdumen und

speziellen vollstandigen Verbanden her.
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Eine nichtleere Teilmenge M C L eines Verbandes L heilst Filter, wenn M = TM ist
und aukerdem aus x,y € M bereits My € M folgt. Der Verband L ist distributiv, wenn
fiir alle x,y, z € L folgende Gleichung gilt:

rU(yNz)=(xUy)N(xzUz2)

In einem Verband L nennen wir ein Element p € L prim, wenn L \ |p ein Filter ist.
Insbesondere ist T nicht prim. Ein Element ¢ € L heiftt irreduzibel, wenn g # T gilt und
g maximal oder Tq \ {q} ein Filter ist. Falls der Verband L vollstandig ist, bezeichnen
wir die Menge

spec L :={p € L: p ist prim}

als das Spektrum von L.

1.9.1 Proposition:  Ist L ein Verband, so gilt:

(a) p € L ist genau dann prim, wenn p # T ist und fir alle x,y € L die Implikation
xMNyCp=xCpoderyCp
gilt.

(b) q € L ist genau dann irreduzibel, wenn q # T ist und fir alle x,y € L die Implika-
tion
xMNy=q = x=q odery=q
gilt.

(c) Alle primen Elemente sind irreduzibel.

(d) Falls L distributiv ist, sind alle irreduziblen Elemente prim.

Beweis:

(a) Die Implikation [x NMyCp = xCpoderyC p] ist aquivalent zur Implikation
[x,y eL\|p=zNyelL)\ lp]; letztere ist erfiillt, wenn p = T gilt oder L\ |p
ein Filter ist. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit der Implikation, dass L \ |p ein
Filter ist, falls diese Menge nicht leer ist; andernfalls gilt aber p = T.

(b) Die Implikation [z My = ¢ = 2 = g oder y = ¢] ist dquivalent zur Implikation
[,y € 1¢\{q} = =Ny € 1¢\{q}]; letztere ist erfiillt, wenn ¢ maximal oder T¢\{q}
ein Filter ist. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit der Implikation, dass ¢\ {¢} ein

Filter ist, falls diese Menge nicht leer ist; andernfalls ist ¢ aber maximal.
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(c¢) Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(d) Es sei pirreduzibel, und es gelte My C p. Dann gilt p = pU(zMNy) = (pUz)MN(pUy),
da L distributiv ist, und folglich p = (p U z) oder p = (pU y), da p irreduzibel ist.
Somit ist x C p oder y C p. n

Fiir einen vollstdndigen Verband L und p € L fithren wir folgende Bezeichnungen
ein:
Vi(p) :==TpNspecL,  Ar(p):=specL\ V(p) =specL\ Tp

Ist M eine beliebige Teilmenge von L und E eine endlich Teilmenge von L, so lassen sich
die folgenden Identitéten mittels Proposition 1.9.1 leicht nachpriifen.

Die Mengen der Form Ay (p) mit p € L bilden demnach eine Topologie auf spec L, die als
Hiillen-Kern-Topologie bezeichnet wird. Die Menge der Form V,(p) sind die abgeschlos-
senen Mengen von spec L beziiglich der Hiillen-Kern-Topologie.

Die offenen Mengen O(Y) eines topologischen Raums Y lassen sich durch Mengeninklu-
sion ordnen; (O(Y'), C) ist dann ein vollstiandiger Verband (vgl. Abschnitt 1.6). Eine in
Y abgeschlossene nichtleere Menge A heifst irreduzibel, wenn sie nicht die Vereinigung
zweier abgeschlossener echter Teilmengen von A ist. Somit ist A genau dann irreduzibel,
wenn A® irreduzibel im Verband O(Y') ist. Punktabschliisse, also abgeschlossene Mengen
der Form A = @ mit y € Y, sind stets irreduzibel. Jedem Punkt y € Y lasst sich also
durch die Abbildung

&y = (y— @C): Y — specO(Y)

ein irreduzibles Element von O(Y) zuordnen; dieses ist sogar prim, da O(Y") distributiv
ist. Falls zu jeder irreduziblen abgeschlossenen Teilmenge A C Y genau ein Punkt y € Y
mit A = {y} existiert, so nennen wir den Raum Y niichtern; die Niichternheit von Y ist

somit dquivalent zur Bijektivitat von &y .

Zur weiteren Verwendung halten wir noch folgende Eigenschaft irreduzibler abgeschlos-

sener Mengen fest:
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1.9.2 Proposition: Ist A C Y eine irreduzible, abgeschlossene Teilmenge des topo-
logischen RaumsY und sind Uy, ..., U, (n € N) endlich viele offene Menge in'Y derart,
dass UyNA# @ firallel <i<n gilt, soist (|, UiNA#D.

Beweis:  Ware (., U;N A =@, so ware [;_, U; N A]C NA=Y NA= A und folglich
A=USnA)U---U (U,EL NA), so dass A nicht irreduzibel wére. O

Wir wollen den soeben eingefiithrten Begriffsapparat mit der in Abschnitt 1.4 beschrie-
benen Approximation topologischer Rdume in Verbindung bringen und diese damit in
einen abstrakteren Rahmen einbetten. Dazu betrachten wir wieder einen lokalkompakten
Hausdorffraum X, zu dem ein System F von Uberdeckungen von X durch relativ kom-
pakte, offene Mengen mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) |JF ist eine Basis von X.
(ii) Zu allen F,G € F gibt es ein H € F mit FF < H und G < H.

Wir hatten bereits festgestellt, dass sich die approximierenden Raume Xp (F € F)
als geordnete Menge von Punktabschliissen clz(z) (z € X) beziiglich der von der Uber-
deckung F erzeugten Topologie O(F') auffassen lassen. Diese Punktabschliisse
sind — aufgefasst als Teilmengen von X —irreduzible F-abgeschlossene Mengen, das heifit,
ihre Komplemente sind prim im Verband O(F’). Durch die Abbildung

clp(z) — X \ clp(z): Xp — spec O(F)
wird daher jedem Element von X ein Element im Spektrum von O(F') zugeordnet.
1.9.3 Lemma:  Zu jedem U € spec O(F) gibt es ein clp(x) € Xp mit U = clp(x).

Beweis:  Die Menge A :=U Cist irreduzibel, da U prim in O(F) ist. Wir betrachten
die Menge aller Umgebungen ng(a) mit a € A. Nach Proposition 1.9.2 haben je endlich
viele dieser Umgebungen einen nichtleeren Durchschnitt mit A. Das gleiche gilt dann fiir
ihre kompakten Abschliisse np(a), so dass insgesamt Nac Anr(a)N A # @ ist. Das heifit,
es gibt einen Punkt z € A mit np(z) Nnp(a) # @ fir alle a € A. Da F lokalendlich
ist, gibt es aber insgesamt nur endlich viele Umgebungen der Form ng(y) (y € Y), die
np(z) schneiden. Das bedeutet, es gibt endlich viele Punkte ay,...,a, € A (n € N)
derart, dass zu jedem a € Aeini € {1,...,n} mit np(a) = np(a;) existiert. Folglich ist
Nueanr(a) NA =N np(a;) VA # @, so dass ein & € A existiert mit x € np(a) fir
alle a € A. Das heifst, es gilt a € clp(x) fir alle a € A, so dass A = clp(x) ist. O
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Lemma 1.9.3 zeigt uns, dass die oben angegebene Abbildung eine Bijektion zwischen
Xr und spec O(F) ist. Dartiber hinaus ist sie sogar ein Homéomorphismus, wobei wir
spec O(F) mit der Hiillen-Kern-Topologie versehen. Um dies zu erkennen, ist die folgende
Proposition von Nutzen:

1.9.4 Proposition:  FEine Teilmenge A C Xp ist genau dann abgeschlossen in Xp,
wenn es eine F'-abgeschlossene Menge T' C X derart gibt, dass

A={clp(z): z € X, clp(x) C T}

qgilt.

Beweis:  Falls es eine F-abgeschlossene Menge T' C X derart gibt, dass A C X durch
A = {clp(z): x € X, clp(x) C T} beschrieben wird, so ist A eine untere Menge, also
abgeschlossen in der Alexandroff-Topologie. Sei nun umgekehrt A = {clgp(m): m € M}
cine untere Menge. Nach Proposition 1.8.1 gilt ¢l (M) = |J,,cp;clr(m) = JA. Mit
T := (M) gilt clp(m) C T fiir alle clp(m) € A. Ist andererseits clp(z) C T fiir ein
x € X, so haben wir clp(z) C clp(m) fiir ein m € M, also clp(z) € A.

Anstelle dieses direkten Beweises kann man auch argumentieren, dass die abgeschlosse-
nen Mengen in X gerade die Bilder F-abgeschlossener Mengen in X unter clg sind. [

Nun sehen wir rasch, dass die Abbildung clg(z) — X\ clp(z): Xr — spec O(F) ebenso
wie ihre Umkehrabbildung abgeschlossene Mengen wieder auf abgeschlossene Mengen
abbildet, so dass sie ein Homéomorphismus ist: Ist ndmlich A abgeschlossen in X so
existiert eine F-abgeschlossene Menge T' mit A = {clp(z): © € X, clg(x) C T}. Das
Bild von A ist die Menge {U € spec O(F): Tt C U} = Vo (TB), die abgeschlossen
in spec O(F) ist. Betrachten wir umgekehrt eine abgeschlossene Menge Vo(r) (V) in
spec O(F) so ist ihr Urbild die Menge {clp(2): z € X, clp(z) C VC}, die abgeschlossen
in X ist, da es sich offenbar um eine untere Menge handelt.

Die Homéomorphie zwischen Xr und spec O(F') ist deshalb interessant, weil sie uns
zu verstehen hilft, dass sich die Rdume Xp und die Verbiande O(F') dual zueinander
verhalten. Grund dafiir ist eine Dualitit zwischen der Kategorie SOB der niichternen
topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen dazwischen und der Kategorie F'RM,
der vollstdndigen Verbénde, in denen die primen Elemente ordnungserzeugend sind, mit

solchen Abbildungen dazwischen, die beliebige Suprema und endliche Infima erhalten.
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(Eine Teilmenge M C P einer geordneten Menge (P, C) heifst ordnungserzeugend, wenn
p=[](TpN M) fiir alle p € P gilt.)

Wir werden besagte Dualitdt im Folgenden skizzieren, ohne Beweise zu liefern. Im Detail
konnen die Zusammenhénge in [GHK'03] nachgelesen werden, insbesondere in Kapi-
tel V-4.

Wir haben bereits weiter oben gesehen, dass wir zu jedem vollstdndigen Verband L das
Spektrum spec L bilden und mit der Hiillen-Kern-Topologie versehen kénnen. Auf diese
Weise erhalten wir einen topologischen Raum, von dem sich zeigen lésst, dass er stets
niichtern ist. Um aus der Zuordnung L +— spec L einen Funktor zu gewinnen, miissen wir
erklaren, was mit einem Morphismus ¢: L — M zwischen zwei vollsténdigen Verbanden
L und M unter spec geschehen soll. Wir fordern von ¢, dass es beliebige Suprema und
endliche Infima erhélt. Dann besitzt ¢ eine obere Adjungierte 7: M — L, die durch
7(m) = max @' (/m) bestimmt ist. Es ldsst sich zeigen, dass 7(spec M) C spec L ist,
so dass wir specy: spec M — spec L einfach als Einschriankung von 7 auf spec M im
Urbild und spec L im Bild definieren. Man kann dann zeigen, dass spec ¢ stetig beziiglich
der Hiillen-Kern-Topologie ist.

Den Weg von den niichternen topologischen Rdumen zu den vollstdndigen Verbanden
liefert uns der Funktor O, der jedem Raum Y den Verband O(Y') seiner offenen Mengen
zuordnet. Einer stetigen Abbildung f:Y; — Y3 weisen wir dabei mit U — f~1(U)
eine Abbildung O(f): O(Y2) — O(Y7) zu, die natiirlich beliebige Suprema und endliche
Infima erhélt. In O(Y") sind die primen Elemente ordnungserzeugend, da A = J,. 4 m
fiir jede in Y abgeschlossene Menge A gilt.

Fiir die Dualitat zwischen FFRM, und SOB brauchen wir noch natiirliche Transforma-
tionen, die die natiirliche Aquivalenz von spec @ und der Identitét in SOB bzw. O spec
und der Identitdt in F'RM, herstellen. Beide haben wir bereits weiter oben kennen-
gelernt: Die eine besteht aus den Abbildungen Ap: L — O(spec(L)) fiir L € FRM,.
Eine Abbildung Ay ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die in L primen Elemente
ordnungserzeugend sind. Die andere natiirliche Transformation besteht aus den Abbil-
dungen & : Y — spec(O(Y)) fiir alle Y € SOB. Eine Abbildung &y ist genau dann ein

Homo6omorphismus, wenn Y niichtern ist.

Kommen wir zuriick zu unserem zu approximierenden Raum X. Fiir jede Uberdeckung
F € F hat X eine Topologie O(F'). Der Verband O(F') gehort zur Kategorie F'RM,, so

dass ihm der niichterne topologische Raum spec O(F’) dual zugeordnet ist. Von letzterem
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haben wir gezeigt, dass er homéomorph zu Xp ist. Die Rdume X und die Verbénde

O(F) verhalten sich also dual zueinander.

Beim Approximieren betrachten wir den inversen Limes der Rdume X, wobei wir fiir
alle F;G € F mit ' < G die durch ppg(clg(z)) = clp(z) (mit z € X) gegebenen
stetigen Abbildungen prg: X¢ — X verwenden. Beim ,Dualisieren gehen die Rdume
Xr bzw. X¢ in die Verbénde O(F') bzw. O(G) iiber; aus der Abbildung prg: X¢ — Xp
wird dabei die Abbildung ipg: O(F) — O(G), die durch ipg(U) = U bestimmt ist.
Dual zum inversen Limes der Rdume X konnten wir also auch den direkten Limes der

Verbiande O(F') und der Abbildungen ipg betrachten.
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Grauwertbilder

2.1 Die weit-weit-unter-Relation in vollstiandig distributiven
Verbanden

In [Hei94, Kapitel 10] definiert HEIIMANS die beiden Begriffe des zuldssigen und des
stark zuldssigen Verbandes. Im weiteren Verlauf seiner Monographie sind stark zuléssi-
ge Verbiande Voraussetzung fiir zahlreiche Ergebnisse zu morphologischen Operatoren,
die insbesondere fiir Grauwertbilder eine Rolle spielen — wir werden darauf in spéteren
Abschnitten dieses Textes zuriickkommen. Dennoch gibt HEIJMANS kaum Hintergrund-
information zu den beiden Begriffen, die er definiert. Die Art seiner Definitionen und
die Tatsache, dass nicht alle Beispiele, die er dazu bringt, korrekt sind, gibt Anlass, die
Begriffe genauer zu diskutieren. So wird im Folgenden dargelegt, dass zuléssige Verbéan-
de nichts anderes sind als vollstindig distributive Verbande. Des Weiteren werden wir
stark zulédssige Verbénde genauer betrachten und unter anderem eine Charakterisierung
derselben im endlichen Fall geben. Insgesamt wird die Untersuchung stark zulassiger
Verbéande zu der Vermutung fithren, dass natiirliche Beispiele fiir solche Verbdnde im
Wesentlichen total geordnete Mengen sind.

Es sei L ein vollstandiger Verband. Fiir zwei Elemente s,t € L sagen wir, dass s weit-
weit-unter t ist, (in Zeichen: s <« t) wenn jede Teilmenge M C L mit ¢t C | | M ein
m € M besitzt mit s = m. Dual dazu sagen wir, dass s weit-weit-tiber t ist (in Zeichen:
s >> t), wenn jede Teilmenge M C L mit [ |M C t ein m € M besitzt mit m C s.
HEIJMANS definiert in [Hei94, Kapitel 10| die beiden Relationen unterhalb (below) und
oberhalb (above), die genau die beiden Relationen weit-weit-unter und weit-weit-iber
sind.
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Die weit-unter-Relation < — und dual dazu die weit-iiber-Relation — ist analog zu <«
definiert, wobei jedoch nur gerichtete Mengen M betrachtet werden. Ein vollstandiger
Verband heifst stetig, wenn jedes © € L gerichtetes Supremum aller y < z ist. (Siehe
hierzu auch Abschnitt 1.6.)

2.1.1 Proposition:  Die Relation << auf einem vollstindigen Verband L besitzt fol-
genden FEigenschaften fiir alle w,x,y,z € L:

(1) r<Ky = Ly

() wCr<Kylz = wKz
(i) L <o Vo#Ll
Zusatzlich gilt:

(iv) s <Ky = <y

Beweis:

(i) Dies folgt direkt aus y C | [{y}.
(i) Ist z C | | M fiir eine Menge M C L, so auch y C | | M, das heifst, es gibt ein
m e M mit wC z & m.
(iii) Zu beachten ist | |@ = L, weshalb | <& | ist. Ansonsten ist die Aussage trivial.

(iv) = < y ist die stérkere Bedingung, da hier beliebige und nicht nur gerichtete
Suprema betrachtet werden. O

Einen vollstdndigen Verband L bezeichnen wir als vollstindig distributiv, wenn fiir jede
Familie {x; ; € L: i € I, j € J(i)} von Elementen in L die Gleichung

1L == U Teiso
)

iel jed(i feM el

gilt, wobei I eine Indexmenge ist, zu der fiir jedes i € I eine Indexmenge J(i) existiert,
und M die Menge aller Auswahlfunktionen ist, die jedem Element in i € I einen Wert
in J(i) zuordnen. Grundlegende Arbeiten zu vollsténdig distributiven Verbénden sind
die Artikel [Ran52| und [Ran61| von RANEY.

2.1.2 Proposition: FEs sei L ein wvollstindiger Verband, in dem die Identitdt
r=||y € L:y < x} fir alle x € L gilt. Sind dann u,w € L mit u < w sowie
M C L mitwC||M, so gibt es ein m € M mit u <& m.
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Beweis:  Nach Voraussetzung gilt m = | [{x € L: z << m} fiir jedes m € M, so dass
|_|M = |_|{x € L:3Ime Max < m}

ist. Wegen u << w gibt es dann ein x € L und ein m € M mit v << m und u C z, so
dass u < m ist. O]

2.1.3 Satz:  Ein vollstindiger Verband L ist genau dann vollstindig distributiv, wenn
jedes x € L Supremum aller y < x ist. In dieser Situation hat die Relation < fol-
gende Interpolationseigenschaft: Sind u,w € L mit u << w, so gibt es ein v € L mit
UK v <K w.

Beweis:  Den Beweis der ersten Aussage fiithren wir hier nicht aus, da wir, um die
erste Aussage zu beweisen, den Beweis von Theorem 1-2.7 in [GHK™*03] nahezu wortlich
iibernehmen kénnen; dabei ersetzen wir lediglich

(i) ,yollstandiger Halbverband“ durch ,yollstdndiger Verband*
(ii) alle gerichteten Suprema durch beliebige
(ili) < durch <«
Mittels Proposition 2.1.2 sehen wir, dass aus u << w wegen w = | {v € L: v << w}

die Existenz eines v € L mit © <€ v << w folgt, womit die Interpolationseigenschaft
nachgewiesen ist. O

Der folgende Satz iiber vollstandig distributive Verbéande ist sinngeméf in [GHK103] als
Theorem I-3.16 zu finden. Wir werden ihn hier nicht beweisen.

2.1.4 Satz:  Fir einen vollstindigen Verband L sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) L ist vollstandig distributiv.

(ii) Sowohl L als auch L°° sind distributive, stetige Verbinde.

(iii) L ist stetig und jedes Element von L\{L} ist das Supremum ko-primer Elemente.
(117°) L ist ko-stetig (das heifst, L°P ist stetig) und jedes Element von L\ {T} ist das

Infimum primer Elemente.
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Nach HEIJMANS (vgl. [Hei94|) nennen wir einen vollsténdigen Verband L zuldssig (ad-

missible), wenn fir alle s,t € L gilt:

(i) t=|J{s € L: s unterhalb t} =[1{s € L: s oberhalb t}

(ii) s unterhalb t impliziert s unterhalb r unterhalb t fiir ein r € L, und s oberhalb t

impliziert s oberhalb r oberhalb t fiir ein r € L
Falls zusatzlich die Bedingung

(iii) s unterhalbt < t oberhalb s (s # T,t# 1)

gilt, heiltt L stark zuldssig (strongly admissible).

Nach dem bisher gezeigten, sehen wir leicht, dass diese Definition eine gewisse Redun-
danz besitzt und die Begriffe ,yollstdndig distributiver Verband®“ und ,zuléssiger Ver-
band“ zusammenfallen: Die Relation unterhalb ist identisch mit der Relation <, und
wenn t = | {s € L: s <« t} fiir jedes t € L gilt, so ist L nach Satz 2.1.3 vollstandig
distributiv. Vollstdndige Distributivitét ist aber eine selbst-duale Eigenschaft, das heifit,
mit L ist auch L°? vollsténdig distributiv; das folgt aus der Aquivalenz der beiden ersten
Aussagen in Satz 2.1.4. Da << e gleich der Relation weit-weit-iiber bzw. oberhalb in L
ist, folgt bereits ¢t = [ |{s € L: s oberhalb t}. Auch die zweite Bedingung in HEIJMANS’
Definition ist bereits erfiillt, da << nach Satz 2.1.3 die Interpolationseigenschaft be-
sitzt. Die Eigenschaft stark zuldssig besagt nun, dass der Verband L

vollstéandig distributiv ist und fiir alle s, € L mit s # T und t # L

die Aquivalenz s << t < t >> s gilt. Somit handelt es sich um eine

echte Verschiarfung von vollstindig distributiv, da aus s <& t im Allge-

meinen nicht ¢ >> s folgt. Der nebenstehende Verband ist beispielsweise

vollstandig distributiv aber nicht stark zuléssig, denn fiir das mit = be-

zeichnete Element gilt © <€ x und zugleich x >> .

Bevor wir uns mir dem Begrift stark zuldssig nédher befassen, stellen wir noch ein paar
Ergebnisse iiber vollstandig distributive Verbédnde und die weit-weit-unter-Relation zu-

Salmiern.

2.1.5 Proposition:  Fir je zwei Elemente x,y eines vollstindigen Verbandes L gilt

vy & yZ| |\ 12).
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Beweis:  Definitionsgemaf ist * << y genau dann, wenn jede Teilmenge M C L mit
y C | | M ein m € M mit z C m enthalt. Somit ist * <& y genau dann, wenn y IZ | | M
fir jedes M C L aus M C L\ Tz folgt; und M = L\ Tz ist maximal mit dieser
Eigenschaft. m

Wir bezeichnen ein Element p € L eine Verbandes L als prim, wenn fiir jede endliche
Teilmenge M C L aus [ | M C p bereits m C p fiir ein m € M folgt. Das ist dquiva-
lent dazu, dass L\ |p ein Filter ist. Wir nennen ¢ ko-prim in L, wenn es prim in L°P
ist.

Wir bezeichnen ein Element p € L eines Verbandes L als M-irreduzibel, wenn fiir jede
endliche Teilmenge M C L aus p = [ | M bereits p € M folgt. Das ist dquivalent dazu,
dass p # T gilt und p maximal oder Tp \ {p} ein Filter ist. Wir nennen ¢ U-irreduzibel

in L, wenn es -irreduzibel in L°P ist.

Man beachte, dass T nicht prim und nicht M-irreduzibel ist, und dass L nicht ko-prim
und nicht U-irreduzibel ist.

In einem distributiven Verband fallen die Begriffe prim und M-irreduzibel (bzw. ko-prim

und U-irreduzibel) zusammen.

Satz 2.1.4 legt die Vermutung nahe, dass es — zumindest in vollstindig distributiven
Verbédnden — einen Zusammenhang zwischen der weit-unter- und der weit-weit-unter-

Relation gibt. Die folgende Proposition gibt dazu Auskunft:

2.1.6 Proposition: In einem vollstindig distributiven Verband L gelten die folgen-
den Aussagen fiir alle z,y € L:

(a) * <Ky & v Cqg<y fir ein ko-primes Element q € L.

(') >y & x dp>vy fir ein primes Element p € L.

(b)) x=| g€ L: q<xundq ist ko-prim} =| {q € L: ¢ &< = und q ist ko-prim}
(b)) x=[Hp€L:p>xundpist prim} =[{p € L: ¢ > x und p ist prim}

Bewes:

(a) Ist z <« y, so finden wir durch Interpolation ein Element v € L mit z <« u < .
Da u Supremum ko-primer Elemente ist, folgt aus © << u, dass es ein ko-primes
Element ¢ € L mit x C ¢ C u gibt. Ferner gilt ¢ << y, woraus ¢ < y folgt. Gilt
umgekehrt  C ¢ < y fiir drei Elemente z,q,y € L, von denen ¢ ko-prim ist, und
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ist M C L eine Teilmenge von L mit y C | | M, so gibt es eine endliche Teilmenge
E C M mit ¢ C | |E. Da ¢ ko-prim ist, gilt bereits ¢ C e fiir ein e € F, so dass
r K y folgt.

(b) Zu jedem u € L mit u << z gibt es nach (a) ein ko-primes ¢ € L mit u C ¢ < z.
Wegen z = | [{u € L: u <« x} folgt daraus die erste Gleichung. Ferner folgt aus
(a), dass ¢ K =z < ¢ < «x fir alle ¢,z € L gilt, bei denen ¢ ko-prim ist. Das

beweist die zweite Gleichung.

Da mit L auch L°? vollstédndig distributiv ist, folgen (a’) und (b’) als duale Aussagen
aus dem bisher Gezeigten. O]

2.1.7 Korollar:  FEs seien p,q,x € L FElemente eines vollstandig distributiven Ver-
bandes L, wobei p zudem prim sei sowie ¢ ko-prim. Dann gelten die beiden Aquivalenzen

<Kzr & gLz und P> & p>.
Beweis:  Das folgt unmittelbar aus Proposition 2.1.6. O

2.1.8 Lemma: Fir jede wollstindige Kette L ist die FEigenschaft, dass auf
L\ {L, T} die Menge der kompakten Elemente mit derer der ko-kompakten Elemente
tibereinstimmt, notwendig und hinreichend dafir, dass L stark zuldssig ist. Insbesondere

st jede endliche Kette stark zuldssig.

Beweis:  Da L eine Kette ist, gilt die Implikation x C vy = x < y fiir alle x,y € L.
Und falls y # L ist, gilt * < y = 2 < y. Ebenso impliziert x C y stets y > x, und
falls x # T ist, folgt y >> x aus y > .

Wir sehen damit rasch, dass L stetig ist, denn jedes u € L mit | [{v € L: v C u} C w ist
kompakt. Analog folgt die Stetigkeit von L°P, und da beide Verbénde distributiv sind,
ergibt sich die vollstdndige Distributivitiat von L mittels Satz 2.1.4.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Elemente x,y € L mit x # T und y # L. Gilt
r < vy, so ist insbesondere x C y, also y > x und damit y >> 2, da x # T ist. Analog
folgt v << y aus y > =.

Nun nehmen wir an, L habe die Eigenschaft, dass auf L\ { L, T} die Menge der kompak-
ten Elemente mit derer der ko-kompakten Elemente iibereinstimmt; ferner sei
x € L\ {L, T} Falls z <« z ist, folgt © < =z, das heift, z ist kompakt und damit
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nach Voraussetzung auch ko-kompakt, womit = > x und x >> x folgen. Fiir die Impli-
kation x >> xr = x < r argumentiert man analog, und wir sehen, dass L stark zuléssig

1st.

Falls L nicht die Eigenschaft besitzt, dass auf L\ {L, T} die Menge der kompakten
Elemente mit derer der ko-kompakten Elemente {ibereinstimmt, das heift, falls 0. B.d. A.
einx € L\ {L, T} existiert, das kompakt aber nicht ko-kompakt ist, so gilt * < x und
damit r < z. Es ist jedoch x % z, denn andernfalls wére = ko-kompakt. Somit ist L
nicht stark zulassig.

Falls L endlich ist, sind alle Elemente von L kompakt und ko-kompakt. O

Wir wollen die obigen Ergebnisse nun einsetzen, um den Begriff ,stark zuléssig* ge-
nauer zu beleuchten, wobei wir uns auf endliche Verbande beschrinken. Im Folgen-
den sei deshalb L ein endlicher distributiver Verband. (Dann ist L insbesondere voll-
standig distributiv, da endliche Verbédnde immer stetig sind, denn die Relationen C
und < stimmen dann iiberein.) Das folgende Korollar ergibt sich rasch aus Proposi-
tion 2.1.6.

2.1.9 Korollar:  Es sei L ein endlicher distributiver Verband.

(a) Firz € L gilt © << x genau dann, wenn x ko-prim ist.
(a’) Firx € L gilt © >> x genau dann, wenn x prim ist.

(b) Fiir jedes prime Element p € L besitzt die Menge L\ |p ein kleinstes Element
q € L, dieses ist ko-prim.

(b’) Fiir jedes ko-prime Element q € L besitzt die Menge L\ Tq ein grifites Element
p € L; dieses ist prim.
Falls L zudem stark zuldssig ist, haben wir ferner:

(¢) Fiir alle x € L\ {L, T} gilt die Aquivalenz: x ist ko-prim < x ist prim.

Beweis:  Wir zeigen (b): Weil p prim ist, handelt es sich bei L\ |p um einen Filter,
so dass diese Menge ein kleinstes Element ¢ besitzt, da sie endlich ist. Wére ¢ = v U v
fiir zwei Elemente u,v € L\ {¢}, folgte u,v € |p und damit ¢ € |p im Widerspruch zur

Konstruktion von ¢, so dass ¢ U-irreduzibel, also ko-prim ist.

Der Beweis von (b’) erfolgt analog; die Aussagen (a), (a’) und (c) sind trivial. O
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Wir haben bereits gesehen, dass jede endliche Kette stark zuléssig ist. Abbildung 2.1(a)
zeigt den (sein Méchtigkeit nach) kleinsten Verband, der stark zuldssig aber keine Kette
ist. Indem wir iiber (ehemals) T ein weiteres Element anfiigen (vgl. Abbildung 2.1(b)),
zerstoren wir bereits die Eigenschaft, stark zuléssig zu sein, da dann das mit p bezeichnete
Element rM-irreduzibel aber nicht U-irreduzibel ist. Aus dem gleichen Grund sind auch
die iibrigen Verbénde in Abbildung 2.1 nicht stark zulédssig. Aus Abbildung 2.1(c) wird
damit insbesondere deutlich, dass sich starke Zuléssigkeit nicht auf Produkte iibertragt,
denn dieser Verband ist das Produkt zweier endlicher Ketten. Abbildung 2.1(d) zeigt
einen Potenzmengenverband, weshalb auch diese im Allgemeinen nicht stark zuléssig
sind.

(b) () (d)

Abbildung 2.1: Beispiele fiir einen stark zuléssigen Verband (a) und drei nicht stark

zuléssige Verbande

Diese Beispiele lassen vermuten, dass es wohl nicht sehr viele endliche Verbénde ge-
ben wird, die stark zuldssig sind. Der folgende Satz benennt die mdglichen Varian-
ten.

2.1.10 Satz: FEs sei L ein endlicher Verband, der stark zuldssig ist. Dann ist L
entweder eine Kette, oder L ist ein ,Stapel* von Verbinden des in Abbildung 2.1(a)
gezeigten Typs. (Siehe Abbildung zum Beweis.)
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Beweis:  Wir bezeichnen mit P die Menge der primen Elemente von L vermindert um
{L}. Dann ist P zugleich die Menge der ko-primen Elemente von L vermindert um {T }.
Mit der von L induzierten Ordnung ist P selbst eine geordnete Menge. Ferner bezeichne
Py die Menge der minimalen Elemente von P.

Wir kénnen vier Fille fiir die Méchtigkeit von F, unterscheiden:

Fall I: Py =@. Es folgt P =@, also L={1}oder L={1,T};in
beiden Fallen ist L eine Kette. T

Fall II: Py = {p}. Hier kénnen wir per Induktion tiber die Méachtig-
keit von P nachweisen, dass P eine Kette ist:

Fir P = {p} gilt diese Behauptung offenbar. Nehmen wir nun an,

es ware |P| > 1.

Es ist p das kleinste Element von P. Die Menge L \ |p besitzt nach
Korollar 2.1.9 ein kleinstes Element p’, das ko-prim ist, das heifst,
es gilt p' € P, dap’ # T wegen |P| > 2 ist. Zudem gilt dann p C p/,

und p’ ist das kleinste Element von P\ {p}.
b3 2

In L gilt L C pund p C x fiir alle z € L. Daher ist auch L' :=

= L\ {L} ein endlicher distributiver Verband. Fiir die Menge P’ s
seiner primen Elemente auker L, = p gilt P’ = P\ {p}. Damit . .
erfiillt P’ die Induktionsvoraussetzung, und wir konnen folgern, dass

P’ eine Kette ist. Dann ist aber offenbar auch P eine Kette. Da P

eine Kette ist, muss es sich bei L ebenfalls um eine Kette handeln. L
Fall III: Py = {p1, p2} mit p; # py. Diesen Fall betrachten wir weiter unten genauer.

Fall IV: Py enthélt mindestens drei paarweise verschiedene Elemente pq, ps und p3. Nach
Korollar 2.1.9 besitzt die Menge L \ |p; ein kleinstes Element p € P. Das heifst, p ist
das kleinste Element von P \ {p;}, was im Widerspruch zur Minimalitét von ps und p3
steht. Der Fall IV kann daher gar nicht auftreten.

Wenden wir uns also dem verbleibenden Fall III zu. Wegen der Minimalitdt von p; und
Py ist pr Mpy = L. Falls P = F ist, gilt py Ups = T, und L ist der Verband in
Abbildung 2.1(a).

Nehmen wir als néchstes an, dass es ein p € P mit p ¢ By gibt. Es ist p; das kleinste
Element in L, das nicht in |py liegt; umgekehrt ist p, das kleinste Element in L, das
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nicht in |p; liegt. Folglich ist p obere Schranke von Fp, so dass s := p; LIpy # T ist.
Fiir jedes z € L gilt x ¢ {L,p1,p2,5} < s C x. Daher besitzt die Menge P \ {p1,p2}
mindestens zwei minimale Elemente p3 und p4, denn andernfalls wére s (ko-)prim, was
im Widerspruch zur Definition von s stiinde. Mehr minimale Elemente kann die Menge
P\ {p1, p2} aus dem gleichen Grund nicht haben, aus dem heraus der oben genannte Fall
IV nicht auftreten kann. Offenbar ist p3 M ps = s, und falls P = {py, pe, p3, pa} gilt, ist
psUpy = T, so dass L ein Stapel aus zwei Verbanden des in Abbildung 2.1(a) gezeigten
Typs ist.

Per Induktion iiber die Méchtigkeit von P zeigen wir nun, dass L stets ein Stapel von
Verbénden des in Abbildung 2.1(a) gezeigten Typs ist (vgl. Abbildung zum Beweis),
wenn |Fy| = 2 gilt:

Die Situation P = P, haben wir bereits betrachtet; die Induktions-Behauptung ist also
fir 1 <n <2 (n € N) erfiillt. Nehmen wir nun an, es sei |P| > 2.

Wir haben weiter oben gesehen, dass in dieser Situation die Menge P \ {p1,p2} genau
zwei minimale prime Elemente p3 und py mit p3 M py = s = p; L po besitzt. Die Menge
L' := L\ {L,p1,p2} ist ein endlicher distributiver Verband, und fiir die Menge P’ seiner
primen Elemente auker 1, = s gilt P’ = P\ {p1,p2}. Damit erfiillt P’ mit L' die
Induktionsvoraussetzung, und wir konnen folgern, dass L’ ein Stapel von Verbénden des
in Abbildung 2.1(a) gezeigten Typs ist; das Gleiche gilt dann aber auch fiir L. O

Zusammenfassend halten wir fest, dass die Charakterisierung endlicher stark zuléssiger
Verbénde im Wesentlichen auf Ketten hinauslauft. Fiir (unendliche) vollstéindige Ketten
gibt Lemma 2.1.8 ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir starke Zuldssigkeit
an. Die Beispiele in Abbildung 2.1 machen deutlich, dass starke Zulassigkeit eine wenig
robuste Eigenschaft ist. Insgesamt liegt die Vermutung nahe, dass es aufser (geeigneten)
total geordneten Mengen kaum natiirliche Beispiele stark zuldssiger Verbiande geben
diirfte. Die Tatsache, dass alle praktisch relevanten Verbénde, die HEIIMANS in [Hei%4|
als Beispiele stark zuldssiger Verbénde genauer betrachtet, total geordnet sind, verstérkt
diesen Eindruck. Starke Zuléssigkeit scheint eher eine beweistechnische Bedingung zu
sein, die als selbsténdiger Begriff nicht weit tragt. Die Ausfithrungen in den folgenden Ab-

schnitten werden diese Einschéitzung weiter untermauern.
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2.2 Liften von Operatoren

In Abschnitt 1.7 haben wir festgehalten, dass vollstdndige Verbénde in der Theorie mor-
phologischer Bildoperatoren als abstrakterer Sprachrahmen eingesetzt werden. Die Ele-
mente eines vollstandigen Verbandes L kénnen dabei als binare Bilder verstanden werden
und monotone Abbildungen ¢: L — L als Bildoperatoren. Wir haben ferner ein Modell
fiir Grauwertbilder kennengelernt, und es liegt die Frage auf der Hand, wie sich Opera-
toren, die auf bindren Bildern gegeben sind, auf Grauwertbilder iibertragen lassen. Dazu
werden wir im néchsten Abschnitt eine Antwort geben. Im Folgenden treffen wir dazu
wichtige Vorbereitungen, indem wir einen Operator ¢ auf einem Verband L zu einem
Operator liften, der auf Abbildungen operiert. Dabei folgen wir grundséatzlich dem Vor-
gehen HEIJMANS’ in [Hei94], stellen es jedoch in einen etwas weiteren mathematischen
Kontext. Dadurch werden die Zusammenhénge klarer, was vor allem einen Verzicht auf

die Voraussetzung stark zuldssiger Verbande ermoglicht.

Es seien L und T vollstandige Verbinde. Mit T —=» L bezeichnen wir die Menge der
monotonen Abbildungen von 7" in L. Da Suprema und Infima monotoner Abbildungen
punktweise gebildet werden und L vollstéindig ist, handelt es sich auch bei T'— L um

einen vollstdndigen Verband.

Fiir das Weitere halten wir kurz fest, dass eine geordnete Menge, in der jede Teilmen-
ge ein Supremum besitzt, bereits ein vollstdndiger Verband ist. (Beweisidee: Das Infi-
mum einer Menge ist das Supremum all ihrer unteren Schranken.) Dual dazu geniigt
die Existenz beliebiger Infima, damit eine geordnete Menge ein vollsténdiger Verband

1st.

Mit T —> L bezeichnen wir die Menge der | |-erhaltenden Abbildungen von T in L, das
heifft, X € T=1L gilt genau dann, wenn fiir jede Teilmenge M C T die Gleichung
X (M) = || X (M) gilt. Insbesondere ist (I'— L) C (T - L), und auch T — L ist
ein vollsténdiger Verband, dessen Suprema mit denen in T'— L iibereinstimmen, denn
das punktweise Supremum | J-erhaltender Abbildungen ist wieder | J-erhaltend. Damit
ist T'— L ein Teilverband von T — L, jedoch kein Unterverband, denn Infima werden
inT—>Lim Allgemeinen nicht punktweise gebildet.

Fiir jede Abbildung X € T L ist | |(|X N (T — L)) die grofte | |-erhaltende Ab-

bildung, die kleiner oder gleich X ist; wir bezeichnen sie mit i(X ) und definieren damit
die Abbildung I: (T 5 L) — (T —> L). Aus der Definition von I folgt sofort, dass

I(X) C X (Anti-Extensivitit) und I(I(X)) = I(X) (Idempotenz) fiir alle X € T L
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gilt. Zudem ist I trivialerweise monoton, und wir sehen insgesamt, dass I ein Kern-

Operator ist.

Mit Hilfe von I ist es einfach, die Infima in T’ — L zu beschreiben: Man bildet némlich
zunéchst das punktweise Infimum und geht dann mittels I zum Kern iiber, das heifst, es
git[], v, A= T(HT&L X) fiir jede Teilmenge X C T — L.

Dual zu obigen Ausfithrungen bezeichnen wir mit T -5 L den vollstandigen Verband
der [ J-erhaltenden Abbildung von 7"in L. Auch T —5 L ist ein Teilverband von T — L,
wobei hierbei die Infima in 7' — L mit denen in T'-2 L iibereinstimmen. Indem wir
[(X) := [N(1X N (T —51L)) fiir alle X € T-"5 L setzen, definieren die Abbildung
I: (T2 L) — (T-5 L). Dann ist I(X) die kleinste [J-erhaltende Abbildung, die gro-
fer oder gleich X ist, und es handelt sich bei I um einen Hiillenoperator. Fiir Suprema in
T -5 Lgilt] ], n , X =1(]; = , X), wobei X C T — List.

An dieser Stelle sei betont, dass sich die Abbildungen I und I auf dem Verband T - L
ganz natiirlich ergeben — vergleichbar mit den Begriffen Abschluss und Inneres auf dem
Potenzmengenverband B (Y) eines topologischen Raumes Y, der die beiden Teilverbénde
A(Y) und O(Y) enthélt. Diese Analogie kann unter anderem als Intuition fiir die folgende

Proposition dienen.
2.2.1 Proposition: Fir X CT 25 L gilt
My o U =1y, &) und Uy o IX) =1y, X).

Beweis:  Fiir alle X € X gilt [], » , X E X, also T(HT&LX) C I(X), womit
i(ﬂTi)L X)C HTLLT(X) folgt. Ferner gilt HTLLI(X) CI(X)C X fiir alle X € X,
also HTLLHX) C [, m, , & und damit ﬂTi)Li(X) C i(ﬂTgLX). Insgesamt ha-

ben wir [, o I(X) = i(ﬂTi ; &) nachgewiesen; die zweite Gleichung lésst sich dual
dazu beweisen. N

Wir werden im Folgenden an 7' die zusétzliche Bedingung stellen, vollsténdig distributiv
zu sein. Die Abbildungen I und I lassen sich dann einfach mit Hilfe der weit-weit-unter-
Relation beschreiben:

2.2.2 Proposition:  Es sei L ein vollstindiger und T ein vollstindig distributiver
Verband. Fiir alle t € T und alle X € T-"% L sind dann die Abbildungen I und I
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gegeben durch

(X)) =| | X(s) wnd  LX)(t) =[] X(s).

st s3>t

Beweis:  Sei X € T - L. Wir definieren die Abbildung J: T — L fiir alle t € T
durch J(t) := | |, X (s) und zeigen, dass J die grékte | |-erhaltende Abbildung kleiner
oder gleich X ist.

Da X monoton ist, folgt X (s) C X(¢) aus s < t, so dass | |
sehen wir J C X. Ferner gilt

J My = || xs)= 1] || X(s)=|]s000)

s M meEM s&Km

st X (8) E X (1) ist; damit

fiir jede Teilmenge M C T',sodass J € T — List. Giltnun Y C X fireinY € T — L,
so folgt

YO =Y( [{seT:s<th) = |Y(s)C | | X(s)=J(1)
st sKt
fiir alle t € T', also insgesamt Y C J.

Der Beweis der zweiten Identitat erfolgt dual zu dem soeben Gezeigten. O

HELJMANS fiihrt in [Hei94] die beiden Abbildungen I und I anhand der Gleichungen
aus Proposition 2.2.2 ein. Dabei scheint ihm deren natiirliche Bedeutung, die wir wei-
ter oben gesehen haben, nur teilweise gegenwértig zu sein, was mit dazu beitragt,
dass er zahlreiche Ergebnisse nur fiir einen stark zuléssigen Verband T formulieren

kann.

2.2.3 Proposition:
(i) Zwischen den vollstindigen Verbinden T — L und T — L ist (I, 1) eine Adjunk-
tion.

(1) I und 1 erhalten beliebige Suprema und beliebige Infima aus T —— L.

Beweis:

(i) Fiir X € T -5 L gilt [(X) = X. Ferner gilt I(X) C X, also I(I(X)
Fir Y € T— L gilt I(Y) = Y. Ferner gilt Y C I(Y), also Y =
Aus den beiden Ungleichungen id C Iolund 1ol C
Adjunktion ist.

)
I
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(ii) Sei X C T L und Y = | | X. Dann gilt fiir alle t € T

(oo =1v)0=[]Y6) =] []x6)=

s<&t sKt XeX
= L L xts) = L i =i,
XeX st XeX

Dual dazu lésst sich zeigen, dass I beliebige Infima aus T — L erhélt. Nach
Proposition 2.2.1 erhélt I zudem beliebige Infima und I beliebige Suprema aus
T L. O

Falls wir T" auf einen stark zuléssigen Verband einschranken, sind die beiden Abbildungen

[und I Isomorphismen:

2.2.4 Proposition:  FEs sei L ein vollstindiger und T ein stark zuldssiger Verband.
Dann sind die Abbildungen I und 1 zueinander inverse Isomorphismen zwischen den

beitden vollstindigen Verbinden T L und T L.

Beweis:  Wir wissen nach Proposition 2.2.3, dass (i,I) eine Adjunktion zwischen
T -5 L und T - L ist. Daher geniigt es zu zeigen, dass unter obigen Voraussetzungen
auch (T, i) eine Adjunktion zwischen diesen Verbénden ist. Wir werden beweisen, dass
I, i) sogar auf T — L eine Adjunktion ist. Dazu werden wir fiir alle X,Y € T -5 L
die Aquivalenz X C (V) < I(X) C Y nachweisen.

Es gelte X T I(Y); dann ist X (¢) C I(Y)(¢t) fiir alle t € T. Somit gilt X (t) T [Nosse Y(5)
fir alle ¢t € T, und es folgt X (t) C Y (s) fir alle s,¢ € T mit s >> t. Da T stark zuléssig
ist, gilt s >t < t < s. Wir haben also X(t) C Y (s) fiir alle s,¢t € T mit ¢t K s, so
dass 1(X)(s) = | |;cs X(t) C Y (s) fiir alle s € T gilt. Damit folgt I(X)C Y, und wir
haben die Implikation X T I(Y) = I(X) C Y nachwiesen. Die umgekehrte Implikation

ldsst sich vollig analog beweisen, weshalb wir das hier nicht mehr ausfiihren. O

2.2.5 Korollar:  FEs sei L ein vollstindiger und T ein stark zuldssiger Verband. Dann
ist (I,1) eine Adjunktion auf T - L.

Beweis:  Im Beweis von Proposition 2.2.4 haben wir das nachgewiesen. O]

Eine Voraussetzung zu schaffen, unter der die beiden Abbildungen [und I zu Isomorphis-

men zwischen den Verbéinden T — L und T — L werden, scheint HEIJMANS’ zentrale
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Motivation fiir die Einfiihrung des Begriffs stark zuldssiger Verband zu sein. Weshalb
das fiir HEIJMANS eine zentrale Rahmenbedingung ist, wird im weiteren Verlauf dieses
Textes klar werden. Die gesuchte Voraussetzung soll so beschaffen sein, dass darunter
(I,1) zu eine Adjunktion wird, da (I,I) bereits eine Adjunktion ist. Der Beweis von Pro-
position 2.2.4 macht deutlich, wie dabei der Ubergang zwischen <« und >>, der die
starke Zuldssigkeit kennzeichnet, greift.

Fiir die weiteren Betrachtungen sei nochmal daran erinnert, dass wir nur vollstandige

Distributivitdt von T" verlangen.

Wir wollen im Folgenden eine monotone Abbildung ¢ auf L (also ¢ € L-">L) zu
einer Abbildung ¢° € (T - L) (T -2 L) ,liften*. Dies kénnen wir einfach erreichen,
indem wir ¢°(X) := @ o X fiir alle X € T - L setzen.

Aus Sicht der Kategorientheorie nutzen wir hierbei den Hom-Funktor aus, was wir nun
kurz genauer betrachten wollen. Fiir eine Kategorie C ist Hom¢ ein Funktor von C°P xC
nach Set (wobei Set die Kategorie der Mengen und Abbildungen dazwischen bezeichne),
indem Objekte und Morphismen wie folgt zugeordnet werden: Einem Paar (A, B) von
Objekten aus C wird die Menge Home (A, B) aller C-Morphismen von A nach B zugeord-
net. Einem Paar (f, g) von Morphismen, wobei f: A — A’ ein Morphismus in C°" und

g: B — B’ ein Morphismus in C sei, wird die Abbildung

Hom¢(A,B) — Home(A', B)
h +— gohof

zugeordnet, die wir mit f — ¢ bezeichnen wollen. Abkiirzend schreiben wir aufserdem
A — g firidg — g und f — B fir f — idg sowie Hom(A, B) fiir Hom¢(A, B), wenn
aus dem Kontext klar ist, welche Kategorie C wir meinen.

Falls C die Kategorie der vollstdndigen Verbdnde und monotonen Abbildungen dazwi-
schen ist, konnen wir iiber den Hom-Funktor noch mehr sagen, denn es gilt natiirlich
Hom(T,L) = (T - L) fiir je zwei vollstindige Verbéinde 7" und L, und wir hatten
bereits festgehalten, dass die Menge 7' — L durch punktweise Ordnung wieder ein voll-
stdndiger Verband wird. Da die Komposition zweier monotoner Abbildungen monoton
ist, wird Hom¢ hier zu einem Funktor von C°® xC nach C und wird deshalb auch in-
terner Hom-Funktor genannt. Wenn wir uns bei den Morphismen weiter einschranken
auf die | J-erhaltenden Abbildungen oder die [ J-erhaltenden Abbildungen, ist der Hom-

Funktor der entsprechenden Kategorie ebenfalls intern. Anstelle von f — ¢ werden wir
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=g bzw. f = g bzw. f LN g schreiben, um zu erkennen in welcher Kategorie wir

uns bewegen.

Wir kommen zuriick zu unserem Operator ¢°, den wir aus ¢ gewonnen haben, und
stellen fest, dass ¢® = T — ¢ ist. Darauf aufbauend kénnen wir ein Lifting von ¢
ot € (T — L) 2(T — L) sowie zu " € (T — L) —(T - L) konstruieren,
indem wir ¢* := iong und @Y := I oy® setzen. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen,

weshalb gerade die Liftings ¢® und ¢V von Interesse sind.

Dieses Vorgehen lésst sich auf die Situation tibertragen, dass wir eine Familie {¢;: t € T'}
von monotonen Abbildungen auf L betrachten. Wir definieren dann ¢° fiir alle t € T
und alle X € T-" L durch ¢°(X)(t) := ¢,(X(t)). Damit das Bild von ¢° in T - L
liegt, fordern wir zusétzlich, dass die Familie {¢,: t € T'} ansteigend in t ist, das heifst,
fir s,t € T mit s C ¢ folge jeweils ¢, C ¢;. Die Abbildungen ¢ und ¢V werden wie
oben definiert. Wir sagen in dieser Situation auch, dass die Familie {¢,: ¢t € T'} den
Abbildungen ¢°, ©* und ¢V zugrunde liegt.

Die Betrachtung solcher Familien fiigt sich nahtlos in unsere bisherigen Ausfiihrungen
ein. Denn der Familie {¢;: ¢t € T'} ldsst sich durch ¢/(t,2) := ¢(z) eindeutig die Ab-
bildung ¢': T' x L — L zuordnen; umgekehrt gewinnen wir die Familie der ¢; aus ¢/,
indem wir ;(z) := ¢'(t,z) fir alle t € T setzen. Die Monotonie von ¢’ ist dann Aqui-
valent dazu, dass {y;: t € T} eine in t ansteigende Familie monotoner Abbildungen

1st.

2.2.6 Proposition:  Der Abbildung ¢° liege die Familie {¢;: t € T} zugrunde. Dann
gelten auf T L die beiden Gleichungen

(o

Top® =Top°ol und Top® =Top®ol.

Beweis:  Wir beweisen nur die erste Gleichung, da sich die zweite dual zeigen lasst.

Da I und ©° monoton sind, und ICid ist, folgt sofort iO<p<> olC iong. Ferner gilt

~

[ (X)) = | ¢s(X(5) E @ul|] X () = el(X)(1)) = & (1(X))(1)

st st

fiir alle t € T und alle X € T L, so dass wir iog0° C ¢° oI erkennen. Daraus folgt
ioiogpQ C io<p° o1, also iogp<> C io<p° oI, daTol =1 ist, womit insgesamt die erste
Gleichung bewiesen ist. O
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2.2.7 Proposition:  Die Familie {¢;: t € T} liege den Abbildungen ¢°, p* und @V
zugrunde, und die Familie {1p;: t € T} den Abbildungen °, v* und Y. Dann liegt die
Familie {@; 0 : t € T} den Abbildungen ¢° o Y°, ©* o p* und ¢ oV zugrunde.

Beweis:  Nach Proposition 2.2.6 gilt p® oy)® = (i op®)o (i o) = io¢°o¢° und analog
¥ o) = Top® o 1p°. Daher geniigt es zu zeigen, dass die Familie {¢; o ¢y: t € T}
der Abbildung ¢° o ¥° zugrunde liegt. Wir sehen aber sofort, dass (¢° o ¢¥°)(X)(t) =
= (Vi (X (1)) = (¢ 0 ) (X (t)) fiir alle t € T und X € T -2 L gilt. O

Bitte beachten: Wir haben weiter oben festgelegt, dass p® € (T — L) —2+(T — L)
und @7 € (T —5 L) 25(T =5 L) ist, obgleich fiir beide Abbildungen auch T - L als
Wertebereich in Frage kime. Diese Festlegung ist im Weiteren von Bedeutung und wird
im folgenden Abschnitt gerechtfertigt.

2.2.8 Satz:  Die Familie {@: t € T} liege den Abbildungen ¢* und ¢V zugrunde.
Dann gilt:

(a) Sind alle @y | |-erhaltend, so sind auch ¢* und ¢" | |-erhaltend.

(a’) Sind alle @, [ ]-erhaltend, so sind auch * und ¢¥ []-erhaltend.

(b) Sind alle ¢, idempotent, so gilt dies auch fir ¢* und @¥.

(c) Sind alle p; (anti-)extensiv, so gilt dies auch fir ¢* und @V.

(d) Sind alle @, Hiillenoperatoren, so gilt dies auch fir ¢* und ¢".

(d’) Sind alle ¢, Kern-Operatoren, so gilt dies auch fiir p* und @V.

Beweis:

(a) Da o die Familie {¢,: t € T} zugrunde liegt, gilt ® = Lop®, wobei ¢°(X)(t) =
= (X (t)) fiirallet € Tund alle X € T - L ist. Fiir eine Teilmenge X C T - L
und alle ¢ € T' folgt nun

(L)) = (L 00) = e | X)) = || ex(x (1) =] (X)(@),

reX XeX

womit wir sehen, dass ¢° | |-erhaltend ist. Da I ebenfalls | J-erhaltend ist, gilt dies
schlielich auch fiir ¢, wobei wir ausnutzen, dass die Suprema auf 7' — L und

L . . .
T — L iibereinstimmen.

Ist Y C T —5 L, so gilt Ly, Y= (||, m , ). Daher ist
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P (Up ., V) =" AUy ., V)

wobei wir bei der Gleichheit (1) die Definition von ¢V verwenden, bei (2) mit
Proposition 2.2.6 und bei (3) mit Proposition 2.2.1 argumentieren.

(b) Wegen Proposition 2.2.7 folgt aus der Idempotenz aller ¢, die [dempotenz von ¢°,
©® und V.

(c¢) Aus der Anti-Extensivitat der o, ergibt sich unmittelbar die Anti-Extensivitiat von
¢°. Damit folgt p* = iogp<> C1und ¢" = Top® C L. Beachten wir nun noch, dass
[auf T—5 L gleich der Identitét ist, ebenso wie I auf T L, so erkennen wir
die Anti-Extensivitat von ¢® und ¢V. Bei Extensivitat aller ¢; kénnen wir analog

argumentieren.
(d) Das folgt unmittelbar aus (b) und (c).

Die Beweise von (a’) und (d’) ergeben sich dual zu denen von (a) und (d), weshalb wir

sie hier nicht notieren. O

In der Terminologie von [Hei9%4] heifen die | |-erhaltende Abbildungen Dilatationen und
die [ J-erhaltende Abbildungen Erosionen. Ferner heifen Hiillenoperatoren Schlieffungen
und Kern-Operatoren Offnungen. (Siehe dazu auch Abschnitt 1.7.) Damit ergibt sich
folgende Reformulierung obiger Ergebnisse:

2.2.9 Korollar:  Die Familie {p;: t € T} liege den Abbildungen p® und p¥ zugrunde.
Dann gilt:

(a) Sind alle @, Dilatationen, so auch ¢* und ".

(a’) Sind alle ¢, Erosionen, so auch p* und @V .

(b) Sind alle p; Schlieffungen, so auch * und @Y.

(b’) Sind alle p, Offnungen, so auch ¢® und 7.
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Obiges Ergebnis zeigt, dass sich vier zentrale Typen morphologischer Bildoperatoren,
die zunéchst auf einem vollstandigen Verband L gegeben sind, zu Operatoren gleichen
Typs auf T — L baw. T — L liften lassen. In [Hei94] findet sich ein dhnliches Ergebnis,
allerdings wird dort nicht erkannt, dass auch der Ubergang von ¢ zu ¢" Dilatationen
und zu ¢® Erosionen erhilt; zudem steht es unter der Pramisse, dass der Verband T
stark zuléssig ist. Die Ausfiithrungen dieses Abschnitts zeigen jedoch, dass bereits die
vollstandige Distributivitdt von T' geniigt.

2.3 Grauwertbilder

In [Hei%4] werden Abbildung E — T von einer Grundmenge F in einen vollstdndigen
Verband T als abstraktes Modell fiir Grauwertbilder verwendet. Fine konkrete Auspré-
gung dieses Modells haben wir in Abschnitt 1.7 bereits kennengelernt. Dabei kénnen wir
uns binédre Bilder als Teilmengen von E vorstellen, die sich vermége charakteristischer
Funktionen unter den Grauwertbildern wiederfinden. Im Folgenden wollen wir nun be-
trachten, wie wir einen Operator ¢, der auf den bindren Bildern B(F) gegeben ist, zu
einem Operator ® auf den Grauwertbildern £ — T liften konnen. Dabei orientieren wir
uns an HEIJMANS’ Vorgehen in [Hei94] und konnen dank der Erkenntnisse aus den vor-

angegangenen Abschnitten zu neuen Ergebnissen gelangen.

Fir F € (E - T),Y €¢ TSP(E)®P, t € T und x € E seien die Abbildun-

gen
X0 (B = T)® (T —=P(B)?), X7 (E—T)" (T —B(E)7)
F* (T SP(E)P) = (E—T)® und F": (T —>P(E)*?) = (E—-T1T)"
gegeben durch

XUP)) ={e e B EF@)  XT(E)) = o€ B Fa) £ 1)
= F1(11) = F YT\ |t)

sowie

FAY)a)=| [{teT:zeY(®)} ud F'(Y)a)=[[{teT:z¢Y ()}

Offenbar gilt X(F)(Ue; i) = Niey X2(F)(t), so dass X2(F) € T —PB(E) fiir alle
F € (E — T) ist. Analog sicht man XY (F) € T —— PB(E)".
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2.3.1 Proposition:  Die drei vollstindigen Verbinde (E — T)*, T — B(E)*® und
T -5 B(E) sind isomorph. Dabei sind X* und F* zueinander inverse Isomorphismen
zwischen den Verbinden (E — T)*® und T — PB(E)°®, und X7 und FY sind zueinander

inverse Isomorphismen zwischen (E — T)* und T —B(E)%.

Beweis:  Firalle F € (E—T) und z € E gilt
FAXAYF)(x) =] [{teT: 2 e X*(F)0)} =| [{t e T: t C F(2)} = F(x),

so dass F'2 o X» = id ist. Betrachten wir nun ein Y € T — B(E)° und ein ¢ € T. Gilt
x € Y (t) fiir ein z € E, so folgt t C F'2(Y)(x), das heifst, es gilt Y (¢) C X2(F2(Y))(t).
Umgekehrt folgt aus t T F2(Y)(x), dass Y(F2(Y)(x)) C Y (t) ist. Damit sechen wir
(Y (s): z € Y(s)} € Y(t), also insbesondere = € Y (t). Es folgt X% o F'* = id.
Zusammen mit der Monotonie von X und F'® ergibt sich die Isomorphie von (£ — T)°
und T — B(E)°®. Dual dazu lisst sich die Isomorphie von (E — T)° und T — (E)°
durch XV und FV zeigen. ]

Wir betrachten die Zusammenhénge noch etwas genauer: Ist F' eine Abbildung in
(E— T)%®, so lasst sich diese eindeutig zu einer []-erhaltenden Abbildung F in
P(E)® -5 T fortsetzen, indem wir F(M) := [, _,, F(m) fir alle M € P(E)™ set-
zen. Umgekehrt lisst sich natiirlich jede Abbildung G € PB(E)® —-T eindeutig zu
einer Abbildung F € (E — T)*® mit F' = G reduzieren, indem wir F(z) := G({z}) fiir
alle x € E definieren.

Die Tatsache, dass F beliebige Infima erhélt, ist hinreichend fiir die Existenz einer un-
teren Adjungierten Y € T —P(E)*® zu F; diese ist dann durch Ya(t) = [TF'(1t)
bestimmt. Somit gilt Y;(t) = U{M € B(E): tC F(M)"} = {z € E: t C F(z)} =
= X2(F)(t).

Umgekehrt besitzt jede Abbildung Y € T —PB(E)® eine obere Adjungierte
Gy € P(E)® 5T, die durch Gy (M) = | | Y 1(I M) gegeben ist. Somit gilt Gy (M) =
=|{t €eT: M CY(t)}. Wenn wir nun Gy zu einer Abbildung Fy € (E — T)°% mit
Fy = Gy reduzieren, erhalten wir Fy(z) = | {t € T: z € Y(t)} = FA(Y)(x).

Wir sehen also, dass sich die beiden Abbildungen X* und F'* in gewisser Weise ,natiir-
lich* ergeben. Entsprechend erkennen wir die Bedeutung von XV bzw. F'V, wenn wir die
Abbildungen in (E — T)°® zunichst | |-erhaltend fortsetzen und dann zur Adjungierten
iibergehen bzw. den umgekehrten Weg beschreiten.
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Nun ist F* nicht nur fiir Y € T — §3(E)*®, sondern fiir beliebige ¥V € T — PB(E)°
wohldefiniert. Zwischen den Verbénden (E — T)° und T - B(F)°® bilden X* und F*
ein Projektions-Einbettungs-Paar, das heift, es gilt F'* o X* = id und X* o F* C id.
(Das haben wir im Beweis von Proposition 2.3.1 bereits nachgerechnet.) Insbesondere ist
(F*, X%) eine Adjunktion. Uber X*oF* kénnen wir noch mehr sagen:

2.3.2 Proposition:  FirY € T "5 B(E)® ist (X20F*)(Y) die grofpte | |-erhaltende
Abbildung, die kleiner oder gleich Y ist. Ferner ist (XVoFV)(Y) die kleinste [ ]-erhalten-
de Abbildung, die gréfler oder gleich'Y ist.

Beweis:  Nach unseren bisherigen Ausfiihrungen ist klar, dass (X* o F)(Y) eine
| |-erhaltende Abbildung ist und dass (X* o F2)(Y) C Y gilt. Wir betrachten ein
Z e T—P(E)® mit Z C Y; sei ferner t € T und 2 € X2(F2(Y))(t). Dann ist ¢ C
FA(Y)(x) = | {s € T: z € Y(s)} und folglich Z(t) C | [{Z(s) € P(E)®: z € Y(s)},
da Z Suprema erhélt. Somit gilt ({Z(s): z € Y(s)} C Z(t), woraus x € Z(t) folgt, da
Y (s) C Z(s) wegen Z C Y fiir alle s € T gilt. Dies zeigt X*(F*(Y))(t) C Z(t), womit
Z C (X200 F2)(Y) bewiesen ist. Die Aussage tiber XV o F'V ldsst sich dual beweisen. [

Auf Seite 75 haben wir die Abbildungen I und I eingefiihrt. Nach Proposition 2.3.2 gilt
nnl = X20F2 bzw. I = XVo FY, wobei PB(E)° die Rolle des Verbandes L von Seite 75
iibernimmt. Fiir unsere Argumentation in diesem Abschnitt haben wir bislang nur die
Vollstéindigkeit von T’ verwendet; die Gleichungen 1(Y)(t) = ||, «t Y (8) bzw. I(YV)(t) =

= [ 1sss¢ Y (5) gelten natiirlich nur dann, wenn 7" zusétzlich vollstandig distributiv ist.

Wir wollen als néichstes die Isomorphie der Verbinde T —5 B(E)°® und T —— PB(E)%
genauer beleuchten. Nach Proposition 2.3.1 ist klar, dass H:= X% 0 FY ein Isomorphis-
mus von 7' —— P(E)*® nach T — P(E)* ist. Es gilt

A~

HY)(t) = XA (F(YV)(1) ={z € E: t T FY(Y)(2)} =

{reE:x¢Y(s) = tEs}:ﬂY(s).
tiLs

Analog dazu sehen wir, dass H := X7 o F'* ¢in Isomorphismus von 7' — 93(E)°® nach
T -5 PB(E) ist, fiir den
HY)(t) =] Y (s)
sIZt
gilt.
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Auch die Abbildungen H und H sind fiir beliebige Y € T - 3(E)° wohldefiniert. Hier
gilt HoH= X20F"0 X" 0o F4 = X%0 F» =1, und entsprechend sehen wir Ho H = I.
Die folgende Aussage ist damit klar:

2.3.3 Proposition: FirY € T-"5B(E)® undt € T gilt

IV =JYr) wd I¥)E)=JY)

tiZsriLs slZt siZr
Bildoperatoren

Wir haben diesen Abschnitt mit der Frage begonnen, wie sich Operatoren auf binédren
Bildern zu Operatoren auf Grauwertbildern liften lassen, und haben nun die Hilfsmittel
zur Verfiigung, um das zu beantworten. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor.

Zunéchst ist der Verband (E — T)° der Grauwertbilder zu den beiden Verbénden
T —5B(E)® und T — PB(E)*® isomorph, und wir kénnen einen davon auswihlen, um
unsere Grauwertbilder im Rahmen des Abschnitts 2.2 zu beschreiben, wobei P(F)°°
die Rolle des Verbandes L iibernimmt. Das bedingt, dass es grundsatzlich zwei Mog-
lichkeiten des Liftings gibt, je nachdem, fiir welchen der Verbéinde T'— B(E)° bzw.
T —5 B(E)* wir uns entscheiden.

Im zweiten Schritt nutzen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 2.2, um einen Operator ¢
(oder eine Familie von Operatoren {¢;: t € T}) zu einem Operator ¢* bzw. ¢V zu
liften. Daher werden wir im Folgenden auch wieder voraussetzen, dass T ein vollstandig
distributiver Verband ist, da dies fiir die entsprechenden Ergebnisse aus Abschnitt 2.2
ebenfalls vorausgesetzt war. Indem wir die beiden Schritte dann kombinieren, erhalten
wir die beiden Operatoren ®* bzw. ®V auf den Grauwertbildern (E — T')°", die dann
durch
P = FPopho X" bzw. OV :=FVop’oXV
bestimmt sind. Das nachstehende Diagramm verdeutlicht noch einmal die Situation.

oA oV

(B —T)% (B —T)% (B — 1) (B — 1)
X4 s XV FY
U op ©® U op n op ©’ n op
T —B(F) T — B(F) T —B(F) T —B(F)
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Hierbei ist es interessant, die folgende Vereinfachung zu beobachten, die insbesondere

eine leichtere Berechnung konkreter Liftings zulésst:
2.3.4 Lemma: FEs gilt ®* = F* o0 ¢® o X* und ®V = FV o p®o XV.

Beweis:  Aufgrund der bisherigen Ergebnisse dieses Abschnitts wissen wir, dass
FAX% = id und X2F% = I in Bezug auf die Verbinde (E — T)° und T - B(E)°
gilt. Es folgt F* = FAX2F2® = F1 und entsprechend F¥ = FYI. Damit ergibt sich
P = FlophoX® = Fholop®o X4 = F2 0 ¢° o X2 und entsprechend &7 =
=FVop®oXV. O

Wir konnen also in obigen Diagrammen die Operatoren ¢* und ¢V beide durch ¢°
ersetzen, wenn wir zugleich T'— B(E)*® und T — P(E)*® durch T = PB(E)* erset-

zen.

Analog zur Begriffsbildung in Abschnitt 2.2 wollen wir davon sprechen, dass eine Familie
von Operatoren {p;: t € T} dem Operator ®* bzw. ®V zugrunde liegt, wenn sie dem
Operator ¢° zugrunde liegt. Direkt aus Satz 2.2.8 folgt dann:

2.3.5 Satz:  Die Familie {¢i: t € T} liege den Abbildungen ®* und ®V zugrunde.
Dann gilt:

(a) Sind alle @y | |-erhaltend, so sind auch ®* und ®V | |-erhaltend.

(a’) Sind alle ¢, [ ]-erhaltend, so sind auch ®* und ®V [ ]-erhaltend.

(b) Sind alle p; idempotent, so gilt dies auch fir ®* und ®V.

(c) Sind alle v, (anti-)extensiv, so gilt dies auch fir ®* und ®V.

(d) Sind alle ¢, Hiillenoperatoren, so gilt dies auch fir ®* und ®Y.

(d’) Sind alle ¢; Kern-Operatoren, so gilt dies auch fir ®* und ®V.

In der Terminologie von [Hei94| haben wir damit folgende Aussage iiber Grauwertbild-
Operatoren:

2.3.6 Korollar:  Die Familie {¢;: t € T'} liege den Abbildungen ®* und ®V zugrunde.
Dann gilt:

(a) Sind alle @, Dilatationen, so auch ®* und ®V.

a’) Sind alle p; Erosionen, so auch ®* und ®V.
(a) @
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(b) Sind alle p; Schlieffungen, so auch ®* und ®V.
(b’) Sind alle @, Offnungen, so auch ®* und 7.

Wenn wir obige Ergebnisse mit denen in [Hei94| vergleichen, ist zunéchst festzuhalten,
dass wir zu einem Operator ¢ zwei gleichwertige Liftings @ und ®V vorstellen, die beide
vom gleichen Typ wie ¢ sind. Dabei liegt unseren Ergebnissen ein vollstéandig distribu-
tiver Verband T zugrunde. In [Hei94| wird der Operator ¥ ebenso wie unser Operator
®2 gebildet. Dabei wird ein stark zulassiger Verband T vorausgesetzt, was zur Folge
hat, dass die Abbildungen I und I Isomorphismen sind (vgl. Proposition 2.2.4). Nach
HEIIMANS hat das zur Folge, dass die beiden Operatoren ®* und ®V identisch sind. Das
ist fiir ihn deshalb entscheidend, weil er nicht erkennt, dass auch der Ubergang von ¢ zu
¢" Dilatationen und zu ¢? Erosionen erhilt. Folglich erhalten auch die Uberginge zu
den gelifteten Operatoren 2 und ®Y nicht jeder fiir sich alle vier Grundtypen morpholo-
gischer Bildoperatoren. Da fiir einen stark zuléssigen Verband T" nach HEIJMANS jedoch

U = @2 = @V gilt, wird dieses Problem einfach umgangen.

2.4 Diskretisierung von Grauwertbildern

In Abschnitt 1.8 haben wir betrachtet, wie sich bindre Bilder auf Basis der in Ab-
schnitt 1.4 beschriebenen Approximationsmethode fiir lokalkompakte Hausdorffraume
diskretisieren lassen. Dies wollen wir im Folgenden auf Grauwertbilder {ibertragen. In
|[Hei%4| wird eine Diskretisierung binérer Bilder und zugehériger Operatoren themati-

siert; darauf sind wir in Abschnitt 1.8 eingegangen. Die Diskretisierung von Grauwert-
bildern wird in [Hei94] nicht behandelt.

Bei der Diskretisierung bindrer Bilder hatten wir festgestellt, dass nur abgeschlosse-
ne Teilmengen des Grundraums exakt durch ihre Diskretisierungen approximiert wer-
den. Das tibertragt sich auf die Grauwertbilder; wir werden sehen, dass hier die nach
oben halbstetigen Abbildungen das Analogon zu den abgeschlossenen Mengen darstel-

len.

Unser Grundraum F sei im Folgenden ein topologischer Raum. FEine Abbildung
F € (E — T) ist genau dann nach oben halbstetig (kurz: ohs), wenn F~1(1t) fiir jedes
t € T eine abgeschlossene Teilmenge von E ist. Die nach oben halbstetigen Funktionen
von E in T wollen wir mit (E — T'),,s bezeichnen. Die Menge der abgeschlossenen Teil-

mengen von F ist — wie bereits zuvor — mit A(FE) bezeichnet; wir erinnern uns aufserdem,



2.4 Diskretisierung von Grauwertbildern 89

dass A(F) ein vollstandiger Verband ist, wenn man seine Elemente durch umgekehrte
Mengeninklusion ordnet (vgl. Abschnitt 1.6).

2.4.1 Proposition: X% und F* sind zueinander inverse Isomorphismen zwischen
den Verbanden (E — T)2F und T — A(E).

Beweis:  Die Implikation F € (E —T)% = X%(F)eT — A(E) ergibt sich direkt
aus X2(F)(t) = F~1(1t). Umgekehrt gilt fiir Y € T — A(E), dass FA(Y) € (E — T)*®
ist, und wir wollen sehen, dass F*(Y) nach oben halbstetig ist. Dazu miissen wir
priifen, ob [F2(Y)]7(1t) abgeschlossen fiir alle t € T ist. Wegen [F2(Y)]7}(1t) =

= X2(F2(Y))(t) = Y(t) ist das erfiillt. O

Wir diskretisieren nun zunéchst auf T'— A(E). Dazu werde E wie in Abschnitt 1.4
fiir ein Uberdeckungssystem F durch seine Diskretisierungen Er (F € F) approxi-
miert. Fiir Y € T— A(E) und t € T ist Y(t) € A(E). Die zu H € F gehérende
Diskretisierung von Y'(¢) ist geméf Abschnitt 1.8 durch clgy (Y (t)) C Ey gegeben. Wir
definieren daher Ygy: T — P(Eg) durch Yg(t) := cly(Y(t)). Man sieht sofort, dass
Yy € TL‘,B(EH)OP ist. Wir werden Yy die zu H € F gehorende Diskretisierung von

Y nennen.

Yr(t) ist eine Menge von Punktabschliissen in E, und die Vereinigung |J Yy (t) dieser
Punktabschliisse ist geméf Abschnitt 1.8 gerade die Darstellung dg(Yx(t)) von Yg(t)
und somit gleich dem H-Abschluss cl” (Y (¢)) von Y (t). Auf diese Weise besitzt Yy
eine Darstellung Dy (Yy) € T = A(E), die durch Dy (Yy)(t) := dg(Yu(t)) = JYu(t)
gegeben ist.

Die Diskretisierungen Y von Y approximieren nun Y in dem Sinne, dass das Supremum
ihrer Darstellungen gleich Y ist:

|| Dr(ve)(t) = (Y UYr() = [ 2" (Y(1) =Y (6) =Y (1)

FeF FeF FeF

Als Néchstes dlskret1s1eren wir auf (E — T)% . Fir F € (E—T)% ist Y := X%(F)

ein Element von 7' — A(E). Die zu H € F gehorende Diskretisierung Yy von Y ist ein
Element von T B (Ey ).

Analog zu X* und F'® kénnen wir die Abbildungen X7 und Fj; mit dem Grundraum Ey
anstelle von E definieren. Dann ist F5(Yy) € (Eg — T)°®. Wir setzen Fy := F4(Yy)
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und nennen Fy die zu H € F gehorende Diskretisierung von F'. Das nachstehende Dia-
gramm moge helfen, den Uberblick zu behalten. Wir beachten hierbei noch, dass das Bild
von T " A(E) unter F tatsichlich (E — T)%_ist, da F» = F* o1 gilt; aus gleichem
Grund erhiilt F'* auch beliebige Suprema aus 7 —— A(E).

Vg
5 () | Fi
(E = T)ons T A(E) T P(En)> (En — 1)
H H
TH

Wir wir dem Diagramm leicht entnehmen kénnen besitzt Fy € (Ey — T)° eine Dar-
stellung ry(Fy) € (E — T)%, die durch ry(Fy) = (F* o Dy o X§)(Fy) gegeben ist.
Wir wollen nun nachweisen, dass die Diskretisierungen F; von F' das Grauwertbild F

in dem Sinne approximieren, dass das Supremum ihrer Darstellungen gleich F' ist, also
I—IGEJ: TGf(Fg) =F gllt

Hierzu bemerken wir zunéchst, dass iTiA(E) oDy = iTﬁA(E) oDy o iTﬂ)m(EH)op

gilt — vergleiche auch Proposition 2.2.6. Der besseren Lesbarkeit halber moge in diesem

Absatz I abkiirzend fiir iTﬁ A(B) und 1" abkiirzend fiir iTﬂm )% stehen. Die Unglei-

(E
chung IoDy J10Dyo0 i folgt direkt aus der Monotonie der Abbildungen Dy und I und

i, zusammen mit der Tatsache, dass I C id und T/ C id ist. Ferner gilt fiir alle t € T
und alle Z € T 5 PB(Ey)®, dass Dy (2))(t) = Uyeey Dr(Z)(s) = Uyuey du(Z(s)) T

A

C dy(,y Z(s)) = du(l (2)(t)) = Du(1(2))(t) ist. Das beweist ioDy T Dy o,

~

woraus LoDy C ioDH o i/ folgt.

Nun kénnen wir die Approximationseigenschaft unserer Diskretisierungen beweisen. Da-

bei beachten wir, dass wegen F'* = F'*o TT& (g und obiger Bemerkung die Gleichung
FAoDGoiTgm(EG)op = [?oDg fiir alle G € F gilt. Wir sehen damit

| | re(Fo) = | |(F® o DgoX&)(Fg) = | |(F*oDgo Ly, o) (Vo) =
GeF GeF GeF

= |_| (F* o Dg)(Ye) = F*( I_l Dg(Yg)) = FA(Y) = F.

Wir halten dieses Ergebnis noch einmal zusammenfassend fest:
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2.4.2 Satz: Es sei F € (E—T)% ein Grauwertbild, wobei E ein lokalkompakter

ohs
Hausdorffraum set und T ein vollstindig distributiver Verband. Ferner werde E gemdfs

Abschnitt 1.4 mittels eines Uberdeckungssystems F durch die Riume Eq (G € F) dis-
kretisiert. Dann diskretisieren die oben definierten Grauwertbilder Fg € (Eq — T) das
Bild F in dem Sinne, dass das Supremum ihrer Darstellungen rq(Fg)) gleich F' ist, das

heift, es gilt | |ocrra(Fa) = F.

In diesem Abschnitt haben wir bislang die Diskretisierung von Grauwertbildern aus
strukturellen Gesichtspunkten hergeleitet. Das macht auch deutlich, dass der beschrie-
bene Weg zur Diskretisierung von Grauwertbildern — ausgehend von der in Abschnitt 1.4
beschriebenen Diskretisierung lokalkompakter Hausdorffraume — in gewissem Sinne ein
natiirliches Vorgehen darstellt.

Zugleich bleibt die Vorstellung von einer Diskretisierung eines Grauwertbildes eher ab-
strakt. Wir wollen sie konkretisieren, indem wir angeben, wie ein diskretes Grauwertbild
Fg € (Eg — T)° und seine Darstellung ¢ (F¢) als Abbildungen operieren.

2.4.3 Lemma: FEs liege die in Satz 2.4.2 beschriebene Ausgangssituation vor. Fir
GeF,ze€FEund He (Eg— T)® gilt dann

(i) Fe(cla(z)) = [ F([z]e)
(i) ra(H)(x) = || H(clg(ng(v)))
(i) ra(Fg)(z) = | F(ng())

Beweis:  Wir rechnen die genannten Gleichungen nach:

(i) Fe(cde(x)) = F5(Ye)(cda(x)) =
— |_|{t €T: clg(z) € Yo(t)} =
=| {teT: da(x) € da(Y(t)} =
=| {teT:3z~cazeY(t) =
— |_|{t €T:3z~gaF(z) It} =
=| {F(2): 2z~ 2} =| | F([2]e)
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(il) re(H)(z) = (F*odgo Xg)(H)(z) =
= | [t eT: 2 e da(X6(H)) (1)} =
=| {teT:zec|JX4H)(1)} =
=| {teT:zel| Jdaly): H(ca(y) D t}} =
— | [{t € T: 3y.y € na(x) und H(cl(y)) I t} =
= | {H(a(): y € na(x)} = | | H(ca(na(x)))
(iii) Falls H = Fg, folgt ra(Fe)(z) = [ Fe(ca(ng(x))) = L] F(na(x)) aus (ii). 0

2.5 Diskretisierung von Grauwertbild-Operatoren

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die Diskretisierung von Grauwertbildern
betrachtet haben, wollen wir nun nach der Diskretisierung von Operatoren auf Grau-
wertbildern fragen. Dazu werden wir einen Operator ®: (E — T)% — (E — T)°0 . be-
trachten und im Ubrigen von der in Satz 2.4.2 geschilderten Situation ausgehen. Zudem
wollen wir fordern, dass ® ein Scott-stetiger Operator ist, denn diese Voraussetzung ha-
ben wir in Satz 1.8.3 bereits bei der Diskretisierung von Operatoren auf bindren Bildern
getroffen, und es ist naheliegend, dass sich dies auf die Diskretisierung von Operatoren

auf Grauwertbildern iibertragen wird.

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir Diskretisierungen Fj eines Grauwertbildes
F betrachtet; die Abbildung, die zu H € F jedem Grauwertbild F' € (E — T)%  die
Diskretisierung Fy € (Ey — T) zuordnet, werden wir im Folgenden mit vy bezeich-
nen, das heift, es gilt vy (F) := Fy. In dem Diagramm auf Seite 90 ist diese Abbildung
bereits eingetragen. Das folgende Diagramm stellt nun unsere Ausgangssituation dar
und macht zugleich deutlich, dass fiir H € F eine Diskretisierung von ®5 von & auf
natiirliche Weise durch @y := rg o ® o vy gegeben wire.

(E—T)%, —2

(E—T)g,

UVH g UVH g

(Bg — 1) (Bg — 1)



2.6 Diskretisierung des Grauwertraumes 93

Damit die Definition der Diskretisierungen ®5 sinnvoll ist, miissen sie den Operator
® |in einem gewissen Sinn“ approximieren. Dazu stellen wir einen Operator ®5 zu-
nichst als Operator auf (E — T)%. dar: Wie wir an obigem Diagramm erkennen, ist
eine solche Darstellung @, von &y durch & = rg o &y o vy gegeben. Mit Hil-
fe von Lemma 2.4.3 (iii) erkennen wir leicht, dass stets ry o vy C id gilt, was zu-
sammen mit der Monotonie von ® zur Folge hat, dass ®); C & fiir alle H € F
ist.

Wir wollen nun nachweisen, dass die Diskretisierungen ® von ® den Operator ¢ in dem
Sinne approximieren, dass das Supremum ihrer Darstellungen &, gleich ® ist, dass also
Lger @ = @ gilt. Dazu betrachten wir ein Grauwertbild F' € (E — T')00 . und setzen
te :=rgovg; dann ist O (F) = ta(P(ta(F))). Wir folgern

|| @a(F) = || ta(@(ta(F) = || [ ] ta(@Eu(F))),

GeF GeF HEF GEF

wobei wir fiir die letzte Gleichheit ausnutzen, dass ® monoton ist und dass die Implika-
tion G = H = tg(F) Cty(F)firalle G, H € F gilt. Ferner ist
|| ta(@(tu(F))) = o(tu(F))
GeF
nach Satz 2.4.2, da @ auf (E — T, operiert. Aufgrund der Scott-Stetigkeit von & gilt
schliefslich
|| @tu(F) = o(| ] tu(F)) = &(F).

HeF HeF

Wir fassen dieses Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen.

2.5.1 Satz: Essei® € (E—T)%. — (E—T)% ein Operator auf Grauwertbil-
dern, wobeir E ein lokalkompakter Hausdorffraum sei und T ein vollstindig distributiver
Verband. Ferner werde E gemdfi Abschnitt 1.4 mittels eines Uberdeckungssystems F
durch die Riume Eqg (G € F) diskretisiert. Dann diskretisieren die oben definierten
Operatoren ®¢ € (Eqg — T)® — (Eg — T)°® den Operator ® in dem Sinne, dass das
Supremum, ihrer Darstellungen @, gleich ® ist, das heifit, es gilt | |..r P = @.

2.6 Diskretisierung des Grauwertraumes

Bei der Diskretisierung von Grauwertbildern sind wir bislang davon ausgegangen, dass

zwar der Grundraum F unserer Bilder diskretisiert wird, der Verband T' der Grauwerte
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dabei jedoch unverdndert bleibt. Haufig ist aber auch eine Diskretisierung der Men-
ge der Grauwerte von Interesse. Wir wollen daher zum Abschluss dieses Kapitels der
Frage nachgehen, wie sich eine Diskretisierung des Grauwertraumes auf Grauwertbilder

auswirkt.

Der Verband T' der Grauwerte ist als vollstdndig distributiver Verband nach Satz 2.1.4
insbesondere stetig. Jeder stetige Verband wird durch die Lawson-Topologie zu einem
kompakten Hausdorffraum (vgl. [GHK 03], Korollar ITI-1.11, Seite 215). Daher gehen
wir im Folgenden davon aus, dass der Verband 7' mit seiner Lawson-Topologie gemafs
der in Abschnitt 1.4 beschriebenen Methode mit Hilfe eines Uberdeckungssystems F
durch die Réume T (G € F) diskretisiert wird.

Die Intervall-Topologie auf einem Verband L ist die grobste Topologie, welche die obere
und die untere Topologie umfasst. Fiir zwei Elemente a,b € L nennen wir die Men-
ge [a,b] == {z € L:a C x C b} ein Intervall in L, und die Intervalle bilden eine
Basis fiir die abgeschlossenen Mengen der Intervall-Topologie auf L. Falls L ein voll-
standig distributiver Verband ist, stimmt seine Lawson-Topologie mit der Intervall-
Topologie tiberein (vgl. [GHKT03], Abschnitt VII-2). Ein typischer Kandidat fiir den
Verband T' der Grauwerte ist daher das reelle Einheitsintervall [0, 1] mit seiner {ibli-
chen Topologie, das beispielsweise wie in Abschnitt 1.2 geschildert diskretisiert werden

kann.

Wir werden ferner Grauwertbilder aus dem Verband (E — T)°° betrachten, wobei
eine beliebige Menge ist, und uns hier nicht auf (E — 7). beschrinken. Das eréffnet
die Moglichkeit, grundsétzlich die im Folgenden beschriebene Diskretisierung derjenigen
aus Abschnitt 2.4 nachzuschalten.

Es sei also F' € (F — T)% ein Grauwertbild und G € F. Dann liegt bereits auf der
Hand, was wir unter der zu G gehorenden Diskretisierung von F' verstehen wollen, denn
die Diskretisierung Ty des Grauwertraumes 7' geht durch die Abbildung clg: T — Tg
aus T hervor. Somit ist clg oF € (E — T¢) unsere zu G gehorende Diskretisierung von
F. Dabei miissen wir achtgeben, die Ordnungen nicht durcheinander zu bringen: Zwar ist
T ein Verband; fiir den Ubergang nach Ty spielt aber nur die Topologie von T eine Rolle,
denn obwohl auch T eine geordnete Menge ist, hat diese Ordnung im Allgemeinen nichts
mit der Ordnung auf 7" zu tun, denn T ist durch seine Spezialisierungsordnung geordnet.
Im Gegensatz zu (E — T)°® betrachten wir (E — T¢) daher nicht als geordnete Menge.
Nur bei giinstiger Wahl des Uberdeckungssystems ist es moglich, die Ordnung von T

auf die Diskretisierungen zu iibertragen, wo sie dann als weitere Ordnung neben der
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Spezialisierungsordnung besteht. Die Diskretisierung von [0, 1] in Abschnitt 1.2 bietet
beispielsweise diese Moglichkeit, indem man bildlich gesprochen die geordnete Menge
aus Abbildung 1.1 um 90 Grad dreht.

Zunéchst mag das widersinnig erscheinen, die (Spezialisierungs-)Ordnung von Ty zu
ignorieren. Denn wie sollten wir uns eine Abbildung aus (E — Tf) als Grauwertbild
vorstellen. Das ist jedoch weniger eine Frage der Diskretisierung selbst als eine Frage
ihrer Interpretation. Wir kénnten beispielsweise jedem clg(x) € T den Wert | |[z]g € T
zuordnen und T damit gewissermafen als Teilmenge von 7' interpretieren. (Dieser An-
satz leitet sich aus Abschnitt 2.4 ab, wobei wir £ = T setzen und das Grauwertbild
F = id diskretisieren.) Der Frage nach solchen Interpretationen wollen wir hier nicht
weiter nachgehen. Wir betonen an dieser Stelle jedoch, dass der Raum Ty eben ,mehr
als nur eine Teilmenge von T ist, da er auch Informationen iiber die topologische Be-
schaffenheit von T enthalt.

Zu jedem G € F und jedem Grauwertbild F' € (E — T)°® haben wir nun also eine
Diskretisierung clg oF € (E — Tg) gegeben, die wir im Folgenden mit F¢ bezeichnen
wollen. Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir nachweisen, dass die Diskretisie-
rungen F¢ von F' das Bild F approximieren. Dazu brauchen wir zunichst einen Rah-
men, in dem wir die Abbildungen F¢ untereinander und vor allem mit F vergleichen

konnen.

Einen solchen Rahmen kénnen wir mit Hilfe des Verbandes KC(T") aller kompakter Teil-
mengen von 71" herstellen. Da T ein lokalkompakter Hausdorffraum ist, stellt der Verband
KC(T') einen Teilverband des Verbandes A(T") dar, denn kompakte Teilmengen sind in
Hausdorffréumen stets abgeschlossen, und die Bildung beliebiger Durchschnitte in AC(T")
fithrt nicht aus K(T") heraus. (Wir werden das in Abschnitt 3.1 ausfiihren und den Ver-
band IC(X) genauer kennenlernen.) Die Menge (E — K(7T')) aller Abbildungen von E
in K(7T') wird durch punktweise Ordnung ebenso wie IC(T") zu einem vollstandigen Ver-
band.

Die Elemente von Ty, also die Abschliisse von Punkten in T' beziiglich der Topologie
O(G) auf T, sind kompakte Teilmengen von T - das werden wir in Proposition 3.3.2 be-
weisen. Somit gilt Tz € K(T) fiir jedes G € F, und alle Abbildungen F¢ sind Elemente
von (E — K(T)). Die Abbildung F selbst ist zwar kein Element von (E — K(T)),
da aber natiirlich alle einelementigen Teilmengen von T kompakt sind, konnen wir
F'(z) := {F(z)} fir alle € E setzen und F durch die Abbildung F’ € (E — K(T))
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reprisentieren. Somit ist der Verband (F — K(T')) der Rahmen, den wir gesucht ha-
ben.

Zunichst stellen wir fest, dass F¢ C F’ fiir alle G € F gilt: Denn fiir jedes z € F
ist F'9(x) = clg(F(z)) C {F(x)} = F'(z). Und F’ ist nicht nur obere Schranke aller
F¢% sondern ihr Supremum, das heifit, es gilt Uger F G = F': Denn fiir alle z € E
gilt

L] FO@) = | ] da(F@) = () da(F(2) = [ d“{F(2)}) = {F(2)} = F(a),
GeF GeF GeF GeF
wobei wir die Gleichung von Seite 24 verwenden zusammen mit der Tatsache, dass
Punkte in Hausdorffraumen abgeschlossen sind. Die Erkenntnisse diese Abschnitts halten
wir in nachstehendem Satz fest.

2.6.1 Satz: FEssei F € (E— T)%® ein Grauwertbild, wobei E eine beliebige Men-
ge und T ein wvollstandig distributiver Verband sei. Ferner werde T beziiglich seiner
Intervall-Topologie gemdfS Abschnitt 1./ mittels eines Uberdeckungssystems F durch die
Riaume T (G € F) diskretisiert. Dann diskretisieren die oben definierten Abbildungen
FC e (E — Tg) das Grawwertbild F in dem Sinne, dass ihr Supremum in (E — K(T))
gleich der oben definierten Darstellung F' von F ist, das heift, es gilt | |, - F¢ = F".
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Bewertungen

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir Modelle fiir Grauwertbilder und binére
Bilder kennengelernt, die in der Theorie morphologischer Bildoperatoren eine Rolle spie-
len. Dabei werden binére Bilder als Teilmengen einer Grundmenge modelliert. Wahrend
dieser Ansatz fiir eine diskrete Grundmenge unkritisch ist, treten bei der Betrachtung
von Kontinua gewisse Schwierigkeiten auf. So stellt sich beispielsweise die Frage, ob
man den Rand einer Teilmenge des R? iiberhaupt ,sehen” kann. Indem man sich auf
regular abgeschlossene Teilmengen beschrankt, kann man dieses Problem um den Preis
anderer Schwierigkeiten etwas entscharfen. Haufig beschrankt man sich nur auf abge-
schlossene Mengen, so dass im R? dann immer noch einzelne Punkte sichtbar sind. Uber
die charakteristischen Funktionen iibertragen sich derartige Fragestellungen auch auf
Grauwertbilder.

Vor diesem Hintergrund kénnten Bewertungen ein interessantes alternatives Modell
fiir Grauwertbilder sein. Bewertungen sind, vereinfacht formuliert, so etwas wie Ma-
fse, die nur offene Mengen messen. Nach Kenntnis des Verfassers wurden sie im Kon-
text der Theorie morphologischer Bildoperatoren bislang nicht betrachtet. Da die vor-
liegende Arbeit ordnungstheoretische Aspekte betont und Bewertungen starke Bezii-
ge zur Theorie der Bereiche haben, betrachten wir Bewertungen statt Mafen. In Ab-
schnitt 3.2 werden Bewertungen genauer vorgestellt. Die zugrunde liegende Intuiti-
on ist dennoch, ein Grauwertbild als Massenverteilung auf der Grundmenge anzuse-

hen.

Es wiirde den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen, eine mogliche Theorie morpho-
logischer Bildoperatoren basierend auf Bewertungen zu beginnen. In Abschnitt 3.4 wird

dargelegt, dass Bewertungen zumindest auf der Ebene der Diskretisierungen in gewissem

97
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Sinn als gleichwertig zu den Grauwertbildern aus Kapitel 2 angesehen werden koénnen.
Dies iibertragt sich jedoch nicht auf die ,jidealen Bilder, was gerade eine Motivation fiir

die Betrachtung von Bewertungen ist.

Wir konzentrieren uns auf das Hauptthema des vorliegenden Textes, namlich Diskre-
tisierungen, und werden eine Moglichkeit zur Diskretisierung von Bewertungen im Zu-
sammenhang mit der Diskretisierung des Grundraums geméfs Abschnitt 1.4 entwickeln.
Vorbereitend dazu beginnen wir mit einer Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften
kompakt-saturierter Mengen.

3.1 Kompakt-saturierte Mengen

Eine Teilmenge H eines topologischen Raumes Y nennen wir saturiert, wenn H Durch-
schnitt offener Mengen ist. Mit sat M bezeichnen wir die kleinste saturierte Menge, die
M C Y enthalt, das heift, sat M = ({O € O(Y): M C O}.

3.1.1 Proposition: In jedem Ty-Raum'Y , versehen mit der Spezialisierungsordnung,
qgilt:

(a) Jede abgeschlossene Menge A C'Y ist eine untere Menge, das heifst, es gilt A = | A.
(b) Jede offene Menge U C Y ist eine obere Menge, das heifit, es gilt U = TU.
(c) Fir jede beliebige Teilmenge M CY gilt sat M = TM.

Bewess:
(a) Ist y € | A, so gibt es ein a € A mit y C a, so dass y € {a} C A ist.
(b) Folgt aus (a), da Y\ U abgeschlossen ist.

(c) Ist y € TM, so gibt es ein m € M mit m C y. Mit (b) schliefen wir, dass y in
jeder offenen Menge liegt, die M enthélt. Somit ist y € sat M, also TM C sat M.
Ist umgekehrt y ¢ TM, so ist |y N M = @. Folglich ist Y\ |y eine offene Menge,
die M enthélt aber nicht y, so dass y ¢ sat M ist. Das zeigt sat M C TM. O

3.1.2 Proposition: Ist K CY kompakt, so gilt dies auch fir sat K.
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Beweis:  Jede Uberdeckung U; (i € I) von sat K ist auch eine Uberdeckung von K,
so dass bereits endlich viele U, ,...,U;, die Menge K iiberdecken. Die Vereinigung
U, U---UU,, ist also eine offene Menge, die K enthélt, so dass auch sat K darin liegt
und daher U, ..., U;, eine Uberdeckung von sat K ist. Damit ist sat K kompakt.  [J

Mit Q(Y) bezeichnen wir die Menge der kompakten Teilmengen von Y, die zugleich

saturiert sind. Wir nennen sie auch kompakt-saturiert.
3.1.3 Proposition:  Fir zwei Mengen Q1,Qs € Q(Y) ist auch Q1 U Q2 € Q(Y).

Beweis:  Es gibt Systeme offener Mengen U; (i € I) und V; (j € J) mit Q1 = (,c; U
und Q2 = (;c; Vj, denn @ und Qs sind saturiert. Dann ist Q1 U Q2 = (¢, (U; UQs) =
= Nier N;es (Ui UV}), also Durchschnitt offener Mengen und damit ebenfalls saturiert.
Aufserdem ist die Vereinigung zweier kompakter Mengen wieder kompakt. ]

Wir ordnen nun die Elemente von Q(Y') durch umgekehrte Mengeninklusion, das heifst,

wir definieren
Q1 EQ2 & Q12 Q

fir alle @1, Q2 € Q(Y). Als néchstes definieren wir einen Begriff, unter dessen Voraus-
setzung Q(Y') zu einer decpo wird.

3.1.4 Definition: Ein topologischer Raum Y wird wohlgefiltert genannt, wenn es zu
jeder Filterbasis C C Q(Y) und jeder offenen Menge U C Y mit (|C C U ein K € C
gibt mit K C U.

3.1.5 Lemma: Q(Y) ist fiir jeden wohlgefilterten Raum Y eine dcpo.

Beweis:  Es sei C C Q(Y) eine gerichtete Menge ; diese ist insbesondere eine Filterba-
sis. Offenbar ist () C saturiert. Um die Kompaktheit von (| C nachzuweisen, betrachten
wir eine offene Uberdeckung & von (C. Da Y wohlgefiltert ist, gibt es eine kompakt-
saturierte Menge K € C, die von U iiberdeckt wird. Um K zu iiberdecken geniigen aber
endlich viele Elemente von U, die ebenfalls (] C iiberdecken. [

In wohlgefilterten Rdumen haben wir ferner eine einfache hinreichende Bedingung fiir
die Tatsache, dass zwei Elemente von Q(Y') durch die weit-unter-Relation verbunden

sind.
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3.1.6 Proposition:  Der Raum Y sei wohlgefiltert, und fir zwei kompakt-saturierte
Mengen K1, Ky € Q(Y) sowie eine offene Teilmenge U CY gelte Ky CU C Ky. Dann
st Kl <K KQ m Q(Y)

Beweis:  EsseiC C Q(Y) gerichtet mit Ky T | |C, also (| C C K. Folglichist (\C C U,
und es gibt ein KeCmit KCU , da Y wohlgefiltert ist. Dies beweist K; C K. O

In lokalkompakten Raumen ist die Bedingung aus Proposition 3.1.6 sogar notwendig.
Doch bevor wir das beweisen, zeigen wir ein paar niitzliche Eigenschaften von Q(Y') im
lokalkompakten Fall.

3.1.7 Proposition:  In jedem lokalkompakten Raum Y gilt:

(i) Jede Umgebung eines Punktes y € Y enthdlt eine kompakt-saturierte Umgebung
von y.

(i1) Jede Umgebung einer kompakt-saturierten Menge K € Q(Y') enthdlt eine kompakt-
saturierte Umgebung von K.

(iii) Jede kompakt-saturierte Menge ist Durchschnitt all ithrer kompakt-saturierten Um-

gebungen.

Beweis:

(i) Jede offene Umgebung U des Punktes y besitzt eine kompakte Umgebung K, da
Y lokalkompakt ist. Die kompakt-saturierte Menge sat K (vgl. Proposition 3.1.2)
ist dann ebenfalls Umgebung von y und liegt in U.

(ii) Sei U C Y offen mit K C U. Zu jedem k € K gibt es nach (i) eine kompakt-
saturierte Umgebung C} C U. Die Mengen C}° iiberdecken K, so dass es endlich
viele Cy,,...,Cy, gibt mit K C (Cp, U---UCy,)" C Cy, U---UCy, C U. Nach
Proposition 3.1.3 ist C, U --- U C},, kompakt-saturiert.

(iii) Ist K kompakt-saturiert, so ist K der Durchschnitt all seiner Umgebungen. Mit
(ii) folgt dann direkt die Behauptung. O

3.1.8 Lemma:  FEs sei Y ein lokalkompakter Raum, und es seien K1, Ky € Q(Y') mit
K, < K5. Dann gibt es eine offene Menge U CY mit Ko C U C K;.
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Beweis:  Wir betrachten das System C C Q(Y') aller kompakt-saturierten Umgebungen
von Ks. Mit Proposition 3.1.7 schliefen wir, dass C gerichtet ist und dass | |C = K gilt.
Folglich gibt es ein C' € C mit K; C C. Fiir U := C° gilt dann Ky C U C K;. O

3.1.9 Satz: IstY ein wohlgefilterter lokalkompakter Raum, so ist Q(Y') ein Bereich.

Beweis:  Nach Lemma 3.1.5 ist Q(Y") eine dcpo. Fiir jede kompakt-saturierte Umge-
bung K’ einer kompakt-saturierten Menge K € Q(Y) gilt K C K’ C K’, so dass
K" < K nach Proposition 3.1.6 folgt. Mit Hilfe von Proposition 3.1.7 sehen wir, dass die
kompakt-saturierten Umgebungen von K eine gerichtete Menge bilden, deren Supremum
gleich K ist. Damit ist die Stetigkeit von Q(Y") nachgewiesen. O

3.1.10 Korollar:  Der Raum Y sei wohlgefiltert und lokalkompakt. Dann bilden die
Mengen der Form K .= {K € Q(Y): KN F = @} eine Basis der Scott-Topologie auf
Q(Y), wobei FF C'Y abgeschlossen ist.

Beweis:  Die Scott-Offenheit von K sieht mal leicht mit Hilfe von Proposition 3.1.7
ein. Ist V C Q(Y") Scott-offen und K € V, so gibt es ein K’ € ¥V mit K’ < K. Damit
gilt K € KY\K” C P, so dass die Mengen der Form KF eine Basis der Scott-Topologie
auf Q(Y) bilden. O

Ein wichtiger Spezialfall des Bereichs Q(Y') ist der Verband KC(X) aller kompakter Teil-
mengen eines lokalkompakten Hausdorffraumes X. In Hausdorffraumen sind Punkte
namlich abgeschlossen, so dass sich das Komplement jeder Teilmenge von X als Ver-
einigung (einelementiger) abgeschlossener Teilmengen darstellen lidsst, womit alle Teil-
mengen von X saturiert sind und K(X) = Q(X) gilt. Das kann man auch so verste-
hen, dass Hausdorffraume beziiglich ihrer Spezialisierungsordnung ,flach® sind, weil je
zwei verschiedene Punkte stets unvergleichbar sind. Jede Teilmenge von X ist damit
natiirlich auch obere, also saturierte Menge. Auferdem ist jeder Hausdorffraum wohlge-
filtert:

3.1.11 Proposition: Jeder Hausdorffraum ist wohlgefiltert.

Beweis:  Es sei X ein Hausdorffraum, U C X offen in X und C C K(X) eine Filter-
basis, die (1C C U erfiillt. Wir nehmen nun an, dass K C U fiir kein K € C erfiillt
ist. Dann bildet auch €' := {K N U%: K € C} eine Filterbasis mit ¢’ C K(X), so dass
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(C' # @ gilt. Daraus folgt jedoch (CNU c #+ &, was im Widerspruch zur Voraussetzung
(C C U steht. Somit ist K C U fiir ein K € C. 0

Damit ist IC(X) fiir jeden lokalkompakten Hausdorffraum X ein Bereich. Weil zudem
der Durchschnitt endlich vieler Elemente von K(X) wieder in IC(X) liegt, ist I(X)
sogar unter der Bildung beliebiger Durchschnitte abgeschlossen und folglich ein stetiger
Verband.

Wir kénnen Q(Y) daher auch als Verallgemeinerung von KC(X) auf Nicht-Hausdorff-
Réume verstehen, bei der die Struktur von IC(X') im Wesentlichen erhalten bleibt.

3.2 Stetige Bewertungen

Wir wollen im Weiteren mit stetigen Bewertungen arbeiten und stellen diese dazu im Fol-

genden vor. Dabei verweisen wir auch kurz auf verwandte Themenbereiche.

Ein Mengensystem £ C B(M) auf einer beliebigen Menge M nennen wir einen Mengen-
verband, wenn L die leere Menge enthélt und unter der Bildung endlicher Durchschnitte
und Vereinigungen abgeschlossen ist. Eine Abbildung p: £ — [0, 00] heilt Bewertung
auf £, wenn sie strikt, monoton und modular ist, was bedeutet, dass sie fiir alle A, B € L
den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) p(@) =0 (Striktheit)
(i) ACB = p(A) <u(B) (Monotonie)
(ili) p(A)+w(B) =pw(AUB) + pu(ANB) (Modularitét)
Hierbei erweitern wir die Addition von [0,00) auf [0, 00|, indem wir oo + & = 00 =

= z+ oo fiir alle x € [0, 00| setzen. Eine Bewertung p ist beschrinkt, wenn u(L) C [0, 00)
gilt.

Der Verband O(Y) aller offener Mengen eines topologischen Raumes Y ist ein Mengen-
verband. Eine Bewertung p: O(Y) — [0, 0o] nennen wir stetig, wenn fiir jede gerichtete
Teilmenge D C O(Y') die Gleichung

n( D) = sup{u(V): V € D}
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erfiillt ist, das heiftt, wenn g eine stetige Abbildung beziiglich der Scott-Topologien
auf O(Y) und [0, 00] ist. (Da auf [0,00] die Scott-Topologie mit der oberen Topolo-

gie tibereinstimmt, sind die Scott-offenen Mengen genau die Intervalle (z, 00|, wobei

xr €

[0,00) ist.) Die Menge aller stetiger Bewertungen auf O(Y) bezeichnen wir mit

V(Y).

3.2.1 Beispiele:

(a)
(b)

Die konstante Nullfunktion ist eine stetige Bewertung.

Fiir jeden Punkt y € Y ist durch die Zuordnung
1 fallsyeU
oy (U) = {
0 sonst

eine stetige Bewertung auf O(Y") definiert, die als Punktbewertung fiir den Punkt
y bezeichnet wird.

Die (punktweise) gebildete Summe p + v zweier stetiger Bewertungen p, v € V(Y)
ist stetig. Ferner ist fiir jedes Skalar r € [0, 00| die Bewertung - i1 stetig, wobei wir
die Multiplikation von [0, 00) auf [0, c0] erweitern, indem wir co - = 0o = z - 00
fiir alle x # 0 und co - 0 =0 = 0 - oo setzen.

Endliche Linearkombinationen
Zriéyi mit n € N sowie r; € [0,00) und y; € Y fiir allei € {1,...,n}
i=1

von Punktbewertungen sind stetig. Diese werden auch einfache Bewertungen ge-
nannt. Man beachte, dass nur reellwertige Koeffizienten zugelassen sind, so dass
einfache Bewertungen stets beschréankt sind und ein endliches Bild haben.

Fiir jede Bewertung p € V(Y') und jede stetige Abbildung f: Y — Y’ ist durch
v(U) = u(f~1(U))

eine stetige Bewertung v € V(Y') gegeben, die als Bildbewertung von u entlang der
Abbildung f bezeichnet wird.

Es ldsst sich zeigen, dass die Menge V(Y') vermoge punktweiser Ordnung

pCv & ulU) <v(U) fir alle U € O(Y)

eine depo ist. Falls Y ein Bereich ist, folgt sogar, dass auch V(Y') ein Bereich ist.
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3.2.2 Satz (vgl. [GHKT03|, Satz IV-9.16):  Die dcpo V(Y) ist fiir jeden Bereich Y
selbst ein Bereich. Jede stetige Bewertung p ist das gerichtetes Supremum einfacher

Bewertungen, die weit unter u liegen.

Die Theorie der stetigen Bewertungen ist so etwas wie die ,Maftheorie fiir Bereiche".
Zahlreiche Ergebnisse der klassischen Maftheorie stehen unter der Prémisse, dass der
Grundraum ein Hausdorffraum ist. In Bereichstheoretischen Zusammenhéangen ist diese
Voraussetzung aber héufig gerade nicht gegeben. Die Scott-Topologie auf dem Bereich
O(Y) eines lokalkompakten Raumes Y ist dazu ein Beispiel, das wir bereits kennen
gelernt haben. Ferner haben wir schon gesehen, dass die Spezialisierungsordnung eines
Hausdorffraumes diesen zu einer Antikette macht, womit er ordnungstheoretisch wenig
interessant ist. Hinzu kommt, dass in bereichstheoretischen Fragestellungen meist nur
das ,Mafs offener Mengen von Bedeutung ist. Diese Aspekte haben zu der Motivati-
on beigetragen, Bewertungen genauer zu untersuchen. Satz 3.2.2 macht dariiber hin-
aus die eigenstindige Bedeutung von Bewertungen innerhalb der Bereichstheorie deut-

lich.

Beziiglich des Zusammenhangs zwischen Bewertungen und Mafien wollen wir kurz fest-
halten, dass jedes reguléire Borel-Mafs eine stetige Bewertung darstellt, wenn man es auf
die offenen Mengen einschrénkt: Denn die Regularitéit eine Borel-Mafes v auf dem Raum
Y besagt, dass v(U) = sup{v(K): K C U, K kompakt} fiir jede offene Menge U C Y
ist. Falls nun U = |J D fiir eine gerichtete Menge D C O(Y) gilt, so wird jede kompakte
Menge K C U von D iiberdeckt, so dass K bereits in einem V' € D liegt. Es gilt dann
sup{v(K): K C U, K kompakt} = sup{v(V): V € D}, und aus der Regularitét von v
folgt die Stetigkeit der Bewertung v|oy).

Umgekehrt lassen sich stetige Bewertungen zwar nicht allgemein zu regulédren Borel-
Mafen fortsetzen, es gibt aber verschiedene Sétze, die hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz solcher Fortsetzungen benennen. Néheres dazu findet sich beispielsweise
in [KLO5|, wo einige jiingere Fortsetzungssétze innerhalb eines abstrakteren Theorie-
Rahmens behandelt und zusammengefasst werden. In [Eda95] zeigt EDALAT Verbindun-
gen zwischen Bereichs- und Maftheorie auf, die auf der Betrachtung von Bewertungen

beruhen.



3.3 Diskretisierung von Bewertungen 105

3.3 Diskretisierung von Bewertungen

Wir gehen im Folgenden der Frage nach, wie sich stetige Bewertungen auf einem Raum
X diskretisieren lassen, wenn der lokalkompakte Hausdorffraum X geméaft Abschnitt 1.4
mit Hilfe eines Uberdeckungssystems F von den Rdumen X diskretisiert wird. Zunschst
stellen wir dazu ein paar Hilfsmittel bereit.

3.3.1 Proposition:  Fiir jedes F' € F besitzt die Menge Np := {np(z): v € X} der
kleinsten Umgebungen der Punkte von X die Figenschaft, dass jede Teilmenge M C Np
mit (VM # & endlich ist.

Beweis:  Zunéchst halten wir fest, dass jede Teilmenge £ C F' mit (| E # & endlich ist:
Es gibt dann ndmlich einen Punkt y € (| E, das heift, es ist y € U fiir alle U € E C F
andererseits ist y nur in endlich vielen Elementen von F' enthalten, da F' lokalendlich
ist.

Auch fiir das System S aller nichtleerer Durchschnitte von Elementen von F' gilt, dass
jede Teilmenge R C S mit (| R # @ endlich ist: Fiir jedes T" € R gilt dann nédmlich
T =) Er, wobei E7 jeweils eine endlich Teilmenge von F ist. Folglich ist fiir die Menge
M :={U € F: U € Erfirein T € R} der Durchschnitt ()M = (| R nichtleer, so
dass M endlich ist. Daher ist auch R endlich, denn jedes T' € R ist Durchschnitt von
Elementen aus M. Schlieflich folgt die Aussage dieser Proposition aus der Tatsache,
dass Np C S ist. O

3.3.2 Proposition:  Fir jedes F' € F und jedes v € X ist der Punktabschluss clp(x)
kompakt.

Beweis:  Der Punktabschluss clg(x) wird von den kleinsten Umgebungen seiner Punkte
tiberdeckt: clp(x) C UM mit M := {np(y): y € clp(z)}. Da y € clp(x) dquivalent zu
r € np(y) ist, gilt (M # @, so dass M nach Proposition 3.3.1 endlich ist. Somit
wird clp(z) von endlich vielen relativ kompakten Mengen iiberdeckt und ist folglich
kompakt. [

3.3.3 Proposition:  Fine Teilmenge Q C Xp des Raumes Xp (F € F) ist genau
dann kompakt-saturiert, wenn Q) endliche Vereinigung von Teilmengen der Form Tclp(x)

mit x € X 1st. Dann ist insbesondere () selbst endlich.
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Beweis:  Fir jedes x € X ist die Menge Tclp(z) € Xr nach Proposition 1.4.10 endlich,
also kompakt, und offenbar saturiert; dies gilt ebenso fiir endliche Vereinigungen solcher
Mengen. Falls umgekehrt ) C X kompakt-saturiert ist, so ist () die Vereinigung aller
Mengen der Form Tclg(x), die in @ enthalten sind. Diese Menge sind offen in Xp, so
dass aufgrund der Kompaktheit von @) eine endliche Vereinigung von Mengen der Form
Telp(x) gentigt, um @ zu bilden. ]

3.3.4 Proposition:  FEs seien U,W offen in X mit W < U. Dann existieren ein
F € F und eine F-offene Menge V C X derart, dass W CV < U ist.

Beweis:  Da O(X) ein stetiger Verband ist (vgl. Abschnitt 1.6) und W < U gilt, gibt
es eine offene Menge U’ C X mit W < U’ < U. Wegen W < U’ gibt es eine kompakte
Menge K C X mit W C K C U’. Da |JF Basis der Topologie auf X ist, kann U’
als Vereinigung von Elementen aus | JF dargestellt werden, die dann K {iberdecken.
Folglich gibt es endlich viele Elemente G, ...,G, € F und zu jedem ¢ € {1,...,n} eine
G;-offene Mengen U] € G; derart, dass U/ C U’ und K C |J_, U/ ist. Wir wihlen ein
F € Fmit G; < F fiir alle i € {1,...,n}; dann sind auch alle U/ Elemente von F|,
so dass fir V := |J_, U/ schlieklich V' € O(F) sowie W C V C U’ gilt. Hieraus folgt
WV «U. O

Es sei nun p eine stetige Bewertung auf X und F' € F. Dann bezeichnen wir mit
pr die Bildbewertung von g entlang der Quotientenabbildung clg, das heifst, up ist
fiir alle offenen Mengen V' C Xy durch pup(V) := u(clz'(V)) gegeben. Die Bewertung
i ist der naheliegende Kandidat fiir die zu F' € F gehorende Diskretisierung von
1. Das folgende Lemma ist dabei ein wichtiger Bestandteil der noch nachzuweisenden
Approximationseigenschaft der Bewertungen pip.

3.3.5 Lemma: Fs sei pu eine stetige Bewertung auf X, U offen in X und ¢ > 0.
Dann gibt es ein F € F und eine offene Menge V. C Xy derart, dass clp' (V) < U und
p(U) — up(V) < € ist.

Beweis:  Der Verband O(X) der offenen Mengen von X ist stetig, so dass U das
gerichtete Supremum aller W € O(X) mit W <« U ist. Da u eine stetige Bewertung
ist, folgt u(U) = (U ey W) = supy .y u(W). Es existiert daher ein W € O(X) mit
W < U und pu(U) —e < u(W). Nach Proposition 3.3.4 gibt es dann ein F' € F und eine
F-offene Menge S C X mit W C S < U. Mit V := clp(S) ist S = clz' (V) < U und
W(W) < u(8) = (7 (V) = pe(V), also p(U) — (V) < . .
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In Abschnitt 3.1 haben wir ausgefiihrt, dass sich die Menge K(X) aller kompakter Teil-
mengen von X durch umgekehrte Mengeninklusion (K; C Ky & Ky C K;) ordnen
ldsst und so zu einem (stetigen) Bereich wird. Dabei ist Ky := {K € K(X): K C U} fiir
jede offene Menge U C X (Scott-)offen in I(X'), und diese Mengen Ky bilden eine Ba-
sis der (Scott-)Topologie auf IC(X). Wir wollen den Bereich K£(X) als Rahmen nutzen,
in dem wir die Bewertungen ppr mit der Bewertung p vergleichen und ihre Approxi-
mationseigenschaft formulieren konnen. Die folgende Proposition stellt die passenden
Verbindungen her.

3.3.6 Proposition:

(a) Die Abbildung s: X — K(X) mit s(z) = {x} ist eine Einbettung von X in K(X).
(b) Fiir jedes F € F ist durch die Zuordnung qr(clp(z)) := np(z) eine stetige Abbil-
dung qr: Xp — K(X) definiert.

Bewes:

(a) Offenbar ist s eine Bijektion zwischen X und s(X). Fiir jede basis-offene Menge
Ky C K(X) gilt s (Ky) = U, so dass s stetig ist. Zugleich ist s offen als Abbildung
auf ihr Bild, denn fiir jede offene Menge U C X gilt s(U) = s(X) N Ky.

(b) Dau € clp(v) < v € np(u) fiir alle u,v € X gilt, ist clp(u) = clp(v) dquivalent zu
np(u) = np(v), so dass gr wohldefiniert ist. Betrachten wir eine basis-offene Menge
Ky C K(X), so ist ¢z'(Ky) eine obere und damit offene Menge in X, denn aus
clp(z) € ¢p*(Ky) und clp(y) D clp(z) folgt einerseits np(z) C U und andererseits

nr(y) C np(z), also insgesamt np(y) € Ky. Damit haben wir die Stetigkeit von gp
nachgewiesen. |

Proposition 3.3.6 gestattet uns, Bewertungen auf X sowie auf allen X in Bewertungen
auf K(X) zu tberfiihren: Einer Bewertung p auf X ordnen wir eine Bewertung fi auf
K(X) zu, indem wir a(U) := u(s™*(U)) fiir alle offene Mengen U C K(X) setzen, also
die Bildbewertung entlang s verwenden. Entsprechend ordnen wir einer Bewertung v auf
Xr eine Bewertung © auf K(X) zu, indem wir 2(U) := v(qz"(U)) fiir alle offene Mengen
U C K(X) setzen.

An dieser Stelle sind ein paar Erlauterungen zu den Abbildungen ¢ sinnvoll, denn im
Vergleich zur Abbildung s liegt hier nicht unbedingt auf der Hand, wie man diese Abbil-

dung findet. Unser Ziel ist eine Ubersetzung von Bewertungen auf Xy in Bewertungen
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auf K(X). Der natiirliche Weg dazu ist der zu einer passenden Bildbewertung, so dass
wir eine stetige Abbildung von X nach K(X) suchen. Dabei ist es niitzlich, das Analo-
gon von K(X) in Bezug auf X zu betrachten, namlich den Bereich Q(Xr), den wir in
Abschnitt 3.1 ndher untersucht haben. (Die Ausfiihrungen dort erlautern auch, dass die
Betrachtung von K(Xr) ungeeignet wire, da X kein Hausdorffraum ist.) Das folgende
Diagramm hilft, die Situation zu beleuchten.

X ClF XF
S Sp
K(X) ~—— Q(XF)
clz!

Der Raum X ist mittels der Abbildung s in den Bereich K(X) eingebettet. Ferner geht
der Raum Xp aus X vermoge der Quotientenabbildung cly hervor. In Abschnitt 1.9
haben wir festgestellt, dass Xg ein niichterner Raum ist. Damit ist er insbesondere
wohlgefiltert (sieche dazu beispielsweise Satz II-1.21 in [GHK'03]), so dass Q(Xp) ein
Bereich ist. Der Einbettung s entspricht die Einbettung sp, die fiir alle clp(z) € Xp durch
sp(clp(z)) = sat({clp(x)}) = Tclp(z) gegeben ist. (Tatsédchlich arbeitet die Abbildung s
genauso, nur dass hier sat({z}) = {z} fir alle z € X gilt, da X ein Hausdorffraum ist.)
Damit bleibt schlieklich noch der Weg von Q(Xr) nach IC(X) zu kldren. Da wir mit clg
von X nach X kommen, versuchen wir es mit Cl}l. Dank Proposition 3.3.3 geniigt dabei

die Betrachtung von Mengen der Form {clg(x). Es ist

cdt(Telp(z)) ={y € X: clp(y) Dclp(@)} ={y € X: 2 Cpy} = np(x)

Zwar ist np(x) nicht kompakt, aber relativ kompakt, so dass Wiﬂach Cl}1 einfach
noch zum Abschluss iibergehen und diese Abbildung insgesamt mit cl' bezeichnen. Die
gesuchte Abbildung ¢r ist nun die Verkettung der Abbildungen sp und cly', und wir

haben gerade gesehen, dass qp(clp(z)) = np(z) ist.

Zwecks einfacherer Notation definieren wir noch die Abbildungen rp: X — K(X) fiir alle

F € Fdurchrp := gpoclp. Dann ist rp(x) = np(z) fiir allez € X.

3.3.7 Lemma:  FEs sei U offen in K(X) und K kompakt in X mit K C s~ Y(U). Dann
gibt es ein F' € F derart, dass rp(K) C U ist.
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Beweis:  Die Menge U ist Vereinigung von offene Mengen der Form Ky, deren Urbilder
V = s }(Ky) dann K iiberdecken. Betrachten wir also ein & € K, so liegt dieses in
einem Vi mit Ky, C U. Des Weiteren gibt es nach Lemma 1.4.5 ein G}, € F und eine
G-abgeschlossene, kompakte Umgebung A, von k derart, dass A, C V; und folglich
Ay € Ky, ist.

Das Innere eines jeden Ay ist Vereinigung von Elementen aus | JF, und die Ay iiber-
decken K, so dass es endlich viele offene Mengen W1y, ..., W, C X derart gibt, dass
K CWyU---UW, ist und fir jedes i € {1,...,n} die Menge W, in einem Ay, liegt
und H;-offen fiir ein H; € F ist. Es sei F' € F eine gemeinsame Verfeinerung der Uber-
deckungen Gy, ..., Gy, , Hy,..., H,. Ein k € K liegt in einem W fiir ein i € {1,...,n},
so dass ng(k) C W; gilt, da W; eine F-offene Menge ist, und folglich rr(k) C Ay, gilt,
da Ay, eine F-abgeschlossene Menge ist. Insgesamt haben wir rp(k) € KVki und damit
rr(k) € U nachgewiesen. O

Der folgende Satz belegt nun, dass die Diskretisierungen up einer stetigen Bewertung p
auf X diese approximieren, und zwar in dem Sinne, dass das Supremum ihrer Darstel-

lungen in K(X) die Darstellung von g ist.

3.3.8 Satz: Es sei i eine stetige Bewertung auf X, und fir jedes F' € F sei up
die Bild-Bewertung von u entlang clgp. Dann gilt fir die zugehdrigen Bewertungen auf

K(X), dass ju = | |pcr fir ist.

Beweis:  Es sei U offen in K(X). Dann ist ip(U) = pr(ga'(U)) = plcly' (¢pt (U))) =
= u(rz* (U)). Betrachten wir ein o € 7' (U), so gilt np(x) € U und folglich s(x) € U,
da np(z) C {z} = s(z) und U eine obere Menge ist. Wir haben damit r3'(U) C s~'(U)
nachgewiesen, was wiederum p(r'(U)) < pu(s~1(U)) und damit ix(U) < (U) beweist.

Es ist also ji obere Schranke aller fip.

Erneut sei U offen in K(X) und damit O := s7!(U) offen in X. Ferner sei ¢ > 0. Dann
gibt es nach Lemma 3.3.5 ein F € F und ein V offen in Xy mit cl;'(V) < O und
w(O) — up(V) < e. Wir setzen S := clz' (V), und wegen S < O gibt es eine kompakte
Menge K C X mit S C K C O. Nach Lemma 3.3.7 gibt es daher ein G € F derart,
dass rg(K) C U und damit insbesondere S C K C r;'(U) ist.

Es gilt nun fig(U) = p(rg'(U)) > u(S) = pr(V). Des Weiteren ist a(U) = u(s~1(U)) =
= u(O) und p(0O) — pp(V) < e. Zusammen genommen ergibt das (U) — ay(U) < e.
Da U und ¢ beliebig gew#hlt waren, sehen wir insgesamt, dass i = | |y fir ist. O
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3.4 Vergleich zwischen Bewertungen und Grauwertbildern

Wir haben stetige Bewertungen als alternative Moglichkeit zur Modellierung von Grau-
wertbildern vorgestellt. Zugleich haben wir in Kapitel 2 einen Einblick in die vorhandene
Theorie zu Grauwertbildern erhalten, die auf dem dort beschriebenen Modell fiir Grau-
wertbilder aufbaut. Es ist natiirlich sinnvoll, nach Verbindungen zwischen den beiden
Modellen zu suchen. Dazu werden wir im Folgenden darlegen, dass die beiden Ansétze
auf der Ebene der Diskretisierungen in gewissem Sinn als gleichwertig anzusehen sind.
Anschliefsend werden wir sehen, dass sich dies jedoch nicht auf die Ebene der ,idealen*
Bilder iibertragen lésst.

Wir starten auf der Seite der Bewertungen und betrachten eine stetige Bewertung v auf
Xp, wobei Xp die zu F' € F gehorende Diskretisierung des Raumes X vermoge eines
Uberdeckungssystems F geméf Abschnitt 1.4 sei. Fiir jeden Punkt 2 € X (wobei natiir-
lich x = clp(y) fir ein y € X gilt) sind die Mengen Tz und T2\ {z} obere und damit offene
Mengen in Xp. Wir konnen daher jedem x € Xp einen Wert

wy () = v(1x) —v(Te\{z})

zuordnen. Daraus resultiert eine Abbildung w,: Xr — [0,00],2 — w,(x). Diese Ab-
bildung w, kénnen wir als diskretes Grauwertbild im Sinne von Abschnitt 2.4 ansehen,
denn es ist w, € (Xp — [0, 00]).

Umgekehrt kénnen wir zu einer Abbildung w: Xp — [0, 00| eine stetige Bewertung v,
auf Xp finden. Dazu legen wir v, zundchst auf allen kompakt-saturierten Teilmengen
@ C X fest, indem wir

r€Q
setzen. Diese Definition ist sinnvoll, da () nach Proposition 3.3.3 stets eine endliche

offene Teilmenge von Xp ist. Eine beliebige offene Menge U C X ist das gerichtete
Supremum aller kompakt-saturierter Mengen ¢ C U. Daher kénnen wir v, zu einer
stetig Bewertung auf X fortsetzen, indem wir
V(U) := sup v,(Q)
QCU
fiir alle offenen Mengen U C Xp definieren. Diesen Sachverhalt stellen wir abkiirzend
durch folgenden Ausdruck dar, wobei §, die Punktbewertung fiir x € X ist:
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Falls die Abbildung w mittels einer stetigen Bewertung v auf Xp gebildet wurde, falls
also w = w, gilt, so gewinnen wir diese Bewertung als v,, = v zuriick: Um das nach-
zuvollziehen miissen wir sehen, dass v,(Q) = >, o w(z) = v(Q) fiir alle kompakt-
saturierten Mengen Q C X gilt. Das ist per Induktion tiber die Méchtigkeit |¢)| von
@ moglich. Den Induktionsanfang liefert die Menge @ = {¢q} fiir ein ¢ € Xp, denn
hier gilt 1,(Q) = w(q) = v(Tq) — v(T¢ \ {¢}) = v({q}). Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, die Menge () C Xr habe Méchtigkeit |Q| = n fiir ein n € N. Dann
wihlen wir ein ¢ € @ das minimal in @ ist. Damit folgt @ = Q \ {¢} U T¢, so dass wir
v(@Q) = v(@\{q}) + v(Tq) —v(Q \ {g} N Tq) = v(Q\ {d}) + v(Te) — v(Tq \ {q}) =
=1, (Q \ {q}) + w(q) = 1,(Q) folgern konnen.

Trivialerweise gewinnen wir eine Abbildung w als w = w, zuriick, wenn die Bewertung v
mittels w als v = v, gebildet wurde. Diese Beobachtungen halten wir zusammenfassend

in der folgenden Proposition fest.

3.4.1 Proposition:  Zu jedem F € F seien die Abbildungen Br und vp wie folgt
gegeben:

(Xp — [0, 00]) = V(XF)
Br: w Z w(x)d, TE:

zeXp

V(XF) — (Xr — [0,00])
v (z = v(Tr) —v(Te\ {z}))

Dann sind Br und vr jeweils zueinander inverse Bijektionen; alle Abbildungen Br sind

zudem monoton.

Der Beschreibungswechsel, den die vorstehende Proposition darlegt, ldsst sich nicht all-
gemein auf Bewertungen aus V(X)) bzw. Grauwertbilder aus (X — [0, 0c]) iibertragen.
Das kénnen wir exemplarisch an Grauwertbildern aus R — [0, co] nachvollziehen: Ei-
ne sinnvolle Moglichkeit, einem Grauwertbild w € (X — [0,00]) eine Bewertung auf
R zuzuordnen ergibt sich aus dem Ansatz, w als Dichte einer Verteilungsfunktion auf-
zufassen. Das ,Mals“ einer offenen Menge ist dann — unter geeigneten Voraussetzun-
gen — das Integral von w iiber dieser offen Menge. Damit ergibt sich sofort, dass einzelne
Punkte aus R das Mafk Null haben. Wenn wir nun zu einer Diskretisierung D; von R
iibergehen, wie wir sie in Abschnitt 1.2 kennen gelernt haben, so miissen wir konsequen-
terweise den Elemente von cl;(x) € D;, die einelementige Teilmengen von R sind — also
den Randpunkten der Uberdeckungsintervalle von F; —, den Wert Null zuweisen, da hier
die Mafse der Mengen Tcl;(z) und Tcl;(x) \ {cl;(x)} gleich sind. Tatséchlich erhélt cl;(z)
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bei der in Abschnitt 2.4 beschriebenen Diskretisierung nach Lemma 2.4.3 jedoch den
Wert sup w([z];), der im Allgemeinen nicht Null ist.

Die geschilderte Diskrepanz lasst sich moglicherweise durch einen anderen Diskretisie-
rungsansatz entschiarfen — im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden wir das nicht
mehr thematisieren. Andererseits ist die in Kapitel 2 geschilderte Diskretisierung eine
konsequente Weiterfithrung der Diskretisierung von binédren Bildern durch abgeschlosse-
ne Mengen, wie sie in Abschnitt 1.8 dargestellt wurde. Es scheint daher sinnvoll, bereits
an dieser Stelle die Bedeutung von Bewertungen genauer zu beleuchten. Betrachten wir
beispielsweise die charakteristische Funktion eines einzelnen Punktes in R?, so impliziert
die Auffassung, diese Funktion als Grauwertbild anzusehen, dass der einzelne Punkt
,sichtbar ist. Fasst man die Funktion hingegen als Dichte einer Verteilungsfunktion
auf, deren zugehoriges Maf das Grauwertbild sein soll, so ist der einzelne Punkt nicht
sichtbar. Vor diesem Hintergrund sind dann insbesondere die Konstruktionen bekannter

Bildoperatoren neu zu iiberdenken.
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ordnungserhaltend . ... (siehe: monoton)
ordnungserzeugend .................. 02
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parakompakt ... o 29
Polyeder
euklidisches . . ... (siehe: euklidisches
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topologisches. . ... .. (siehe: topologi-
sches Polyeder)
primes Element .................. 58, 69
Projektions-Einbettungs-Paar. ... 26, 85
Punktabschluss ............. 15, 26, 105
Punktbewertung ................... 108
R
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niichterner ....... (siehe: niichterner
Raum)
triangulierbarer . . ... (siehe: triangu-
lierbarer Raum)
wohlgefilterter. .. .. (siche: wohlgefil-
terter Raum)
Raumstiick
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S
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Schliefung................ 50, 51, 82, 88
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obere ....... (siche: obere Schranke)
untere . .. .. (siche: untere Schranke)
Scott-Topologie...................... 39
Seite. ... 33, 34
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Seite)
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Seitenebene ............ ... .l 33
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Simplex)
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sches Simplex)
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78
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bung)
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stetiger Verband......... 39, 40, 42, 102
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Supremum .. ... 39
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Topologie..................o .. 13
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Hit-or-Miss- . ... (sieche: Hit-or-Miss-
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Intervall-. .. .. (siehe: Intervall-Topo-
logie)
Lawson- .. .... (siehe: Lawson-Topo-
logie)
obere....... (siche: obere Topologie)
Scott-...... (siehe: Scott-Topologie)
untere. . ... (siche: untere Topologie)
topologische Zelle.................... 34
topologischer Hiillenoperator ........ 54
topologischer simplizialer Komplex. . .34
topologischer Zellenkomplex ......... 34
topologisches Polyeder............... 34
topologisches Simplex ............... 34
total geordnete Menge............... 13
Tragerebene............. .. ... ..., 32
Trennungsaxiom 7g.........c......... 13
triangulierbarer Raum............... 35
Triangulierung. ...................... 34
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Uberdeckung ........................ 20
lokalendliche ... (siehe: lokalendliche
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Umgebung
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bung)
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linear . ... (siehe: linear unabhéngig)

uneigentliche Seite................... 33
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weit-liber-Relation................... 66
weit-unter-Relation .............. 39, 66
weit-weit-iiber-Relation.............. 65
weit-weit-unter-Relation ............. 65
wohlgefilterter Raum ................ 99
Z
Zelle
konvexe. . ..... (siehe: konvexe Zelle)
topologische . . .. (siehe: topologische
Zelle)
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topologischer. . ... .. (siehe: topologi-
scher Zellenkomplex)
Zellenzerlegung . .....................
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