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Abstract

Wir fithren zwei direkte Semantiken sowie die weakest preexpectation-Semantik und
die weakest liberal preexpectation-Semantik als zugehorige predicate transformer-Seman-
tiken fiir die imperative Programmiersprache pGCL ein, die sowohl probabilistischen
Nondeterminismus als auch Nondeterminismus im {iblichen Sinne erlaubt.

Um totale Korrektheitsaussagen zu treffen, definieren wir eine direkte Semantik im
Smyth-Powerdomain auf dem Raum der Subverteilungen. Die direkte Semantik, auf
der partielle Korrektheitsiiberlegungen aufsetzen, nutzt den Hoare-Powerdomain auf
dem Raum der Subverteilungen.

Beide predicate Transformer-Semantiken fiir pGCL werden aus der entsprechenden di-
rekten Semantik heraus definiert, erfiillen aber bestimmte Gleichungen, die es erlauben,
sie auf dquivalente Weise rekursiv iiber den Termaufbau zu definieren.

Die predicate Transformer-Semantiken von while-Schleifen berechnen sich im Fall von
wp als kleinster und im Fall von wlp als grofiter Fixpunkt. So erlaubt die weakest liberal
preexpectation-Semantik partielle Korrektheitsbeweise via Invariantenkalkiil.

Eidesstattliche Erklarung

Ich erklédre an Eides statt, daf$ ich die vorliegende Diplomarbeit selbstandig und ohne
fremde Hilfe verfafst, andere als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel nicht benutzt
bzw. die wortlich oder sinngeméf} entnommenen Stellen als solche kenntlich gemacht
habe.
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Einleitung

Gleichzeitig mit der Bedeutung der Informatik wachst auch die Komplexitit der in allen
Bereichen eingesetzten IT-Systeme. Nur {iber Modularisierung und klare Definition
von Schnittstellen kann man heute noch grofse Softwareprojekte realisieren und den
vielerorts extrem hohen Sicherheitsanforderungen gerecht werden.

Beweisbare Korrektheit von Programmen oder Programmteilen ist vor diesem Hinter-
grund ein interessantes Thema. Um aber mit mathematischen Methoden iiber Program-
me zu diskutieren, mufs man diesen zunichst eine Semantik zuweisen.

Wiéhrend es schon lange eine umfassende Theorie zur Semantik von imperativen de-
terministischen Programmiersprachen gibt, beschiftigt sich diese Arbeit mit solchen
Sprachen, die zwei unterschiedliche Formen des Nondeterminismus erlauben. Fiir eine
solche Sprache wird zunéichst eine direkte Semantik mit Hilfe des Smyth-Powerdomains
und spdter eine weitere mit Hilfe des Hoare-Powerdomains entwickelt. Dann wird
auch eine rekursive Charakterisierung fiir die beiden assoziierten predicate transformer-
Semantiken wp und wlp angegeben.

Kapitel 0 kldrt Notationen und bietet Platz fiir allgemeine Satze iiber Bereiche, Verbdande
und Infima in R.

Im ersten Kapitel werden mathematischen Begriffe und Ergebnisse aus [TKP05] vorge-
stellt, auf denen diese Arbeit aufbaut. Im Wesentlichen sind dies der erweiterte proba-
bilistische Powerdomain und der Smyth- Powerdomain auf einer Teilmenge davon,
den Subverteilungen. Das Kapitel schliefst mit einer Charakterisierung des Smyth-
Powerdomain als Menge der T»-abgeschlossenen saturierten, konvexen, nichtleeren
Mengen von Subverteilungen.

Das zweite Kapitel stellt die beiden behandelten Formen des Nondeterminismus vor
und gibt einen ersten Eindruck davon, wie wir sie semantisch fassen wollen. Es endet
mit der Definition der Syntax der Programmiersprache pGCL, fiir die wir eine denota-
tionelle Semantik entwickeln wollen.

Kapitel 3 fiihrt eine direkte denotationelle Semantik fiir pGCL ein, die Programme
durch Funktionen aus dem Zustandsraum S in den Smyth-Powerdomain auf den Sub-
verteilungen von S, also durch Funktionen f : S — B, V(S) interpretiert.

Im vierten Kapitel wird eine assoziierte predicate transformer-Semantik der weakest pre-
expectation definiert, die Dijkstras wp-Semantik nach [Dij75] entspricht. Die Definition
ist direkt, das heifst wp ist eine Abbildung, die der direkten Semantik eines Programms
eine Selbstabbildung des Raums der Pradikate zuordnet. Es wird gezeigt, wie wp auf
dquivalente Weise rekursiv tiber den Termaufbau definiert werden kann.

Die wp-Semantik einer while-Schleife ist dabei ein kleinster Fixpunkt. Will man partielle
Korrektheitsbeweise mit dem etablierten Invariantenkalkiil fithren, so benétigt man
jedoch einen grofsten Fixpunkt.

Deswegen wird in Kapitel 5 eine weitere direkte denotationelle Semantik definiert, die
Programme durch Funktionen aus dem Zustandsraum S in den Hoare-Powerdomain
auf den Subverteilungen von S, also durch Funktionen f : S — B, V(S) interpretiert.



Die direkte Semantik im Hoare-Powerdomain erlaubt die Definition einer assoziierten
predicate transformer-Semantik, die der weakest liberal preexpectation. Diese wlp-Semantik
entspricht der wlp-Semantik bei Dijkstra. Sie ist Gegenstand von Kapitel 6. Wir zei-
gen, dafs wieder Gleichungen gelten, die eine dquivalente Definition rekursiv tiber den
Termaufbau erlauben und im Zuge dessen, dafs Schleifen in dieser Semantik als grofste
Fixpunkte interpretiert werden.

An dieser Stelle mochte ich gerne all jenen danken, die am Gelingen dieser Diplom-
arbeit mafigeblich beteiligt waren: Zuallererst den Herren Professoren Klaus Keimel
und Thomas Streicher, die nicht miide wurden, meine vielen Fragen zu diskutieren und
mir stets wertvolle Anregungen geben konnten. Insbesondere in der SchlufSphase der
Arbeit haben Sie sehr viel Zeit investiert, um mir detailliert Feedback tiber den Status
der Arbeit zu geben und viele Vorschldge zur Verbesserung der Darstellung gemacht,
wofiir ich besonders dankbar bin. Ben S. Cohen gilt mein Dank fiir ausfiihrliches Kor-
rekturlesen, Hinweise zum Design und unz&hlige Stunden der fachlichen Diskussion.
Meinen Eltern Gisela und Artus W. Rosenbusch danke ich dafiir, dafd sie mein Stu-
dium grofsziigig unterstiitzt haben. Mathias Kegelmann hat mich nicht nur in seiner
Vorlesung in den Grundlagen der Bereichstheorie unterrichtet und die Begeisterung fiir
dieses mathematische Gebiet entfacht, sondern auch grofie Unterstiitzung im Umgang
mit IXTEX gegeben.

Dank gilt auch den Betreibern und den Nutzern der Webseiten wikipedia.com und
dict.leo.org, ohne die ich mir effizientes Arbeiten heute nicht mehr vorstellen konnte.



Among the maxims on Lord Naoshige’s wall, there was this one:
“Matters of great concern should be treated lightly.” Master
Ittei commented, “Matters of small concern should be treated

seriously.”

Grundlegende Begriffe und Notationen

Diese Arbeit setzt grundlegende Kenntnisse in der Bereichstheorie voraus. Begriffe und
Bezeichnungen {ibernehmen wir aus [A]94]. Ein Bereich ist in dieser Arbeit eine dcpo.

Fiir zwei Bereiche X und Y bezeichnet [X — Y] die Menge der Scott-stetigen Funktio-
nen von X nach Y, die mit der punktweisen Ordnung selbst wieder ein Bereich ist.

Fiir eine Teilmenge D eines Bereichs X bedeutet die Gleichung
"D =d

zweierlei, erstens, dafs D gerichtet ist und zweitens, dafd 4 das Supremum von D ist.

Esist R, = {r eR | r> 0} mit der gewohnlichen linearen Ordnung.

Der Abschluf R, enthilt zusitzlich ein Element co mit # < oo fiir alle € R,. Auf dem
dcpo R, betrachten wir, soweit nicht anders vermerkt, stets die Scott-Topologie.

Wir verwenden die iibliche Semantikklammer [-], um zwischen Syntax und Semantik
zu unterscheiden.

In einem Poset X schreiben wir fiir die Saturierung T{x} eines Punkts x € X kurz Tx.

Satz 0.1.  Es sei (D;)es eine Menge von stetigen Bereichen mit kleinstem Element L.

(i) Das direkte Produkt I1(D;) mit der punktweisen Ordnung ist ein stetiger Bereich, dessen
way-below-Relation charakterisiert wird duch

(Vz’ € I) a; < b; und
a; =1 fiir alle bis auf endlich viele i.

(@) < (b)) {
(ii) Die Topologie, die sich als Produkttopologie der Scott-Topologien auf den D, ergibt, ist
gerade die Scott-Topologie auf I1(D;).

(iii) Sind ferner X; C D; Scott-kompakte Teilmengen, so ist auch I1(K;) eine Scott-kompakte
Teilmenge von I1(D;).

Beweis.

(i) Siehe [GHK*03, Proposition I-2-1]

(i) Aus (i) folgt nl._l(%zi) =%(L,...,L,a4,1,...,1). Da Mengen der Form #x eine Basis
der Scott-Topologie auf stetigen Bereichen sind, folgt die Behauptung.



(iii) Die Kompaktheit des Produkts folgt mit (ii) aus dem Satz von Tychonoff.

Satz 0.2. Fiir einen vollstindigen Verband L und ein dcpo A ist der dcpo der Scott-stetigen
Funktionen [A — L] wieder ein vollstindiger Verband.

Beweis. Es sei F eine Menge von Scott-stetigen Funktionen in [A — L].
In L4 existiert das Supremum

f=VF=2Ax. V gx).

geF
Es ist zu priifen, ob dieses Supremum Scott-stetig ist.
Sei hierfiir (x;);; eine gerichtete Menge in A. So ist

1

fxi) =V g(1 ) = VI 7g) = 17V gx) = 17 f(x).
g€F i g i g

Da nun in [A — L] beliebige Suprema existieren, existieren beliebige Infima tiber

AE= N\ ()

g€F
——
untere Schranken
von F

O

Korollar 0.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 0.2 ist auch [A — L]Op ein vollstiandiger
Verband

Stillschweigend werden wir das folgende Lemma verwenden:

Lemma 0.4. Es sei S eine abzihlbare Menge. Fiir A; C [0, 1] sei die reelle Summe } ;s /\ At

beschrinkt. Dann gilt
AL A=T A

teS teS

Beweis. Fiir m € Y A; ist m = ), m; mit m; € A;. Es ist fiir alle t stets m; > A\ A; und
deswegenist m >}, A\ A;, alsoist A Y, Ay > ), N\ A

Zeigen wir als néchstes, dal A Y, Ay < ), A\ A gilt:
Essei N : S — IN eine Bijektion (hier ist 0 ¢ IN) und z > 0 gegeben.



Wegen der Approximationseigenschaft von IR gibt es fiir jedes t € S stets eina; € A; mit

z
/\ A+ W > .
Dann ist
z
Zﬂt—Z/\At< Zz—n = Z.
teS tes nelN
Da z > 0 beliebig war, gilt A\ Y, A; < Y, A\ A+ O

Fiir die Scott-Topologie auf stetigen Bereichen gilt das folgende Lemma.

Lemma 0.5. Sei X ein stetiger Bereich und A eine Teilmenge von X. Dann ist der Scott-Abschlufs
A gegeben durch
A={/D|Dcl4}.

Beweis. Offensichtlich gilt A C {I/‘D | D C lA} C A. Es ist also hinreichend, zu zeigen,
dal L := {I/'D | Dc lA} eine Scott-abgeschlossene Menge ist.
Hierzu zeigen wir zunéchst, dafs L eine untere Menge ist.

SeiD C |A,x =]7D € L und x’ £ x ein Punkt darunter. Dann sehen wir zunichst wie
folgt ein, dafd {x” eine Teilmenge von | A ist:

a<<x’:>a<<x:1/'D:>(3deD)a$d

:(HdeiA)asdzmelA.

Da X ein stetiger Bereich ist, ist x’ = |{x’. Und da {x’ C | A ist, ist per definition x” € L.
Schliefslich tiberzeugen wir uns, daf8 L unter dem Bilden gerichteter Suprema abge-
schlossen ist. Sei hierfiir {d; = |”D;} eine gerichtete Teilmenge von L und sei U; := {D;.
Dann ist | {d;} = \/ UD; = \/ UU; und UL ist eine Teilmenge von |A.

Es bleibt zu zeigen, dafs UU; gerichtet ist. Seien hierfiir zwei Elemente u; € Uj, up € Us
gegeben. Wir suchen nun ein u3 € Uz mit u; < u3(j = 1,2).

Da {d;} gerichtet ist, gibt es ein d3, das tiber d; und d; liegt. Somit ist auch 17 < d3 und
Uy < ds.

Die Interpolationseigenschaft stetiger Bereiche garantiert nun die Existenz eines d3 mit
uj < uz < ds(j = 1,2). Nochmalige Interpolation liefert ein x mit u3 < x < ds.

Ist d3 = | D3, so ist per definition der <-Relation x € |D3. Es folgt sofort u3 € Uz, was
den Beweis abschlief3t. O



Jedem Anfang wohnt ein Zauber inne, der
uns beschiitzt und der uns hilft, zu leben.
(Hermann Hesse)

1 Der Smyth-Powerdomain

Bevor wir uns der Syntax und Semantik von pGCL zuwenden, widmen wir uns den
auftretenden Rdumen und ihren Eigenschaften.

Zunichst gibt es einen Zustandsraum, der die Systemzustdnde eines Rechners model-
liert. Da wir keine Sprache mit hoheren Typen untersuchen, sind zwei Systemzustdnde
stets unvergleichbar. Die Ordnung auf dem Zustandsraum ist also trivial und jede
Teilmenge ist Scott-offen.

Definition 1.1. Der Zustandsraum S ist ein abzihlbarer diskreter Raum.

Implizit tritt auch der Systemzustand L auf, der fiir Nichtterminierung reserviert ist.
Der dcpo S ist das Lifting von S.

56 54 52 50 51 53 55

1
Abbildung 1: Der flache Bereich S

In den ndchsten Abschnitten stelle ich Begriffe und Ergebnisse aus [TKPO05] vor, auf
denen diese Arbeit aufbaut.

1.1 d-Kegel

Definition 1.2. Einen Menge C heifst Kegel, wenn sie mit einer Addition+ : CxC — C
und einer Skalarmultiplikation - : IRy X C — C ausgestattet ist, so dafs die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein neutrales Element 0 € C fiir die Addition, so daf$ (C, +,0) ein kommu-
tatives Monoid ist, das heifst fiir 4, b, c € C gilt:

@+b)+c=a+(b+0c)
a+b=b+a
a+0=a
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(ii) Die Skalarmultiplikation verhalt sich wie bei Vektorrdumen: Fiir a,b € C und
1,5 € Ry gilt

l-a=a
0-a=0
(r-s)y-a=r-(s-a)
r-(@a+b)=(-a)+(r-b

(r+s)-a=(r-a)+(s-a).

Eine Funktion f : C — D zwischen Kegeln heift linear, falls fiir alle 4,b € C und
r € R, folgende Bedingungen gelten:

fla+0b) = f(a)+ f(b)
fr-a)=r- f(a)
Ein Kegel C heifit geordneter Kegel, wenn er mit einer partiellen Ordnung < ausgestattet

ist, so dafs die Addition und die Skalarmultiplikation als Abbildungen C x C — Cbzw.
R; x C — Cin beiden Variablen odnungserhaltend sind.

Ein Kegel mit einer Topologie darauf, beziiglich der die Addition und Skalarmultipli-
kation stetig sind, heifst topologischer Kegel.

Wenn die Ordnung C zu einem dcpo macht und die Addition und Skalarmultiplikation
Scott-stetig sind, dann heifst C auch d-Kegel.

Ist C dartiberhinaus ein stetiger Bereich, so heifst C auch stetiger d-Kegel.

Mit conv(A) bezeichnen wir die konvexe Hiille einer Teilmenge A eines Kegels. Konve-
xitdt wird hier stets geometrisch verstanden; Konvexitdt im Sinne der Ordnungstheorie
spielt in dieser Arbeit keine Rolle.

Lemma 1.3. Esseien P, Q Teilmengen eines Kegels C und r € R,.. Dann folgt

(i) Die konvexe Hiille eines skalaren Vielfachen ist gegeben durch conv(r - P) = r - conv P.
(ii) Die konvexe Hiille der Summe ist gegeben durch conv(P + Q) = conv P + conv Q.
(iii)) Wenn P, Q konvex sind, so sind auch r - P und P + Q konvex.

(iv) Mit der so definierten Addition und Skalarmultiplikation ist die Menge der konvexen
Teilmengen von C selbst wieder ein Kegel.

(v) Wenn P und Q konvex sind, so ist die konvexe Hiille der Vereinigung von P und Q
gegeben durch conv(P U Q) = {r p+(1-1-9q | pePgeQ,re [0,1]}.

Beweis. Siehe [TKP05, Lemma 2.8]. O
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Lemma 1.4. Fiir kompakte konvexe Teilmengen P und Q eines topologischen Kegels ist die
konvexe Hiille conv(P U Q) der Vereinigung selbst wieder kompakt. Das gilt insbesondere fiir
stetige d-Kegel mit der Scott-Topologie.

Beweis. Siehe [TKPP05, Lemma 2.9]. O

1.2 Subverteilungen im erweiterten probabilistischen Powerdomain

Wir haben einige Eigenschaften von Kegeln vorgestellt. In diesem Abschnitt betrachten
wir den Kegel, der in unserer denotationellen Semantik von probabilistischen Program-
men die zentrale Rolle spielt.

Definition 1.5. Es sei S der diskrete Zustandsraum und O(S) = PB(S) das System der
Teilmengen von S. Eine Funktion u : O(S) — [0, 1] heifst Bewertung auf S, falls fiir alle
U,V € O(S) gilt:

o u(@)=0 (u ist strikt)
o UCV = u() < (V) (u ist monoton)
o u)+u(V)=pUUV)+ulUNYV) (u ist modular)

Ist ferner u Scott-stetig, das heifst es gilt
° y(l/‘id UZ-) = |/je; p(U;) fiir alle per C gerichteten Familien (U;);er in O(S),

so heifit u stetige Bewertung und wird wegen u(S) < 1 auch Subverteilung auf S
genannt.

Die Menge der Subverteilungen auf S bildet mit der punktweisen Ordung eine dcpo. Mit
V(S) bezeichnen wir diesen Raum der Subverteilungen auf S mit der Scott-Topologie.

Der erweiterte probabilistische Powerdomain V(S) ist der Raum der stetigen Bewer-
tungen u : O(S) — R, mit der punktweisen Ordnung und der Scott-Topologie.

Proposition 1.6. Fiir abzihlbare diskrete Zustandsriume S kann V(S) durch den folgenden
Isomorphismus von Posets charakterisiert werden:

Y f6) < 1}

seS

V(S) = {f : S—[0,1]

ur— fu, mit  fu(s) = u({s}) und invers:
frouy, mit uU) =Y f(s), fiir U e 0(S)

sel
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Beweis. Striktheit, Monotonie, Modularitdt und Stetigkeit von u f sind offenbar gegeben.
Beide Funktionen sind also wohldefiniert.

Die Monotonie von u + f, folgt direkt aus der Definition der Ordnung auf V(S):

< = p) < p'U) fiir alle U € O(S)
= u({s}) < u'({s}) firalles € S
= fuls) < fu(s) firallese€ S
= fu < fw

Die Monotonie der Umkehrabbildung f + ¢ sieht man analog. Dabeide Abbildungen
monoton und zueinander invers sind, sind die Rdume ordnungsisomorph. Statten wir
beide mit der Scott-Topologie aus, so sind sie auch homéomorphe topologische Raume.

O

Im Folgenden werden wir, auch die einer Subverteilung u zugeordnete Funktion f,
selbst wieder mit u bezeichnen, wenn aus dem Typ des Funktionsarguments ersichtlich
wird, was gemeint ist.

Definieren wir einige spezielle Subverteilungen:
Definition 1.7. Fiir s € S ist die Punktverteilung 1, € V(S) gegeben durch

1 firselU

U =
ns(t) {O furs ¢ U

Die Nullverteilung L€ V(S) ist gegeben durch
L (U):=0.

Bemerkung 1.8. Die Nullverteilung L ist das kleinste Element von V(S). Die Punktver-
teilungen 7 sind maximale Elemente von V(S). Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sind genau die maximalen Elemente von V(S).

Theorem 1.9. Der erweiterte probabilistische Powerdomain V(S) ist ein stetiger d-Kegel mit
der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation.

Beweis. Siehe [TKPP05, Theorem 2.10] m|

Um eine Semantik fiir nichtdeterministische Auswahl zu definieren, werden wir das fol-
gende Resultat benotigen. Mit den Ergebnissen aus dem néchsten Abschnittist Theorem
1.10 ein Korollar des vorherigen Theorems, wir beweisen es hier aber direkt.

Theorem 1.10. Es seien A und B zwei Scott-kompakte, konvexe Teilmengen von V(S). Dann
ist die Menge conv(A U B) Scott-kompakt in V(S).
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Beweis. Die Abbildung
[0,1] x[0,1] X A X B — V(S)
(v,q,a,b)—p-a+q-b
ist Scott-stetig.

Wenn wir nun g = 1 — p setzen, so entspricht dies der Abbildung
[0,1] X A x B — V(S)
(p,abyr—p-a+(1-p)-b,

wobei [0, 1] als Teilmenge {(p, 1-p)el0,1]? | p €0, 1]} zu verstehen ist und die tibliche
Hausdorfftopologie tragt.

Beziiglichdieser ist die Abbildung stetig. Entsprechend ist conv(A U B) kompakt, da es
das Bild der kompakten Menge [0, 1] X A X B unter einer stetigen Abbildung ist. m|

Die Subverteilungen V(S) entsprechen durch Einbettung der durch die Ungleichung
u(S) < 1begrenzten kompakten konvexen Teilmenge von V. (S). Deswegen kénnen wir
Aussagen tiber stetige d-Kegel oft auch auf V(S) tibertragen, obwohl V(S) selbst kein
d-Kegel ist.

1.3 V(S) als Unterraum von V(S)

Wir untersuchen nun, wie wir Scott-offene Mengen in V(S) aus Scott-offenen Mengen in
Veo(S) erzeugen konnen und umgekehrt. Wir unterscheiden dabei in der Notation nicht
zwischen V(S) als Raum und V(S) als Teilmenge von V(S).

Lemma 1.11. V(S) ist ein abgeschlossener Unterraum von V(S), das heifst offene Mengen in
V(S) und Vo (S) kann man wie folgt auseinander erzeugen:

(i) Sei O Scott-offen in V(S). Dann ist O U V(S)¢ Scott-offen in Ve (S).

(if) Sei U Scott-offen in Voo (S). Dann ist U N V(S) Scott-offen in V(S).
Diese wechselseitige Erzeugung von offenene Mengen wird in Abb. 2 und 3 illustriert.
Beweis.

(i) Sei O Scott-offenin V(S). Das heifst O = TO in V(S) und fiir alle gerichteten Mengen
{fili € I} CV(S) mit | ”f; € O gibt es einen Index j mit f; € O.

Betrachten wir nun die Menge O U V(S)° in Vo(S).
Da 7O in O U V(S)° liegt, ist

O UV(S)® = T0 U V(S)°
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V(S)°

Abbildung 2: Ubergang von OV(S) zu OV(S)

und Vereinigungen saturierter Mengen sind saturiert. Es bleibt zu zeigen, daf3 fiir
gerichtete Teilmengen {f;|i € I} C Vo(S) stets

| fie OUV(S)® = (Fjel) fje OUV(S)°

i€l

gilt.

Ist|7f; € O, so sind alle f; € V(S) und es folgt die Behauptung, da O offen in V(S)
ist.

Ist andererseits | 'f; € V(S)c,_so ist auch | 'fi(S) € (1, o0]. Dieses Intervall ist eine
Scott-offene Teilmenge von R, also gibt es ein j mit f;(S) > 1. Dann ist aber auch
fi € V(S)C. Tatsachlich ist also O U V(S)° Scott-offen in V. (S).

Sei nun andererseits eine offene Menge U in V. (S) gegeben. Betrachten wir die
Menge U N V(S). Trivialerweise ist LI N V(S) = 1(U N V(S)) in V(S).

In einer gerichtete Menge {f;} in V(S) mit | f; € UNV(S) gibt es stets eine Element
fj mit f; € U, denn U ist offen in V(S). Da f; Element von V(S) ist, ist auch
fieunv(s).

Korollar 1.12. Eine Scott-kompakte Menge A C V(S) ist auch Scott-kompakt in 'V «(S).
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unv(s)

V(S)

Abbildung 3: Ubergang von OV« (S) zu OV(S)

Beweis. Es sei eine offene Uberdeckung (Ui)ier von A in Vo(S) gegeben. Dann sind
O; = U; N V(S) offene Teilmengen von V(S), die A iiberdecken, da A selbst Teilmenge
von V(S) ist. Da A in V(S) kompakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge F Cyi, I mit
A € Uger Oy. Daraus ergibt sich aber auch A € ser Uy |

Korollar 1.13. Fiir eine Scott-kompakte Menge A C Vo (S) ist ANV(S) Scott-kompakt in V(S).

Beweis. Es sei eine offene Uberdeckung (O;)ic; von A N V(S) in V(S) vorgegeben.
Dann sind U; := O; U V(S)° offene Teilmengen von V(S), die A iiberdecken, denn
AC(ANV(S)UV(S)C. Da A in Voo(S) kompakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge
F Cfin I mit A € U ger Uy Daraus ergibt sich aber auch A NV(S) € User Oy. O

Bemerkung. Mit der Theorie aus diesem Abschnitt konnen wir Theorem 1.10 auch als
Korollar von Theorem 1.9 auffassen:

Da A, B kompakt in V(S) sind, sind sie auch kompakte, konvexe Teilmengen von V .(S).
Somit ist wegen Theorem 1.9 und Lemma 1.4 auch conv(A U B) kompakt in V(S), und
also conv(A U B) N V(S) = conv(A U B) kompakt in V(S).

Bemerkung. Tatsdchlich ist die Scott-Topologie auf V(S) gerade die Topologie, die von
der Scott-Topologie auf V(S) auf V(S) induziert wird.
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1.4 Der Smyth-Powerdomain tber V(S)

Wir kénnen nun den Smyth-Powerdomain tiber V(S) definieren, der totale Korrektheit
modelliert.

Definition 1.14. Der Smyth-Powerdomain iiber V(S) besteht aus den nichtleeren kon-
vexen kompakten saturierten Teilmengen von V(S) und wird mit B, V(S) bezeichnet.

Wir betrachten als Ordnung auf B, V(S) die umgekehrte Mengeninklusion. Dadurch
entsteht eine dcpo. Als Topologie darauf betrachten wir die aus dieser Ordnung resul-
tierende Scott-Topologie.

Der Smyth-Powerdomain B, V. (S) tiber dem erweiterten probabilistischen Powerdo-
main ist wieder ein topologischer Kegel, aber nicht mit der punktweisen Addition und
Skalarmultiplikation. Vielmehr muf man A+sB := T(A+B)und r-s A = T(r- A) wahlen.

Wir werden auch auf 3, V(S) addieren und mit Skalaren multiplizieren. Der Raum
B, V(S) ist aber weder unter Addition noch unter Multiplikation mit Skalaren r > 1
abgeschlossen.

Es ist allerdings fiir unsere Zwecke hinreichend, Konvexkombinationen von Elementen
aus ‘B, V(S) zu bilden. Dafs dies in B, V(S) immer moglich ist, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 1.15. Fiirr € [0,1] und A,B € B, V(S) ist v - A + (1 — r) - B eine obere Menge, es gilt
also die Gleichheit

r-A+(1-n-B=1(r-A+(1-r-B)
Ferneristr-A+ (1 —r)-B € B, V(S).

Beweis. Fiir r € {0, 1} ist nichts zu zeigen.

Seinunx €A,y € Bundr € (0,1) gegebenund p =r-x+ (1 —r) - y. Es ist zu zeigen, dafs
Tpinr-A+ (1 -r)- B enthalten ist. Sei hierfiir p” > p.

Nun sei d := p’ — p. In Kegeln gibt es a priori keine Subtraktion, wir kénnen jedoch die
Differenz formal bilden (durch punktweise Differenz in R und wegen p’ > p ist auch
d € V(S).

Dann gilt7- (x +d) + (1 —7) - (y +d) = p’. Hierbei sind x + d und y + d zundchst Elemente
von V(S) und es ist unklar, ob sie auch Elemente von V(S) sind. Ist dies der Fall, so
wiahlen wira = (x+d) >xund b = (y + d) > y. Somit ista € A und b € B und wir haben
die gewtinschte Darstellung fiir p’.

Sei andernfalls 0.B.d.A. (x + d)(S) > 1. In diesem Falle existiert wegen x(S) < 1 ein
a €[0,1) mit (x + ad)(S) = 1.

Esistr <1, so dafd wir
_1-ra
pi= 1-r

setzen konnen. Damit gilt
rix+ad)+ (A -r)(y+pd)=rx+rad+ (1 -ryy+ (1 -r)pd
=p+d
= p’,
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Fiira := x+ad gilta € V(S) und a > x, entsprechend ista € A. Weiterhinistb = y+pd > y.
Wenn wir nun zeigen, dafd b(S) < 1 gilt, soistb € Bund wir haben p’ in der gew{inschten
Form als Konvexkombination dargestellt.

Wire b(S) > 1, so widre wegen a(S) = 1 und r > 0 auch p’(S) > 1. Das ist aber wi-
derspriichlich dazu, dafs p” € V(S) ist. Also ist b(S) < 1, was den Beweis dafiir, dafs
r- A+ (a—r)- B eine obere Menge ist, abschlief3t.

Abbildung 4 veranschaulicht die Situation.

x+d

1

Abbildung 4: Konvexkombinationen von Smyth-Mengen sind saturiert.

Aus dem Bisherigen folgtr-A+(1-7)-B=r-sA+s(1 —r)-sB.Da s und +g stetig sind,
ist7- A+ (1 —r) - B schon eine kompakte saturierte Menge. Trivialerweise ist die Menge
auch konvex und nichtleer. |

Um worst-case-Aussagen tiber das Verhalten von Programmen zu treffen, werden wir
Infima verwenden.

Wir betrachten nun deswegen die Stetigkeit von Infimumsabbildungen.

Ein stetiger Bereich, in dem binédre Infima extistieren und die Infimumsbildung Scott-
stetig ist, heifst stetiger Infimumshalbverband. Mit der iiblichen Ordnung ist [0, 1] ein
stetiger Infimumshalbverband.

Wegen Satz 0.1 ist dann auch V(S) ein stetiger Infimumshalbverband.
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Proposition 1.16. Die Infimumsabbildung aus dem Smyth-Powerdomain iiber einem Infi-
mumshalbverband in diesen Halbverband

INF = B V(S) — V(S)
Qr— I/{infl—" | F ist endlich und Q C intTP}
ist wohldefiniert und Scott-stetig.

Beweis. Siehe [TKPP05, Lemma 4.21]. O

Lemma 1.17. Fiir eine Scott-stetige Funktion f : V(S) — [0, 1] ist
INF f : B, V() — [0,1]
P+— A\ f[P] = min f[P]
stetig.

Beweis. Fiir stetiges f ist f[P] Scott-kompakt in [0, 1], das heifdt f[P] hat ein kleinstes
Element a, so daf8 A f[P] = min f[P] = a gilt.

Die Infimumsabbildung ist monoton, denn fiir P < P’ gilt P’ C P, also f[P’] C f[P]. Das
kleinste Element a” von f[P’] ist also Element von f[P] und somit gilta < a’.

Gerichtete Suprema in ‘B, V(S) sind gerichtete Schnitte, somit folgt das Erhalten gerich-
teter Suprema direkt, denn f[( P;] # (N f[P;] aber Af[(; Pi] = |"Af[Pi]. O
i i i i

Lemma 1.18. Seien X, Y Bereiche und f : XxY — [0, 1] Scott-stetig. Dann ist die Abbildung
INFx f : Y —[0,1]
y— /\ foy)

xeX

Scott-stetig.

Beweis. Der Fall X = @ ist trivial. Andernfalls betrachten wir das Urbild der offenen
Menge (r,1] € [0, 1].

(INFx £) " ((r,11) = {y ev| A fey > r} - M.
xeX

Esist M = TM, da f monoton ist.

Sei D C Y gerichtet mit |’'D € M, dann gibt es ein x € X mit f(x,|”'D) > r. Da f stetig ist,
gilt | 4ep f(x,d) = f(x,1”"D) > r. Man kann die Scott-offene Menge nicht nurch gerichtete
Suprema erreichen, also gibt es auch ein d € D mit d(x,d) > r, deshalb ist d € M.

Also ist D Scott-offen und somit ist INFx f Scott-stetig. O
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Lemma 1.19. Essei f : X — Y eine Scott-stetige Funktion zwischen zwei Bereichen. Dann
ist fiir beliebige Teilmengen A C X stets

A flAl= )\ fi14l.

Beweis. Wegen A C TA gilt sofort A f[A] > A f[TA]. Fiira’ € TA gibt es stetseina € A
mita <a’. Da f monoton ist, gilt f(2) < f(a’) und wegen A f[A] < f(a) folgt, daBl A\ f[A]
eine untere Schranke von f[TA] ist, also gilt auch A f[A] < A f[TA] O

Es werden in der Semantik zundchst Mengen auftreten, die kompakt und konvex, nicht
aber saturiert sind. Es ist wichtig, dafd ihre Saturierung wieder kompakt und konvex
ist, so dafd der Operator T aus diesen Mengen Elemente von 3, V(S) macht.

Satz 1.20. Fiir eine nichtleere kompakte konvexe Teilmenge A C V(S) ist TA € B, V(S).

Beweis. Offenbar ist TA nichtleer und saturiert.

Jede offene Uberdeckung von A ist auch eine offene Uberdeckung von T4 und um-
gekehrt, da Scott-offene Mengen saturiert sind. Also sind auch endliche Teiliiber-
deckungen von A endliche Teiltiberdeckungen von TA, weshalb TA kompakt ist.

Um die Konvexitit von TA nachzuweisen, seien a,b € TA gegeben. Wir miissen nun
zeigen, dafs die Verbindungsstrecke, also die Menge

{rrav@-n-0|refo1

in TA enthalten ist.

Da a und b in TA liegen, gibt es a’,0’ € A mita’ <aund b’ < b. Fur r € [0, 1] ist stets

X, =r-a+(1-r)-b € Aundesistx, <r-a+(1-r)-b. Deswegenistr-a+(1—-r)-b € TA.
O

1.5 Die Hausdorfftopologie auf V(S)

In diesem Abschnitt betrachten wir die tibliche Hausdorfftopologie auf [0, 1] und die
durch sie induzierte Topologie auf V(S). Wir werden zeigen, dafy V(S) mit dieser To-
pologie ein kompakter T>-Raum ist und der Smyth-Powerdomain gerade die in dieser
Topologie abgeschlossenen saturierten konvexen und nichtleeren Mengen enthdlt.

Definition 1.21. Die tibliche Hausdorfftopologie auf [0, 1] definiert durch die Produkt-
topologie eine Hausdorfftopologie auf [S — [0, 1]] = [T[0, 1]. Durch diese wird auch
auf dem Teilraum V(S) eine T,-Topologie induziert.

Diese Topologie nennen wir J.

Satz 1.22. Der Raum (V(S), ULC) ist kompakt.
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Beweis. Da [0,1] mit der iiblichen T,-Topologie kompakt ist, ist der Produktraum
[S — [0, 1]] kompakt (Satz von Tychonoff).

Da f +— ug(S) : V(S) — [0,1] beziiglich der Hausdorfftopologie stetig ist, definiert
die Einschrankung
Y fe =<1

als Urbild der abgeschlossnen Menge [0, 1] eine abgeschlossene Teilmenge dieses Pro-
duktraums. Deswegen ist V(S) als abgeschlossener Teilraum eines kompakten Raums
selbst kompakt. m]

Wir werden das folgende Lemma benétigen, das direkt aus [GHK*03, Thm VI-6.18]
folgt.

Lemma 1.23. Sei H eine T»-Topologie auf einem stetigen Bereich D, die feiner ist als die Scott-
Topologie. Ferner gebe es fiir jedes Paar x, y € D mit y £ x stets zwei Mengen U € Z(V(S)) und
VeHmityexeVundUNV = 0.

Dann stimmt H mit der Patch-Topologie der Scott-Topologie iiberein.

Beweis. Siehe [GHK*03, Thm VI-6.18] O

Theorem 1.24. Der Smyth-Powerdomain B, V(S) besteht genau aus den saturierten konvexen
und nichtleeren Teilmengen von V(S), die beziiglich 3 abgeschlossen sind.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf$ saturierte konvexe nichtleere und H-abgeschlossene
Teilmengen von V(S) stets Scott-kompakt, also auch Mengen in B, V(S) sind:

Abgeschlossene Mengen in (V(S), ) sind stets H-kompakt, denn V(S) selbst ist H-
kompakt. Die Hausdorff-Topologie auf [0, 1] ist feiner, als die Scott-Topologie, also ist
auch die induzierte T>-Topologie J{ feiner als die Scott-Topologie auf V(S). Entsprechend
impliziert H{-kompakt auch Scott-kompakt.

Nun zeigen wir, das Mengen in B, V(S) stets H{-abgeschlossen, also H{-kompakt sind:

Hierfiir tiberpriifen wir die Voraussetzungen des obigen Lemmas. Seien x, y € V(S), y £
x und sei

Sy = {s €S| ys) > x(s)}.

Wegen y £ x ist Sy nicht leer. Ferner sei Sg C S, eine nichtleere endliche Teilmenge.

Wir setzen nun

U={y€\7(5)|5650:>y(5)>w}
V:{er(S)|s€So:y(5)<w}.
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Esist wegen S, # @ der Schnitt von U und V leer, U ist Scott-offen und V ist H-offen, was
man sofort erkennt, wenn man die entsprechenden Projektionen auf ein s € S betrachtet.

Nach Lemma 1.23 ist J{ also die von der Scott-Topologie und von deren co-kompakter
Topologie erzeute Topologie, die Patch-Topologie der Scott-Topologie.

Das Komplement einer Scott-kompakten oberen Menge A € P, V(S) ist also offen in J,
somit sind die Mengen im Smyth-Powerdomain stets J{-abgeschlossen. m]



In my experience, there
is no such thing as luck.
(Obi-Wan Kenobi)

2 Damonen, Wirfel und pGCL

2.1 Uberblick

Im Gegensatz zur Semantik von deterministischen Programmiersprachen, die man
mittels Topologie, Bereichstheorie und Kategorientheorie bereits seit den 70er Jah-
ren untersucht, sind die ersten Arbeiten iiber Powerdomains (in deutschsprachigen
Veroffentlichungen auch Potenzbereiche genannt) erst um 1980 erschienen.

Wenn deterministische Programme auf einer Maschine mit Zustandsraum S ausgefiihrt
werden, dann entsprechen sie Scott-stetigen Abbildungen in [S — S l]. Je nachdem in
welchem Zustand ein Programm startet, liefert seine Ausfithrung einen neuen Zustand -
oder es terminiert nicht. Diese Moglichkeit der Divergenz wird durch Hinzufiigen des
Infimums-Elementes 1 zum Zustandsraum eingerdumt.

Eine nondeterministische imperative Programmiersprache beinhaltet Befehle, deren
Ausgang man nicht vorhersehen kann. Das ist auf zwei verschiedenen Ebenen moglich.
Zunichst konnte die Sprache einen Befehl anbieten, der nach dem Zufallsprinzip mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit A ausfiihrt und ansonsten B. Programmiersprachen,
die Zufallszahlen produzieren kénnen, bieten im Grunde diese Form von Nondetermi-
nismus an. Es handelt sich in gewissem Sinne um die Moglichkeit zu wiirfeln. Man nennt
diese Moglichkeit auch probabilistischen Nondeterminismus. Vorteile und Anwendun-
gen eines solchen Kommandos liegen auf der Hand: Viele Netzwerkprotokolle, krypto-
graphische Algorithmen und selbst einfachste Spiele kommen ohne das Erzeugen von
Zufallszahlen nicht aus. Auch der Miller-Rabin-Test, der effizienteste Primzahltest, der
zur Zeit bekannt ist, setzt Zufallszahlen ein. Mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der Statistik kann man Aussagen tiber solche Programme treffen.

Hier soll dariiber hinaus eine zweite Form des Nondeterminismus betrachtet werden,
der nichtprobabilistische Nondeterminismus. Dabei handelt es sich um die Moglichkeit,
an einer gewissen Stelle im Programmtext den Befehl , fithre A oder B aus” zu geben.
Dabei wird nicht spezifiziert, auf welcher Grundlage die Entscheidung fallen soll, was
genau tatsdchlich passiert.

Um Programme zu modellieren, die mit einem grofieren System interagieren (zum
Beispiel dem Betriebssystem oder dem Benutzer) oder um Parallelitdt zu modellieren,
in der man nicht weifs in welcher Reihenfolge verschiedene Programmteile abgearbeitet
werden, ist diese Form des Nondeterminismus niitzlich.

Die Form, in der wir nichtprobabilistischen Nondeterminismus behandeln, orientiert
sich zundchst an Smyth und heifst auch dimonischer Nondeterminismus. Andere Ansétze
sind der erratische Nondeterminismus (Plotkin) und der angelische Nondeterminismus
(Hoare). Letzterer wird uns spéter beschiftigen, wenn wir uns partiellen Korrektheits-
aussagen widmen.
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Smyths Nondeterminismus heifst dimonisch, weil wir bei seinem Auftreten stets davon
ausgehen, dafs zwischen den beiden Alternativen diejenige gewdhlt wird, die fiir unser
derzeitiges Interesse weniger erstrebenswert ist. Man rechnet meist mit worst-case-
Szenarien. Wenn ein solches Programm bei einer der nichtprobabilistischen Abzwei-
gungen unter gewissen Voraussetzungen die Moglichkeit hat, einen Weg zu wihlen,
der es zur Divergenz bringt, dann gehen wir davon aus, dafs dies jedesmal geschieht.
Wir stellen uns vor, daf$ ein bosartiger Damon in der Maschine sitzt, genau weif3, was
uns nicht gefallen wiirde und eben diese Verzweigung im Programmablauf wéhlt.

Die beiden Formen des Nondeterminismus interagieren zusatzlich, wenn man erwartet,
daf? jede probabilistische Auswahl mit den konkreten jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
p und 1 — p zwischen A und B in der Spezialisierungsordnung auf dem Raum der
Programme besser ist als die ddmonische Auswahl zwischen A und B.

Das Programm ,,wéhle beliebig zwischen A und B” wird durch jede konkrete Instanz
,Fithre A mit Wahrscheinlichkeit p aus, sonst fithre B aus” implementiert und somit
verfeinert.

Wenn deterministische Programme in ihrer direkten denotationellen Semantik gerade
Scott-stetige Funktionen von S nach S, sind, was ist dann die direkte denotationelle Se-
mantik nondeterministischer Programme? Diese Frage wurde auf unterschiedliche Ar-
ten beantwortet. Drei Powerdomains werden heute verwendet, um nichtprobabilistischen
Nondeterminismus zu modellieren. Plotkin veréffentlichte 1976 seine Powerdomain-
Konstruktion [Plo76], die Smyth 1978 vereinfachte [Smy78]. Der Hoare-Powerdomain
wird gebraucht, um partielle Korrektheit zu modellieren. Da diese Form der Korrektheit
,optimistischer” ist, als totale Korrektheit, wird der ddmonische Nondeterminismus im
Hoare-Fall auch héufig als nicht ddmonisch, sondern als engelsartig (englisch: angelic)
bezeichnet.

Um sowohl probabilistischen als auch ddmonischen Nondeterminismus zu fassen, ver-
wenden wir fiir totale Korrektheitsaussagen den in Definition 1.14 eingefiihrten Smyth-
Powerdomain tiber dem Raum der Subverteilungen auf einem diskreten, abzdhlbaren
Zustandsraum. Spéter werden wir dann den Hoare-Powerdomain tiber dem Raum der
Subverteilungen verwenden, um tiber partielle Korrektheit zu sprechen.

Bevor wir die Syntax von pGCL definieren, deuten wir an, wie wir die beiden Formen
des Nondeterminismus syntaktisch und semantisch handhaben wollen.

2.2 Probabilismus

Um probabilistischen Nondeterminismus zu fassen, gibt es in pGCL ein syntaktisches
Konstrukt P,® Q, wo p eine Zahl zwischen 0 und 1 ist und P und Q zwei pGCL-
Programme sind.

Von einer pGCL-Maschine erwarten wir, daf$ sie beim Auftreten dieses Konstrukts mit
der Wahrscheinlichkeit p das Programm P ausfiihrt und ansonsten das Programm Q
ausfiihrt.
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Bemerkung. Es ist durch wiederholte Anwendung von
a:=0 da:=1
2

moglich, beliebig lange zuféllige 0/1-Ketten zu erzeugen. Somit 14fst sich ein Meta-Befehl
random(m, M) definieren, der eine ganze Zufallszahl r mit m < r < M erzeugt.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beantwortet die Frage, wie man die denotationelle
Semantik eines probabilistischen Programms definieren sollte. Wiahrend ein determi-
nistisches Programm bei Termination jedem Startzustand einen Endzustand zuordnet,
wird ein probabilistisches Programm aus einem Startzustand eine Subverteilung u auf
dem Zustandsraum erzeugen. Die Grofie u(S) < 1 ist dabei die Terminierungswahr-
scheinlichkeit.

Die direkte denotationelle Semantik eines solchen Programmes P ist (notwendigerweise
eine Scott-stetige) Funktion [P] : S — V(S).

2.3 Nondeterminismus

Um nichtprobabilistischen Nondeterminismus zu fassen, gibt es in pGCL ein syntakti-
sches Konstrukt P 1 Q, wo P und Q zwei pGCL-Programme sind.

Von einer pGCL-Maschine erwarten wir, dafy sie beim Auftreten dieses Konstrukts
entweder das Programm P ausfiihrt oder das Programm Q ausfiihrt.

Wenn P und Q zwei probabilistische Programme sind, die aus gegebenem Startzustand
s € S die beiden Verteilungen u und v erzeugen, so miissen wir damit rechnen, dafs PrQ
von diesen beiden Verteilungen diejenige liefert, die uns in der jeweiligen Anwendung
weniger gelegen kommt. Jede konkrete probabilistische Entscheidung zwischen den
beiden soll auch eine zulédssige Implementierung des ddmonischen Auswahloperators
sein.

Um die Unsicherheit dariiber zu fassen, welche Verteilung nach dem Auftreten von
ddmonischem Nichtdeterminismus gilt, liefert die direkte denotationelle Semantik ei-
nes ddmonischen nondeterministischen Programms die Menge von Verteilungen, die
aus dem Startzustand s hervorgehen kinnen. Diese Mengen sind, solange wir totale Kor-
rektheit modellieren, nichtleer, kompakt, konvex und saturiert. Die Semantik ist dann
eine Scott-stetige Funktion [P] : S — B, V(S).

2.4 pGCL

Wir fiihren die gleiche (turingméchtige) Programmiersprache ein wie Mclver und Mor-
ganin [MMO4]. Sie heifit pGCL und ist eine Anreicherung von Dijkstras guarded command
language GCL um die beiden vorgestellten Operationen, die die beiden Probabilismus
und Nondeterminismus erlauben.

Wenn wir die Syntax unserer Programmiersprache angeben, ist diese schon an zwei
Stellen eng mit der direkten Semantik der Sprache verwandt: Erstens definieren wir
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beide Formen

Nondeterminismus Probabilismus
S— B, (S1) S — V(S)
Determinismus
S— S 1

Abbildung 5: Nondeterminismus im Smyth-Powerdomain

keine Syntax fiir die booleschen Ausdriicke im Schleifenkopf bzw. der bedingten Ver-
zweigung. Solche booleschen Ausdriicke konnten so aussehen:

(x-y>3) and z=7

Von allen Zustdnden in S werden gerade einige diese boolesche Bedingung erfiillen und
andere nicht. Boolesche syntaktische Ausdriicke entsprechen also semantisch echten At-
tributen b C S. Wir vereinfachen die folgende Arbeit, indem wir fiir einen syntaktischen
Ausdruck zum Attribut b einfach auch b schreiben.

Auch Wertzuweisungen wie x := x + a; wollen wir nicht komplett syntaktisch be-
handeln sondern identifizieren sie direkt mit den bewirkten Scott-stetigen Funktionen
f + § — S und wir fithren wie bei [TKP05] einen Befehl assigny fiir einfache Opera-
tionen f ein. Dabei wird bewufSt von einer Definition der einfachen Operationen abgese-
hen —obwohl in diesen Programmzeilen die , eigentliche Arbeit” erfolgt, stellen die Ba-
sisbefehle weder fiir die direkte Semantik noch fiir die predicate transformer-Semantiken
eine Herausforderung dar.

Um diese beiden Ungenauigkeiten in der Unterscheidung von Syntax und Semantik
auszurdumen, miifite man syntaktisch boolesche und ganzzahlige Ausdriicke, Opera-
tionen, Variablen, natiirliche Konstanten etc. definieren. Glynn Winskel tut dies bei-
spielsweise in [Win93]. Uns soll die folgende Definition der Syntax von pGCL geniigen.

Definition 2.1. Die Menge der syntaktisch nach den folgenden Regeln geformten pGCL-
Terme heifist Programme und wird mit Prog bezeichnet.
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Basisfdlle:
assigng fiir Scott-stetige Funktionen f : S — S.
abort

skip

Rekursiver Termaufbau

P;Q fur zwei Programme P und Q.

if b then P else Q fi fiir Programme P, Q und ein echtes Pradikat b.
while b do P od fiir ein Programm P und ein echtes Pradikat b.
P®Q fir Programme P, Qund 0 <p < 1.

PrQ fiir Programme P und Q.

Die direkte Semantik dieser Befehle wird im nédchsten Kapitel definiert.

Bemerkung. Die Sprache ist nicht dadurch eingeschrankt, dafy b in den Konstruktio-
nen if und while ein echtes, also kein probabilistisches Pradikat sein darf. Es ist eine
einfache Fingeriibung, durch Einfiihrung einer Hilfsvariablen, die in jedem Schleifen-
durchlauf eine neue Zufallszahl zugewiesen bekommt, probabilistische Pradikate als
Schleifenabbruchbedingung zu simulieren. Ebenso einfach 14t sich die Fallunterschei-
dung mittels einer zufdlligen Hilfsgrofie zwischen 0 und 1 auf probabilistische Pradikate
erweitern.

Beispielsweise 1df3t sich dieses Programm (nicht pGCL Syntax)
while 1 do P od
in pGCL wie folgt realisieren:

a=1 %GB a=0;
while (a=1) do P; a=1 %ea a=0 od



I'm offering you my body and
you're offering me semantics?
(Caitlin in Clerks)

3 Direkte Semantik von pGCL

3.1 Verkettung von Programmen

Der Zustandsraum S, auf dem unsere Programme operieren, ist ein abzdhlbarer diskre-
ter Bereich.

Der Endzustand eines Programmes ist jedoch eine Menge M € B, V(S) von Subvertei-
lungen auf S, zwischen denen dann der Damon wahlt.

Die direkte denotationelle Semantik eines Programms ist also eine Funktion von S nach
B, V(5).

In dieser Form kann man der Hintereinanderausfithrung zweier Programme P und Q
nicht ohne Weiteres eine Semantik zuweisen, da [ Q] als Eingabe einen Zustand erwartet,
[P] als Ausgabe aber ein Element des Smyth-Powerdomains liefert. Dementsprechend
ist es notwendig, [Q] auf B, V(S) fortzusetzen.

Hierzu tiberlegen wir uns zunéchst, wie S als Teilmenge von V(S) und B, V(S) verstanden
werden kann.

Definition 3.1. Wir definieren die folgenden Funktionen:

n:S—VS)
01,
i: V(S)— BNV(S)
p— Tu.

Daf3 i wohldefiniert ist, beweisen wir im folgenden Lemma:

Lemma 3.2. Sei u € V(S), dann ist die Menge Tu Element von B, V(S), also kompakt, saturiert
und konvex.

Beweis. Per Definition sind Mengen der Form Ty saturiert.

Wir zeigen nun die Konvexitat: Seien a,b € Tu, also  C a, 4 C b. Dann ist
r-a+(1-r)-bxr-p+1-r)-u=p.

Die Scott-Kompaktheit folgt aus der Existenz eines kleinsten Elements. O

Proposition 3.3. Die Funktion 1 ist eine Einbettung von S nach V(S), die Funktion i ist eine
Einbettung von V(S) nach B, V(S).
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By Tu
Mo V(S)C L B, V(S)
o
0 n
Zr_ S o

Abbildung 6: Einbettung von S in B, V(S)

Beweis. Zwei Punktauswertungen 1, und ), sind unterschiedlich, falls ¢ # ¢’. Ebenso
gilt in einem Tp-Raum offenbar Tu # Ty’ fiir u # u’. Also sind die Funktionen n und i
injektiv.

Per Definition ist n, € V(S).

Somit wére geklart, dafs 17 eine Injektion von S nach V(S) ist, und auch dafs i eine Injektion
von V(S) nach B, V(S) ist.

Die Scott-Stetigkeit von 1 steht nicht in frage, da S diskret ist. Betrachten wir nun die
Einbettung i:

Fir yu < p’ gilt Ty’ € Tu und somit Ty < Tu’, denn die Ordnung auf P, V(S) ist durch
umgekehrte Inklusion definiert.

Fiir u = |7 haben wir Tu € () Tuj, denn u > yu; fiir alle j € . Istandererseits v € () Ty;,
dann ist v eine obere Schranke aller 11}, also v > u bzw. v € Tu.

Dementsprechend gilt

(V) = i) = 1 =) T = Vi),
so daf auch 7 Scott-stetig ist. |
Bemerkung. Wie im Diagramm bezeichnen wir die Einbettungion : S — B, V(S) mit
17—-wo keine Verwechslungsgefahr besteht gegebenenfalls auch kurzerhand mit 7.

Bemerkung. Es gilt Tn, = T{ns} = {1}, da Punktauswertungen maximale Elemente in
V(S) sind.

Nun wollen wir Funktionen f : S — B, V(S) auf V(S) und auf B, V(S) fortsetzen. Wir
benotigen hierfiir eine spezielle Interpretation des kartesischen Produkts von Mengen
als ,,Auswahlfunktionen”.
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Definition 3.4. Fiir ein System von Mengen (A;);er ist das Produkt der A; definiert als:

H(Ai) = {g C—s UAl- ' (viel) () eAi}

i€l

Proposition 3.5. Die folgenden Eigenschaften iibertragen sich von A; auf [] A;:

i€l
(1) Wenn alle A; nichtleer sind, ist || A; nichtleer (Auswahlaxiom).
i€l
(ii)) Wenn alle A; als Teilmengen eines Posets X saturiert sind, so ist auch [] A; eine saturierte
i€l
Teilmenge der punktweise geordneten Funktionen von I nach X.

(iii) Wenn alle A; als Teilmengen eines Kegels C konvex sind, dann ist auch [] A; als Teilmenge
i€l

des Kegels C! konvex.

(iv) Wenn alle A; als Teilmengen eines stetigen Bereichs X mit L Scott-kompakt sind, so ist
auch [] A; als Teilmenge von [] X Scott-kompakt.
i€l i€l

Bewelis.

(i) Diese Aussage ist das Auswahlaxiom, das wir hier voraussetzen.

(i) Es seip € [] A; ein Element des Produkts. Es sei f : I — A eine Funktion mit
i€l
p < f.Dann ist fiir jedes i € I stets p(i) < f(i). Da A; saturiert ist, ist auch f(i) € A;.
Dies gilt fiir alle i, also ist f € [] A;.
i€l
(iii) Seien g und g’ Elemente von [] A;. Fiir jedes i sind g(i) und g’(i) Elemente der
i€l
konvexen Menge A;. Deswegen ist auch p - g(i) + (1 — p) - ¢’(i) ein Element von A;.
Alsoistp-g+(1—-p)-g' €[] A
i€l

(iv) Siehe Satz 0.1 (iii).

Definition 3.6. Fiir eine mengenwertige Funktion f : X — B(Y) schreiben wir

() = [ | f@).

xeX

Wir haben nun die nétige Theorie aufgebaut, um die direkte Semantik eines Programms
zundchst auf V(S) fortzusetzen.
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S %v(s)

B, V(5)
Abbildung 7: Fortsetzung von f auf V(5)

Definition 3.7. Sei f : S — B, V(S) eine Scott-stetige! Funktion. Dann definieren wir
die Fortsetzung von f auf V(S) als:

FiW(S) — BV(S)
b ] {As. Y s6) - ) \ ge H(f)}.
teS

Hierbei ist g als Funktion g : S — V(S) aufzufassen.

Jetzt zeigen wir, dafs das wohldefiniert und wirklich eine Forsetzung ist.
Lemma 3.8. Betrachten wir die Hausdorfftopologie I auf V(S) und die von ihr induzierte
Produkttopologie auf [S — V(S)], so ist fiir festes u € V(S) die Funktion
D, : [S— V(S)| — V(S)
g As. ) g(H() - u(h)

teS

wohldefiniert und stetig.

Beweis. Wegen g(t) € V(S) gilt definitionsgemaf3

Y sh) < 1.

seS

Somit folgt direkt

Y Y st6) uty =Y u)- Y st)6)

SeS tes teS seS
<Y up-1<1.
teS

lwieder dient die Forderung lediglich der Konformitit mit anderen Quellen. Jede solche Funktion ist
Scott-stetig.
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Es bleibt zu zeigen, dafs fiir festes s € S und U € O([0, 1]) die Menge

g1 5— V() |Pue)) € U]

offen ist.

Zu diesem Zweck sei go gegeben mit ®;,(go)(s) € U.

Da U offen ist, gibt es ein € > 0, so dafs das Intervall (CD“ (80)(s) — €, Pu(go)(s) + e) (oder
gegebenenfalls der Schnitt dieses reellen Intervalls mit [0,1]) eine Teilmenge von U ist.

Da u eine Subverteilung ist, gilt )5 pi(f) < 1, also gibt es eine endliche Menge Sr Cyin S
mit Y, u(f) < $

fESFC

Sei nun n := |Sg| die Anzahl der Elemente von Sg.

Fiir t € Sp setzen wir 0; = mln(l, ;n)

Nun sei I; = (go(t)(s) o(t), go(t)(s) + o ) N [0, 1]. Wir werden jetzt sehen, dafd die Menge
{g : S — V(S) | (Vt € Sp) g(t)(s) € If}, eine basisoffene Umgebung von go, im Urbild
von U enthalten ist:

Sei hierfiir ¢ aus dieser Menge. Dann ist

D)) = Y, 8B - )

teS
=Y s06) - ut) + Y (b)) - u(t)
teSr t¢Sr

————
<

wIim

Da fiir zwei Zahlen x, y € [0, §] stets [x — y| € [0, 5] ist, folgt

Y806 )= Y o)) - pld)| < 5

t¢Sr t¢Sr
und somit
[@u(©)E) - Pulg0))| < 5 + ;(g(t)(s) - 0()(9)) - ()
€
=3 2:% a)”)
_ €
"3 §<a
was den Beweis abschliefdt. m|

Die Funktion @ ist im {ibrigen auch Scott-stetig, wie wir in Proposition 4.2 sehen werden.
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Satz 3.9. Die Funktion J?aus Definition 3.7 ist

(i) wohldefiniert,
(ii) Scott-stetig und

(iii) erhilt Konvexkombinationen, d.h.
fFlrou+@=n-p)=r f+Q-r-f@)
Beweis.

(i) Fur alle s € S ist f(s) € B, V(S), also nichtleer, kompakt, saturiert und konvex.
Somit ist auch II(f) nichtleer. Die auftretenden Integrale haben stets Werte in
[0,1], da 0 < g(t)(s) < 1ist und schon

fl du(t) <1
S

gilt. Also ist ﬁy) nichtleer.
Die Abbildung

g f HE) du)
S

ist fiir festes p und s stets Scott-stetig und linear. Wir kénnen Proposition 4.2
verwenden, denn die Funktion B¢ : t — g(t)(s) ist fiir alle s und g Scott-stetig 2,

Dann ist aber auch die Abbildung

g1 5. [ 506 du)
S

Scott-stetig und linear, denn die Ordnung ist punktweise definiert und gerichtete
Suprema werden punktweise ausgerechnet. Entsprechend ist das Bild der satu-
rierten, konvexen und kompakten Menge I1(f) unter dieser Abbildung wieder
konvex und kompakt.

Wenn aber

As. f g(t)(s) du(t) ‘ g € TI(f)
S

konvex, nichtleer und kompakt ist, so folgt mit Satz 1.20, daf3 ﬁy) tatsdchlich ein
Element von B, V(S) ist.

2Vorwirtsverweise auf diese Proposition sind unbedenklich, da sie nicht mit Ergebnissen aus diesem
Abschnitt bewiesen, sondern aus anderer Quelle zitiert wird.
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(ii) Seien zwei Verteilungen u, v € V(S) mit u E v gegeben. Dann haben wir fiir jeden
Zustand s € S und jede Auswahl g € I'l(f)

f g(t)(s) dp(t) < f 8(t)(s) dv(d).
S

S

Entsprechend gilt ﬁy) C ﬁv), also ist Fmonoton.

Sei 11 eine gerichtete Menge von Verteilungen und u ihr Supremum.

Nun ist zu zeigen, daf3 Ry) = I/'Ryi) gilt. Dabei folgt > bereits aus der Monotonie.
Es gilt per Definition

felVfuw) = f2 ﬂlﬁ‘“i)
Das bedeutet gerade, dafd wir die folgende Implikation beweisen wollen:
(Vz’ € I) ae ﬂ‘ui) =ac Ru).
Das ist dquivalent zu
(Viel)(IgeTif)ax As. f gi(H)(s) dpi(t)

= (g eIIf)ax As. f[g(t)(s) du(h.

. S
Sei

M; = gEHf

a2 As. fg(f)(S)d#i(f) ,

S

so sind alle M; nichtleer. Weiterhin sind die Mengen M; gefiltert, da (i;)er gerichtet
ist und fiir u; < u; stets M; C M; gilt.

Da alle f(s) € B, V(S) in der Hausdorfftopologie J{ abgeschlossen und kompakt
sind, ist auch ITf mit der Produkttopologie ein kompakter Raum (Satz von Ty-
chonoff). Wegen der J{-Stetigkeit des Integrals (siehe Lemma 3.8) sind ferner
die Mengen M; als Produkte von Urbildern von Mengen der Form [a(s), 1] K-
abgeschlossene Mengen in einem kompakten T>-Raum (Kompaktheit des Pro-
duktraums folgt wieder mit dem Satz von Tychonoff).

Der gefilterte Schnitt nichtleerer abgeschlossener Mengen in einem kompakten
Raum ist aber nichtleer (der Beweis hierfiir ist eine einfache Ubung).

Fir ¢* € (| M; ist

(Vielax2s. | gt)6)dudb).
/
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Damit ist aber auch

iel

az | hs. f g (OE) dui(t) = As. f &' ()() dps(t)
S S

Die letzte Gleichheit folgt aus der Beschaffenheit des de facto abzdhlbaren Integrals
(siehe Lemma 0.4), gilt aber auch allgemein (siehe Proposition 4.2).

(iii) Fiir beliebige Funktionen B : S — [0, 1] ist die Abbildung

p— f (1) du(t)
linear (siehe Proposition 4.2).

Fiirjedes s und jedes g € I1(f) ist die Abbildung t — g(t)(s) eine solche Abbildung
B, so dafs auch die Abbildung

wr— s, [ g6 du0)

linear ist.

Zeigen wir nun, dafs J?Konvexkombinationen erhalt:
flrous@=-n-w)
= {/\S- r: fsg(t)(S) du(t) + (1 -r1)- fsg(t)(S) dp’(t) ‘ g€ H(f)}

= r-qAs. | g(t)(s) dy(t)} +(1-7)- {As. g(t)(s) dy’(t)})
geLHJ(f)( { ‘[; fs
U (r- {As- fs 8(1)(s) d#(t)} (-7 {As- fs (1)) du’(t)})

S€II(f)
g €II(f)

= fw+0-n-f).

Die Mengeninklusion in der dritten Zeile gilt aber auch umgekehrt, denn fiir
8, 8 € II(f) konnen wir stets auch /1 € II(f) finden mit

N

rAs. fs ()6 dp(t) + (1= 1) - As. fs & (H(s) dp’ (1)
= 1 As. fs h(t)(s) du(t) + (1= 7) - As. fs h(t)(s) du’ ().
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Dabei gehen wir wie folgt vor. Fiir p(t) = 0 wahlen wir h(t) = g'(t).
Fir u(t) > 0, p’(t) = O wahlen wir h(t) = g(t). Im verbleibenden Fall ist p(f)-u’(t) > 0
und wir wihlen

oy = O8O+ A=) (0
e

Im letzten Fall ist h(t) € f(t), da f(t) konvex ist und

a-n-we . )
T Y BT R V(s FN S BT ()

gilt.

Bemerkung. Fiir o € S haben wir
f(15) = 1{As. 8(0)(s) | € TI(H)} = 1f(0) = f(0),
also wird ]?zu Recht als Fortsetzung bezeichnet.

Machen wir uns nun daran, fnoch weiter auf B, V(S) fortzusetzen.

Tyl v(s)

S C

¥,V (S)

Abbildung 8: Fortsetzung von f auf B, V(S)

Definition 3.10. Es sei wiederum f : S — B, V(S) eine Scott-stetige’Funktion. Dann
definieren wir die Fortsetzung von f auf B, V(S) als:

f+ : ngny(S) — sBSHV(S)
P — U fIP]

Satz 3.11. Die Funktion f* aus Definition 3.10 ist

Swieder dient die Forderung lediglich der Konformitit mit anderen Quellen. Jede solche Funktion ist
Scott-stetig.
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(i) wohldefiniert und

(ii)

Scott-stetig.

Beweis.

(i) Zunédchst zeigen wir, daf3 ﬁP] eine nichtleere, konvexe, saturierte kompakte Teil-

(ii)

menge von B, V(S) ist. Im ndchsten Schritt sehen wir dann, dafi deswegen die
Vereinigung fT(P) selbst nichtleer, konvex, saturiert und kompakt ist.

Da die Vereinigung von nichtleeren bzw. oberen Mengen wieder eine nichtleere

bzw. obere Menge ist und ﬁy) diese Eigenschaften fiir alle u € P besitzt, ist ﬁP]
eine nichtleere obere Menge.

Die Konvexitidt von ﬁP] folgt direkt aus der Konvexitdt von P, da J?Konvexkom—
binationen erhdlt (siehe Satz 3.9 (iii)).

Da J?Scott—stetig ist, ist das Bild der Scott-kompakten Menge P wieder Scott-
kompakt.

Daf} nun die Vereinigung f'(P) einer konvexen Menge konvexer saturierter und
nichtleerer Mengen selbst saturiert und nichtleer ist, ist klar. Die Konvexitat sehen
wir leicht:

Seixe Xe fi(P),yeYe fi(P)undr € [0,1]. Firz:=r-x + (1 — r) - y ist dann
zer-X+(1-r)-Ye fi(P),da f7(P) selbst konvex ist.

Es bleibt zu zeigen, da8 f'(P) kompakt ist. Der folgende Beweis stammt von
Prof. Klaus Keimel und Prof. Gordon Plotkin und ist einem noch zu erscheinenden
Paper entnommen. Er wurde von mir lediglich leicht angepaf3st und {ibersetzt.

Sei U; eine gerichtete Familie von offenen Mengen, die ff(P) tiberdecken. Dann
gibt es fiir jedes X € f[P] einen Index ix, so dafy X C U, ist.

Nach [TKPO05] enthélt U;, eine kompakte konvexe saturierte Menge Y, die eine
Umgebung von X ist. Also ist $Yx eine Umgebung von X in B, V(S).

Da ﬁP] eine kompakte Teilmenge von P, V(S) ist, gibt es eine endliche Auswahl
Xi,..., Xy € f[P],soda8 f[P]2$Yx, U...$Y, ist.

Entsprechend gibt es also fiir jedes X € ﬁP] einen Index j, so daf3 YX]. < Xist.
Wir schlielen, dafl X im Innern von Y, liegt und entsprechend X C Uy, ist. Also
gilt f1(P) C Ux, U...U Ux,.

Fiir P € Qist auch ﬁP] c ﬁQ], also ist fT monoton.

Sei nun P; ein gerichtetes System von Elementen von B, V(S).

Fiir x € V(S) gilt die Aquivalenz

—

(Ela e ﬂlp,-) xefl) e (Viel)(ImeP)xe fl.
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Die Implikation von links nach rechts ist trivial.

Die andere Richtung gilt, da J?‘l ({a}) und P; auch H-abgeschlossen sind. Somit sind
alle f ~'({a}) N P; auch H-kompakt und der gefilterte Schnitt nichtleerer kompakter
Mengen ist wieder nichtleer.

Daraus folgt sofort die Gleichheit der Mengen

UrlNe] =N Usea

und somit ist

7Py = U]T[ﬂlpi]
-, Fird
-\, Usie

i€l
= ﬂl]ﬂL(Pi)
=7 (Py).

O

Die Funktion f' ist also eine stetige Fortsetzung von ﬁ und somit auch von f. In der
Tat gilt

—

fdnsh) = fns) = £Gs).

3.2 Interpretation von Attributen

Ein wichtiges Element von klassischen Programmiersprachen sind Attribute auf dem
Zustandsraum. Wir haben bereits die pGCL-Befehle if und while gesehen, die beide
mit echten Attributen arbeiten. Solche klassischen Attribute sind Teilmengen des Zu-
standsraums. Ein Zustand erfiillt dann entweder das Attribut, das heifit er liegt in der
entsprechenden Teilmenge, oder er erfiillt es nicht.

Tatsédchlich beobachtbar sind sogar nur offene Teilmengen von S, fiir diskreten Zu-
standsraum sind aber alle Teilmengen offen.

Fiir ein echtes Attribut b definieren wir eine Semantik der Auswertung, sowie eine
Semantik der Auswertung von —b in konkreten Systemzustdnden o € S:

Definition 3.12. Es sei S ein diskreter Zustandsraum und b ein echtes Attribut auf S,
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also b C S, dann ist

1 fi eb
I61 = x, : S— {0, 1} oH{ oo
0 sonst.

0 fu eb
[=b] = 1 : S — {0,1) o|—>{ ure
1 sonst.

Wenn wir nach dem Auftreten von Nondeterminismus nicht wissen, in welchem Zu-
stand sich die Maschine befindet, nicht einmal sicher sind, welche Subverteilung den
Zustand beschreibt, dann konnen wir auch nicht mit Sicherheit entscheiden, ob ein
gewisses Attribut erfiillt ist.

Zunichst tiberlegen wir uns, was es fiir ein Attribut bedeutet, in einer Verteilung zu
gelten oder nicht. Tun wir das an einem Beispiel:

Beispiel 3.13. EsseiS = {s, t} ein Zustandsraum mit zwei Elementen und b das echte At-
tribut b == {s} C S. Das Attribut ist genau dann erfiillt, wenn der aktuelle Systemzustand
gerade s ist (und nicht t oder gar 1).

Wenn nun u eine Subverteilung auf dem Zustandsraum ist, zum Beispiel u(s) = 0,3
und u(t) = 0,5 und wir postulieren, dafs der Maschinenzustand zum Zeitpunkt der
Auswertung von b gerade der Verteilung p folgt, dann ergibt es Sinn zu sagen, dafs das
Attribut b mit einer Wahrscheinlichkeit von 30% erfiillt ist. Diese Zahl errechnet sich

durch u(s) - xp(s) + p(t) - xp(f).

Wir miissen zumindest fiir Zwischenergebnisse sogar noch einen Schritt weiter gehen
und Attribute betrachten, die schon auf einzelnen Zustinden nur unter Umstinden
gelten. Das heifst sie gelten mit gewissen Wahrscheinlichkeiten. Allerdings sind sie
keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Solche Attribute entsprechen dann beliebigen Funktionen von S nach [0, 1]. Wir nen-
nen die Menge aller dieser Funktionen £(S). Durch punktweise Ordnung wird £(S) zu
einem vollstindigen Verband, auf dem wir die Scott-Topologie betrachten. Die klassi-
schen Attribute sind durch diese Verallgemeinerung nicht verloren gegangen, denn die
charakteristischen Funktionen auf beliebigen Teilmengen von S haben Werte in [0, 1].

Definition 3.14. Ein probabilistisches Attribut B {iber dem Zustandsraum S ist ein
Element von £(S). Die denotationelle Interpretation des probabilistischen Attributs in
einem Systemzustand ¢ € S ist dann gerade die Funktion B selbst, also [B][(¢) = B(0).

Die denotationelle Interpretation eines solchen Attributs [B] im probabilistischen Sy-
stemzustand p ist dann:

510 = [ Bo)du =Y, ulo)-E@)

o€eS 0€s

Die ddmonische semantische Auswertung eines solchen Attributs in einem Systemzu-
stand, in dem eine Menge von Verteilungen M € B, V(S) gelten konnten, ist dann
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[BIOM) = /\ [BI(u).

3.3 Definition der direkten Semantik

Fiir ein pGCL-Programm P ist [P] : S — B, V(S) eine Scott-stetige Funktion. Diese
direkte Semantik konnen wir nun definieren:

Definition 3.15. Die direkte Semantik von pGCL-Programmen ist {iber den Termauf-
bau rekursiv folgendermafSen definiert:

[assion ) = TUE) =T = )
[abort](s) = L
[skipls) = ) =10 = )

[P;Qls) = [IQI'(IPIGs))
[if b then P else Q fi]l[(s) := [b1(s) - [PI(s) + [=bI(s) - TQI(s)
= ([b1(s) A [P1(s)) V ([-b1(s) A [QTI(s))
[P Qls) = p-IPI6s)+ 1 -p)-L[QI(s)

PrQle = | Jp-IPIE) + 1 -p) - [QIE) = conv(IPIs) U IQIG))
0<p<1
[while b do P od] := uf.As.[b](s)- f*([[P]](s))+[[—ub]](s)-nS

= ufAs ([616) A FH(IPI)) v (T-B16) A 1s)

Dabei ist p(f) = [ 77—y f"(L).

Die Gleichheit zwischen der punktweisen Multiplikation und der Infimumsbildung,
bzw. der Addition und der Supremumsbildung gilt, da [b] echt, also {0, 1}-wertig ist.

Proposition 3.16. Die Semantik aus Definition 3.15 ist wohldefiniert, insbesondere ist

[P; Q1) € BYV(S),
[P QI(s) € BYV(S) und
[P 1 QI(s) € BY(S).

Beweis. Die Menge [P Q] ist saturiert (sieche Lemma 1.15). Sie ist weiterhin konvex
nach Lemma 1.3 und kompakt, da Addition und Skalarmultiplikation stetig sind.

Die Menge [P 1 Q]i(s) ist gerade die konvexe Hiille der beiden Mengen [P](s) und
[QI(s). Diese Mengen sind beide kompakte und konvexe Teilmengen des topologischen
Kegels V(S), deswegen ist nach Theorem 1.10 auch [P 1 Q]l(s) wieder kompakt und
konvex. Als Vereinigung saturierter Mengen ist sie selbst wieder saturiert.
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Die Wohldefiniertheit von [Q]*([P](s)) haben wir in Satz 3.11 gezeigt.

Die Wohldefiniertheit der anderen Fille ist leicht einzusehen. O

Bemerkung. Tatsdchlich ist [P 1 Q](s) in B, V(S) das Infimum von [P]i(s) und [QII(s),
wie durch die Notation nahegelegt wird. Eine Smyth-Menge, die [P]l(s) und [Q](s)
enthalt, enthilt ndmlich zumindest Conv([[P]](s) U I[Q]](S)) =[P 11 QJ(s).



The basics of optimism is sheer terror.
(Oscar Wilde)

4 wp-Semantik von pGCL

4.1 wp-Semantik
4.1.1 Klassisch, deterministisch

Die direkte Semantik identifiziert deterministische Programme mit Abbildungen in
[S — S l]. Dariiberhinaus konnen wir ein Programm auch beschreiben, indem wir
erkldren, wie es auf der Menge der Attribute auf dem Zustandsraum operiert.

Die wp-Semantik hilft, totale Korrektheitsaussagen zu treffen. Das Kiirzel wp steht dabei
tur weakest precondition (oder im probabilistischen Falle dann weakest preexpectation) also
schwéchste Vorbedingung (bzw. -erwartung). Es ist eine Funktion, die jedem Programm
eine Selbstabbildung des Raums der Attribute auf S zuordnet. Diese Form der Semantik
heifist deswegen auch predicate transformer-Semantik.

Dabei wird einem Programm jene Abbildung zugeordnet, die jeder moglichen Nachbe-
dingung b gerade exakt das Attribut zuordnet, das eben noétig ist, um bei Ausfithrung
des Programmes die Termination und auch die Nachbedingung zu gewéhrleisten.

Sei [P] : S — S, die Semantik eines deterministischen Programmes und b C S ein
echtes Attribut. Dann ist

wp([PI)(®) = P17 ().

4.1.2 Nondeterministisch

Im nondeterministischen probabilistischen Falle interpretieren wir [P](s) als Element
des Smyth-Powerdomains, also eine Menge von Verteilungen, von denen zum Zeit-
punkt der Ausfithrung eine ausgewdhlt wird, die dann die Wahrscheinlichkeiten des
Auftretens der verschiedenen Maschinenzustdnde beschreibt.

Wenn unser Programm aus dem Startzustand s gerade die Verteilung u erzeugt, so
konnen wir bestimmen, wie wahrscheinlich es ist, dafd in der Verteilung p die Nachbedin-
gung oder ein probabilistisches Pradikat B € £(S) gilt, indem wir den Erwartungswert
berechnen:

1810 = [ 56 du®)
S
Probabilistische Nachbedingungen werden nicht post-condition, sondern post-expectation
genannt.

Entsprechend verfahren wir nun mit der Menge von moglicherweise geltenden Vertei-
lungen und wéhlen dann risiko-konservativ das Infimum der auftauchenden Werte als
weakest preexpectation.
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Definition 4.1. Sei Prog die Menge der pGCL-Programme. Sei S der Zustandsraum und
sei P € Prog ein Programm. Dann ist [P]] : S — B, V(S) eine Abbildung. Sei generell
f:S— B, V(S) gegeben. Sei weiterhin B € £(S) ein probabilistisches Attribut, das
nach Ausfithrung von P erfiillet sein soll. Dann ist die weakest preexpectation von B
unter P definiert als

&(S) > wp(f)(B) : S —> [0,1]
5 —> A B(t) du(t).

nef(s) 'S
Proposition 4.2. Die Funktion
V(S) x £(S) — [0, 1]
(18)— [ BOduto

ist komponentenweise Scott-stetig und bilinear.

Dabei (und im folgenden) meinen wir, daf$ alle Linearkombinationen durch die Funktion erhalten
werden, die in V(S) bzw. in E(S) existieren. Insbesondere wird die Null und jede Konvexkombi-
nation erhalten.

Beweis. Siehe [TKP05, Satz 4.4]. O

In diesem Sinne ist folgende Schreibweise zu verstehen:

Definition 4.3. Sei u € V(S) und B € £(S), dann definieren wir die an das Skalarprodukt
angelehnte Schreibweise:

u B = [ B0 du0)

S

Wir konnen also kurz schreiben:

wp(IP)B)s) = [\ (B

pellPI(s)

Es ist wichtig anzumerken, dafs wp mit dieser Definition eine Scott-stetige Funktion von
[Prog] nach [£(S) — &(S)] ist.

Lemma 4.4. Die Funktion wp : [S — %5,)7(5)] X E(S) x S — [0,1] ist in jedem ihrer
Parameter [P]l, B und s separat und simultan in den drei Parametern Scott-stetig.

Beweis. Da S diskret ist, ist wp in s stetig.
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Da p — {u, B) Scott-stetig ist, ist mit Lemma 1.17 auch die Funktion
[P1(s) — wp([PT)(B)(s)

Scott-stetig.

Da [P] eine stetige Funktion ist, ist trivialerweise s — [P]I(s) stetig. Also ist die Hin-
tereinanderausfiihrung s — wp([P])(B)(s) Scott-stetig.

Da auch [P] +— [P]l(s) Scott-stetig ist, ist aus dem selben Grund auch die Funktion
[PT — wp([PT)(B)(s) Scott-stetig.

Die Stetigkeit von B — Wp([P]I)(B)(s) folgt aus der Stetigkeit des Skalarprodukts und
Lemma 1.18.

Simultane Stetigkeit folgt direkt aus der separaten Stetigkeit, da die auftretenden Rdume
stetige Bereiche sind. m|

4.2 Rekursive Definition von wp in pGCL

In der Sprache pGCL kénnen wir wp rekursiv tiber den Termaufbau definieren. Wir
beweisen, dafs sich die Funktion wp, wie sie in 4.1 definiert ist natiirlich auf den definie-
renden Termen von pGCL verhailt.

Theorem 4.5. Die Funktion wp erfiillt die folgenden Gleichungen:

wp([abort])(B) = L €))

wp([skip])(B) = B )

wp([assign(])(B) =Bo f (©)

wp([if b then P else Q fi]})(B) = ([b] A wp(IP)I(B)) v ([-b1 A wp(IQI)(B))  (4)
wp([[P; QIN(B) = wp(IPT)(wp(IQI)(B)) ()

wp([[P & QI)(B) = p - wp([PI)(B) + (1 —p) - wp([QI)(B) (6)

wp([P 1 QI)(B) = wp([PT)(B) A wp(IQI)(B) )

wp([vhile b do P od])(B) = uX. (([b] A wp(IP)(X)) v (I-bT A B))  (8)

Wobei V und A von Subverteilungen bei (4) und (8) natiirlich punktweise zu verstehen sind
und wegen der {0, 1}-Wertigkeit von [b]] mit + und - iibereinstimmen.

Wieder ist u(f) = [~y f"(L).
Das Theorem wird im folgenden Abschnitt nach und nach bewiesen.

Bemerkung. Theorem 4.5 ldf3t sich als rekursive Definition der wp-Semantik von pGCL
verstehen, bzw als Kommutativitdt von Diagramm 9
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Syntax
L1 Rek. Def. gemdfs der Gleichungen aus Theorem 4.5
wp .
Direkte Semantik ———————— Wp-Semantik

Def. 4.1

Abbildung 9: Interpretation von Theorem 4.5

4.3 Beweis des Theorems 4.5
4.3.1 Die einfachen Falle

Zunichst werden die Punkte (1) bis (7) bewiesen, die alle nicht schwer zu sehen sind.
Ohne Ausnahme folgt die Behauptung hier durch Einsetzen von [P] in die Definition
von WP(P)(B)(s).

(1) Da abort jede Verteilung erzeugen kann, ist das Infimum des Skalarprodukts stets
0.

(2) Auch skip ist schnell behandelt: Da [skip] stets die Punktverteilung 1, erzeugt,
ist wp([[skip])(B)(s) tatsdchlich nichts anderes, als B(s).

(3) Ebenso problemlos ist das Anwenden einer deterministischen Funktion f auf dem
Zustandsraum. Da [[assign f]](s) =1 {1] f(s)} ist, gilt geméafs der Definition von wp:

wp([assignI)(B) = As. /\ (4, B) = A5, B) = As.B(f(s)) = Bo .
uelnge}

(4) Untersuchen wir nun die Semantik der if-Verzweigung:

Die direkte Semantik der Fallunterscheidung ist definiert als
[if b then P else Q fi]ls = [b]s- [PN(s) + [—bs - [QI(s).
Deswegen gilt
wp(if b then P else Q fi)(B) = As. /\ {1, B)
pelbls-[PI(s)+[-b1s- Q1)

=As@ols- N\ (@B +I-bls- A B
LelPI(s) pelQll(s)

= As.[b]s - wp([PI)(B)s + [D]s - wp([QI)(B)s.
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(5) Auch die Regel fiir die Hintereinanderausfithrung 1afit sich direkt nachpriifen. Wir
wollen zeigen, dafs wp(P; Q)(B) dasselbe ist wie wp([PT)(wp(IQI)(B)).

Nun ist

[P;Qlis) = [QI (IPI(s))
= (a1 | v e 1P16))

= Az | gh@)du)}.
[ ye%’J]](S) { f }

SeTI(IQD) S

A

Lemma 1.19 garantiert A f[TA] = A f[A] fiir stetige f. Somit ist:

woP; QB =\ ) BE) - ut)

uellP;Ql(s) t'es

=\ 2LBE®)u)

ueA  tes

- /\ ZB(t’) : (/\z. Zy(t)g(t)(Z))(t’)

r'eS teS

S
AN G ITCRFGICS
&t t'es teS

A ZZg(t)(t’) -B(t') - u(t)
i

teS t'eS

= A Y- A\ Y so@) Be)

uellPli(s) teS geIIQ t'eS

A\ s\ Y v BE)

uelPl(s) teS ve[[Qt t'eS

wp([PT)(Wp(IQD)(B))(s).

Hierbei konnen wir in der vorletzten Gleichheit A durch A ersetzen, da
g v

(86) | g e TI(A} = £(5)
gilt.

Die Summen tiber t bzw. t’ vertauschen, da absolute Konvergenz vorliegt.
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(6) Fiir die probabilistische Auswahl zwischen zwei Programmen gilt

[P Qe = p-IPI6)+ 1 -p)-1QIE)
wp(lP@ QDB)s) = N (wB
uellP QI
= (p-v+(1-p)-v, B)
ve[P](s),v"€[QI(s)
= p- N\ wB+a-p- N\ ¢.B
ve[P](s) v e[Qll(s)

p - Wp([PI)(B)(s) + (1 = p) - wp(IQI)(B)(s),
da das Skalarprodukt linear ist.
(7) Fir die nondeterministische Auswahl haben wir:

wp([[P 1 QID(B)(s) (1, B)

kelpIPIO+A-pHIQIO) | pelon)
A p - wp([PI)(B)(s) + (1 = p) - wp([QI)(B)(s)

pel01]
wp([PT)(B)(s) A wp([QI)(B)(s)

Die letzte Gleichheit gilt, da von zwei Elementen aus [0, 1] stets eines das Grofsere und
eines das Kleinere ist. Dementsprechend ist die kleinste Konvexkombination der beiden
auch gerade das kleinere Element.

4.3.2 Die while-Schleife

(8) SchliefSlich widmen wir uns dem schwierigsten Teil des Beweises. Wir wollen im
Folgenden zeigen, dafd die folgende Gleichheit gilt:

wp([while b do P od])(B) = uX. (|[b]] ~wp([PI)(X) + [[—|bI|-B)
Hier ist die direkte Semantik definiert als:
[while b do P od](s) = pf.As.[b](s) - f*([[P]](s))+ [=b1(s) - s

Beim Beweis hilft das folgende Lemma, das ein Spezialfall des , Least Fix Point Theorem
for Scott Continuous Functions (Prop II-2.4)” aus [GHK™"03] ist.

Lemma 4.6. Es seien k eine Scott-stetige Selbstabbildung von [S — %Sn)?(S)], g eine Scott-
stetige Selbstabbildung von E(S) und h : [S — B, V(S)| — E(S) Scott-stetig und strikt.

Aus goh = hok folgt dann h(u(k)) = u(g), wobei u der kleinste-Fixpunkt-Operator ist:

wH=| |
n=0
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Beweis. Vergleiche [GHK™03, Prop II-2.4].
Sowohl [S — gIBSH}?(S)] als auch &(S) sind Bereiche mit L. O

Um das Theorem zu beweisen, wollen wir das Lemma auf diese Funktionen anwenden:

s (f) := Wp(f)(B)
k(f) = As.[B1Gs) - FH(IP1(S)) + [-b1Gs) - s
g(X) = [b] - wp(IPI)(X) + [~b] - B

Diagramm 10, von dem wir sehen werden, dafs es kommutiert, veranschaulicht die
Situation.

[5 — B,9(6)] —2— £(5)

[s — RS — g9

Abbildung 10: Fixpunkte in der direkten und der wp-Semantik der while-Schleife

Wir tiberpriifen die Voraussetzungen von Lemma 4.6 in diesem Kontext.

Tatséchlich sind k und g Scott-stetige Abbildungen, die einen kleinsten Fixpunkt haben.
Das Diagramm kommutiert:

(15 o k)(s) = Wp(As.([[b]](s) - FH(IP1s)) + [=b1s) - ns))(B)(s)

= [6](s) - wp(*(IP1(s)))(B)(s) + [-b1(s) - B(s)
= [616s) - wp(IPD(WP(H(B))(®) + [-b1(5) - Bs)
= gWP(N)(B)()

= (g0 hs)(s).

Die Striktheit von hp ist leicht einzusehen, denn das Bottom-Element von |S — B, V(S )]
ist [abort] und wir haben bereits gesehen, dafs hg(L) = wp(abort)(B) =L gilt.

hp ist Scott-stetig, denn es ist eine Projektion der Scott-stetigen Funktion

wp @ [$ — BV — [ — &)
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Die Bedingungen des Lemmas sind also alle erfiillt und somit ist

wp([while b do P od])(B) = hp(u(k))
= u(Q)
= uX. ([61 - wp(IPI)(X) + [-b] - B),

was den Beweis des Theorems abschlief3t. m|

4.4 Das Bild von wp

Es erhebt sich die Frage, welche predicate transformerp : £(S) — &(S) als Bild von wp
auftauchen.

Gordon Plotkin hat diese Frage in [Plo79] fiir nondeterministische nichtprobabilistische
Programme f : S — B, (S.) beantwortet.

In diesem Fall sind die Abbildungen der Gestalt wp(f) genau diejenigen Scott-stetigen
p @ B(S) — B(S), die bindre Schnitte erhalten. Diese p erhalten dann auch nichtleere
Schnitte, da fiir s € wp(f)(B) eine kleinste endliche Teilmenge By von B existiert mit

s € wp(f)(Bo).

Plotkin und Keimel arbeiten derzeit an einer derartigen Charakterisierung im nonde-
terministischen probabilistischen Fall.



De mortuis nihil nisi bene.
Bzw: Endlosschleife, na und?

5 Semantik im Hoare-Powerdomain

Es gibt Situationen, in denen Divergenz eines Programmes keine gravierenden Fol-
gen hat und lediglich gewisse Ausgaben vermieden werden miissen. Man denke an
einen Bargeldautomaten. Es ist drgerlich, wenn dieser sich authédngt. Es beruhigt uns
allerdings ein Aufkleber:

Sollte es zu einem Systemfehler kommen, wird Ihre Karte nicht zu einem spéteren
Zeitpunkt unkontrolliert ausgegeben.

Diese partielle Korrektheitsaussage interessiert uns. ,,Vielleicht terminiert das hier nicht.
Aber falls es terminiert: Meine Karte ist sicher.”

Betrachten wir das folgende pGCL-Programm, das nondeterministische, aber keine
probabilistische Auswahl verwendet.

x:=0;
a:=0Ma:=1;
while (@ =0) do

X:=x+2;
a:=0Ma:=1
od

Gibt man fiir dieses Programm eine Semantik in (S — B, _(5.)) an, so wére diese
gegeben durch (0 — S,), denn das Programm kann potentiell divergieren und die
einzige saturierte Menge, die L enthdlt, ist S, selbst.

Hier erkennt man, dafy eine Semantik im Smyth-Powerdomain fiir partielle Korrekt-
heitsaussagen nicht hinreichend ist. Es ist durchaus verniinftig, iiber das Programm
zu sagen: ,Wenn es terminiert, so liefert es fiir x eine gerade Zahl.” Die Smyth-
Powerdomain-Semantik 1dft aber jede Ausgabe zu, also auch Termination mit ungera-
dem x.

Deswegen definieren wir eine weitere direkte Semantik, die auf partielle Korrektheits-
aussagen abzielt und aus der wir dann eine predicate transformer-Semantik wlp erzeugen
werden.

Die Powerdomain-Konstruktion, die wir hierfiir verwenden, geht auf Hoare zurtick.

5.1 Der Hoare-Powerdomain

Wie gehabt sei S ein abzahlbarer flacher Zustandsraum und V(S) die Menge der Sub-
verteilungen auf S.
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Definition 5.1. Der Hoare-Powerdomain ‘B, iiber V(S) besteht aus den nichtleeren
konvexen Scott-abgeschlossenen Teilmengen von V(S) und wird mit B,V(S) bezeichnet.

Auf BV(S) betrachten wir als Ordnung die Mengeninklusion (im Gegensatz zur umge-
kehrten Mengeninklusion auf 5, V(S)).

Der Hoare-Powerdomain B, V.(S) tiber dem erweiterten probabilistischen Powerdo-
main ist wieder ein topologischer Kegel, und zwar mit der Summe

A+gB=A+B

und dem Skalarprodukt

r-gA=r-A.

Wieder ist durch die Einschrankung von V(S) auf V(S) die Abgeschlossenheit unter
beiden Operationen verletzt, allerdings ist es wieder moglich, Konvexkombinationen
von Elementen aus B,V(S) zu bilden:

Aus einer nichtleeren Teilmenge M C V(S) kann man ein Element von *B,V(S) erzeugen,
indem man den Scott-Abschlufs der konvexen Hiille von M bildet.

Lemma 5.2. Fiir nichtleere M C V(S) ist stets conv M € B V(S).

Beweis. Per Definition ist conv M abgeschlossen und als Obermenge von M auch nicht-
leer.

Tix, Keimel und Plotkin zeigen in [TKP05, Prop 2.7], daf8 der Scott-Abschlufs konvexer
Teilmengen von V. (S) konvex ist. Das gilt also insbesondere fiir konvexe Teilmengen
von V(S). O

Ebenfals aus [TKP05] tibernehmen wir das folgende Ergebnis:
Proposition 5.3. Fiir eine gerichtete Familie von Mengen A; € BY(S) gilt
A; = U A,
Lemma 5.4. Fiir eine Menge A C V(S) gilt
A={/D|Dcl4}.
Beweis. Da V(S) ein stetiger Bereich ist, gilt Lemma 0.5. O

Es folgen einige Ergebnisse fiir Infima:

Satz 5.5. Essei f : V(S) — [0, 1] Eine Scott-op-stetige Funktion, also eine antitone Funktion
mit f(|7"D) = A, f(D). Dann ist die Infimumsfunktion

INF: = B(S) — [0,1]
A— N fw

ueA
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Scott-op—stetig und fiir Teilmengen A C V(S) gilt stets

A= A sl

Beweis. Zeigen wir zundchst den letzten Teil des Satzes.
Fiir antitones f ist A f[A] = A f[lA]. Es geniigt also, A f[LA] = A f[lA] zu zeigen.

Einerseits ist
A fw= N fopy= N\ N fa < )\ fa,
uelA DclA DClAacD a€lA

da die einelementigen Mengen {a} gerichtete Teilmengen von |A sind. Andererseits ist
aber auch (VD - lA) fID] € fllA]Jund deswegen A f[D] > A f[lA].

Sei schliefSlich fiir die Stetigkeit von INF; eine gerichtete Menge A; C B,V(S) gegeben.
Wir rechnen nun leicht nach:

INF; (174) = INF (TA;) = /\ A(UTA) = /\ f(U14)
= AUFA) = A A FA) = A INF (4),

was den Beweis abschlieft. O

beide Formen

S — PYV(S)
Nondeterminismus Probabilismus
S— PB,(SL) S — V(S)
Determinismus
S— S 1

Abbildung 11: Nondeterminismus im Hoare-Powerdomain

Wir erinnern uns an Abbildung 5, die veranschaulicht, wie wir mit dem Smyth-Power-
domain nichtprobabilistischen Nondeterminismus fassen. Fast man nichtprobabilisti-
schen Nondeterminismus mit dem Hoare-Powerdomain, ergibt sich entsprechend Ab-
bildung 11.
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5.2 Verkettung von Programmen

Auch wenn wir die denotationelle Semantik eines pGCL-Programms als Funktion in
[S — By (S)] definieren, ist es zunédchst nicht moglich, solche Funktionen zu verketten.
Wieder benétigen wir eine Fortsetzung wie im Diagramm 12.

Proposition 5.6. Die Funktioni : V(S) — BV(S) : u — lu ist eine stetige Einbettung.

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Ubung. O

5 ¢ V(S) L BY(S)

BY©S)

Abbildung 12: Fortsetzung von f auf B,V(S)

Definition 5.7. Sei f : S — BYV(S) eine Scott—stetige4 Funktion. Dann definieren wir
die Fortsetzung von f auf V(S) als:

F:V(S) — BYS)

w— s [ g0 dut) |genn| =7
S

Satz 5.8. Die Funktion J?aus Definition 5.7 ist
(i) wohldefiniert,
(ii) Scott-stetig und

(iii) erhilt Konvexkombinationen, d.h.

Flrou+@=r-w)=ru f@) +n Q=1 u fQ0).

*wieder dient die Forderung lediglich der Konformitit mit anderen Quellen. Jede solche Funktion ist
Scott-stetig.
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Bewelis.

(i)

(i)

(iii)

Wie in Kapitel 3 ist A, € V(S).
Da g +— As. f g()(s) du(t) linear (im sinne von Proposition 4.2) ist, ist A, eine
konvexe Menge. Entsprechend ist geméfs Lemma 5.2 auch A_H € PY(S).

Die Monotonie von ]?weist man direkt nach:

e EGCETCEP FUCENO
= A, C LAy € f(1)
— fu) < f().
Sei nun (y;)ier gerichtet. Schon aus der Monotonie folgt ]?(I/'yi) > I/‘ﬁyi).
Zeigen wir nun ]?(I/'yi) < I/'ﬁui) = m < m
Hierfiir gentigt es, zu zeigen, daf8 Ay, € m ist. Sei x € A} »,, also

x=M Lﬁm®#VwW)

Dann ist nach Proposition 4.2

x=VM Lym@4ww>

eAW

= x€eUA,.
Fiir beliebige Funktionen B : S — [0, 1] ist die Abbildung

w— [ B duty

linear im sinne von Proposition 4.2.

Fiirjedess und jedes g € I1(f) ist die Abbildung t — g(t)(s) eine solche Abbildung
B, so daf$ auch die Abbildung

s, [ g6 du0)

linear ist.



5. SEMANTIK IM HOARE-POWERDOMAIN 55

Zeigen wir nun, dafs J?Konvexkombinationen erhalt:
ﬂr~y+(1—r)~y’)
= {/\S'T ' fsg(f)(S)dH(f) +(1 =7 fsg(f)(S)dH’(t) ‘ g€ 1_I(f)}

- U (r-{As- fs g(t)(s)du<t>}+<1—r>-{As. fs g(t)(S)d#’(t)})

g€II(f)

< |J (%{AS. fs g(t)(s)du<t>}+<1—r>-{As. fs g’(t)(S)du’(t)})

S€EII(f)
g'ell(f)

=7 f(u) +u (= 7) -1 F().

Die Mengeninklusion in der dritten Zeile gilt aber auch umgekehrt, denn fiir
g, 8’ € II(f) konnen wir stets auch i € I(f) finden mit

(r As. fs g(E dut) + (1 1) 1s. fs g(B)s) du’(t)}

:(r-As. fs h()(s) dp(t) + (1 = 7) - As. fs h(t)(s)dy’(t)).

Dabei gehen wir wie folgt vor. Fir u(t) = 0 wahlen wir h(t) = g’(¢).
Fir u(t) > 0, p’(t) = Owahlen wir h(t) = g(t). Im verbleibenden Fall ist p(f)-u’(t) > 0
und wir wihlen
_rep®) g+ (A1) - g
o+ A-n @

Im letzten Fall ist h(t) € f(t), da f(t) konvex ist und

A-n-w) . reu
rout)+@Q—=r)-u(t) rou)+ @A —=r)-p(t)

h(t)

gilt.
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Bemerkung. Fiir 0 € S haben wir

Flne) = {AS- f 8(£)(s) dnq(£) ‘ g€ H(f)}
S

=< As. fg(t)(s)dr]g(t)+ fg(t)(s)dng(t)'gel_[(f)
Mo} S\To}

s [ s@dn+o|ger
Tol={o}

{As. g(@)6) | g € TI(f)} = {3(0) | g € TI(A)
= f0) = Lf(0) = f(0),
die Bezeichnung , Fortsetzung” ist also angemessen.

Definition 5.9. Es sei wiederum f : S — BV(S) eine Scott-stetige® Funktion. Dann
definieren wir die Fortsetzung von f auf B V(S) als:

1 BYES) — BYS)
P — Uf[P]

Satz 5.10. Die Funktion f* aus Definition 5.9 ist
(i) wohldefiniert und
(ii) Scott-stetig.

Beweis.

(i) Nach Satz 5.8 (iii) ist ﬁP] konvex, da P konvex ist. Also ist auch UﬁP] konvex und
somit fT(P) € BY(S) (Lemma 5.2).

(i) EsistP < Q = P c Q = f[P] C fIQ] = f'(P) < f1(Q).
Sei nun (A;)es eine gerichtete Menge in B, V(S). Wegen Lemma 5.4 ist zunéchst

U flAl = f[J A,

somit folgt aber direkt

2 ) = fa) = ufla) = ud fAy = Uil = £1(174)

Swieder dient die Forderung lediglich der Konformitit mit anderen Quellen. Jede solche Funktion ist
Scott-stetig.
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5.3 Direkte Semantik in BY(S)

Fiir ein pGCL-Programm P ist [P]l,, : S — B, V(S) eine Scott-stetige Funktion. Diese
direkte Semantik konnen wir nun definieren:

Definition 5.11. Die direkte (Hoare-)Semantik von pGCL-Programmen ist iiber den
Termaufbau rekursiv folgendermafien definiert:

[[aSSignf]]H(S) = 77\(]6(5)) = lnf(s)
[abort],(s) = L={0}
[skipll,(s) = 7(s)=Ins

[P;Qlu(s) = [QIf(IP1,())
[if b then P else Q fi],(s) := [bl(s)- [P1,(s) + [—bI(s) - [QT,(s)
= ([81(s) A [PT()) Vv ([=b1(s) A QT (5))
[P Qlys) = p-ulPly6) +a 1 -p)ul[QI4()

IPrQLG = | JpulPL) +u 0 -p) QL)
O<p<1
[while b do P odl, = pfAsLbls) 1 fH([PL.(S)) + [=b16) 1 Lns

Dabei ist u(f) = [~ f"(L).

Proposition 5.12. Die Semantik aus Definition 5.11 ist wohldefiniert, insbesondere ist

[P; QI (s) € BY(S),
[P Qll;;(s) € BV (S) und
[P 1 Ql,;(s) € BV (S)-

Beweis. Da [P],;s und [Q]],s in jedem Fall Elemente des Hoare-Powerdomains sind,
sind sie konvex. Mengen der Form r-[P]},;s+(1-7)-[Q]],;s sind dann wieder konvex und
nichtleer. Entsprechend ist ihr Abschluf$ jeweils ein Element des Hoare-Powerdomains.
Deswegen ist [P  Qll;(s) € ¥, V(S).

Als konvexe Vereinigung konvexer nichtleerer Mengen ist auch
L) pu IPL6) +1 (1 = p) -1 [QL, ()
0<p<1

konvex und nichtleer; entsprechend ist [P 11 QJ,,(s) € B,YV(S).
Die Wohldefiniertheit von [[Q]]:I([[P]]H(s)) haben wir in Satz 5.10 gezeigt.

Die Wohldefiniertheit der anderen Fille ist leicht einzusehen. O
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Bemerkung. Im Gegensatz zum Smyth-Fall, wo [P Q]l(s) gerade das Infimum in
B, V(S) war, ist hier [P 1 Q] (s) das Supremum von [P],(s) und [Q]l,(s) in B,V(S). Das
motiviert dazu, den Nondeterminismus im Hoare-Falle auch als angelischen Nondeter-
minismus zu bezeichnen.



Alles ist richtig, auch das Gegenteil.
Nur ,,zwar —aber”, das ist nie richtig.
(Kurt Tucholsky)

6 wlp-Semantik

6.1 Motivation

Wir haben in Theorem 4.5 gesehen, daff wp uns eine predicate transformer-Semantik
liefert, die auf intuitive Weise rekursiv tiber den Termaufbau definiert werden kann.
Dabei wird die while-Schleife, wie in der direkten Semantik auch, durch einen kleinsten
Fixpunkt interpretiert.

Um die etablierten Methoden der Schleifenverifikation mittels Invariantenkalkiil an-
wenden zu kénnen, braucht man jedoch eine predicate transformer-Semantik, die fiir die
Schleife einen grofiten Fixpunkt liefert.

Es sei I € £(S) ein probabilistisches Pradikat und I < ([[b]] A Wp([[P]])(I)) V ([-b] - B).
Dann ist
I <vX. (b1 A wp(P)(X) V (I-b] A B)),

wobei v nun der Grofiter-Fixpunkt-Operator ist. Entsprechend ist der grofite Fixpunkt
gerade das Supremum all dieser I.

Aus diesem Grunde schlagen Mclver und Morgan in [MMO04] eine Variante der predicate
transformer-Semantik vor, die partielle Korrektheit fafst und Schleifen als grofite Fixpunkte
interpretiert. Diese Variante heifst bei ihnen wie bei uns wlp. Sie geben allerdings keinen
Beweis dafiir, dafs wlp, wie es als Funktion auf der direkten Semantik von Program-
men definiert ist, unseren Anspriichen geniigt und die Gleichungen einer rekursiven
Definition {iber den Termaufbau erfiillt.

Die Definition von wlp wird sich sehr eng an der Definition von wp orientieren. Der
Unterschied der beiden wird vor allem deutlich, wenn man den Befehl abort betrachtet.
Der predicate transformer wp([abort]) ordnet jedem probabilistischen Pradikat B das -
Element zu, wahrend wip([abort],,)(B) fiir beliebiges B stets erfiillt ist. Wahrend wp
monoton ist, ist wlp tiber flachem Zustandsraum antiton.

Wir entwickeln nacheinander eine wlp-Semantik fiir deterministische Programme, pro-
babilistische Programme und nichtdeterministische probabilistische Programme und
beweisenin allen drei Féllen, dafS wip([while b do P od],,)(B) fiir jede Nachbedingung
B der gewtinschte grofite Fixpunkt ist. Im dritten und allgemeinen Fall formulieren wir
dann in Theorem 6.14 die Gleichungen, die wlp erfiillt und mittels derer es als Funktion
rekursiv auf dem Termaufbau aufgefafit werden kann.

Hierbei treten die Raume [0, 1], [‘BS — ‘BS] und [S(S) — 8(5)] jeweils mit der umge-
kehrten Ordnung auf.

Auch diese drei Raume [0, 1]°P, [*B(S) — ‘B(S)]Op und [E(S) — 8(5)]0p sind Bereiche,
bei allen dreien handelt es sich sogar um vollstindige Verbande (siehe Lemma 0.3).
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6.2 wlp-Semantik im deterministischen Fall

Beschrianken wir uns zunédchst auf den deterministischen Fall, wo die direkte Semantik
eines Programms gerade eine Scott-stetige Funktion in [S — S L] ist und Pradikate
nichts anderes als Teilmengen des Zustandsraumes. Die Rolle von £(S) tibernimmt hier
also *B(S) mit der Inklusionsordnung.

Wir definieren im deterministischen Falle wie folgt:

Definition 6.1. Es sei f € [S — S l], dann ist die weakest liberal precondition von f
beztiglich B definiert als

wip(f)(B) = fH (BU{L]).
Bemerkung. Durch diese Definition ergibt sich die Aquivalenz

sewlp(f)(B) < f(s)eBU{L}
= (f(s) #L=> f(s) € B),

so dafs wlp der oben angegebenen intuitiven Bedeutung entspricht. ,,Falls es terminiert,
so garantiert es mir B.”

Offenbar erhdlt wip beliebige Vereinigungen und nichtleere Schnitte und ist antiton.

Lemma 6.2. Fiir jede aufsteigende w-Kette (f,)neN in [S — S L] gilt:

wip(\/ £)B) = () win(£)(B).

nelN nelN
Beweis.

sewlp(V f1)B) < ((IneN) fi(s) € B) v ((¥n e N) fuls) =1)
= (YneN) ((IneN) fi(s) € B)V fuls) =1)
= (YneN) (fuls) #L=> (In € N) fu(s) € B)

) = (¥neN) (fuls) #L= fuls) € B)

& (YneN)sewlp(f,)(B)
— se )| wip(f)B).

Die Aquivalenz bei (+) folgt daraus, dafs S ein flacher Bereich und (f,) eine Kette ist. O

Wir schliefSen, dafs die Funktion wip von [S — S L] nach [513(5) — ‘B(S)]Op im determi-
nistischen Fall Scott-stetig ist.
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Wir wollen nun sehen, daf§ in diesem deterministischen Falle die wlp-Semantik der
while-Schleife die gewtinschte Gleichheit

wip(while b do P od)(B) = vX.([b] N wip([PT)(X)) U ([-b] N B)

erfiillt. Im deterministischen Kontext ist [b] € S und [-b] = S \ [[D].

Zur Vereinfachung der Notation definieren wir

v [s—s.]—[s—s.]

g [S R {g([[P]](s)) fiir s € [0] ]

S sonst.

Dp : P(S) — P(S)
X +— ([b] N wip([PT)(X)) U ([-b] N B).

Lemma 6.3. Die Funktion ®p erhilt Infima absteigender Ketten.

Beweis. Es sei eine absteigende Kette (X,;),en in B(S) gegeben. Dann ist

g | () Xa | = |11 0 wip(IPD| () X ||V ([-b1 N B)
nelN neN
= |10 IPI | () X | [U (T=1 0 B) U (181 0 EPT (L)
nelN
M

= |11 N [PT ﬂx UM

=110 ()IPI7 (X)) UM

nelN
_ ﬂ (Io1 N [P1" (X)) UM
nelN
= (M ([T N IPT (X)) UM) = (1) Dp(Xe).
nelN neN

Zeigen wir nun das wesentliche Resultat:

Satz 6.4. Fiiralle B C S gilt:

wip([while b do P od])(B) = v®p,
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Beweis. Per Definition ist
wlp([while b do P od])(B) = (u¥) (B U {L}).

Es ist y\W das Supremum der aufsteigenden Kette W"(L), wobei L in diesem Kontext
die Funktion As.As”.0 ist.

Andererseits ist wegen Lemma 6.3 v®p das Infimum der absteigenden Kette ®%(S), denn
S ist das grofite Pradikat.

Es gentigt also zu zeigen, dafs
(P"(As. 1)) (BU{L)) = PR(S)
gilt. Dies tun wir per Induktion tiber n.
Fiir n = 0 erhilt man (As. L)"'(BU{Ll})=S= CD%(S).
Gelte nun als Induktionshypothese die Aussage bereits fiir n = i. Dann haben wir

(P (s, 1)THBU L) = (0 fTH (P (s L)THBU (L)) U (=bU B)

(IH) i
= (bN f(DR(S)) U (=b U B)
= @HL(S).

6.3 wip-Semantik im probabilistischen Fall

Als nédchstes betrachten wir Programme mit probabilistischem, aber ohne nichtpro-
bablisitischen Nondeterminismus, fiir welche die direkte Semantik gegeben ist durch
Scott-stetige Funktionen f : S — V(S). Fiir diese definieren wir die wlp-Semantik wie
folgt:

Definition 6.5. Fiir eine Scott-stetige Funktion f : S — V(S) definieren wir die
weakest liberal preexpectation als Funktion in [E(S) — 8(5)] durch

wIp(f)(B)(s) = wp(f)(B)(s) + f(s)(L)-

Lemma 6.6. Die Funktion Wlp erfiillt die zu erwartende Gleichheit
wip(f)(B) = 1 —wp(f)(1 - B).
Beweis. Wir rechnen direkt nach:
wIp(f)(B)(s) = wp(f)(B) + f(s)(L)
=Y B fo)H+1- ) f6)O)

teS teS

=1-— 2(1 - B(1) - f(s)(1)

teS

=1-wp(f)(1 - B)(s)
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O

Da wp(f) stetig ist, folgt die Stetigkeit von wlp(f) unmittelbar aus der Definition. Aus
dem Lemma folgt die Antitonie von wip.

Ferner ist WIp(\/neN fn) das punktweise Infimum der absteigenden Folge wlp(f,):

wip(\/ £)B)s) =1-) (1= B®)-(\/ f5)®)

nelN teS nelN

—1- v 2(1 — B(t)) - fu(s)(t)

nelN teS

_ A 1- 2(1 — B(1) - fu(s)()

nelN teS

= A wlp(f,)(B)(s).

nelN

Seien nun [b] € Sund [P] = f : S — V(S) gegeben, so ist die direkte Semantik von
while b do P od durch den kleinsten Fixpunkt von W gegeben, wobei

v [s—vs)| — [s — V)]

W(g)(s) = {(fr Q)s) furse[b] =0
Ts sonst
mit
(966 = ) s FO)O),
teS
"N o_ 1 fiirs=¢
ns(s’) = {0 comst.

Es sei
Dp : E(S) — E(S)
X = ([P] A wip(f)(X)) V ([=b] A B).
Wir werden die folgenden drei Lemmata benétigen:

Lemma 6.7. Die Funktion ®p erhilt Infima absteigender Ketten.
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Beweis. Fiir eine absteigende Kette (X;),en in £(S) haben wir

Dp (/\ Xn] (s) = wp(f)

nelN

A&%HNM)

nelN

- fs /\Xn(t)df(s)(t)+ f(s)(L)

nelN

= /\ f Xu(t) df(s)(t) + F(s)(L)
nelN S
=\ @5(X)6)

nelN

Lemma 6.8. Fiir die Wlp von der Hintereinanderausfiihrung zweier Programme gilt
Wip(f;8)(B)(s) = Wip(f)(Wlp(g)(B))(s)-

Beweis. Mit den Ergebnissen von Kapitel 4 sieht man ein, dafs auch im probabilistischen
Fall die Gleichung wp(f; g)(B) = wp(f)(wp(g)(B)) gilt. Damit folgt

wip(f;)(B)(s) = 1 —wp(f;g)(1 - B)(s)
= 1—=wp(f)(wp(g)(1 - B))(s)
= wip(f)(1 = wp(g)(1 - B))(s)
= Wip(f)(WIp(g)(B))(s)-

Lemma 6.9. Fiir alle g gilt
wip(W(g))(B) = ®p(Wip(8)(B))
Beweis.

WIp(W(8))(B) = As.1 - Z(l = B(0)) - (b(s) - (f; 8)(s)(0) + (1 = b(s))ns(0))

o€esS

1- 2065(1 - B(G)) . 175((7) sonst. (: b(S) — 0)
=5 {W'P(f )(WIP()(B))(s) fiir b(s) =1

N {1 = Loes(1 = B(0)) - (f; 8)(s)(0)  fiir b(s) = 1

1= es)(1 = B(o))  sonst.
=5 {W'P(f )(WIP()(B))(s) fiir b(s) =1

B(s) sonst.
= b - wip(f)(Wlp(g)(B)) + ((1 - b) - B)
= Op(Wip(g)(B)),
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wobei die dritte Gleichheit gerade in Lemma 6.8 nachgewiesen wurde.

Es gilt nun wieder, die gewiinschte Gleichheit zu beweisen:
Satz 6.10. Fiiralle B € £(S) gilt:
wlp(while b do P od)(B) = v(®p)
Beweis.
Da @3 Infima absteigender Ketten erhilt, gentigt es wiederum zu zeigen, daf3
wip(W"(As.As".0))(B) = ®i(S)

gilt. Dies tun wir per Induktion tiber n.
Fiir n = 0 erhélt man wie gewtinscht wip([abort])(B) = As.1.

Gelte nun als Induktionshypothese die Aussage bereits fiir n = i. Dann haben wir

wip(¥*1(As.As”.0)(B) = WIp(WWi(As.As”.0))(B)

= Dp(Wip(Wi(As.As".0))(B)) (wegen 6.9)
= Opdh(As.1) (IH)
= O (As.1).

6.4 wip-Semantik im allgemeinen Fall

65

Schliefslich betrachten wir wieder den allgemeinen Fall, in dem sowohl nicht proba-
bilistischer, als auch probabilistischer Nondeterminismus zugelassen sind. Nun ist die

direkte Semantik eines Programms [P];, gegeben durch eine Funktion f : S — BV(S).

Wir definieren die wlp-Semantik in Anlehnung an Definition 6.5:

Definition 6.11. Fiir eine Scott-stetige Funktion f : S — B,V(S) definieren wir die

weakest liberal preexpectation von f als Funktion in [E(S) — S(S)] durch

wip(NB)E) = /\ 1-) (1 -B®) - ().
UES(S) tesS

Es ist

1- ) (1= B(®) - p(t) = p(1) + (B, ),

teS

also entspricht die Funktion wlp der Intuition.
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Proposition 6.12.
(i) Fiir B € &(S) ist die Abbildung
V(S) — [0,1]°
1= ) (1= B) - )

teS

monoton und Scott-stetig.
(ii) Die Funktion wlp(f) : £(S) — &(S) ist Scott-stetig.

(iii) Die Funktion wlp ist antiton und fiir eine aufsteigende Kette (f,)neN ist

wlp(nevan) = /\ wip(fy).

nelN
Beweis.
(i) Da nach Proposition 4.2 fiir B’ := (1 — B) die Abbildung
(B, ) — Y B'(H)- u(t)
teS

Scott-stetig ist, ist auch

) (1= B®) - (o)

tesS
eine monotone Scott-stetige Funktion von V(S) nach [0, 1].

Da in [0, 1] die Gleichung
1- \/ a= /\(1 —a)

acA acA
gilt, ist
w— 1= ) (1= B) - )

teS
eine Scott-stetige Abbildung von V(S) nach [0, 1]°P.

(i) Die Monotonie sieht man direkt:
B < C = (¥t € S) B(t) < C(t)
= (Vt € S) (Y € V(S)) (1 - B(t) - u(t) = (1 - C(H) - pu(®)
= (VueV(s) Y A -B®)- ut)= ) (1 -CE)- u)

teS teS

= (VueV©)1- ) A-BE)-ph) <1-) (1-CH)-u)

teS teS

= WIp(f)(B) < wip(f)(C).

66
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Sei nun (B;);er gerichtet.

wip(N(7B) = 4. /\ 1=} (1= 17Bi(0) - ()

UES(s) teS

= As. /\1—2 (1= Bi(t)) - p(t)

LEF(S) tes !

= As. /\ 1- A 2(1 — Bi(t)) - u(h) Lemma 0.4

LES(s) ! teS
=2s. /\ Vl—z 1-Bi() - u(t)
UES(S) tesS
=1s. 17 /\ 1- 2(1 — Bi(t)) - u(h) Satz 5.5
‘uef(s) tesS
= IZ/ WIp(f)(B;).

(iii) Es seien f < f’ € [S — ‘B})?(S)] gegeben. Dann ist fiir alle s € S stets f(s) < f'(s),
das bedeutet f(s) C f'(s). Es folgt

wip(NB)E) = /\ 1-) (1 -B®)- ()

UES(s) teS

> A\ 1-) (-B®)-u®

Uef’(s) tes

= Wlp(f")(B)(s)-

Seinun eine aufsteigende Kette (f;,)en in [S — B V(S)] gegeben. Dann ist wegen
Satz 5.5 und (ii)

wip( v fu) =\ wip(f).

nelN

O

Wieder fithren wir Notation ein, um die auftauchenden Fixpunkte bei der while-Schleife
abzukiirzen:

W [s— BYES)| — [s — BYS)]
W()(s) = (b(s) A g(F))) v (01— bis)) A Lngs),
B 1 E(S) — &(S)
X — ([o1 A wip(IPT)(X)) V ([=6] A B).
Wieder zeigen wir als Lemma:

Lemma 6.13. Fiir beliebiges B € £(S) erhiilt die Funktion ®p Infima absteigender Ketten.
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Beweis. Es gilt

Wlp([[PII)( A X] =as. /\ 1=} [1 -A Xna)] ()

nelN uellPl(s) teS nelN
=as. N\ 1=\ ) a-x0) u)
uellPl(s) nelN teS
A NN =)A= X))
neN ue[[Pl(s) teS

/\ WIR(TPI)(X.),

nelN

somit ist

@B(/\Xn =

nelN

[6] A wip(IP1) ( A XD v ([-b1 A B).

nelN

= ([[b]] A /\ wip([PT) (Xn)] V ([-b] A B).

nelN

= /\ Gp(Xy).

nelN

O

Wir konnen nun das zentrale Theorem dieses Kapitels beweisen. Es besagt, daf3 alle fiir
den Termaufbau in pGCL erlaubten Konstruktionen sich nattirlich mit wlp verhalten.

Dabei ist die predicate transformer-Semantik der while-Schleife durch einen grofiten
Fixpunkt gegeben, so dafi partielle Korrektheitsaussagen bewiesen werden kénnen.

Theorem 6.14. Der Operator WIp erfiillt die folgenden Gleichungen:

wip([abort],)(B) = T = As.1 (@)

wip([skipll,)(B) = 2)
wip([assign],)(B) = f (©)

wlp([if b then P else Q f£i],)(B) = ([v] A wip(IP1,,)(B)) Vv ([-b] A wip([Q],, )(B)(ZL)
wip([P; Ql,)(B) = wip(IP1,, ) (wip([Q1l,)(B)) ©)

wip([P & Qll,,)(B) = p - Wip(IP1,,)(B) + (1 — p) - Wip(IQ1,,)(B)  (6)

wip([P 1 Q1l,,)(B) = wip([P1,,)(B) A wip(IQ1l,,)(B) )

wlp([while b do P od],,)(B) = v®p (8)

Dabei ist v(f) = [1)~, f"(T)
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Syntax
L1 Rek. Def. gemdf3 der Gleichungen aus Theorem 6.14
H
Direkte Semantik wlp-Semantik

Bemerkung. So

Def. 6.11

Abbildung 13: Interpretation von Theorem 6.14

wir wir Theorem 4.5 als rekursive Definition der wp-Semantik verstehen

konnten, konnen wir Theorem 6.14 als rekursive Definition der wlp-Semantik verstehen,
Diagramm 9 kénnen wir zu Diagramm 13 modifizieren.

Beweis.
(1) Esgilt

wip(labort] ) B9 = [\ 1)1 -B®)- k)

pellabort], (s) teS
= A 1=).a-B®)-p
e} teS
:1—2(1—3(5))-0:1,
seS

also ist tatsdachlich wip([abort])(B) = As.1.

(2) Wir haben

wip([skip],)(B) = As. /\ 1~} (1~ B(®)- u(t)

UELNS tesS
= As1= ) (1= B(®)- 1)
tes

= As.1 — (1 - B(s))
= B.
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Da skip sicher terminiert ist es nicht tiberraschend, dafs wp([skip]]) = wlp([skip],,)
gilt.
(3) Beider Anwendung einer Scott-stetigen Funktion f ist

wip([assign],)(B) = 1s. A 1- 2(1 — B(¥)) - u(t)

#El{ﬂf(s)} teS
= As. A 1- Z(l — B(t)) - u(t)
uelnpel - teS
= As.1= Y (1= B(®) - nfe®)
teS
= As.1— (1 - B((s))
=Bof.

(4) Fir die Untersuchung der if-Verzweigung erinnern wir an die direkte Semantik
der Fallunterscheidung;:

[if b then P else Q fi]l,s =[bls- [Pls + [—bls - [Ql;s.
Entsprechend ist

Wlp([if b then P else Q fi]l,)(B) = As. /\ 1- Z(l — B(t)) - u(t)
pelbls- [P s+1-bs-[Q1 s teS

=As. Ibls- /\ 1—2(1—B(t))~y(t)

pellPls teS
+=b0s- \ 1= (1= B@®)- u®)
ye[[Q]]Hs teS

= ([61 A wip([PT;)(B)) V ([-b] A Wip([Q1;)(B)) -

(5) Zunéchst erkennen wir, dafs im vollstandigen Verband [0, 1] fiir konvexe Teilmen-
gen A die Operationen \/, A\ und x +— 1 — x auf die folgende Weise miteinander

vertauschen:
1- \/ a= /\(1 —a)
aeA aeA
1- A a= \/(1 —a)
a€A aeA
Es ist

Q= ) (1= f g(t)(z)du(t)} = A

pellPls
gel([Ql,,)
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Satz 5.5 erlaubt uns die Vereinfachung A f [A] = A fIA]. Wir rechnen also nach:

wip(IP; QLB = N\ 1= A -B)®) - p(t)

peA t'esS
= A\ 1-)Y.a-B® )
UEA tes
= A A 1-Y.a-B® Y u-soe)
uelPl(s) geII[Ql t'eS teS

- A /\ 1- Z 2(1 —B)(t) - u(t) - g(t)(t")

uellPl(s) g<IIQl teS t'eS

= A /\ 1- Z u(t) - [1 -~ (1 — Z(l - B)(t)- g(t)(t’))

uelPl(s) geII[Ql teS t'eS

= A\ =Yoo= A (1-Ya-o-so0)

uelPl(s) teS g€<IIMO] t'eS

= /\ 1—Zy(t)- 1- A (1—2(1—3)(t)-V(t’))]

el PI(s) teS velQI(t) res

= wip([PT)(Wip(IQI)(B))(s)-

Hierbei konnen wir in der vorletzten Gleichheit /A durch A ersetzen, da
g v

(86) | g e TI(A} = £(5)
gilt.

Die Summen tiber t bzw. t’ vertauschen, da absolute Konvergenz vorliegt.

(6) Bei probabilistischen Auswahlen ist

wip([P,© QLB = /\  1-) (1-B(®)-u®)
ye[[Pp@Q]]H teS

1-) (1=B®) - (p-v+1-p)-v)O)
ve[[P]]H,v’e[[Q]]H teS
p - WIp(IPT,)(B) + (1 = p) - wip(IQI, )(B).

(7) Fiir die nondeterministische Wahl gilt

[P1QLG) = ) [P Qlly).

0<p<1

71



6. WIp-SEMANTIK

Es folgt mit A f[A] = A fIA]:

wip([P 1 QLL)(B) = /\ p-wip(IP1,)(B) + (1 - p) - wip([QlL,)(B)

pel01]

= Wip([P1;,)(B) A Wip([Q1l;;)(B),

72

da in [0, 1] die kleinste Konvexkombination zweier Zahlen stets die kleinere Zahl ist.

(8) Wegen Lemma 6.13 geniigt es zu zeigen, daf3
wip(W"(As.{As”.0}))(B) = @ (As.1)

gilt.

Fiir den Induktionsanfang n = 0 haben wir

wip(WO(As.{As”.0}))(B) = wip(As.{As’.0})(B)
= As.1
= OY(As.1).

Induktionsschritt:

Wie im probabilistischen Falle gilt fiir alle g und B

Wip(W(g))(B) = ®p(Wlp(g)(B))

Es ist namlich

WIp(W(2))(B) = As. A\ 1-) (1= B(®) - u(t)
ue(b(s)-g* (f())+(1-b(s)-Ins) tes
A 1= Lies(l=BE)-u(t) fiir bs) = 1
Heg(f(s)
A 1-Tiwes(1=B(®) - p(t)  sonst.
pelns

N {Wlp(f )YWIp(Q)(B))(s)  fiir b(s) =1

=S

1= Yie(1 - B(t)  sonst.
=5 {Wlp(f )YWIp(Q)(B))(s) fiir b(s) =1

B(s) sonst.
=b - wip(f)(wlp(g)(B)) + ((1 - b) - B)
= Op(WIp(8)(B)),

wobei wir die dritte Gleichheit gerade unter (5) nachgewiesen haben.

(x)
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Gelte nun als Induktionshypothese die Aussage bereits fiir n = i. Dann haben wir
WIp(P! (15.{15".0})(B) = wip(¥(W!(As.{15".0})))(B)
2 p(wip(Wi(1s.(15".0)))(B)
GH)
= Dp(Dy(As.1))

= dHl(As.1),

was den Beweis des Theorems abschlief3t. O

Bemerkung. Dieses Resultat erlaubt uns die Anwendung des {iblichen Invarianten-
kalkiils zum Nachweis der partiellen Korrektheit von Schleifen.



But then again, all good things must come
toanend ...
(Q in Star Trek TNG)

7 Zusammenfassung und Ausblick

Um Systemzustdnde zu modellieren und dabei sowohl probabilistischen als auch ddmo-
nischen Nichtdeterminismus zu fassen, wurde der Smyth- und der Hoare-Powerdomain
tiber dem Raum der Subverteilung auf einem flachen Zustandsraum definiert.

Ich habe nun jeweils eine direkte Semantik im Smyth- und im Hoare-Powerdomain
definiert, und auf der Basis dieser direkten denotationellen Semantiken die predicate
transformer-Semantiken wp und wlp gerade so konstruiert, dafs sie die Gleichungen der
nattirlichen Definition per Rekursion auf dem Termaufbau erfiillen.

Wiéhrend die wp-Semantik while-Konstruktionen gerade einen kleinsten Fixpunkt zu-
ordnet, werden diese in der wip-Semantik als grofite Fixpunkte interpretiert, was Inva-
riantenkalkiil im herkémmlichen Sinne erlaubt.

Nicht jede Teilmenge von V(S) ist auch Element von P, V(S). Im Allgemeinen konnen
unschone Effekte auftreten, wenn man aus beliebigen Teilmengen von V(S) Elemente
von B, V(S) erzeugen will. Uberraschend und gleichzeitig sehr hilfreich war die Ent-
deckung der Tatsache, dafs man einer Auseinandersetzung mit diesen Phdnomenen
weitestgehend aus dem Wege gehen kann, da fiir alle in der hier betrachteten Semantik
auftretenden Mengen M bereits die Saturierung TM in B, V(S) liegt.

Abschlieflend mochte ich noch auf einen moglichen weiteren Schritt in diesem Fachge-
biet hinweisen.

Beschiftigt man sich eingehender mit der direkten Semantik, so erwartet man, dafs
[P ; @ ; RI=[P ; (Q ; R)]gilt. Bisher wurden die entsprechenden Lifting- bzw.
Monadeneigenschaften hierfiir aber nicht nachgewiesen.

Fiir P, Ve und B,V sind diese bereits untersucht (vergleiche [TKP05]), dort kann man
sich der Theorie der Kegel bedienen. Der richtige Raum fiir die Anwendung ist aber
V(S), nicht Vo (S).

Um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen, haben wir hier nur diejenigen Eigen-
schaften nachgerechnet, die fiir die predicate transformer-Semantik der Hintereinander-
ausfithrung unerldsslich waren. Es wdre sinnvoll, die Gedanken aus [TKP05] fiir 5.V,
bzw BV anstelle von B, Voo und PV, zu wiederholen, die richtigen Kategorien in
diesem Kontext anzugeben und die universellen Eigenschaften entsprechend neu zu
beweisen.
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