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Zusammenfassung

Wir betrachten die Optimierung der Topologie, der
Geometrie, der Zerlegung und der Abwicklung von
Profilquerschnitten aus verzweigten Blechen im Rah-
men des durchgdngigen Produktentstehungsprozess-
es des SFB 666. Hierbei kommen sowohl Methoden
der nichtlinearen und der PDE-restringierten Optimie-
rung als auch der diskreten Optimierung und der Bild-
verarbeitung zum Einsatz. Ziel ist die Demonstration
der obigen Optimierungsmethoden von der Aufgaben-
spegzifikation bis hin zur Fertigungsanweisung anhand
eines Anwendungsbeispiels.

Abstract

We consider the optimization of the topology, the geo-
metry, the partitioning and the production order of
profile cross sections made of branched sheet metal
parts that are designed within the product develop-
ment process of the CRC 666. Here, methods from
nonlinear and from PDE-constrained optimization as
well as from discrete optimization and from image
processing are applied. The aim of this article is to
demonstrate the above mentioned optimization me-
thods with an application example beginning with a
specified optimization task and ending with an opti-
mized production sequence.

Keywords
Topologie- und Geometrieoptimierung e PDE-

restringierte Optimierung e Graphenpartitionie-
rung

1 Einleitung

Die Formoptimierung lasttragender Strukturen hin-
sichtlich ihrer Steifigkeit spielt eine groe Rolle in
vielen Bereichen des Ingenieurwesens. Fiir die im
SFB 666 erforschten verzweigten Strukturen bie-
tet die Formoptimierung die Moglichkeit Bauteile
zu generieren, die im Rahmen definierter Anfor-
derungen und Restriktionen ihr Leichtbaupotential
voll ausnutzen. Ein Fokus liegt hier auf der Durch-

gangigkeit der fiir die verschiedenen Methoden ver-
wendeten Informationen, siehe [1].

Ein Forschungsschwerpunkt des SFB 666 ist die Ent-
wicklung und Fertigung profilartiger verzweigter
Blechbauteile, die zum Beispiel als Linearfiihrung
zum FEinsatz kommen. Am Beispiel eines solchen
Profilquerschnitts, der zur Fithrung eines Fassaden-
reinigers verwendet werden soll, werden wir die
verschiedenen Moglichkeiten der Optimierung sol-
cher Bauteile mit nichtlinearen und diskreten Me-
thoden im Rahmen einer durchgéngigen Produkt-
entstehung aufzeigen. Dabei gehen wir wie folgt
vor:

Wir beginnen in Abschnitt 2 mit der Generierung
einer Querschnittstopologie, die Basis fiir die wei-
teren Betrachtungen sein wird. Hierfiir wird ein
SIMP-Verfahren (engl.: solid isotropic material with
penalization) verwendet, sieche zum Beispiel [2, 3].
Bei diesem Verfahren wird zu einem vorgegebe-
nen Bauraum, einem vorgebenen Belastungsszena-
rio und einer vorgegebenen Materialmenge eine op-
timale Dichteverteilung des Materials bestimmt. Da-
bei ist es moglich, bestimmte Bereiche mit oder oh-
ne Material zu fixieren. Das Ergebnis ist eine op-
timale Dichteverteilung des Materials, die wir im
folgenden als einen Profilquerschnitt auffassen wol-
len. Da nicht alle Restriktionen, die die Fertigbar-
keit des Profils sicherstellen, bei diesem Ansatz in
die Optimierung einflieBen koénnen, soll das gene-
rierte Ergebnis danach unter Verwendung weite-
rer Nebenbedingungen an die Bauteilform optimiert
werden. Sowohl beim SIMP-Verfahren als auch bei
der anschlieSenden Geometrieoptimierung wird die
Nachgiebigkeit (engl.: compliance) der Struktur als
zu minimierende Zielfunktion verwendet. Mit Hilfe
von Methoden der Bildverarbeitung werden in Ab-
schnitt 3 Grapheninformationen extrahiert, die die
Topologie des Profilquerschnitts beschreiben. Diese
Grapheninformationen werden in Abschnitt 4 ver-
wendet, um ein Modell fiir die PDE-restringierte
Geometrieoptimierung des Querschnitts aufzustel-
len. Die neue Beschreibung des Querschnitts basiert
auf der Unterteilung der Form in polygonale Teilbe-
reiche, deren Eckpunkte als Optimierungsvariablen
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verwendet werden. Hier konnen die zuvor nicht be-
riicksichtigten Nebenbedingungen mit in die Op-
timierung einbezogen werden. Zur Unterstiitzung
der Fertigung wird das Ergebnis der Geometrieopti-
mierung in Abschnitt 5 hinsichtlich der Unterteilung
in gleiche oder in &dhnliche Einzelteile untersucht.
Hier finden Methoden der Graphenpartitionierung
Anwendung. SchlieBlich wird in Abschnitt 6 ei-
ne Abwicklung des Querschnitts unter Beriicksich-
tigung von Fertigungsrestriktionen mit Hilfe dis-
kreter Optimierungsmethoden gefunden. Abschlie-
Bend geben wir eine kurze Zusammenfassung {iber
die vorgestellten Methoden und Ergebnisse.

2 Generierung einer Querschnittstopologie

Basis fiir die weiteren Betrachtungen bildet die Lo-
sung eines Topologieoptimierungsproblems mit Hil-
fe der SIMP-Methode [3]. Verfahren dieser Art wur-
den bereits erfolgreich auf Profilquerschnitte im
Rahmen des SFB 666 angewendet, vgl. [4].
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Abb. 1: Bauraumdiagramm. Schwarze Bereiche stel-
len Material dar, schraffierte Bereiche mussen frei
von Material sein, Belastungen werden durch Pfei-
le dargestellt.

Anhand von Informationen iiber den zu verwen-
denden Bauraum und das Belastungsszenario, die
durch Kollegen des Fachgebiets fiir Produktent-
wicklung und Maschinenelemente (pmd) des Fach-
bereichs Maschinenbau der TU Darmstadt gene-
riert wurden, wurde die Topologie eines Profilquer-
schnitts optimiert. Der zu verwendende Bauraum
betrug 50mm x 70mm. Es wurden verschiedene
Bereiche vorgegeben, in denen Material vorhan-
den sein muss, sowie Bereiche, die frei von Ma-
terial sein sollten. Zusétzlich wurden Lasten vor-
gegeben, die auf das Profil wirken. Diese waren

sowohl Krifte, die im Querschnitt senkrecht auf
die Laufflichen (schrag verlaufende schwarze Be-
reiche in Abbildung 1) wirken, als auch Belastungen
auf die verbleibenden zwei achsenparallelen Blech-
stiicke. Aullerdem wurden Kréifte vorgegeben, die
senkrecht aus der Querschnittsebene heraus wir-
ken, beispielsweise die Gewichtskraft des Bauteils.
Insgesamt wurde also ein dreidimensionales Last-
szenario betrachtet. Der im Diagramm unten lie-
gende Bereich mit Material war eingespannt. Eine
Skizze des zweidimensionalen Bauraumdiagramms
fiir den Profilquerschnitt ist in Abbildung 1 zu se-
hen. Die schwarzen Bereiche stehen fiir vorhan-
denes Material, die grau schraffierten Bereiche fiir
Bauraum, der frei bleiben muss, die Pfeile stellen
die Belastungen in der Querschnittsebene dar.

Basierend auf diesen Informationen wurde die
Topologie des Profilquerschnitts optimiert. Abbil-
dung 2 zeigt das Ergebnis der dreidimensionalen
Topologieoptimierung mit dem SIMP-Verfahren fiir
eine Materialmenge von 20% des Bauraums. Die
Graustufen geben die Materialmenge an: Je dunkler
ein bestimmtes Pixel ist, desto hoher ist die Dich-
te des dort vorhandenen Materials. Weil3e Bereiche
sind frei von Material.

Abb. 2: Lésung der Topologieoptimierung. Die
Graustufen stellen die Dichteverteilung des verwen-
deten Materials dar.

3 Graphenextraktion aus einem Graustufenbild

Um die Topologie strukturell erfassen zu konnen,
soll das Ergebnis der Topologieoptimierung so ex-
akt wie moglich durch einen Graph wiedergegeben
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werden. Es soll also ein Graph G = (V, E) mit Kan-
tengewichten c, fiir die Dicke der Kanten bestimmt
werden. Dafiir wird das Bild zunichst gerundet, um
ein Schwarz-Weif3-Bild zu erhalten. Die gewéhlte
Rundungsoperation setzt Dichtewerte auf 1, wenn
sie einen gegebenen Schwellwert {iberschreiten. Die
Wahl dieses Schwellwertes ist abhédngig von der vor-
gegeben Materialmenge. Hierdurch ist allerdings ei-
ne leichte Anderung der Topologie méglich. Bei der
Fiihrungsschiene des Fassadenreinigers sieht man
das z.B. an der Verbindung zwischen dem oberen
Ende der unteren linken Lauffliche mit dem Rest-
profil (vgl. Abbildungen 2 und 4).

In dem resultierenden Schwarz-Wei3-Bild wird das
sog. Skelett berechnet, das heif3t, dass die darge-
stellte Form auf eine Dicke von einem Pixel ge-
schrumpft wird, ohne die Topologie des Bildes zu
verdndern (vgl. [5]). In unserem Beispiel ist das
Skelett im wesentlichen durch Abbildung 4 (oben)
gegeben. Im Skelett konnen die Verzweigungspunk-
te bestimmt werden, also solche, in denen mehre-
re Kanten in einem Punkt zusammenlaufen. Diesen
werden noch die Endpunkte aller Kanten hinzuge-
fiigt, die noch keine Verzweigungspunkte waren. In
unserem Beispiel sind das unter anderem die bei-
den Endpunkte der unteren Lauffliche. Die Ver-
zweigungspunkte werden im néachsten Schritt ver-
grofSert (vgl. [6]). Dabei kénnen die vergrof3erten
Umgebungen von mehreren Verzweigungspunkten
zu einem groBeren Objekt zusammenwachsen. Die
Schwerpunkte dieser Objekte bilden die Knoten V
von G (vgl. Abbildung 3).

Abb. 3: Zusammenwachsen der Verzweigungspunk-
te zu gréBeren Gebieten: Skelett mit Verzweigungs-
punkten (links), VergréBerung der Verzweigungs-
punkte (mitte), Schwerpunkt des grauen Bereichs
als Knoten von V (rechts)

Wenn alle diese Objekte entfernt werden, bilden die
iibrig gebliebenen, zusammenhangslosen Linien die

Abb. 4: Extrahierter Graph (oben) und vereinfachter
Graph (unten)

Kanten E des Graphen G. Innerhalb des Program-
mes ist es zusatzlich moglich, die automatisch er-
kannten Verzweigungspunkte zu verdndern. In Kan-
ten, die einen Knick besitzen, wird nicht automa-
tisch im Knick ein zusitzlicher Verzweigungspunkt
angelegt, weshalb dieser manuell ergdnzt werden
kann. Unnoétige Verzweigungspunkte konnen eben-
falls entfernt werden, wenn dadurch die Topologie
nicht beeinflusst wird. Um die noch fehlende Di-
cke c, einer Kante zu bestimmen, wird zunéchst ein
Faktor f berechnet, der angibt, um wie viel das Ske-
lett vergrofSert werden muss, damit das gerunde-
te Schwarz-Weil3-Bild iiberdeckt werden kann. An-
schlieBend wird eine Kante e aus dem Skelett ent-
fernt und der Rest um den Faktor f vergroRert.
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Dieses Bild wird vom Schwarz-Weif3-Bild abgezo-
gen. Es verbleibt nur noch die Kante e. Hiervon
wird der Flacheninhalt errechnet (es werden die
Flache aus dem Schwarz-Wei3-Bild, aber die Wer-
te aus dem Graustufenbild verwendet) und durch
ihre Lange geteilt, um die Dicke zu erhalten. Die
Lange ergibt sich dabei als der Abstand zwischen
den beiden Endpunkten. Spétestens durch das Hin-
zufiigen zusétzlicher Verzweigungspunkte kann ei-
ne Kante als hinreichend gerade angenommen wer-
den, weshalb der Abstand der Endpunkte der tat-
sichlichen Lange entspricht. Falls dieses Vorgehen
nicht funktionieren sollte, werden die Werte aus
dem Graustufenbild verwendet, die durch die Kante
im Skelett beschrieben werden. Dies kann zum Bei-
spiel vorkommen, wenn die Kante zu kurz ist und
das vergrollerte Skelett die zu berechnende Kante
bereits iiberdeckt. Alle Dicken werden als relative
Werte gespeichert, da sonst die Auflosung des Bildes
iiber die Dicke einer Kante mitentscheidet. Um dar-
aus die absoluten Werte zu erhalten, kann z. B. der
grofste Dickenwert auf die maximal zuldssige Blech-
dicke gesetzt und die anderen Werte im Bezug dar-
auf errechnet werden. Ein weiteres Verfahren wird
in Abschnitt 6 beschrieben.

Abbildung 4 (oben) zeigt den Graphen, der ent-
steht, wenn das Verfahren auf das Bild aus Abbil-
dung 2 angewendet wird. Die zusétzlichen Kanten-
gewichte werden hier nicht gezeigt. Diese werden
zusammen mit dem Graphen in einem mit dem
Fachgebiet Datenverarbeitung in der Konstruktion
(DiK) abgesprochenen Format gespeichert und wei-
tergeleitet. Der extrahierte Graph spiegelt nicht in
jedem Detail die gewiinschte Form wider, die man
in Abbildung 2 erkennen kann. Aus diesem Grund
wurde der Graph an wenigen Stellen angepasst.
So sind an der linken Seite beispielsweise mehrere
Knoten zu einem zusammengefasst worden, um ei-
ne gerade Profilkante zu erzeugen (vgl. Abbildung 4
(unten)).

4 Geometrieoptimierung des Profilquerschnitts

Ausgehend von den zuvor generierten Graphenin-
formationen soll nun die Geometrie des Profilquer-
schnitts weiter optimiert werden. Dazu werden die
Informationen iiber die Querschnittstopologie so-
wie iiber Blechdicken und -ldngen aus dem Gra-
phen in eine Querschnittsform tibersetzt und zuge-

horige PDE-restringierte Optimierungsprobleme der
Form

min J(y,u)
s.t. C(y,u)=0
€}
h(u)<0
yeY,uelU

aufgestellt. Hierbei bezeichnet J : Y x U — R die
Zielfunktion, C(y,u) = 0 die Zustandsgleichung
und h : U — R™ die Geometrienebenbedingun-
gen. Ferner sind durch y € Y und u € U ¢ R"
die Zustands- und die Designvariablen gegeben.
Fiir eine Ubersicht iiber die Konzepte der PDE-
restringierten Optimierung verweisen wir auf [7].
Das mechanische Bauteilverhalten der betrachte-
ten Strukturen unter vorgegebener Belastung wird
durch die linearen Elastizitatsgleichungen beschrie-
ben, siehe zum Beispiel [8]. Die Zustandsvariable y
gibt somit die Verschiebungen im Bauteil an, die aus
auf das Bauteil wirkenden Kréften resultieren. Zur
Optimierung der Steifigkeit der Strukturen wird de-
ren Nachgiebigkeit minimiert, welche eine etablier-
te Zielfunktion in der Strukturoptimierung ist. Fiir
ein Gebiet 2 C RY, in dem Volumenkrifte f wir-
ken, und fiir eine Teilmenge des Randes I'y € 91,
auf die Oberflachenkréfte g wirken, berechnet sie
sich als

g(u)-y ds.
2)

J(y,u)= f-y dX+J

Qu) Iy (u)

4.1 Parametrisierung der Querschnittsform

Zur Parametrisierung der Bauteilgeometrie mit Hil-
fe endlich vieler Designvariablen wird die Quer-
schnittsform in Teilgebiete unterteilt. Dazu wird zu-
erst fiir jeden Knoten im Graphen mit Grad 2 eine
Unterteilung im Querschnitt eingefiigt. Jeder Kno-
ten v des Graphen mit Grad deg(v) > 3 wird durch
ein Polygon mit deg(v) Ecken dargestellt. Fiir einen
Knoten von Grad 3 erhalten wir also ein dreiecki-
ges Teilgebiet. In Abbildung 5 ist ein Beispiel fiir
die Uberfithrung von Grapheninformationen in ei-
ne Querschnittsform mit Teilgebieten zu sehen. Ab-
bildung 6 zeigt eine Unterteilung des Querschnitts,
der aus den zuvor generierten Grapheninformatio-
nen gewonnen wurde.

Die kartesischen Koordinaten der Teilgebiets-
Eckpunkte werden als Designvariablen fiir die
Geometrieoptimierung verwendet und im Design-
vektor u zusammengefasst. Jeder Punkt im Bauteil
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Abb. 5: Uberfiihrung von Grapheninformationen
(links) in Teilgebiete eines Profilquerschnitts (rechts)

kann mit Hilfe dieser Eckpunkte beschrieben
werden. Beispielsweise kann die Geometrie eines
dreieckigen Teilgebiets mit Hilfe seiner Eckpunk-
te durch eine lineare Transformation verdndert
werden. Fiir Teilgebiete mit mehr als drei Ecken
lassen sich analog andere Beschreibungen der im
Teilgebiet liegenden Punkte formulieren.

Eine solche Parametrisierung lasst eine grof3e Flexi-
bilitdt der Querschnittsgeometrie zu, insbesondere
beziiglich der Winkel zwischen den einzelnen
Blechstiicken. Fiir Querschnitte mit ausschlief8lich
rechten Winkeln und eine Parametrisierung mit
Hilfe rechteckiger und trapezformiger Teilgebiete
verweisen wir auf [9].

4.2 Geometrienebenbedingungen

Insbesondere Fertigungsrestriktionen, die im vorhe-
rigen Modell zur Topologieoptimierung nicht be-
riicksichtigt werden konnten, sollen in die nachge-
schaltete Formoptimierung einflie3en. Nebenbedin-
gungen an die Bauteilform miissen nun mit Hilfe
der gewahlten Designvariablen, also der Eckpunkte
der einzelnen Dreiecksgebiete, formuliert werden.
Als Nebenbedingungen an die Bauteilform werden
zum einen die Bauraumrestriktionen, die schon im
Topologieoptimierungsproblem verwendet wurden,
iibernommen.

Des Weiteren konnen nun auch Bedingungen an
die einzelnen Blechstiicke gestellt werden. Von
besonderer Bedeutung sind hierbei Schranken an
die Dicken oder auch die Lingen der betrachteten
Blechstiicke. Solche Nebenbedingungen konnten
bei der vorangegangenen Topologieoptimierung
nicht beriicksichtigt werden, spielen fiir die Fer-
tigbarkeit der betrachteten Bauteile aber eine
wichtige Rolle. Auferdem konnen beispielsweise

Abb. 6: Unterteilung des Querschnitts in Teilgebiete

Steigungen bestimmter Blechstiicke oder Winkel
zwischen ihnen durch entsprechende nichtlineare
Nebenbedingungen an die Designvariablen formu-
liert werden.

4.3 Numerische Ergebnisse

Aus der Querschnittsform und den Informa-
tionen {iber die Teilgebiete wird mit Hilfe des
MATLAB-internen Gittergenerators ein Finite-
Elemente-Gitter erzeugt. Fiir eine Ubersicht iiber
Finite-Elemente-Methoden verweisen wir auf [10].
Die Berechnung der Verschiebungen erfolgt mit
quadratischen Ansatzfunktionen. Im Folgenden
wird von einer zweidimensionalen Berechnung
ausgegangen. Das prinzipielle Vorgehen kann
jedoch leicht auf den dreidimensionalen Fall iiber-
tragen werden. Hierzu muss der Bauteilquerschnitt
vor der Gittergenerierung in die dritte Dimension
extrudiert werden.

Abbildung 7 zeigt den Profilquerschnitt mit den aus
den Belastungen, siehe Abbildung 1, resultieren-
den Verschiebungen. Die Verschiebungen werden
reprasentiert durch Graustufen, wobei ein dunk-
lerer Grauton eine stérkere Verschiebung représen-
tiert.
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Abb. 7: Profilquerschnitt mit aus den Belastungen
resultierenden Verschiebungen (reprasentiert durch
Graustufen)

Zur Sicherstellung einer fertigungsgerechten Kon-
struktion im Rahmen des SFB 666 wurde die Quer-
schnittstopologie vereinfacht, bevor sie weiter op-
timiert wurde. Die Blechdicken wurden hierbei auf
entweder 1 mm oder 2mm fixiert. Der Graph aus
Abbildung 4 wurde daher entsprechend angepasst
und das in den Abschnitten 3 und 4 beschriebe-
ne Vorgehen auf den neuen Graphen angewendet.
Die angepasste Querschnittsgeometrie soll nun wei-
ter optimiert werden. In Abbildung 8 ist die Start-
l6sung fiir die Geometrieoptimierung zu sehen. Die
Graustufen représentieren wieder die Norm der Ver-
schiebung und es wurde die gleiche Grauskala wie
in Abbildung 7 verwendet. Der deutlich dunkle-
re Grauton in der oberen Halfte des Querschnitts
verdeutlicht den Steifigkeitsverlust durch die Ver-
einfachung der Profilgeometrie. Durch die Vereinfa-
chung steigt der Wert der Nachgiebigkeit, siehe (2),
um 62,56 %, der Wert der maximalen Verschiebung
steigt um 19,06 %. Das Bauteilvolumen verringert
sich um 7,00 %.

Fiir die Optimierung der Querschnittsgeometrie aus
Abbildung 8 wurde ein MATLAB-internes Innere-
Punkte-Verfahren verwendet. Fiir eine Einfiihrung
in Innere-Punkte-Verfahren verweisen wir auf [11].
Die Blechdicken der einzelnen Blechstiicke wurden
durch Nebenbedingungen fixiert, sodass die vorher
festgelegten Dicken von 1 mm und 2 mm beibehal-
ten wurden. So wurden durch die Optimierung nur
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Abb. 8: Startl6ésung fiir die Geometrieoptimierung
des Profilquerschnitts, Graustufen reprasentieren
die Norm der Verschiebungen
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Abb. 9: Optimierte Geometrie des Profilquer-
schnitts, Graustufen reprasentieren die Norm der
Verschiebungen

Blechldngen und -positionen verdndert. Aulserdem
wurde eine obere Schranke an das Querschnittsvo-
lumen gestellt. Uber Schranken an die einzelnen
Designvariablen, d. h. obere und untere Schranken
an die Koordinaten der Eckpunkte der Teilgebiete,
wurde eine zu starke Abweichung von der Start-
geometrie verhindert. Der Wert der Nachgiebigkeit
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konnte durch die Optimierung um 44,44 % im Ver-
gleich zum Startquerschnitt aus Abbildung 8 redu-
ziert werden. Die maximale Verschiebung verringer-
te sich um 17,61 %. Das Volumen des Profilquer-
schnitts nahm um 5,10% ab. Die optimierte Geo-
metrie des Profilquerschnitts ist in Abbildung 9 zu
sehen.

Insgesamt konnte ein grof3er Teil des Steifigkeitsver-
lusts, der aus der Vereinfachung des Querschnitts
resultiert, durch die Geometrieoptimierung kom-
pensiert und dabei sogar Gewicht eingespart wer-
den. Grundsitzlich kann die Geometrieoptimierung
natiirlich auch ohne zusétzliche Vereinfachungen
direkt auf den Querschnitt aus Abbildung 7 ange-
wendet werden, allerdings ist diese Topologie auf-
wandiger zu fertigen.

5 Graphenpartitionierung

Bei der Herstellung eines Bauteils wird ein sehr
grofSer Teil der Zeit darauf verwendet, die Anlage
auf die Produktion eines bestimmten Einzelteils
zu justieren. Vor allem wenn ein Bauteil aus ver-
schiedenen Einzelteilen besteht, die auf derselben
Produktionsanlage hergestellt werden, sind die
Riistzeiten grof. Um diese Zeiten zu verkiirzen,
werden hier Unterteilungen in Einzelteile gesucht,
die entweder komplett identisch sind oder so
dhnlich wie moglich.

5.1 Zerlegung in gleiche Teile

Die Fragestellung, ob ein Bauteil sich aus einer vor-
gegebenen Anzahl an komplett identischen Einzel-
teilen fertigen lasst, kann als ganzzahliges Optimie-
rungsproblem formuliert werden. Dabei wird das
Bauteil als Graph G = (V, E) aufgefasst und k als die
Anzahl der Einzelteile angenommen. Gesucht wird
eine Partition V = V; U--- UV, der Knoten, so dass
die auf den Knoten induzierten Teilgraphen G[V;]
isomorph sind. Zwei Graphen G; = (V;,E;) und
G, = (V,, E,) sind isomorph, wenn es eine bijektive
Abbildung ¥ : V; — V, gibt, fiir die gilt (v,w) € E;
genau dann wenn (¥(v),¥(w)) € E,. Zum Losen
des Optimierungsproblems werden folgende drei
Bindrvariablen eingefiihrt. Die Variable xﬁ gibt an,
ob Knoten v in Partition k liegt. Die Variable y,
beschreibt, ob die Kante {v,w} eine Kante in G ist
und ob zudem v und w in der gleichen Partition lie-
gen. Die Variable z, , nimmt den Wert 1 an, wenn
Knoten v mit Knoten w identifiziert wird. Im Fall

k = 2 entscheidend fiir die Isomorphie sind dabei
die folgenden Ungleichungen:

Zv,s + Zv,t + Zw,s + Zw,t <2+ (.yv,w - ys,t)’
Zys +zv,t +Zw,s +Zw,t <2- (.yv,w - ys,t)-

Diese sorgen dafiir, dass das Knotenpaar (v, w) nur
dann mit dem Knotenpaar (s, t) identifiziert wird,
wenn y,, = Y, gilt. Das bedeutet, dass ein Kno-
tenpaar (v, w) nur mit einem anderen Knotenpaar
(s, t) identifiziert werden kann, wenn entweder je
eine Kante zwischen v und w sowie zwischen s und
t existiert oder keine Kante zwischen v und w so-
wie keine Kante zwischen s und t existiert. Dies ent-
spricht direkt der obigen Definition eines Graphen-
Isomorphismus. Fiir den Fall k > 2 existieren ver-
wandte Modelle.

Es entsteht zusétzlich das Problem, dass die Teilgra-
phen nicht zusammenhéngend sein kénnten. Da je-
de Zusammenhangskomponente ein Einzelteil dar-
stellt, 14ge dann eine Zerlegung in mehr als k Ein-
zelteile vor. Damit die G[V;] zusammenhédngend
sind, werden Flussvariablen eingefiihrt und von je-
dem Knoten ein Mindesteinfluss von 1 gefordert.

Da es selten vorkommt, dass ein Bauteil aus zwei
exakt gleichen Einzelteilen besteht, kann das Mo-
dell auch dahingehend erweitert werden, dass es
eine Partition k + 1 gibt, die nicht zu den restlichen
Partitionen isomorph sein muss. Eine naheliegende
Zielfunktion dabei ist, die Gro3e dieser Partition zu
minimieren.

5.2 Zerlegung in dhnliche Teile

Mit obigem Verfahren muss das Bauteil unter Um-
stdnden in sehr viele Einzelteile zerlegt werden. Fi-
ne mogliche Erweiterung besteht darin, keine exak-
te Isomorphie zu fordern, sondern dhnliche Teile zu
erlauben. Die Idee dahinter ist, die Anlage fiir ein
weiteres Einzelteil zwar umzuriisten, diesen Riist-
vorgang aber so kurz wie méglich zu halten. Zu die-
sem Zweck wird eine Funktion gesucht, die den Ab-
stand zweier Graphen voneinander misst. Die Parti-
tion wird dann so gewahlt, dass die einzelnen G[V;]
diese Funktion minimieren.

Eine Moglichkeit ist zwei Graphen durch den Grad
ihrer Knoten zu vergleichen. Wenn es in G; zwei
Knoten gibt, deren Grad deg(v) gleich 3 ist, in
G, aber vier solcher Knoten existieren, dann wer-
ten wir das als einen Unterschied von 2. Summiert
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iiber alle Knotengrade koénnen wir damit ein Ahn-
lichkeitsmaf aufstellen.

Fiir die Berechnung einer Partition in Teile, die
dieses Mafs minimieren, wird ein ganzzahliges
Optimierungsproblem aufgestellt. Hierbei werden
Bindrvariablen zﬁ’i eingefiihrt, die angeben, ob
deg(v)=1i gilt und v in Partition k liegt. Damit
lasst sich zf{ vk — Dver |zl;}i —z’;,zil definieren, das
angibt, um wie viele Knoten von Grad i sich Parti-
tionen k; und k, unterscheiden. Daraus ergibt sich
die Zielfunktion als

. ky,k
min Z Zzil 2,

ki<kg i

Wenn dieses Modell auf den Graphen der Fiihrungs-
schiene des Fassadenreinigers angewendet wird, er-
gibt sich die Partition, wie sie in Abbildung 10 zu
sehen ist. Dabei kann man sehen, dass die obere
Lauffliche aus zwei Einzelteilen zusammengesetzt
ist. Die im SFB erforschte Technologie ist aber ge-
nau an dieser Stelle sinnvoll einsetzbar [1], was
der Fertigung der Lauffliche aus einem Stiick ent-
spricht. Nebenbedingungen dafiir konnen nicht all-
gemein aufgestellt werden und héngen vom spezi-
ellen Bauteil ab.

Abb. 10: Knoten-Grad-Ahnlichkeit: Zerlegung der
Fihrungsschiene des Fassadenreinigers in drei ahn-
liche Einzelteile: durchgezogene, gestrichelte und
doppelte Linien

Das eben beschriebene Malf$ hat den grol3en Vorteil,
dass es sehr leicht zu berechnen ist, andererseits
aber den Nachteil, dass selbst wenn die Differenz
von G; und G, das Maf3 0 hat, G; und G, nicht iso-
morph sein miissen (vgl. Abbildung 12).

Ein Ausweg ist die sog. Graph Edit Distance, wel-
che misst, wie viel ein Graph verdndert werden
muss, um daraus den anderen zu erhalten. Bei ei-
ner Distanz von 0O sind die Graphen G; und G, so-
mit isomorph. Dieses Maf3 hat allerdings den Nach-
teil, dass allein die Bestimmung der Distanz von
G, zu G, im Allgemeinen ein aufwindiges Pro-
blem darstellt. Die zusétzliche Partitionierung des
Graphen steigert die Komplexitit fiir beide Ahnlich-
keitsmodelle. Fiir unser Beispiel kann die Zerlegung
noch bestimmt werden (siehe Abbildung 11), der
Rechenaufwand ist jedoch groR. Um die Ahnlich-
keit zu berechnen, wurde dabei unter anderem das
Graph Matching Toolkit [12] verwendet. Fiir die Zu-
kunft ist geplant, diese Berechnungen zu beschleu-
nigen.

Abb. 11: Graph Edit Distance: Zerlegung der Fih-
rungsschiene des Fassadenreinigers in drei dhnliche
Einzelteile: durchgezogene, gestrichelte und dop-
pelte Linien

6 Abwicklung

Die vorhandenen Optimierungsergebnisse konnen
dariiber hinaus auch noch verwendet werden, um
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Abb. 12: Zwei nicht-isomorphe Graphen, die nach
der Knoten-Grad-Ahnlichkeit einen Abstand von 0
haben, nach Graph Edit Distance einen Abstand von
2

eine Fertigungssequenz fiir die Herstellung des Bau-
teils zu bestimmen. Dafiir kann das Steinerbaum-
verfahren verwendet werden, das in [13, 14] be-
schrieben ist. Im wesentlichen wird eine Fertigungs-
sequenz bestimmt, die moglichst nahe an einer ge-
gebenen Geometrie liegt. Als Eingabe dient wieder
der Graph, der durch das in Abschnitt 3 beschrie-
bene Verfahren gewonnen wurde. Dazu muss nur
noch die relative Dicke der Kanten in eine abso-
lute umgerechnet werden. In dem Fall der Fiih-
rungsschiene des Fassadenreinigers liegt die mini-
male Dicke bei 0,5mm und die maximale Dicke
bei 2 mm, als Zieldicke streben wir daher 1,25 mm
an. Der Faktor, mit dem die relativen Dicken mul-
tipliziert werden, errechnet sich aus dem Produkt
der durchschnittlichen relativen Dicke mit der ge-
forderten Dicke (1,25 mm). Fiir die Eingabe wird
noch darauf geachtet, dass die minimale Blechdi-
cke nicht unter- und die maximale Blechdicke nicht
iiberschritten wird.

Als Ergebnis erhalten wir die Fertigungssequenz,
wie sie in Abbildung 13 dargestellt ist. Diese un-
terscheidet sich von dem Ergebnis aus Abschnitt 5
unter anderem deswegen, da hier nicht auf die
Ahnlichkeit der Einzelteile geachtet wird. Allerdings
werden mehr Fertigungsrestriktionen beachtet als
in dem Verfahren aus Abschnitt 5.

Eine mogliche Vorgehensweise fiir die Zukunft wé-
re es, beide Verfahren zu kombinieren und bei der
Fertigungssequenz zusétzlich darauf zu achten, die
Einzelteile moglichst dhnlich zu fertigen.

Abb. 13: Fertigungssequenz der Flhrungsschiene
des Fassadenreinigers und Zerlegung in drei fertig-
bare Einzelteile. Das Ausgangsmaterial und die ge-
spaltenen Flansche sind durch verschiedene Blechdi-
cken dargestellt.

7 Zusammenfassung

Im Rahmen eines durchgingigen Produktent-
stehungsprozesses wurde ein Profilquerschnitt
beziiglich Steifigkeit und Fertigbarkeit optimiert.
Dabei wurden sowohl Methoden der nichtlinearen,
PDE-restringierten Optimierung als auch der dis-
kreten Optimierung verwendet. Die notwendigen
Informationen, zum Beispiel {iber Belastungs-
szenario und Bauraumrestriktionen, wurden
vorab am Fachgebiet fiir Produktentwicklung
und Maschinenelemente (pmd) des Fachbereichs
Maschinenbau der TU Darmstadt generiert und
als eine strukturierte Entwicklungsaufgabe formu-
liert. Diese Entwicklungsaufgabe wurde dann als
mathematisches Optimierungsproblem modelliert
und es wurde eine optimierte Losung generiert.
Im Anschluss an den Optimierungsprozess konnen
die gewonnen Informationen {iber die Quer-
schnittsgeometrie und {iiber die Zerlegung und
Abwicklung des Querschnitts an das Fachgebiet
fiir Datenverarbeitung in der Konstruktion (DiK)
des Fachbereichs Maschinenbau der TU Darmstadt
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iibermittelt werden, um dort in ein CAD-Modell des
optimierten Bauteils iiberfiihrt zu werden und so
die Fertigung weiter zu unterstiitzen. Die hier vor-
gestellten Optimierungsprozesse bilden somit einen
wesentlichen Bestandteil des im SFB 666 verfolgten
durchgingigen Produktentstehungsprozesses.
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