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Spielregeln

In einem Gefangnis gibt es 36 Gefangene, die eine Wette mit dem Gefangnisdirektor
abschliel3en: Der Direktor nummeriert die Gefangenen von 1 bis 36 durch. Nun be-
schriftet er 36 identisch aussehende Boxen mit den Zahlen von 1 bis 36. Anschliel}end
schreibt er die Zahlen von 1 bis 36 auf je einen Zettel und verteilt diese zufallig auf
die Boxen, sodass in jeder Box genau ein Zettel liegt. Dann platziert er die Boxen in
einem geschlossenen Raum.

Die Gefangenen durfen nun, einer nach dem anderen, in diesen Raum gehen und
18 Boxen offnen. Wenn jeder Gefangene seine eigene Nummer findet, dann lasst
der Direktor alle Gefangenen frei. Wenn aber mindestens einer seine Nummer nicht
findet, bleiben sie fur immer eingesperrt. Die Gefangenen durfen untereinander vor-
her eine Strategie zum Offnen der Boxen vereinbaren. Sobald es losgeht, diirfen sie
aber nicht mehr miteinander sprechen oder auf andere Weise ihre Beobachtungen
kommunizieren.

Bitte spiele zuerst das Spiel am Stand, bevor du das Poster weiterliest!
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Zufallige Strategie

Jeder Gefangene wahlt zufallig die Halfte der Boxen aus und o6ffnet sie. Dabei hat er
eine Wahrscheinlichkeit von 50%, seine eigene Nummer zu finden. Die Wahrscheinlich-

keit, dass alle 36 Gefangenen ihre Nummer finden, betragt daher:
Lol oL 2 (9% & 0.0000000000146, da die Erfolgwahrscheinlichkeit der Gefange-

nen jeweis unabhangig voneinander ist.

Zum Vergleich: Die Wahrscheinlichkeit, dass man mit einem einzigen Los im Lotto
gewinnt, ist deutlich hoher!

Es existiert jedoch eine Strategie, mit der die Erfolgswahrscheinlichkeit auf uber 30%
ansteigt.

Permutationsstrategie

Die Gefangenen nutzen eine andere Herangehensweise:

1. Jeder Gefangene beginnt bei der Box, die seiner eigenen Nummer entspricht.
2. Er offnet diese Box und liest die Zahl, die er darin findet.
3. Als Nachstes geht er zur Box mit dieser Zahl und wiederholt Schritt 2.

Dies setzt sich so lange fort, bis er entweder seine eigene Nummer findet oder die
maximal erlaubten 18 Schritte erreicht sind.
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Auf diese Weise erhoht sich die Erfolgswahrscheinlichkeit auf etwa 32%. Doch warum
ergibt diese Strategie Sinn?

Fuhrt man die Schritte 1-3 ohne die Beschrankung auf 18 Schritte aus, findet man
immer seinen eigenen Zettel: Angenommen, dem ware nicht so. Die Schrittfolge
endet nur, sobald man einen Zettel findet, dessen Box schon offen ist. Findet man
seinen eigenen Zettel nicht, beendet man die Schrittfolge also mit einem anderen
Zettel. Die Box zu diesem Zettel kann aber nur dann schon offen sein, wenn der
Zettel zu der Box vorher schon gefunden wurde (denn die einzige Box, die ohne
vorheriges Finden des Zettels gedffnet wurde, ist die Box mit der eigenen Nummer).
Also musste es den letzten Zettel zweimal gegeben haben.
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Hintergrund: Kreise in Permutationen

Die Zuordnung der Zahlen in den Boxen kann als eine Permutation dargestellt wer-
den, also als eine 1:1 Zuordnung der Zahlen. Jede Permutation lasst sich in Zyklen
zerlegen:
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Die eigene Zahl muss daher friher oder spater in dem Zyklus auftauchen, denn
spatestens nach dem Durchlaufen aller 36 Boxen muss der Zettel mit der eigenen
Nummer gefunden worden sein. Entscheidend ist: Jeder Gefangene findet seine
Nummer, wenn der Zyklus, der seine Nummer enthalt, hochstens 18 Boxen beinhal-
tet.

Die Strategie ist also fur alle erfolgreich, wenn kein Zyklus der Permutation langer
als 18 Elemente ist. Die Erfolgswahrscheinlichkeit entspricht daher der Wahrschein-
lichkeit, dass alle Zyklen der Permutation maximal die Lange 18 haben.

Berechnung der Erfolgswahrscheinlichkeit

Um die Erfolgswahrscheinlichkeit zu berechnen, berechnen wir zunachst die Gegen-
wahrscheinlichkeit, also die Summe der Wahrscheinlichkeiten fir einen Zyklus der
Lange k, wobei k > 18. Dann konnen wir diese von 1 abziehen und erhalten die ge-
wunschte Wahrscheinlichkeit. Als Beispiel bestimmen wir diese Wahrscheinlichkeit
nun fur einen Zyklus der Lange 36.

Die Anzahl aller moglichen Zuordnungen der Zettel zu den Boxen betragt 36!. Dies
ergibt sich aus folgender Uberlegung: Fiir die erste Box kdnnen wir einen beliebigen
der 36 Zettel wahlen, fur die zweite Box bleibt eine Auswahl aus 35 Zetteln, fur die
dritte 34 Zettel, und so weiter, bis zur letzten Box, die nur noch einen einzigen verblei-
benden Zettel enthalt, also ist die Anzahl 36 -35-34- ... - 1.

Nun berechnen wir die Anzahl der Permutationen, die einen einzigen Kreis der Lange
36 bilden. Schreiben wir die Kreise auf, indem wir die erste Zahl aus 36 auswahlen,
die zweite aus 35 usw., so erhalten wir wieder 36! Moglichkeiten, die Zahlen in einem
solchen Kreis aufzuschreiben. Allerdings haben wir hierbei jeden Zyklus mehrfach
gezahlt: Ein und derselbe Kreis kann an jedem beliebigen Punkt gestartet werden.
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallige Permutation genau einen einzigen Zyklus
der Lange 36 enthalt, ist daher Genauso betragt die Wahrscheinlichkeit fir einen
Zyklus der Lange k > 18 genau =. Damit ergibt sich als Erfolgswahrscheinlichkeit
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Link zu diesem



https://www.mathematik.tu-darmstadt.de/lnm
https://t1p.de/la74p

