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FIBRATIONS GEOMETRIQUES ET THEOREME DE GIRAUD

tebbeasiiias

J.L. MOENS,
[ TR SR

1. Introduction et rappels.

Dans ce papier, nous allons donner des conditions caractérisant
1'existence d'un morphisme geéométrique entre deux catégories possé-
dant des produits fibrés st utiliser ce résultat pour formuler une
version interne du théoréme de Giraud au-dessus d'un topos &lémentaire.
En particulier, ceci fournira une démonstration plus simple du

théoréme de Diaconescu [3] .,

Pour ce faire, ncus utiliserons la théorie des catégories Fibrées
telle que 1'a développée J. Bénabou [2]. Reppelons en ici quelques
définitions fondamentales. Considérons une catégorie B possédant
des limites & gauche finies,

Une fibration C sur B est 8 B - sommes si C est une bifibration
vérifiant la condition de Beck-Chevaley. On écrira xee llu X pour

désigner un morphisme cocartésien de source X au-dessus d'un morphi sme
UdeB. Les sommes sont universelles si les marphismes cocartésians
sont universels et disjointes si le morphisme canonique de X vars
X X X est cocartésien pour tout morphisme u de la base B et tout

oy

u
objet X de la fibre de C au-dessus de la source de u,

Une fibration C :E +B est localement petite si pour tout I
de B et tout couple d'objets X,Y de C(1), fibre en I de C, on peut
trouver un morphisme p : Hom (X,Y) = I et une flache Byy i P*X > pry
ui soit universelle, c'est-a-dire telle que pour tout utl>TIde
B et tout g : u*x - yry il y aununique v : J Huml(x.vl pour
lequel u = pv et V*(8yy) = 8. S1C est localemant petite, on peut
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une catégorie F,C fibrée sur E, dont la fibre en J de E est
construire pour tous X et Y dans C(I) et C(J) respectivement, &, %

Lim d.C, d_ éEtant le foncteur usuel de la catégorie comma
un objet Hom(X,¥) * I xJ de B 1xj ©n posant = L) o

op

3.F)

Hom(X,Y) = Hom lp;X,p;V) sachant que Pr et p; sont les deux
Ixd

QA% vers B.
projections de source I x J.

En particulier, si (U,F) : E B est un morphisme géométrique,

Si la fibration C posséde un objet final, on dira que C est c'est-a-dire que F est exact a gauche et adjoint

2 gauche de U.on
& sections globales si pour tout I deE et tout X de C(I), 1'cbjet

lui associe canoniquement la fibration F¥(E).
Hom(1,X) de B/I existe,

On montre que sous
sont équivalentes et que F¥E
posséde des limites & gauche finies,

ces conditions F*(E) et U, (B)

des B-sommes disjointes et

Un objet G de C(I) est un aobjet de générateurs ou une famille universelles et des sections globales,

génératrice si pour tout J de B et tout couple (f,g) de fliches
distrinctes de X vers Y dans C(J),
flaches

De plus, le couple (U,F)
s'étend en un morphisme géométrique (U,F) de F*(E) dans B. A
niveau I, on définit le couple (UI

u
il existe un objet K de B muni de

3 ¢ K=>Tset 3, :K=Jetune flache h : 36~ x
su-dessus de 3, telle que fh # gh,
diagramme suivant

JFp) en prenant pour U (x-% £21)
le produit fibré de Uax le long de 1'unité TlI : I = UFI de

Ceci se schématise dans le 1'adjonction et pour F(u) ls morphisme Fl(u).

h i 2. Lemmes techniques
G e aas e X 1Y
3y 3 £ ’ Soit C une fibration sur B & limites & gauche finies.
Te— k —1 .
R a. 52 C a des B-sommes disjointes et universelles,
Ol la notetion 33G~~G signale que ce morphisme est cartésien

Alors pour tout morphisme u de B,
au-dessus de au.

le foncteur 4 respecte les
produits fibrés.

$1 B est une catégorie possédant des produits fibrés, le

foncteur 31 :B° =B donne lieu & une fibration que 1'on note

dont la fibre en X est B/x

b. 52 C a des B-sommes universelles,

B,
Alors le carré suivant est un produit fibré
et qui posséde toujours un objet final,

des sections globales et des B-sommes disjointes et universelles.

ALy —e x
Si de plus B a un objet final 1, alors 1'objet 1 de 1a fibre en 1 : e ;
de B est générateur. u
ugey B
S1 F :B~F est un foncteur entre catégories possédant des ;

lnites & gauche finies et si 0 est une catégorie fibrée sur E, on sachant que les morphismes horizontaux sont les coufités

de
fibrée sur B, dont la fibre 1'adjonction.

peut lui assacier une catégoris F¥n

en I est D(FI). Par ailleurs & une fibration C sur B, on peut associer
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€. 82 C a des 8 sommes disjointes et universelles,

Alors les diagrammes dy type X —rvre tl X au-dessus de u sont
des produits fibrés, fi oA
u

Y e Uy
u
démonstration.

a. I1 s'agit de montrer que '.\f X ti Z et U xx37) sont
u
Y

4y

isomorphes.  Pour cela, nous allons construire un morphi sme
cocartésien au-dessus de ude X x 7 dans AL x x U Z. Cette
u u
Y i Y
u
construction se fait en deux étapes.

2.1 Comme les sommes sont disjointes, on sait que le morphisme

canonique de Y vers Y x y au-dessus de la diagonale est

cocartésien,

ZxyY—=,7
|
u
X v .
\ \ |
Xxy Yx Y —y
Ly Ly i
u u
} '
X

—— Y ey
u

Le caractére universel des sommes assure 1e respect par produit
fibré de 1a nature cocartésienne de ce morphisme par produit fibre,
Dans le diagramme ci-dessus, chaque carré est un produit fibré,

Ceci donne lieu & un morphisme cocartésien de X x Z dans X x z.
Y Wy
u
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.2 On montre aisément puisque les sommes sont universelles,
qu'il y a un morphisme cocartésien de X x Z vers Lx x tlz,
Ay iy
u u
d'ol vient la thése.

b. Soit A le produit fibré de f et g .
Le produit fibré de A le long du morphisme cocartésien u v-»{} uty
donne un morphisme cocartésien au-dessus de u. Mais ce produit
fibré n'est autre que u*X 1ui-méme car la composée

Uy dl &y + v est cartésienne. Donc nous avons construit
u

un morphisme cocartésien de wu*X vers A, et A est donc bien

isomorphe & {J‘u'x.

¢ Puisque les sommes sont disjointes et universelles, des arguments

similaires 3 ceux qui précadent permettent d'assurer gue la

factorisation de X & travers X x Y est cocartésienne. Par

Ay

u
silleurs, X x Y peut s'obtenir par le produit fibré suivant
. Ly

u

ce qui assure par composition 1'existence d'un morphisme cocartésien

de X vers Y x -:;‘ X au-dessus de 1'identité; ce ne peut étre qu'un

iy
u

{somorphisme.



3. Les fibrations géométriques,
=== T2brations géométriques

(LF) : c»B tel que C soit équivalente comme fibration a
F:!El S1E est l1a fibre en 1 de C.

Remarquons que 1a catégorie fibree canoniquement associge & un
morphisme géométrique est géamétrique. En fait, on peut caractériser
les fibrations géométriques et donc donner des canditions nécessaires
et suffisantes en termes ge fibration pour qu'il y ait un morphisme
g€ométrique entre deux catégories, La caractérisation est donnée
par le théoréme suivant %) 2

THEOREME
So1t une fibration C & limites & gauche Sur une catégorie B 3 limites
& gauche finies.,

C est géométrique
ssi
C posséde des B-sommes disjointes universelles et des sections
globales,

Démonstration.

La condition nécessaire est claire. En effet, par hypothese, 1a
fibration C est &quivalente & F*E o0 & U8 pour un certain morphisme
géométrique (U,F) : E *B. Or F* respecte les sommes disjointes
universelles et U., les sections globales (voir [21). Pour la condition
suffisante, nous allons Supposer que C est scindée. Si elle ne

1'est pas, on prend une fibration C' scingge équivalente & C; comme

la notion de fibration géométrique est définie a équivalence prés,

le passage 3 €' ne pose pas de problame.

(*) Dans une version p:

éminaire de ca théorama, Je n'avais mis en

Evidence que 1a condition suffisante, Je remercie J, Bénaboy de m'avoir
signalé que la condition nécessaire s'obtenait facilement comme

conséquence de ses travaux [2,ch.aet g,
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1. Construction d'un morphisme géométrique (U,F) : ¢ - g,
@« A chaque niveay I deB, 11 faut définir un couple de foncteurs
adjoints (U;.Fi). On pose Up(X) = Ham(1,X) pour tout X dans C(1).
Cela fournit bien un foncteur Up + CII) *B, . Quant a

Fy #B,; = C(I), 11 se définit sur les objets par Frlu) = Lesq o
YiJd>Iet g :J~1 sont des morphismes deB. Comme C est

scindée, F1 devient un foncteur,

Les foncteurs U et F ainsi obtenus sont cartésiens., En effet, pour
F c'est une conséquence de la condition de Beck-Chevaley et pour u,

cela découle duy fait que le carré suivant est un produit fibré.

Hom(1, u¥X) —— 3 Hom(1,x)
£
J—31
b. Fy est adjoint & gauche de Uz, comme le montre 1a suite

d'isomorphismes canoniques que voici

* = MLuk) T v 1,X1).
HDmE(_” EJ1,XI Hnmc(“ [EJ‘hu X) Hm%/l (u, Hom({ N

©. Enfin F est exact & gauche.

Le respect de 1'objet final est évident,
Considérons un produit fibré dans B/r Prouver que FI respecte

°e prodult revient & démantrer que -l ex 4 est isomorphe &
xL

ufg!
KK kst Loerr x Alewq, grace au
J £ uf %K ug L
AL gxq
i u®l
g g
lemme 2.a et au fait que C a des
K— 5 semmes disjointes et universelles, 11
B N 4
\[ suffit de montrer que g—é e

est isomorphe & Jflep x Ale#q | oo qui gscoum immédiatement de
c

*
EJ'V



1'universalité des sommes,

2. La fibration C est équivalente a F?E.

Nous allons construire deux foncteurs a : C = FiEet B:FE>C
et montrer qu'ils induisent une équivalence,

a. Construction de a.
A un objet X de C(1), op associe 1'unique morphisme de lc-'- X dans
I

-:U- €}1 = Fy(1) rendant le carré de gauche suivant commutatif :
1

X s My ,U.JLutx—>J.Lx
€ e u E

L1
E¥ gy 1) o A s ex —3 4l s
31 g o1 DT & o1

Ceci donne lieu & un foncteur cartésien, car on se convaine facilement
que le carré ci-dessus & droite est un produit fibré grice aux deux
premiers lemmes technigues.

b. Construction de B.

Onpose By XAl e21) o X x €21, Come les somes sont
T g, °1 oy 5T
I Jdl €%
€ J
: 3
universelles, il y & un morphisme cocartésien de B/F vers X
au-dessus de E i B respecte bien les morphismes cartésisns car les

images rél:iprm]uss s'obtiennent elles aussi par produit fibré.

€. aet B induisent une équivalence.
11 est clair que B est isomorphe & 1'identité et le troisizme
lemme technique impligue que Ba 1'est aussi, o

Remarques :

1. Si la catégorie de base B est seulement & produit fibré, on a

encore le résultat suivant : soit C une catégorie fibrée sur B a
limites & gauche finies. C possade des sommes disjointes universelles
et des sections globales

ssi

11y a un foncteur cartésien géométrique (U,F) : C - B.

2. Le foncteur cartésien géométrique (U,F) est unique & isomorphisme
prés, comme le montre la suite d'isomorphismes suivante :

=3 ) 2 *
Hu%/l (u.UIlXJ) Honh/J M,y LII(XJ] HD"h/J“‘”J[” X1)

*X) = uw H
mc(“(FJ‘l.u X1 HD"'E[II (u 1J.X] Hmrb/[(u.ﬂcmﬂ.xl)

o u:J-=Testun morphisme de E/I’ X un aobjet de C(I) et 1
est 1'objet final de 1a fibre en J de C. Remarquons que 1'unicité
du couple (U,F) dépend essentiellement du caractére cartésien de

U et de 1'exactitude & gauche de F.

4. Les objets comme limite & droite des générateurs.
————— T ""Pte d droite des générateurs.

Considérons une catégorie fibrée C sur B localement petite et
possédant une famille génératrice G indexée par C. Notons

G = (Cy.Hom(GG),d,.d1.m.1) la sous-catégoris pleine engendrée per
les générateurs tsue qu'elle est décrite dans [2}. On sait par
allleurs qu'on peut lut essocier une petite catégoris fibrée que
1%on nate encore G dont la fibre en I est Hom(I,G).

Seient X un objet de C(I) et X la saus-catégorie pletne interne &
B qu'4l engendra. Nutons P et O les plongements respectifs de s
et X considérés comme fibrations dans C. Etant donng que C est
localement petite par hypothése. on sait que 1a catégorie comme
(P.0) est petite (voir [2],4.6.3). Elle est donc représentée, par
une catégorie interne 4B notée R, et appelés catégorie de représen-
tation de X. On voit facilement que Hom(GX) et Hom(GG) x Hom (G, X)

o
sont les objets des objets et des fléches, an Bt B sont

respectivement la seconde projection et 1a cumposxtmn. DOe plus,
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R, est muni canoniquement d'un foncteur 'source' noté o, vers G,
Nous allons voir que sous certaines conditions vérifiées par la

catégorie fibrée C, X est isomorphe & 1im P o o,

x
Rappelons que P o 0 est représenté dans C par le diagramme
ci-dessous ol (p;q) : Hom(G,X) + Gy x I
my ¢ Hom(GG) x Hom(GX) = Hom(

est le morphisme structural,
GE) est la premidre projection et

6 : d;E - H:G est la famille générique des fléches de G dans G :

3
Hom(CG) x Hom(GX) ==2=3 Ham(G,X) —— [
c 3 q
-] 9

On sppelle famille de cones inductifs indexée par I et de base
P oo  un morphisme g :
guu-gusaw:&

p*G + Y au-dessus de q tel que

LEMME,
Si g : p*G = Y est une famille de cones inductifs indexée par I
de base P oo,

Alors le contour extérieur du diagramme suivant commute,

PG x p*6 ———— 5 4
er,
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sachant que ¥ est le morphisme canonique induit par la famille
générique de flaches de p*G dans q*X.

La démonstration de ce lemme &tant assez technique.
nous renvoyons le lecteur & [5] .

bien que simple,

THEOREME
St C'est une fibration sur B localement petite, & limites &
géuche finies, & B-sommes universelles, telle que dans chaque
fibre les relations d'équivalence sont effectives et les

Eépimorphismes sont des coégalisateurs,
Alors pour tout X de CUI), X = 1im P o o
>R

%
Démonstration,

11 s'agit de prouver que toute famille de cdnes inductifs

g ¢ p*6 * Y indexée par I et de bass P o o, donne liey & une

unigue factorisation Kk : X~y telle que g = k o f,
pr.

o*c xg'c—,rL—,Dgc

r.

““"‘“";p's X#H*G ——»Jé p*G

Par le lemma qui précade, nous saans que g coégalise pr,

4 et pr.

5
De plus, g se factorise & travers ‘qlnts par g'. Mais alors

8'r, =g'r, car 8'r, et g'r, cofncident précéds du morphisme
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cocartésien de p*G x p*G vers L peg x AL P*G dont 1'existence est
" q %9
@ssurée par le caractére universel des sommes. Comme (1) est une

somme amalgamée puisque Jn‘ p*G x {Jl P*G est une relation d'équivalence
x
effective et Jqlp's T X est un épimorphisme. D'od 11y a un

unique Kk : X = Y; c'est le morphisme attendy. a

5. Limites & droite filtrantes.

Soit C une fibration localement petite sur B et & limites a gauche
Ffinles. Une famille génératrice G est dite filtrante (resp. cofiltrante)
si la sous-catégorie PleineG qu'elle engendre est filtrante (resp.
cofiltrante). Une famille génératrice G indexée par C, contient

t'objet final (resp. initial) s'il y a un morphisme £ s 1 — C,

tel que %G = 1 (resp, %G = g),

Il est fecile de voir que si G contient 1'objst final (resp. initial],
12 catégorie interns G posséde un objet final (resp. initial).

Proposition

Supposons que B posséde des sommes finies disjointes et universelles,
a. 5i € est une fibration sur B a limites & gauche finies, a
sommes finies et localement petite
Alors toute famille génératrice peut se prolonger en une famille

génératrice filtrante.

be 5% Coest une fibration sur B & limites & gauche finies, B-
sommes et localement petite
Alors toute fanille génératrice peut se prolanger en une famille
génératrice cofiltrante,

Démonstration. Soit G indexée par C, une famille génératrice.

a. Onpose G'=GU 1 indexé par Codl 1. 11 est facile de voir
que G' contient 1'objet final d'od G’ est filtrante,

b. On pose @' = leﬁ G sachant que & : Co? Gl 1 est 1'injection
canonique. Comme G’ contient 1'objet initial, G' est
cofiltrante. o

THEOREME .

st C est une fibration sur B & limites & gauche finies, &
sommes disjointes universelles, localement petite et exacte
au sens de Barr [1],

Alors les limites & droite filtrantes (resp. faiblement filtrantes)
commutent aux limites & gauche finies (resp. aux produits
fibrés).

Démonstration

Soit D une catégorie filtrante (resp. faiblement filtrante) interne

aB., I1 s'agit de prouver que le foncteur lim : (:2 = C est exact

@ gauche (resp. respecte les produits fibrés).
Or vu les hypothéses satisfaites par C, on sait que C est géométrique;
eppelans @ = (&, #*) le foncteur géamétrique de C(1) vers B qui

1ui est associée. Pour chague objet I daB, on vérifie facilement

) ¥ x 0%

que C=(I) est squivalente & C(r Donc le foncteur

lim regardé au niveau I est le foncteur

®*D x P*1
lim 1 (CE1) —> 1.
- $%D x ¢*1

Comme &% est 1'image réciproque d'un morphisme géométrique,
#'0 x 9*1 est encore filtrante (resp. faiblement filtrante). Mais
par hypothése C(I) est exacte, Dans ces conditions, Diaconescu [3]

@ démontré que le foncteur 1im est exact a gauche (resp.
= 0D x 01
respecte les produits fibrés). La thése est donc établie. a

6. Caractérisation des topos de Grothendieck.
—~arectirisation des topos de Grothendieck,

Dans la suite, nous suppaserons que la catégarie E est un topos.

On dit qu'une catégorie F est unE-topos de Grothendieck s'il ya

Une,Catégorie £ interns AE est une tapologie § dans le topos

% telles que F soit équivalente 3 E}”p.

SZ F apparait comme la fibre en 1 d'une fibration Fam F surE
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A limites 3 gauche finies, localement petite, & F-sommes
universelles, possédant une famille génératrice et des fibres og
les relations d'équivalence sont effectives, od les épimorpnismes
Sont des coégalisateurs et ol les paires réflexives ant des coéga-
lisateurs universels,

Alors ily a une catégorie C interne & E telle que Fam F se plonge
pleinement fidalement dans la fibration des préfaisceaux sur Cet
Ce plongement admet un adjoint & gauche.

Démonstration,
Soit G indexée par C, la fanille génératrice. On prand pour
catégorie C la catégorie G engendrée par la famille G.
Rappelons gque comme le topos EC™P est un topos au-dessus de E,

i1 1ui est associe une fibration sur ¥ : g'est la catégorie fibrée

construite & partir gu morphisme géométrique canonique

(llm +C*) de I;c vers E que nous noterons Fam » puisqu'elle

repz‘éssnts la fibration des familles de préfaisceaux. La fibre en
op
I de cette fibration est EC L

2oP
a. Construction du plongement T : FamF - Fan ES
Soit X un objet de Fam F(I); on pose TX = R . catégorie de repré-
sentation de X qui est une op-fibration discréte sur C*(I) = ¢ x I,
catégorie interns & E, . Si £ : XY est un morphisme de 1a fibre
en I de FamF, le F.Drphiams-q‘f 08 : p*G + g*Y donne lieu & un
morphisme T : Hom(GX) » Hom(GY) au-dessus de €y x I qui fait
de T un foncteur de la fibre en I de Fam F dans ECOD"I Rappelons
que (p,g) : Hom(GX) ~ E x I est le morphisme décrivant canonique-
ment Hom(GX) comme uujet de E/ x1 ©t 6 est la famille générique

de fliches de G vers X.
Comme le carré Hom(G, u*X) ———— Hom(G,X)

Caxu l(n.q)

E xJ-“—»C x I

est un produit f:ure, nous obtenons un foncteur cartésien T de

Fam F dans Fam EC ©
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Remarquons enfin que TG est iscmorphe & la famille génératrice des

préfeisceaux représentables; T respacte donc les familles génératrices.
b. T est fidele,
£
Soient deux morphismes X Y différents dans la fibre en I de
g
FamF. Nous allons voir que T¢ et Tg sont eux aussi différents.
u*6 —— p3g En utilisant le caractere générateur de G,
B ‘L § nous trouvons une fleche (u,k) : K - CoxI

k‘x q‘x et un morphisme B de U*G vers K*x qui

< sépare K*f et k*z. Ce morphisme B est
"'fl Mg e*lla% lui-méme classifié par un morphisme
m : K= Hom(GX). Comme qm = k, le fait
"”‘f g"g‘y que K* o B 4 k% 0 B entratne qua

9* 08/ 0% 08 car m* = By ces
dernigres induisent donc des morphismes

K ——" 5 Hom(Gx)
Q Tf et Tg cifférents.

[

C. T est plein,

So1t @ : Hom(GX) = Ham(GY) une transformation naturelle de TX dans
TV. Cela implique 1'existence dans la ibre en Hom(GX) d'un
3 " 6 —prs B morphisme @ : p*G -+ q*Y rendant
l \ commutatif le pentagone ci-contre,
q*Y Nous avens donc un céne inductif
o 0 6 — TR de sommet Y. Donc par le théorame
du point 4, 11y a une factorisation

3
Hom(GX) x Hom(GX) L% Ham(gx) (unique) f de X vers Y telle que
o 3 a*f 0 8 =@, ce qui entratne Tf -

1
d. Construction de S adjoint & gauche de T.

Si R est la famille des préfaisceaux représentables image de G par

T, nous savons que toute famille de préfaisceaux F indexée par I est
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limite & droite des représentables, comme le schématise le
diagramme ci-dessous ou FD'F’W'ED et 31 sont respectivement les

objets des objets, des

T

pR—% ¢
3
PR

.
3 P* R

fléches, les morphismes "source” et "but” de RF, catégorie de

représentation de F.

On pose alors SF = 1im (Po UF); cette définition se prolonge
R,

elsénent pour faire de S un foncteur cartésien : adjoint & gauche
de T. En effet, 1l y a bijection entre les morphismes de SF vers
X et les cones de P o UF de sommets X, Ces derniers sont en
bijection avec les cénes de base v o O (00 Y est le plongement
de Yoreda) et de sommet TX, vu le caractare pleinement fidele de T,
et donc avec les marphismes de F vers Tx, ce qui acheve la démons-
tration, a

Rappelons que siF est une catégorie exacte ay sens de Barr et?
une catégorle interne 4F, on peut définir pour tout diagramme

interne (X,£) un foncteur - ED X : ~F en associant ay

préfaisceau (F,a) 1'objet F g _x coégalisateur des deux morphismes
a' et £ de a;x X u;F vers X'x F obtenus par factorisation dans
Do

le diagramme suivant oy n;x et dfl‘F sant les produits fibrés

respectifs de X et F par du et d‘.
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En faisant remarquer que a;x & d1” F est le produit fibré de
1

X x F par g, Diaconescu [3] montre que
DD
op, *
F By X=1lim (X xF,a') = 1im (p%) (F,a)
2 i 0
G ~REP
X X
si p: Ry =D est le foncteur canonique.

o
En conséquence, le foncteur - 8, X est exact & gauche si R!D est
filtrente ou encore st R est cofiltrante.

En particulier, - @, X respectere les produits fibrés si 1s
catégorie de représentation de X est faiblement cofiltrante.
Nous allons utiliser ce résultat pour montrer que le foncteur S
que nous venons de construire est exact & gauche sous de bonnes
hypothéses. Pour cela, nous allons montrer que S peut s'écrire
comme un certain produit tensoriel; ceci tait 1'objet du lemme
suivant.

LEMME,

E: la fibration Fam F de la proposition précédente posséde en
plus des sommes disjointes,

Alors SF = ¢%F Byxc P 51 F est dans la fibre en 1, P est le

plangement de la sous-catégarie pleine C engendrée par les



v =18

générateurs st ¢ est le morphisme géométrique dont 1'existence
est garantie par le chéoréme du point 3,

Démonstration 3
Considérons le préfeisceau F décrit par  F, 4 Ry
3
1
qt+ 4 dp
g
c, * C.
d

Nous savans par ailleurs que P est décrit par le diagramme Ci-dessous
dans la catégorie F.
-

Comme ® est exact & gauche, 0*F devient
un préfaisceau interne & F au-dessus de
©*C. En vertu de la structure géométrique

Fam F, i1 * = p#
de Fam F, il est clair que % x"’:n G = p*G

G ook kg

“aec, df G = 8% p* G comme le

et Q"F,I

manifeste le diagramme ci-dessous.

¥
91;:
5
p*c ——mm agpre p*G
o*Fp #F, ¥,
* *
@ 30 @ 3
G
o*p )(/ o*p
o, orc, 9*C,
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Quant eux deux morphismes de DEQ'G vers p*G, il s'agit bien des

morphismes dont le coégalisateur est SF par construction, d'od

on a bien SF = ¢*F B e P, =]
o0
En fait, on peut montrer que si F est dans la fibre en I de Fam E- .
SF est isomorphe & ¢*F @ PoU ol U: 6% x 6%I = ¢*
¥CxOPT

esc le foncteur de projection.
Nous avons maintenant rassembls le matériel nécessaire pour
démontrer le théoréme de Giraud.

Théoréme de Giraud,

Soient E un topos et F une catégorie quelcongue. Les conditions
suivantes sont équivalentes ;
(1) F est un E-topos de Grothendieck
(11) la catégorie F apparait comme la fibre en 1 d'une fibration
Fam F sur E - & limites & gauche finies
- 3 E-sommes disjointes universelles
- localement petite
- possédant une Tamille génératrice
- exacte au sens de Barr
- ol chague fibre posséde des coégelisateurs

universeis de paires réflexives.

Démonstration.

P
SiF est équivalente as&n pour une certaine catégorie interne

SE et une topologie j, F satisfait les conditions (1i).

En effet, F est alors un topos borné sur E. La seule condition

non triviale & vérifier est celle relative & la famille génératrice.
qui fait l'objet d'un théoréme de J. Bénabou : un morphisme
géométrigue est borné ssi la fibration qui lui est assaciée posséde
une famille génératrice.
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Inversément, supposons que F satisfasse toutes les conditions (ii),
Nous avens vu que Fam ¥ se plonge de manitre pleinement fidale

dans la fibration des familles de préfaisceaux sur la sous-catégorie
pleine C engendrée par les générateurs et que ce plongement T admet
un adjoint a gauche S,

En utilisant le caractére pleinement fidéle et exact a gauche de T,
on voit facilement que S = ST1 = 1,

Reste & voir que S respecte les produits fibrés,

Or nous pouvens supposer que C est cofiltrante, car si elle ne

1'est pas, nous avons vu qu'on peut compléter la famille génératrice
pour qu'elie le devienne. De plus, Fam F est géométrique;

appelons ¢ le morphisme géométrique qui 1ui est associZ.

Comme ¢* est exact & gauche et & droite, ¢*¢°P est filtrante et
donc la opfibration discréte P associée au plongement P de ¢*C

dans F est faiblement filtrante (voir [4],2.56). En conséquence,

le foncteur - BG‘C P respecte les produits fibrés.

Mais on sait que le foncteur S restreint aux fibres en 1 s'écrit

* ) -
comme la canposée ECoL 9% o p0*COP ord 5 F ol B* défint

par O = (0%F . 9%, 8%3,, 0%3,) est exact & gauche. Puisque S est
la se de les produits fibrés, il les

especte également.
respecte égale o
Ainsi F est une sous-catégorie exacte réflexive de s 1ilya
donc une topologie j telle que
P
FJE
3

ce qu'achéve la démonstration. o

Corollaires

1. Le topos F est borné sur E ssi c'est un E-topos de Grothendieck
(thioréme de Diaconescu)
2. S F vérifie les hypothéses du (11) ci-gessus,

Alors Fam F est well-powered.

Démonstration

1. C'est une conséquence du théoréme de Giraud et du résultat déja
énoncé liant 1'existence de famille génératrice et le caractére
borné.

2. On sait que chaque fibre de Fam F est un topos et que Fam F
est géométrigue. Soient X dans la fibre en I et ﬂx 1'objet
classifiant les monomorphismes dans Fam F(I). On construit

Sub X gréce au produit fibré suivant

Sub X —90.(;7’;).

I 4 em o
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