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LES NOTIONS GENERALES

§ 1. RAPPELS ET NOTATIONS.

l1.1. La 2-Catégorie des catégories fibrées sur B.

(1.1.1.) Catégories fibxées : Soit C : C » B un fonctear.

-

Siuvw:J~+1IcC€ B, un objet X (resp. une fl&che ¢ : Y + X)
de C est dit ap=dessus G2 I (resp. de u) 3i C(X) = I

(resp. C(@) = u). La fibre C(I) de C au-dessus de I est
la sous-catégorie de C ayant pour obijets les X au—dessu;*"

de I, et pour fléches les ¢ au-dessus de I, i.e. au-dessus
de idI‘ Si ¥ € C(I) et ¥ € C(J), on pose :

Hom (Y,X) = {0 : Y > X | Clp) = u} siu=iad Hom (Y,X)

I [4
est noté HomI(Y,X).
Une fléche ¢ de T est verticale ssi C(v) est une fiache
e —T—er S T
~
-

identité. On note Vert(C) =Y {C(I) | I € B} la sous-caté-
£

—
gorie de C ayant les mémes objets, ei pour

}

léches les o
verticales.

Une fléche @ de Hom (Y,X) est cartésienne si pour tout

Z € C(J) et toute ¥ C Homu(z,x), il existe ?‘ : 2 Y € C(J)
unique, telle que * = qp’. On dit alors gue ®, ou méme

par abus de_langage gue Y, est une 7mage irnvzrse de X par
u, ce que 1l'on note : ¥ = u*(X), en omettant parfois la
IFléche ®. Cela est justifié par les remarques triviales
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suivantes :
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(i) si wl € Homu(Yl,X)'ést cartésienne, il existe une unique
fleéche o' : Y1 + u*(X) = Y de C(J) telle que
wl = gp', et @' est alors un isomorphisme de c(J).

(ii) Si ' : Yl + u*(X) est un isomorphisme ge C(J), o'

est cartésienne.

Les images inverses sont donc définies "3 isomorphisme
unique dans la fibre pras".

On dit que C est une fibration, ou catégorie fibrée sur B,

Ssi.

1) Pour toute fléche u : J + I de B et tout objet X de
c(1r), i1 existe Y € C(J) et @ € Homu(Y,X) cartésienne. _ i{:ﬁ

2) Les fléches cartésiennes sont stables par composition.

*En considérant le foncteur c°P . B°P associé a C, on obtient

les notions "duales" de fléches cocartésiennes et de
cofibration, que le lecteur explicitera. Si C est 3 la

fois une fibration et une cofibration, on dit gque C est
i/{ dva irr (=N 4’ ( Cv]( “L((; -"“J\/‘ ‘l(‘ ‘I{i

une bifibration. iy N
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(1.1.2.) Foncteurs cartésiens : Soicnt C:C~+»Bet dl
D : 0D + B des foncteurs. Un foncteur £ : C + D est 15
au-dessus de B si Dcf = fﬁ Si f et f' sont au-dessus de R,

une transformation naturelle o : £ » f£! est au-dessus

de B ou verticale si : Dxg = idC, Oou encore : pour tout

X €C, a(X) : £(X) ~» £f'(X) est verticale. On note

Fonct (é D) la catégorie des foncteurs au-dessus de B.
Tout f € Fonct (C,D) induit des foncteurs sur les fibres,
notés f : C(I\ + D(I). On note de méme ar fI > fi la
Lransformation naturelle induite par a.

On dit que £, au-dessus de B, est cartésier ssi pour toute
© cartésienne, f(g) est cartésienne. On note Cart (C,D)

la sous-catégorie pleine de Fonct (C,D) ainsi dotermlnee
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Nous n'utiliserons ces catégories que lorsque C et D sont
des fibrations. La notation £ : C » D signifiera :

“C et D fibrées et £ : C » D cartésien". Pour B fixée, on
abrégera parfois CartB(C,D) en Cart(C,D).

Si C, D, E sont des fibrations sur B, on a un bifoncteur
évident :

Cart(C,D) x Cart(D,E) -+ Cart(C,E).

D'old la 2-Catégorie des catégories fibrées sur B, notée

Fib(B).

(1.1.3.) Remargue : L'objet de ce travail étant 1'étude des
2-catégories Fib(B) et des changements de base

_Fib(B) - Fib(B'), 1l'utilisation des 2-catégories est inévi-
table. Par souci de rester élémentaire, on ne fera appel
gqu'aux rudiments que l'on trouvera dans l'appendice, quitte
d perdre en concision et parfois méme en généralité. Dans
les exercices cependant, nous utiliserons plus librement

les 2-catégories.

1.2. Pseudo-foncteurs et fibrations. [Gr]

(1.2.1.) Un pseuoo foncteu* ¢ de B°P dans Cat est défini

par les donnees sulvantes :
(i) Pour tout objet I de B, une catégorie ¢ (I).
(ii) Pour tout u : J + I € B, un foncteur u* : ¢(I) > &(J).

(iii) Pour tout couple (u,v) de fléches composables de B,

un isomorphisme de foncteurs ® g, y) P VU 3 (uv)*.
4

(iv) Pour tout objet I de B, un isomorphisme

0y ¢ id¢(I) + (idI)*



Les w(ug;)iet @y étant soumises & des conditions de cohéren-

ce “"biensconnues".

On peut associer 3 ¢ une catégorie fibrée sur B, notée [B¢_

Les objets au-dessus de I € B sont les couples (I,X) ol

X € $(I). Un D»Qmorphisme de (J,Y) vers (I,X) au-dessus de x
u: J + I est un couple (u,8) od 6 : Y - u*(X) € ¢(J).

La composition est donnée par (u,8)e(v,y) = (uvy@ETETETT—-—CQ@W
La fléche unité id(I,X) est (idI,wI(X)).

Les conditions de cohérence équivalent au fait que l'on a

bien ainsi une calégorie, ce qui dispense de les expliciter.
Une fléche (u,06) est cartésienne ssi 8 est un isomdrphisme.

En particulier, pour tout couple (u : J + I, X € $(I)) on a

une image réciproque privilégiée (u,idu*(x)).

=

-Tout foncteur ¢ : B°P » Cat c'identifie & un pseudo-foncteur
en posant u* = ¢(v), les ¢ et ® (0. v) &tant alors des iden-
- ]

tités.

(1.2.2.) Inversement, soit C fibrée sur B. Un clivage T de
A gervage
C est un choix pour tout (u : J + I, X € C(I)) d'une image

inverse wu(x) s u¥ (X) » X.

u'x' ——’7%‘ )('
Si @ : X' » X € C(I) il existe une fléche unigque ’i PR
uw' X i“———)x
u*(g) : u*(X') + u*(X) dans C(J), telle que T f

0oy (X') = ®,(X)eu*(@). D'ol un foncteur u* : c@) + c(J). J5S T

Si v: K-+ J, il existe une fléche unique dans C(K),

© (X) : v*u*(X) » (uv)*(X), rendant commutatif :
(u,v) .

v¥u* (X) > u* (X)
o, (u* (X)) l
w(u,v)(X) ®, (X)
(uv) * (X) » X
©®.. .. (X)



Les u*,.w(u v) et o définissent alors un pseudo-fonctéur¢
et un isomorphlsme de catégories fibrées C IBQ.

Le pseudo-foncteur ¢ est un foncteur ssi les 0, et w(u v)
sont des identités. On dit alors que les wu(x) sont un

sctndage de C.
\_——§ -

(1.2.3.) L'axiome du choix (sur les "classes") garantit
l'existence de clivages pour toute fibration, mais des fibra-
tions trés simples n'admettent aucun scindage. Voir par
exemple l'exercice 3. Par contre il est toujours possible
pour une fibration C, de choisir'un.clivage normalisé,

i.e. tel que pour tout objet I de B on ait : (idI)* = idC(I)'

(1.2.4.) Remarques :

(1) Dans gquelgues rares questions, 1l'utilisation de pseudo-
foncteurs, i.e. le choix de clivages permet une formulation
rapide. Nous nous astreindrons toutefois régquliérement 3
donner des formulations intrinséques, i.e. en termes de ca-
tégories fibrées seulement, sans choix de clivages parti-
culiers. Elles sont presque toujours plus courtes, et
toujours plus précises que les formulations non intrinséques
(la géométrie différentielle n'est pas le calcul tensoriel!).
Méme dans le cas d'une fibration IB¢, on s'intéressera 3 la {j)
fibration elle-méme, et pas a ¢. ( .
(ii) Il arrive parfois que la définition d'une fibration C

soit évidente dés qu'on a défini les fibres. On utilisera

alors des abus de langage du genre : "Soit C fibrée sur B,

‘de fibre C(I)". Les mémes abus vaudront pour les foncteurs

cartésiens et les morphismes.

1.3. Adjoints et équivalences.

(1.3.1.) Adjoints : Soient : C : C - BetD : D + B des
foncteurs, et £ : C + D un foncteur au-a&ssus da"B.” On -dit



que £ Qﬁgg adjoint A gauche au-dessus de B, s'il existe un
foncteué%?‘: D - C et des morphismes n : 10 + fg et

€ : gf » lc au-dessus de B tels que : (gxn)°(exg) = idg et

(£xe)o (n*xf) = idf. Quand C et D sont des fibrations, et ;
f est cartésien, on dit que f a un adjoint d gauche dans
Fib(B), si en outre il existe un tel g cartésien. Cela im-
plique pour tout I € B que fI a un adjoint 3 gauche 9.

Mais l'existence des adjoints 91 permet seulement de cons-
truire un adjoint 3 gauche g de f au-dessus de B, sans assu-
rer que g est cartésien. Sauf mention expresse, la notion
d'adjoint de f cartésien, sera téujqurs prise au sens de
Fib(B). En dualisant, on obtient la notion d'adjoint &

droite dans Fib(B).

(1.3.2.) Equivalences : Avec les notations ci-dessus, si p

et ¢ sont des isomorphismes, on dit que £ est une équivalen-
ce au-dessus de B. Si C et D sont des fibrations et f
est cartésien, g est aussi cartésien. On dit alors que £

est une équivalence dans Fib(B) et on note £ : C ¥ D.

Cela se reconnait fibre & fibre. On a en effet la proposi-

tion plus compléte suivante, [Gi] (1.5.1.) et (1.5.2.) :

(1.3.3.) PROPOSITION : Sotent C : C - B et D : D + B des

fibrations et £ : C » D un foncteur caritésien.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes : _8
1) £ est fidéle (resp. pleinement fid2le, conservatif, une

équivalence).

~ 2) Pour tout objet I de B, le foncteur £ est fidéle

(resp. ete ...).

3) Pour toute fibration E sur B, le foncteur.de..composition



Cart(E,f) : Cart(E,C) » Cart(E,D) est fidéle (resp. ete ...).

(ii) sz f est une équivalence, c'est une équivalence dans

Fib(B).

Bien que l'adjonction dans Fib(B) ne se reconnaisse pas fi-

bre & fibre, c'est une notion "2-catégorique". En effet, on

vérifie sans peine que :

(1.3.4.) PROPOSITION : S £ : C + D € Fib(B), les conditione

(i) et (ii) sont équivalentes :
(i) £ a un adjoint 4 gauche (resp. ad dréite) dans Fib(B).

(ii) Pour toute E € Fib(B), Cart(E,f) a un adjoint 4 gauche

(resp. a droite).

1.4. Sous-fibrations.

Soient C : € » B une fibration, et C' une sous-catégorie

de C. Notons C',C' -+ B la restriction de C 3 C°'.
(1.4.1.) Les conditions suivantes sont éguivalentes :

(i) C' est une fibration et l'inclusion C' < C est un fonc-

teur cartésien.

(ii) Si u : J + I € B et X' € C'(I), il existe
o' Y{ + X' € C' cartésienne au-dessus de u pour la fibra-

.

tion C.

(1.4.2.) On dit que C' est une sous-fibration de C et on
note C' <« C si on a les conditions é&quivalentes plus fortes

ci-dessous :



(1) s X*"€ C' et ¢ : Y + X' € C est cartésienne, alors
< TEy r

¢ €.C* ??3

(ii) C' est une fibration, l'inclusion est un foncteur car-
tésien C' ~ C et, si X' € C'(I) et o : ¥ » X' € C(I) est un
isomorphisme, alors ¢ € C'(I).

L'intérét des sous-fibrations tient, notamment, aux asser-

tions (1.4.3.) & (1.4.5.), qui sont toutes fausses si on

suppose seulement les conditions de (1.4.1).

(1.4.3.) Si C' est une sous-fibration de C, tout clivage
(resp. scindage) T de C se restreint en un clivage (resp.

scindage) T'' de C', noté PIC"

(1.4.4.) si (C;)aEA est une fam@lle de sous-catégories de

C définissant des sous-fibrations C; de C, alors g C' =2¢!
définit une sous-fibration de C, notée 2 c'.

On peut donc construire la sous-fibration engendrée par une
sous~catégorie arbitraire de C. En particulier, si (!
vérifie (1.4.1.), il suffit de saturer C' dans C par les
isomorphismes pour obtenir la sous-fibration, notée C!',

engendrée par C'.

(1.4.5.) PROPOSITION : Sotent D : D » B € Fib(B), C' c C
une sous-fibration, et £ : D +» C € Fib(B). La sous-catégo-
rie D' = £ 1(C') de D définit une sous-jibration de D,
notée f-l(C'), et le diagramme évident ci-dessous :

p' = £ 1(c) > Ct
]

£
D +C

est un produit fibré dans Fib(B).



Notons iwce sujet que les produits fibrés n'existent pas
toujours ‘dans Fib(B). 1Ils n'existent méme pas si on suppose
que l'une des fléches est une inclusion C'>— C ol C'vérifie
(1.4.1.). '

1.5. Cribles et co-cribles.

Soit C' < C une sous-fibration.

(1.5.1.) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) C' est un crible de C.

!

(ii) Pour tout I € B, C'(I) est un crible de C(I).
On dit alors que C' est un crible de C.

(1.5.2.) On dit que C' est un co-crible de C, si pour tout

I € B, C'(I) est un co-crible de C(I) (i.e. si X' € C' et

@ ¢ X' +» Y € C est verticale, alors ¢ € C'). La construc-
tion de la duale c°P ge C (Chap. II) raménera les co-cribles
de C aux cribles de c°P, mais il n'y a pas, dans C, de
condition "globale" analogue & (1.5.1.) (i).-

1.6. Fibrations en groupoides.

Soit C : £ + B une fibration.

(1.6.1.) Les conditions suivantes sont éguivalentes :
(i) Toutes les fléches de C sont cartésiennes.

(ii) Toutes lés fibres de C sont des groupoides.

On dit alors que C est fibrée en groupoifdzseou que C est_un



groupofde fibré,.

(1.6.2.) Pour un groupoide fibré&, on a les conditions équi-
valentes :

C' sous-fibration de C e= C° crible de C = C! co-crible de C.

1.7. Fibrations discrétes et élémentaires.

(1.7.1.) On dit que C est discréte si toutes les fibres de’
—\——-‘

C sont des catégories discrétes. Si C est &quivalente 3

une catégorie discréte, on dit que C est élémentaire. C

est alors un groupoide fibré.

(1.7.2.) Pour une fibration discréte, on peut rajouter aux
conditions équivalentes de (1.6.2.) : C' vérifie (1.4.1.).

1.8. Bifibrations.

(1.8.1.) PROPOSITION : Soit C : C » B une Sibration. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout u : J + I, et tout foncteur image inverse
u* : C(I) » C(J) 71 existe un forcteur'l C(J) » C(1)

adjoint d gauche de u*.
(ii) C est une bifibration.

Explicitons pour les notations. Soit

n, ¢ id(C(J)) - u*o,[ le morphisme d'adjonction. Si

Y € C(J), on a une fleche cartésienne au-dessus de u,
® : u*,l Y +.1 Y, detcrmlnée par u*. Une fléche cocarté-

sienne au-dessus de u, ¢ : Y > Jl Y est obtenue en prenant
u

n
v =y X, u* j v —+,l Y. Inversement si C est une cofi-
u u

bration, on a par dualité des foncteurs I, C(J) - C(I);
_ u
ils sont adjoints 3 gauche des u* car pour X € C(I) et



Y € C(J)- on a des bijections évidentes :

Holl ;) (L ¥,X) = Hom,(Y,X) = Home (g) (Yrur (X))

(1.8.2.) Il en résulte que si C est une bifibration, les
foncteurs u* préservent les lim arbitraires, et les foncteurs
JL préservent les 1lim.

u ->

(1.8.3.) Noter que (ii) est une propriété intrinséque
(i.e. indépendante de tout choix de foncteurs u* ou,u)

Il en est donc de méme pour (i).

1.9. Changement de base.

-Soit F : B' + B un foncteur. Si C : C + B est une fibra-
tion, dans le precduit fibré de catégories ci-dessous, le

foncteur F*(C) est une fibration, dite image inverse de C

par F.
F* (C) — C
C* (F)
F*(C) J C
B! — B,
F

La correspondance C |{— F*(C) s'étend clairement en un
2-foncteur F* : Fib(B) + Fib(B') appelé changement de base.
Les prbpriétés des changements de base et de leurs ad-
joints seront étudiées en détail. Notons seulement ici que :
(1;9.1.) Si I' € B', la fibre.F*(C)(I') s'identifie canoni-
quement & C(F(I')). Donc si toutes les fibres de C ont
certaines propriétés (par exemple certains types de limi-
tes) il en est de méme pour F*(C).

(1.9.2.) Si u' : J* + I' € B', un foncteur image inverse



u'* s'identifie 3 F(u')*. Donc, si tous les foncteurs ima-
ge invefgi'de C .ont certaines propriétés, il en est de
méme poﬁr ?*(C). Par exemple : comme F¥ est un 2-foncteur,
il résulte de (1.3.) que si £ : C + D € Fib(B) admet un
adjoint, ou est fideéle, pleinement fidéle, conservatif ou
une équivalence, il en est de méme pour F*(f) : F*(C) »F* (D)

(1.9.3.) Une fldche de F*¥((C) est cartésienne ssi son image
par C*¥(F) l'est. Donc, si T est un clivage (resp. scinda-
ge) de C défini par des fonéteurs ux*, les-foncteurs F(u')*
définissent un clivage (resp. scindage) F*(r) de F*(C). .

(1.9.4.) Si ¢ est un pseudo-foncteur Qde 8°P gdans Cat, par
composition avec F, on définit un pseudo-foncteur, noté
$oF de B'°P dans Cat. On a alors un isomorphisme de fibra-

tions : IB,¢°F 5 F*(IB¢).

(1.9.5.) Si D est une sous-fibration (resp. un crible) de

C, F*(D) est une sous-fibration (resp. un crible) de F*(C).

(1.9.6.) En remplagant B par BOP, tout ce qui précéde reste
vrai pour les cofibrations. En particulier, si C est une

bifibration, il en est de méme pour F*(C).

(1.9.7.) Soit C' : C' » B' une fibration. ©Un foncteur

G : C'+ C est dit cartésien au-dessus de F ssi pour toute
@' € C' cartésienne au-dessus de u' € B', G(v') est carté-
sienne au-dessus de F(u').

Avec les morphismes évidents, ‘'on obtient une catégorie
notée CartF(C',C). Le foncteur C*(F) : F*(C) + C est car-
tésien au-dessus de F, et pour toute C' € Fib(B) on obtient
par composition avec C*¥(F) un isomorphisme de catégories;

naturel en C et C' :

\(t



Cartg(C',F*(C)) * Cartg(c'c).

P

]
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(1.9.8.;‘Soient Fo et Fl deux foncteurs de B' dans B, et
) Fo -+ Fl une transformation naturelle. Pour toute
C € Fib(B) on définit un foncteur cartésien dans Fib(B'),
A¥(C) : FI(C) - F;(C) (attention au sens) de 1la fagon sui-
vante. Soit T un clivage de C. Pour tout I € B on définit,
d partir de TI', les A§ et on a : '
5
A*¥(C) g ¢ FI1(C)(I) =~ C(F, (1)) — C(F (I)) = FE(C(I)).

Noter que X*(C) n'est pas, et ne peut pas é€tre, indépendant
d'un clivage : en prenant B' = 1, X s'identifie 3 une fleé-
che u : Io -+ I1 de B et A*¥(C) & un foncteur

u* C(Il) > C(IO)-

§ 2. QUELQUES FIBRATIONS IMPORTANTES.

2.1. Le cas trivial.

-

Toute catégorie X s'identifie 3 une fibration sur la caté-
gorie finale 1, et on a un isomorphisme de 2-catégories :
Fib(1) =~ Cat.

2.2. Les fibrations Ens(X).

Cet exemple sera essentiel dans la suite pour la motivation
et la compréhension.

(2.2.1:) Toute éatégorie X détermine un foncteur

Ens®P . Cat, I |— XI, d'ol une fibration scindée, notée
Ens(X) : Ens(X) -+ Ens. .

La fibre au-dessus de l'ensemble I a pour objets les familles
(Xi)iEI d'objets de X. Un morphisme au-dessus de l'applica-

tion u}f\J + I de (lj)jeJ vers (Xi)i€I est un couple formé

Sef(@) | 0y, (w0
&

7 b \l/
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de u et”d'une famille (f:J : Yj + u(J)) de fléches de X.

Il est eaxtésien ssi toutes les fJ sont des isomorphismes.
Le scindage associe & tout couple (u : J + I, (X, )ieI) le
couple (u, (id(xu(j))) f La fibre au-dessus de I s'iden-
tifie canoniquement 3 X en particulier on retrouve X

elle-méme comme fibre au-dessus de l'objet final 1 de Ens.

(2.2.2.) Tout foncteur £ : X + ¥ définit un foncteur car-
tésien, noté Ens(f) : Enst) + Ens(Y), et cette correspon-
dance définit un foncteur :
Ens( ) : Vx * Cart (Ens(X) Ens(V)), gui est une équiva-
lence de categorles, mais pas, sauf dans le cas trivial,

un isomorphisme.

(2.2.3.) La correspondance f |~ Ens(f) est compatible avec
la composition et définit un 2-foncteur
Ens(~-) : Cat » Fib(Ens).

{(2.2.4.) On a un 2-foncteur d‘'évaluation en 1,
(<) (1) : Fib(Ens) =+ Cat associant 3 toute C fibrée sur Ens

la fibre C(1); c'est une rétraction de Ens(-).

(2.2.5.) Considérations heuristiques : Pour une fibration

C : C + B arbitraire, on "pensera" les objets et les fla- fg
ches d'une fibre C(I) comme des "familles" d'objets et de ¢
fléches, indexées par les "é&léments de 1", ée la "fibre Y
au-dessus de l'objet final de B". Il convient cependant

>

de noter que :

(i) On ne suppose pas que B est 3 objet final (voir Exercice
16).

(ii) Méme si B est & objet final 1, la fibre C(l) est trés

loin de déterminer la fibration C. En particulier, méme



pour B #:Ens, une fibration C peut &tre trés différente de
Ens(C(li;. .

Cependant, on "fera comme si" toute base de fibrations B
était identique 3 Ens, et toute fibration C : C + B &tait
du type Ens (X).

Pour cela, nous traduirons toute "propriété usuelle" p des
catégories (existence de sommes ou produits infinis; locale
petitesse, ensemble de générateurs, etc ...) en une "pro-
priété" Fib(P) de catégories fibrées sur une base arbitraire
B. La traduction devra satisfaire aeu moins la condition
suivante : une catégorie X vérifie P ssi la fibration

Ens (X) vérifie Fib(P). Nous montrerons alors que, sous des
hypothéses trés faibles sur B, les théorémes fondamentaux

de la théorie des catégories s'étendent aux catégcries
fibrées. IL'intérét d'une telle extension réside, notamment,
dans la remarque suivante. On rencontrera des exemples im-
portants de catégories X trés loin de vérifier P, donc
ﬂtelles que Ens(X) ne .vérifie pas Fib(P), mais qui seront
"la fibre au-dessus de 1" d'une fibration € : C + B véri-
fiant Fib(P). Intuitivement, X "comparée avEns" n'a pas de
bonnes propriétés, mais, "comparée 3 une catégorie B conve-
nable", peut en avoir d'excellentes. ' _ V
i A

2.3. Les fibrations B, S et Bx.

Soit B une catégorie. Notons BZ la catégorie des fléches de <3,
B, et B : BZ + B le foncteur but. = (ed .

{ /i//n
Yo H» b[\{,,uf,{‘ \

(2.3.1y) Si B est & produits fibrés, B est une fibration,
dite fondamentale. La fibre B(I) est la catégorie B/I des
objets de B au-dessus de I. Siu: J+I€Bet¢ : X~+1I,
une.fléche cartésienne (u,9) : n =+ & au-dessus de u est

H("“g{ *

donnée par le produit fibré :



>
>

)
G —

X
be
I

-
L

Dans le cas B = Ens, la correspondance £ |— (g-l(i))i€I
définit une équivalence de catégories fibrées B ~ Ens(Ens).
Ainsi B joue, comme objet de Fib(B), le méme rdle, fonda-
mental, que Ens comme objet de Cat. Il n'est donc pas sur-
prenant que B, en tant que fibration, ait de trés bonnes
propriétés. On verra que B est toujours une fibration 3
lim finies (bien que B n'aie pas d'objet final) et i
s;mmes "infinies, disjointes et universelles" (méme si B
n'a ni sommes ni objet initial).

En retournant les choses, cela revient & dire que 1l'exis-
tence de sommes infinies disjointes et universelles dans
Ens est une tabtologie! Cela tient & ce que l'on "compare
Ens avec elle-méme". Par contre, d'autres propriétés de
Ens ne sont pas tantologiques, i.e. vérifiées par

B : BZ + B ol B est arbitraire.

(2.3.2.) Sans aucune hypothése sur B, le foncteur B est une
cofibration munie d'un co-scindage canonique. Explicitons
pour les notations. Sin : Y+ J € B(J) etu:J~+>1IE€B,

le diagramme ci-dessous :

Y = 4
n i id ! un
J » I
u

définit la fléche cocartésienne canonique de source n, au-
dessus de u. On note "classiquement" un =}l n, abrégé en

IL Y, et 1la fiéche cocartésienne : (u,idY) :un + L n s'abreé-
u u

ge enu : Y -+ || Y.
u



(2.3.3.) En dualisant, le foncteur source S : BZ + B est S;
toujours une fibration, canoniquerment scindée, dite univer-
selle.

C'est une bifibration ssi B est 3 sommes amalgamées.

(2.3.4.) On note BE la catégorie dont les objets sont les I%-
diagrammes de B ' +

o ' )
I % X od g0 = id;, notés (o,E) : I Y X ou méme (0,E).

Un morphisme (u,9) : (1,n) » (0,£) est un diagramme

"commutatif" : Z A - '
e Y = 'El e;; e/ 1{ = »\‘»‘ Q ’\XV (( L ° \/.P & r - L{‘

i ]
e Y|———x  reusy <

- SRS SO, ‘ ¥ (D N / {
éz, méj . T (l n ° (i & 1o = yo
A {7 u 7o {

E—— |

§ovde
R

Mog = 7= Iy jj Hef: To UVOfﬁ.fwfﬂf:T*zT”ij-Z

si B est & produits fibrés, le foncteur B, : B, + B,

(6,£) — I, est une fibration, appelée catégorie fibrée des
objets pointés de B. ;f T ‘

Le foncteur Bz > BZ, (0,8) = ¢t est fideéle et préserve et
refléte les fleéches cartésiennes. Il définit donc un fonc-
teur de Fib(B), appelé foncteur d'ovbii des points base,

et noté | | : B, » B, qui est fidale.

Pour B = Ens, soient Ens, la catégorie des ensembles poin-
tés, et | | : Ens, + Ens le foncteur d'cubli. La correspon-
dance (o,£) (o(i),g_l(i))iEI détermine une é&quivalence

canonique de catégories fibrées [Ens(Ens)], > Ens (Ens,).

. Par cette équivalence | lg,c Se transforme en Ens(] |),

(notations de (2.2.)), ce qui justifie les notations et ex-

T plique le rdle de la fibration B,.

Le foncteur Bi -+ BZ, (06,£) = o, n'est pas trés intéressant.

C'est bien un foncteur au-dessus de B de B, vers S, mais il
n'est pas cartésien.
" (e eaSily b (ow Shmf&/ "M 'f“ﬁ»[mrtﬂf) f?t" I /9/45'4} af +o 7) ﬂ_/,«?qh/
,A-m~M\3§
y _ /

T —) X ———) I 'ﬁ\{ ‘I’V\'O Ph - ;751( A/i %’RW M(
/E /‘:\; N\ . » PMN l;rﬂr{lq [ [’](:\ lIL ) .S() h\; L i
f — (e A {4 “‘\-'\\‘ﬂ,LU b~ g — T /; ﬂ’;{f}
: ,_h,_l/’l, ’%}0.@:;;,\)_: J'{J ®

J~———-Aj‘ i
T o» T
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2.4, Fiﬁgstions discrétes; plongement de Yoneda.

L
(2.4.1.%%oit C fibrée sur B. Les conditions suivantes sont
égquivalentes :

(i) C est une fibration discréte. Cp«@’o

(ii) Pour toute D fibrée sur B, la catégorie CartB(D,C) est

discréte.

(iii) Siu: J + I et X € C(I), il existe ¢ : Y + X unique

au-dessus de u.

On note Disc(B) la sous 2-catégorie pleine de Fib(B) ayant 1}hc(B)
pour objets les fibrations discrétes. C'est en fait une
catégorie d'aprés (ii).
Toute fibration discréte C admet un scindage uhique,.dpnc
définit un foncteur canonique : B8P - Disc(l}) noté encore C.
Dhac (4) = ol I
(2.4.2.) S1i F : 8°P &+ Ens c Disc(!) est un préfaisceau, la
fibration IBF est discréte. Tout £ : F + G € B détermine

un foncteur cartésien
JgE - ]BF > IBG par (IBf)I = £, : F(I) » G(I).

On a ainsi une bijection de Homg(F,G) sur CartB(IBF, IBG),
gqui définit un isomorphisme de B sur la sous-catégorie
pleine de Disc(B) ayant pour objets les fibrations discré-

tes a fibres petites.

(2.4.3.) Si I est un objet de B, le foncteur source

B/I + B est une fibration discréte, dite associée 4 I, et
notée encore I. Si u : J + I € B on note encore
u:J->IE€E Fib(B), le foncteur cartésien : v }— uv.

On obtient ainsi un foncteur pleinementigiqgigjgg B dans

Fib(B) appelé plongement de Yoneda. Ces notations sont Yéf{ﬁirj)




9

justifiées, car :

(i) si B = = Ens, la fibration associée 3 I s'identifie 3
Ens(I), ol I est considéré comme catégorie discréte et
petite; ‘

(ii) si B est localement petite, I est 1la fibration associée

au préfaisceau Hom(-,I), et on retrouve le plongement de
Yoneda usuel. j{%mvﬂﬁlj = ’?)/7~

J\\! /%0%

501t B une catégorie & produits fiprés.

2.5. Catégories jnternes.

(2.5.1.) Toute catégorie C inteyne 3 B détermine un foncteur

o
Hom(-,C) : B°P » Cat, d'od une fibration scindée IB Hom(- C)
'que nous noterons C : B(C) » B ¢ Fib (B).
Explicitons pour fixer les notations et préciser quelques
points importants.
On notera C et C, l'objet des c¢bjets et l'objet des flaches
de C, 3, : C, = Co €t 3, ¢ €, » €, les morphismes source
et but, n : C_ > C, et pu : C, \x C. » C. les morphismes

o) 1 1 1 1

¢ _
O

unité et ccmposition.
Un objet de C(I) est une fléche X : I o C, de B. Si
u:J-+>I€B, etY : JT > Co € C(J), un morphisme au-dessus
de u de Y dans X est un couple (u,p), od ¢ : J + C. rend

1
commutatif le diagramme

J > I
Y 1 @ l X
Co = C) —— c,.
ao 31

La composition dans B(C), laiss%e¢ en exercice, utilise u.



Le scindage canonique de C associe & tout couple
(a: J+I, X:1I~ Co), l'objet u*(X) = Xou et la fléche
cartésienne u*(X) + X définie par le couple (u,noXcu).

L'objet id. de C(C,) est dit objet générique de C et abré-
o .
gé en Co' Tout objet X de B(C) est image réciproque de Co

= x*
car X X (Co).

. *
La fléche (idcl,idcl) : 3x(Cl) ~ 3F(C,) € C(C,) est dite
générique, et abrégée en id, . Toute fléche

(idl,w) : ¥ > X € C(I) est iﬁage réciproque de idc , car
. 1
(idI,m) = w*(idC ) a;(x) + a{(x).‘ On notera Cat(B) la
1
2-catégorie des catégories internes 3 B. Si C et D€ Cat(B),

la catégorie des foncteurs internes de C dans D sera notée
CatB(C,D), et abrégée en Cat(C,D) si B est fixé.

(2.5.2.) Tout foncteur interne £ : C - D détermine un fonc-
teur cartésien, noté encore f, entre les fibrations

B(C) -~ B et B(D) + B, défini par : fI = Hom(I,f) (I € B).
Toute transformation naturelle interne o : £ +» £' définit

un morphisme de foncteurs cartésiens, noté encore _
« : £+ £', od oy = Hom(I,a). On définit ainsi un foncteur
Cat(c,D) =+ Cart(C,D), et par suite un 2-foncteur

Cat(B) » Fib(B) appelé plcngement canonique.

Les notations sont cohérentes car :

(i) Pour B = Ens 1l'inclusion canonique associée & chaque

petite catégorie X, la fibration Ens(X) -+ Ens.

(ii) Pour I objet de B, identifié 3 une catégorie interne
discréte, on retrouve le plongement de Yoneda.

Le plongement Cat(C,D) + Cart(C,D) n'est pas un isomorphisme.

C'est faux méme pour B = Ens. Cependant :

= WEvLoameti coves o
D o e et



(2.5.3.%; PROPOSITION : Le plongement Cat(C,D) + Cart(C,D)
est unq;?quivalence de catégories, injective, qui identifie

Cat(C,D) @ la sous-catégorie pleine de Cart(C,D) ayant pour
objets les foncteurs cartésiens qui respectent les scinda-

ges canoniques.

Preuve sommaire.: Soit £ : C + D un foncteur cartésien,

oia C et D € Cat(B). L'image par f de l'objet générique de
C est un objet de D(Co), i.e. une fléche Co > Do de B,
notée fo' L'image de la fl&che gé&nérique de C est une fla-

che de D(Cl)' i.e.‘un couple (idcl,fl) ol f1 : C1 > Dl € B.

On vérifie sans peine que le couple (fo'fl) définit un
foncteur interne de C dans D, appelé partie générique de

f et noté G(f). 1I1 existe alors un unique morphisme de
foncteurs cartésiens e(f) : G(f) » £ qui induit 1l'identité
sur 1'objet et la fl&che générique, et e(f) est alors un
isomorphisme.

D'od l'équivalence, G : Cart(C,D) -+ Cat(C,D), rétraction
du plongement canonique. ' |

Les vérifications; longues mais directes, sont laissées en
exercice. On identifiera Cat(C,D) et Cat(B) 3 leurs ima-
ges dans Cart(C,D) et Fib(B), au moyen du plongement cano-

nique.

2.6. Diagrammes.

Un graphe G dans une catégorie X est un couple de fléches
de X, de méme source et de méme but. On note

5 : .
(2.6.1.) Soit G un graphe de B. Si C : C + B est une fi-

bration, un diagramme de type G dars C est un graphe

a = (uo,a ) :-F1 > F de C tel que @, est au-dessus de 31,
et L est carté51enne au-dessus de a . Avec la deflnltlon
S———— = v

évidente de morphisme, on obtient la categorze Dxag(G C)



des didé??mmes de type G dans C.

(2.6.2.) si 4 € Diag(G,C) et £ € Cart(C,D), le diagramme
(£4_,£4)) : £F, 3 fF_ € Diag(G,D) est noté fed ou £(d).

On obtient ainsi un bifoncteur :

Cart(C,D) x Diag(G,C) + Diag(G,D). Ces bifoncteurs sont
compatibles en un sens évident avec la composition des fonc-
teurs cartésiens, d'oll un 2-foncteur : ‘

Diag(G,~) : Fib(B) -+ Cat.

2.7. Foncteurs d'une catégorie interne dans une catégorie
fibrée.

Soit C € Cat(B). Le graphe (ao,al) : C1 * Co de B est dit

sous-jacent a C et noté G(C).
(2.7.1.) On reprend les notations de (2.5.1l.).
(i) La commutativité du diagramme ci-dessous fournit une

fléche do = (3o,n30) : ag(co) > Co’ cartésienne au-dessus
de 3_.{# % 0, i)

(ii) La commutativité du diagramme ci-dessous fournit une

X = 3 ° * -
fléche d1 (31,1dc ) ao(Co) > Co' au-dessus de 3

1 1



c, L + C
& = i =
aO(co) 3 l id, lidc C,
1 o
CO Q—-—S—‘;— Cl ———3—1———-’ C

R - >
Le diagramme (do,dl) 2 BS(CO) + Co de type G(C) dans C
est dit générique et noté 4(C).

(2.7.3.) si £ € Cart(C,D), le diagramme fod(C) est appelé
restriction de £ ou diagramme géﬁérique de C et noté G(f).
La correspondance f b G(£f) définit un foncteur

G : Cart(Cc,D) =+ Piag(G(C),D).

(2.7.4.) PROPOSITION : Le foncteur‘G est pleinement

fidéle. La vérification, directe, est laissée en exercice.

(2.7.5.) Comme G est pleinement fidéle, son image est une
sous—-catégorie pleine de PDiag(G(C),D), notée Fonct(C,D),

et G induit une équivalence surgjective sur les objets,
notée encore G, de Cart(C,D) vers Fonct(C,D). Un foncteur F
de C vers D, i.e. un objet de Fonct(C,D), est donc un dia-

gramme (do'dl) : F, ¥ Fo de type G(C) dans D, qui peut se

prolonger en un fo;cteur cartésien de C vers D.

Cette définition est'intrinséque, i.e. indépendante de tout
clivage. Par contre un prolongement, non unique, dépendra
en général d'un clivage de D. Plus formellement, il n'y a

pas d'équivalence réciprogue de G qui soit canonigue.

(2.7.6.) On peut évidemment exprimer de maniére é&lémentaire
la propriété, pour un diagramne (do,dl) : Fl 3 Fo) d'étre
un foncteur. Soit T' un clivage de D. (Les considérations
de (2.7.5.) montrent que le résultat est inaépendant du '

; 2 ; + . a% * St . D-( 8-
choix de I'). Notons ¢ : 3gF, * 31F la flashe de-D(C,) dé

FnS



finie p&ad

: alp1 = 2 oPo 1u = 31 o oY = 9 oP1’ ol p

et P, SOnt définis par le produit fibre ci -dessous,

o

c c ———p—"—+c
160 1 1

" | |
c % — C

définissent les isomorphismes du diagramme suivant :

p*o ('9p=ap)~
1 1P oPo

* s pEAK * 5%
S S0 P131Fq ~ " PoioF,
-(agu = 12 l P&

g ao l)

- * 9% — uX3*F = — p¥a*

LALPSP WEITF, P51,

* =
u*Q (alu alpo)

dont la commutativité exprime : “F(f f ) = F(f ) o F(f )"
Nous laissons au lecteur le plaisir d exprimer de manlere
analogue "F(ldc) = i F(C)"' et s'il est sufflsamment naso-
chiste, de vérifier que ces propriétés ne dépendent pas

du choix du clivage I'. Il faudrait mame pour étre complet,
définir la catégorie Cart(C,D) 3 partir de I, puis voir
que le foncteur G est indépendant du choix de ' Bien en-
tendu, les tenants de "catégories indexées" se lavent les
mains de ces “nuances"”.

L'usage systématique que nous faisons de notions intrins S8~
qgues permet, entre autres choses, d'éviter de pareilles
horreurs.

(2.7.7.) Quand D est aussi interne, on retrouve les nota-
tions de (2.5.) et Fonct (C,D) s'identifie canoniquement
a Cat(c,Dp).



(2.7.&é§wpa correspondance (C,D) b G est clairement fonc-
torielke : i.e. si C' et C € Cat(B) et D et D' € Fib(B), on
a des bifoncteurs canoniques :

Cat(C',C) x Fonct(C,D) =~ Fonct(C',D), et

Fonct(C,D) x Cart(D,D') > Fonct(C,D')

‘.-4

définissant un 2-bifoncteur :

Fonct(-,-) : Cat(B) x Fib(B) =+ Cat; et la correspondance
(C,D) — G est une transformation naturelle de 2-bifonc-
teurs : Cart(-,-) =+ Fonct(-,-).

(Le mot "2-bifoncteur" est affreug, mais pratiquement

imposé!).

.2.8. Le lemme de Yoneda.

(2.8.1.) Soient C € Cat(B) et D € Fib(B). si

F = (do'dl) : Fl 3 Fo est un foncteur de C dans D, l'objet
FJ € D(CO) est dit valeur de F en l'objet générique de C,
et noté F(CO). La correspondance F }— F(Co) définit un
foncteur canonique : Fonct(C,D) -+ D(CO).

En composant avec 1l'équivalence : Cart(C,D) + Fonct(C,D),

I |

on obtient le foncteur d'évaluation en l'objet générique :

Cart(C,D) -» D(CQ); f - fCO(CO).
(2.8.2.) Si I est un objet de B, la catégorie discréte
associée a pour graphe générique : G(I) = (idI,idI) : I 3 I.
Donc Fonct(I,D) + D(I) est une é&gquivalence canonique.
L'équivalence réciproque, elle aussi canonique, associe i
X € D%I) le foncteur (idx,idx) : X 3 X de I dans D.
On déduit alors de (2.7.) :

(2.8.3.) LEMME de Yoneda : Sotent I un objet de B et

D : D + B une fibration.




(1) Le tbnateur d'évaluation : Cart(I,D) » D(I)
£ - f(¥di) est une équivalence de catégories, surjective

sur les obgjets.

(ii) Cette équivalence dépend fonctoriellement de I € B
et D € Fib(B). '

(2.8.4.) Remarques : ; &’Arb
(i) Le fait que "l'équivalence de Yoneda" soit surjgé¥%527f

sera utilisé& de maniére essentielle dans la suite.

(ii) Le lemme de Yoneda s'interpréte sous la forme : Un fonc-
teur d'une petite catégorie discréte I dans une catégofie

‘D, "est" une "famille d'objets de D iﬁdexés par I". 'Hors

du cadre des fibrations, il n'y a pas d'interprététion

analogue du lemme de Yoneda classique.

(iii) Il n'y a pas, en général, d'équivalence réciprogue
de l'éguivalence de Yoneda qui soit canonique, ni foncto-

rielle en I et D.

(iv) La correspondance I }+ Cart(I,D) est un foncteur
Cart(-,D) de B°P dans Cat, qui d3finit une fibration scin-
dée. La fonctorialité de l1l'équivalence de Yoneda montre
que l'on a un foncteur cartésien JB Cart(-,D) » D, qui
d'aprés (1.3.3.) est une éguivalence de fibrations.

(2.8.5.) Corollaire : Pour toute D fibrée sur B, il existe
une fibration scindée D' et une éguivalence canonique

D' Z D de fibrations. Cette équivalence est en outre fonc-
torielle pour D € Fib(B), et surjective. On dit que

IB Cart(-,D) est la fibration scindée engerdrée par D.




/1

2.9. Fibrations constantes.

(C'est un rappel, destiné 3 fixer des notations).

B*.a /
(2.9.1.) Pour toute catégorie X, la projection X : B + B
est une bifibration, dite constante de base B et de fibre X,
et notée KB(X), ou K(X) pour B fixé.
Si ¢ = (g,u) : (Y¥,J) +»(X,I) € XxB, on a :
@ cartésienne <= @ cocartésienne = £ isomorﬁhisme. En
particulier, les (idx,u) définissent un scindage et un co-
scindage de K(X), appelés canoniques.
(2.9.2.) La correspondance X }— KB(X) est un 2-foncteur. '
de Cat dans Fib(B), et si F : B' - B est un foncteur on a

~

un isomorphisme naturel : KB'(X) -+ F*(KB(X)).

(2.9.3.) Pour X =0 on obtient la fibration 0 + B, notée
OB ou O. Pour X =1, la fibration KB(I) est identifiée
A idB : B+ B et notée 1z ou 1.

(2.9.4.) Si C : C + B est une fibration, on a les proprié-

t8s caractéristiques :

CartB(C,l) ~ ] e CartB(O,C), et CartB(C,O) = 0 si C # 0.

(2.9.5.) Conformément & [Gi) on notera Lim C la catégorie L’W«
de fractions de C obtenue en inversant les fléches carté- —
siennes, et Lim C = Cart(1,C). Elles sont caractérisées

& isomorphisme prés par les propriétZs suivantes, valables

pour toute catégorie X :
(i) CartB(K(X),C) o Cat(X,Lim C)

(ii) CartB(C,K(X)) o Cat(Lim C,X) == Carte(s)(C,X) (ol
e(B) : B =+ 1).



Carts(%,é()()) e~ Cat(C,X).

\-(Q.

2.10. La fibration Q.

On fixe B dans ce qui suit.

(2.10.1.) Soient C et D fibrées sur B et C' €« C une sous-

fibration (cf. 1.4.).
On vérifie trivialement (i) & (iii) ci-dessous :

(1) Si C' est un crible (resp. un co-crible) de C, pour tout
f : D+ C € Fib(B) £ (C ) est un crible (resp. un co-crible)

de D. \Ma Ak be y )
© - : rq(ﬁ&ﬁwifmhmi%>

(11) Si f et fl : D + C sont isomorphes dans Cart(C,D),.
Lieny = €1 eny.

1

(iii) Si £ : D + C est une équivalence, pour toute &qui-

valence ré&ciproque g : C » D on a C' = g (£ Y(c")).

(2.10.2.) Pour toute C fibrée sur B on note 2(C) la catégo-

rie ordonnée par inclusion des co-cribles de C. Si .
£:D->CE€ Fib(B), la correspondance C' b £ }(C') dé&finit

un foncteur, noté Q(f) : Q(C) » Q(D). Notons 0rd la 2-caté- ixﬂ
gorie des catégories ordonnées. La correspondance

C € Fib(B) b~ Q(C) € 0rd définit un 2-foncteur contrava-

riant Q(-) : Fib(B) =» 0rd.

En composant Q(-) avec l'inclusion canonique B =+ Fib(B),

on obtient un foncteur de B°® dans 0rd, d'od une fibration
scindée sur B, notée Q. (Noter que Q est une fibration

ordonnée; donc le scindage est unique).

(2.10.3.) Pour I € B, Q(I) est la catégorie ordonnée des
co-cribles de I € Fib(B). Mais I &tant Tiscrate, les ‘co="

BT T
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cribles sont les sous-fibrations i. e. les sous- foncteurs de
Hom(—,I), et la fibration 2 est "celle de tout le monde". n

Notons v(I) le co-crible I ¢ I € Q(I), la correspondance -
I | v(I) définit un foncteur cartésien v : 1 - Q, qui iden- “VMO“
tifie 1 & un co-crible de la fibration 2, noté encore v. Y

(2.10.4.) Soit C : C + B une fibration. A tout co-crible

C' de C on associe son foncteur caractéristique

Xar ¢ C + @ € Fib(B) défini comme suit :

si X € C(1), xc.(X) € 2(I) est lg co-crible de I défini par :
us:J-+1IE€E xc,(X) ssi il existe Y' € C' et ¢ : Y' + X € C,
cartésienne au-dessus de u. Inversement, si

x : C > Q€ Fib(B), il définit un co-crible C' = y l(v) de C.

(2.10.5 ) THEOREME : Les correspondances C' |— Xcr et
X — x~ (v) définissent des Lsomoppnysmes de catégortes

ordonnées
Q(C) 5 Cart(c,n) et Cart(c,9) ¥ q(C).

Ces isomorphismes sont réciproques l'un de 1l'autre et dé-
pendent fonctoriellement de C € Fib (B).

Ainsi, malgré les apparences, la fibration Q classifie
non pas les cribles mais les co-eribles dans Fib(B). Habi-
tuellement on reste dans B i.e. dans Disc(B) et pour les
fibrations discrétes, cribles et co-cribles coincident,
d'olt l'apparente confusion. Le co-crible v c & est dit

untversel.

(2.10.6.) Remarque : On ne peut faire mieux, i.e. il n'y
a pas de fibration I classifiant les sous-fibrations, méme
& équivalence prés, au sens suivant. Pour toute

C € Fib(B), notons I(C) la catégorie ordonnée des sous-fi-
brations de C, et supposons qu'il existe r £, Fib(B). telle

que les catégories Cart(C,I) et z(C) 001ent equlvalentes,



naturellement par rappoft 3 C. L'inclusion évidente

Q(C) =+ £(C) définirait un foncteur Cart(C,Q) -+ Cart(C,r),
naturel en C, donc un morphisme de fibrations f : Q » I.
D'aprés le lemme de Yoneda (en particulier (ii)), pour tout
I € B, fI serait équivalent 3 1l'inclusion Q(I) < I (I),
laquelle est un isomorphisme, car I est discréte. Donc £
serait une équivalence de fibrations d'aprés (1.3.3.), ce
qui est absurde, car les catégories I (C) et Q(C) ne sont pas

en général équivalentes.

2.11. La fibration w.

On suppose B & produits fibrés.

(2.11.1.) Pour tout I € B, on note w(I) la catégorie ordon-
née des sous-cbjets de I, i.e. des classes d'équivalence de
monomorphismes m : I' >»I. Si u: J + I € B on note

u* : w(I) » w(J) le foncteur image inverse évident.

On obtient ainsi un foncteur 8°P 0rd, d'oli une fibration

ordonnée, notée w.

(2.11.2.) A tout s € w(I) on associe un co-crible de I,
noté encore s, défini par u : J » I € s ssi u se factorise
par un représentant m : I' >+ I de s. On définit ainsi un
foncteur cartésien w + Q, pleinement fidéle, et injectif,
qui identifie w a la sous-fibration pleine de Q ayant pour
objets les co-cribles représentables au sens suivant.

Un co-crible C de I est représentable s'il existe

m_ Io -+ I.€ C(IO) tel que :.

o .

. ] . -
VI € B Vvu: J=~>1I€ C(J) ERL J > I tel que u mu, -
Un tel m, est alors un monomorphisme et sa classe dans
w(I) détermine C, et est déterminée par C, de maniére évi-
dente. ’

On identifiera w & cette sous-fibration, et on notera w < Q.



(2.11,;;3§Le foncteur v : 1 + Q se factorise par w. On
noteraﬁghbore v : 1l -+ w cette factorisation.

(2.11.4.) On définit un foncteur cartésien supp : B + @
comme suit : '

Si £ : X+ I € B(I), son support est le co-crible

supp(g) € Q(I) défini par u : J + I € supp(¢) si u se facto-
rise par E.

(2.11.5.) La sous-caté&gorie pleine Mono(B) de BZ ayant pour
objets les monomorphismes de B définit une sous-fibration
pleine de B, notée M < B. La restriction de supp & M se
factorise par w et définit une équivalence de fibrations,
-notée encore supp : M 4 w. Le foncteur v : 1 » ¢ se facto-
rise par M en un foncteur noté& encore v : 1 + M, associant
a tout I € B le monomorphisme idI € M(I). Toutes les nota-
tions et considérations précédentes se résument dans le
diagramme commutatif ci-dessous, ol le carré de droite est

un produit fibré dans Fib(B).

M&S&~————53 B

v 221 supp ' J supp.
v
v

(2.11.6.) L'importance de la fibration w résulte des remar-

gues suivantes

(i) Toutes les propriétés de la logique interne du prenmier ]{

ordre de B s'expriment trés simplement en termes de 1la
L3
fibration w.

-

(ii) Pour toute catégorie B, la catégorie B est un topos,



donc adﬁgt un objet 9z classifiant les sous-objets, la fi-
bratiog ]B g est @ dont on a vu d'ailleurs qu'elle classi-
fiait bien Plus que les sous-objets de B.

Mais B elle-méme pourrait avoir un objet QB classifiant les
sous-objets de B (par exemple si B est un topos élémentaire).
Dans ce cas, la fibration w s'identifie i : IBHom(-,nB)

Mais w existe toujours comme flbration, on peut, et on doit
méme d'aprés (i), &tudier ses propriétés. L'existence de

“B signifie simplement que w est isomorphe 3 une flbration

interne.

(iii) La fibration w classifie les co-cribles définissables,
(2.14.7.) et nous verrons au Chapitre IV le r61e fondamental
de la déflnlssablllte.

Notons en passant que, bien que w soit scindéde et
supp : M + v soit une équivalence dans Fib(B), w n'est pas
Supp @ M 7w
la fibration scindée associée 3 M par le lemme de Yoneda,

qui est beaucoup plus grosse que u.

(2.11.7.) Soit C : C + B une fibration. Un co-erible

C' : C' » B de C est définissable ssi pour tout X € C il
existe X' € C' et wx : X' + X € C cartésienne, universels

au sens suivant : Si Y' € C' et YyY' + X € C est cartésienne,

il existe une unique fléche y' : Y' »+ X' cartésienne telle
que : Yy = wx°¢'

définissables, i.e. 81 C € Fib(B), un co-crible C' de C

est définissable ssi son foncteur caractéristique

(2.11.8.) THEOREME : La fibration w classifie les co-cribles

Xcv ¢ C » 2 se factorise par w.

Preuve : Soit C' définissable. Pour X € C(I), notons

° ] 13 N
me : I' + I l'image par C de.wx. On a ny € M(I), car si

2



ué et ui : J + I' sont telles que my ué = my ui = u, on
prend ¢y : Y' + X cartésienne au-dessus de u, elle se facto-
rise a travers ¢ en deux fléches wi : Y' » X' cartésiennes
au-dessus de uy i=0,1. Comme C' est une sous-fibration,
Y' € C' et 1'unicité de Y¥' donne wé = $i donc ué = ui.

Le support de m, est donc le co-crible de I engendré par
mx, élément de w(I). Montrqns que xc,(x) = supp(mx) ce
quil prouvera la nécussité. _

Siu:J~+1IE supp(mx)(J), u se factorise en Moy,

Soit ' : Y' » X' cartésienne au-dessus de u'. On a

Y' € C' et ¢ = wot' cartdsienne au-dessus de u, donc

u € xC,(X). D'ol supp(mx)(J) c xc,(X)(J).

Siu:J+1TIE xc.(x)(J), il existe Y' € C' et ¥ : Y' &+ X
cartésienne au-dessus de u. Alors y se factorise par oy
donc u par my, et u € supp(mx)(J). D'old 1'é&galité voulue.
Réciproquement soit £ : C » u, alors C' = f-l(l) est défi-
nissable : Si X € C(I), f(X) € w(I) est représenté par un
monomnorphisme My * I' » I, et on prend Oy X' + X, carté-

sienne au-dessus de m L'universalité de wx est laissée

X
en exercice.

(2.11.9.) Pour toute C € Fib(B) notons w(C) la catégorie
ordonnée des co-cribles définissables de C. On déduit

trivialement de (2.11.7.)

(1) Si £ : C + D € Fib(B) et D' € (D), £ 1(D') € w(C).

La correspondance C b w(C), f |- £l définit un 2-foncteur

contravariant w( ) : Fib(B) -+ 0Ord.

(ii) Les isomorphismes de (2.10.5.) induisent par restric-
tion des isomorphismes de 2-foncteurs : les correspondances
C' > xov et x = x 1(v) induisent les isos

w(C) ¥ Cart(C,w) et Cart(C,w) ¥ w(C).

%%



(2.11.u§%13emargue : S1 un 2-foncteur contravariant

C() : EIb(B) + Cat est représentable (resp. 2-représenta-
ble), i{et s'il existe C € Fib (B) telle que C( ) soit iso-
morphe (resp. é&quivalent) & Cart(-,C), le lemme de Yoneda

permet de déterminer C 3 isomorphisme (resp. éguivalence)
prés dans Fib(B) par C(I) = z(I).\

P
\\.__....

De fagon précise, en composant C( ) avec l'inclusion cano-
nique B <, Fib(B) on obtient un foncteur de B°P dans Cat,
et C est la fibration, scindée, associée 3 ce foncteur.

On rencontrera de trés nombreux exemples de cette situation,
mais les critéres généraux de reérésentabilité, gui exis-
tent, ne seront pas abordés dans ce travail, car ils mettent
en jeu des aspects de la théorie des 2-catégories beaucoup
plus complexes que les rudiments auxquels nous nous res-
treignons. Noter que, pour tout C( ), la fibration scindée
C existe toujours, mais ne représente pas forcément C( ).
(cf. (2.10.6.)).

§ 3. QUELQUES PROPOSITIONS GENERALES.

Compte tenu de leur importance, les résultats de ce para-
graphe seront utilisés dans la suite sans référence, sauf

pour rappeler des notations.

3.1. Sommes et produits de fibrations de bases variables.

Si (Ca 3 Cu -+ Bu)aEA est une famille de fibrations indexée
par un ensemble A, les foncteurs évidents ci-dessous sont
des fibrations, notées ® C et ® C .

A a a a

I Ca + 1 Ba et IL Ca‘+.l Ba.
a a a o

(Les notations 1 Ca et J. C seront 1ntroduites au paragra-
1 a

Seagpene

phe 4, pour des fibrations sur une base Fixe).

4.
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3.2. "gglévement cartésien des homotonies”.

sicC :_%r4 B est une fibration et X une catégorie, le fonc-

X N BX C@)(
[ 4

(méme remarque que ci-dessus pour la notation Cx).

teur de composition : C est une fibration, notée

(3.2.1.) Si a : F' » F est une flache de BX, et G : X » C
est un relévement de F, un relévement g : G' + G _€ Cx,

I

cartésien au-dessus de a, s'obtient en choisissant pour
tout objet X de X une fléche BX de but G(X), cartésienne

au-dessus de Aye Il existe alors un unique foncteur

G' : X > C tel que CoG' = F' et que les By définissent une

transformation naturelle B : G' -+ G.

(3.2.2.) Il en résulte gue tout clivage (resp. scindage) T

de C définit un clivage (resp. scindage) de CQK, noté rgw.

X

(3.2.3.) Pour X fixé, la correspondance C |— C définit

un 2-foncteur ( )& & Fib(B) - Fib(8X).

3.3. Compcsition des fibrations. Catégories fibrées sur

une catégorie fibrée.

Soit C : C » B une fibration. Pour #~u*+ foncteur
f : 0+ C, notons . £f=D le foncteur composé Cof : D -+ B.

C
On définit ainsi un 2-foncteur

IL : Cat/C + Cat/B.
C

(3.3.11) Si f est une fibratiog, D =]l £ est une fibration.
Une fléche ¢y de D est cartésienne poug D ssi ¢y est carté-
sienne pour f et f(y) est cartésienne pour C. Il en résulte
que si T et ¢ sont des clivages (resp. scindages) de C et £,
on obtient un clivage (resp. scindage) de D noté A =_% é.

En outre le 2-foncteur %? induit par restriction un 2-fonc-



¢

teur, noté& encore | : Fib(C) + Fib(B). Enfin le foncteur
f est cigtésien, i?e. f € CartB(D,C) et la correspondance
f € Fib(B) = £ : lL £ + C définit un 2-foncteur :

Fib(C) + Fib(B)/C gue nous allons préciser.

(3.3.2.) Pour toute fibration E : E - B€ Fib(B), le fonc-
teur CartB(E,f).{ CartB(E,D) +> CartB(E,C) est une fibration.
En effet, si a :)53 + F €:CartB(E,C) et

G E +D € CartB(E,D) est un relévement de F, soit

B : G' + G un relévement cartésien de a; il résulte de
(3.3.1.) que G € Carty(E,D) et 8 : G' » G est une flache de

L

CartB(E,D), qui est cartésiegne au-dessus de a.
*(3.3.3.) (i) Pour tout I € B, fI : D(I) » C(i) est une fi-
bration. En effet, notons FI lg foricteur d'inclusion

C(I) = C. Alors fI s'identifie trivialement 3 la fibration

Fi(f). On prouve de méme :

(ii) Soit u: J -+ I € B. Notons ué : C(I) » C(J) et

us : D(I) » D(J) des foncteurs image réciproque pour les
fibrations C et D, rendant commutatif :

D(I) — D (J)
| up |
| . | .
C(I) -+ C(J).
*
uc
Alors hs est cartésien au-dessus de ug (cf. 1.9.7.)
(Il existe toujours de tels uB et ué. Prendre TI' et ¢ cliva-
ges arbitraires de C et f et A = ® alors les u* associés

d A et T ont la propriété voulue). Les propriétés (3.3.2.)
et (3.3.3.) sont caractéristiques au sens suivant.

53.3.4.) PROPOSITION : Sotent C ¢ C + B et D : D + B des
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fibrations et £ : D » C € CartB(D,C). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) Le foncteur £ : D + C est une fibration.

(ii) Pour toute E € Fib(B), le foncteur .
CartB(E,f) 1 CartB(E,D) > CartB(E,C) est une fibration.

(iii) a) Pour tout I € B, £ : D(I) + C(I) est une fibra-
tion.
b) Pour tout u : J » I € B, et tout foncteur image inverse

ué : C(I) » C(J) il existe un foncteur image inverse

ux*

5 D(I) - D(J), cartésien au-dessus de u*.

C

.o

Precuve sommaire

(i) = (ii) a été wvu.

(ii) = (iii) résulte d'une application tres précise du lem-
me de Yoneda. Cf. Exercice 17.

(iii) = (i) Soit © : Xl > X€C, et Y€ D tel que £(Y)=X.

Notons u : I, p I € B l'inage de ¢ par C. On factorise ¢
en : Xl—g Xi _—i X, ou 8 € C(Il) et @, est cartésienne au-

dessus de u. Soit wl : Yi + Y, cartésienne au-dessus de u

pour la fibration D. On a : Yi € D(Il)' Soit

T Yl -+ Yi € D(I]) cartésienne au-dessus de 6 pour la fi-

bration £ On vérifie, en utilisant b) que la fléche

I L]
1
v : Y— Y' — Y est cartésienne au-dessus de © pour le fonc-

M N
teur f.
TQuand £ : D » C € Fib(B) vérifie ces conditions, on dit que
f est une fibration sur C, et on note £ : D + C € Fib(C).
Soient D' : D' » B € Fib(B), et £' : D' » C € Fib(C). Si

g : D' > D est un foncteur cartésien au-dessus de B, une

[ﬂpreuve analogue donne :



(3.3%352§2R0POSITION : Les conditions suivantes sont équi-
valenﬁé?i-

(i) g est cartésien au-dessus de C, i.ei
g: f' > f € Cartc(f',f).

(ii) Pour toute E € Fib(B), le foncteur :
CartB(Erg) : CartB(E,D') * CartB(E,D) est cartésien au—des-
sus de Cartg(E,C). ' '

(iii) a) Pour tout I € B, le foncteur gr ¢ D'(I) - D(I)

est cartésien au-dessus de C(I).

b) Pour tout u : J + I € B et tous foncteurs images inver-
-ses u¥*¥ : C(I) » C(J), u¥ : D(I) + D(J) rendant commutatifs

C D
les diagrammes :
D'(I) ———— D'(J) D(I) ———— D(J)
. D! . _D
fi l fJ et fI l l fJ
c{1} ———— CJ) C(I) — C(J),
ué ’ ué

La propriété a) permet de définir une transformation
naturelle "évidente" y : gJ°us. -+ uB°gI. On demande que

Y soit un isomorphisme.

D'(I) » D'(J)
u*
Dl

D(I) » D(J) .
. UB

Quand g vérifie ces conditions, on dit que g est un fone-
teur cartésien au-dessus de C, de £' vers f,et on note :
g € Cartc(f',f).

.



by

Pour les morphismes entre foncteurs cartésiens au-dessus de
€ la situation est plus simple. Soient g et g € Cart,(f',£)
et a : 3 =» g au-dessus de B. Voir diagramme ci-dessous :

Hypothéses :

f! £ D=1 f, D' = f',
c C C

D' D C., £ et £' sont des
lC - fibrations,

g et g sont carté-

siens au-dessus de C.

(3.3.6.) PROPOSITION : Avec les notations et hypothédses

précédentes, les conditions sutvantes sont équivalentes.
(1) « : g = g est au-dessus de C, i.e. f*xa = idg,.

(ii) Pour toute E € Fib(B), CartB(E,a) : CartB(E,g) =
CartB(E,g) est au-dessus de CartB(E,C).

(iii) Pour tout I €8, ay : EI = g; est au-dessus de C(I).

On dit alors que a est au-dessus de C et on note

a @ 3 = g € Cartc(f',f).' Pour toute fibration C : C + B,
on obtient ainsi une sous-2-catégorie de Fib(B)/C, notée
Fib(C) et appelée 2-catégorie des catégories fibrés sur C.
Récapitulaﬁt en partie les trois propositions précédentes,

on &a :

(3.3.7.) THEOREME : Le 2-foncteur Fib(C) + Fib(B)/C induit

un tsomorphkisme de 2-catégories :



Fib(C) ¥ Fib(C) < Fib(B)/C.

(3.3.8.) Remarques :
(1) Insistons sur le fait que les objets, fléches et

2-cellules de Fib(C) sont des foncteurs et transformations
naturelles ordinaires, munis des compositions ordinaires,
vérifiant des propriétés trés simples (cf. 3.3.6.), et pas
des "catégories indexé&es de catégories indexées" qu'il

serait d'ailleurs & peu prés impossible de définir.

(ii) Le théoréme (3.3.7.) n'est pas une tantologie. Voir
dans l1'Exercice 17 ce gu'il donne dans un cas trés particu-
lier.

(iii) L'isomorphisme de (3.3.7.) permet de transporter
toutes les notions définies pour des fibrations, dans des
notions définies pour des catégories fibrées sur B et fi-
brées au~-dessus de C € Fib(B). Par exemple de dire ce
gu'est une catégorie fibrée sur C & fibres discrétes, ou
ordonnées, ou des groupoides, ou constantes, etc ...

(Voir Exercice 18, et aussi (3.4.)).

(iv) L'importance, pour C € Fib(B), de considérer les fi-
brations sur C tient notamment au théoréme (5.4.9.) ci-
dessous, et au fait que quand C : C - B est une fibration,
le foncteur de changement de base (1.9.),

C* : Fib(B) -+ Fib(C) a des propriétés trés "agréables".

3.4. Fibrations XxC.

(3.4.1.) Soient C : C » B une fibration, et X une catégo-
rie. La projection pPr, : XxC »+» C est une fibration, donc
le foncteur composé Copr, : XxC - C + B est une fibration
notée XxC. Pour tout I € B, on a : (XxC)(I) = XxC(I)

donc tout clivage (resp. scindage) T de C détermine un cli-



vage (resp. scindage) de XxC, noté XxTI' et si ¢ est un
pseudOﬁﬁgncteur de B°P dans Cat, on a un isomorphisme de
fibrations : XxfB¢ o IBXx¢.

(3.4.2.) Pour X € Cat et C € Fib(B) la correspondance
(X,C) = XxC détermine un 2-bifoncteur covariant :

Cat x Fib(B) + Fib(B); et si F : B' + B et un foncteur on

a un isomorphisme, naturel en X et C, de fibrations sur
B' : XxF*(C) ¥ F*(XxC).

(3.4.3.) D'aprés (3.3.) le foncteur pr, est cartésien
au-dessus de B pour les fibrations XxC et C, et est méme
une fibration sur C. On dit que pr, : XxC + C est 1la
fibration.constante de fibre X et de base la fibration C,
et on la note KC(X).

Pour C fixée, la correspondance X (— KC(X) est un 2-fonc-
teur de Cat dans Fib(C).

(3.4.4.) Dans le cas particulier ol C = 13, on retrouve

la fibration KB(X) constante de base B et de fibre X, et

les notations sont cohérentes.

§ 4. OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES FIBRATIONS.

4.1. Produits.

Soit (C : Ca + B) une famille de fibrations, indexée par
un ensemble A, D'aprés (3.1.) on a une fibration

€)C D | C -+ B Notons & : B =+ BA le foncteur diagonal.
a
Par changement de base A (@ C ) est une fibration sur B,

appelée produit, dans Flb(B), des fzbratzons C et notée
n Ca : H C /B' B.

a



(4.1.1, ) L.es projections n C «/B C sont des foncteurs
cartésipna au-dessus de B, donc définissent des fléches de
Fib(B),notées Ppr ¢ I C -+ C._.

a a a a

(4.1.2.) Pour toute C € Fib(B) on a un isomorphisme &vident :

CartB(C, 2 Ca) - g CartB(C,Ca).
(4.1.3.) Pour tout objet I de B, on a un isomorphisme
(n Ca)(I) S Ca(I), ce qui permet immédiatement :
o a
(1) d'associer 3 toute famille (ra)uEA de clivages
(resp. scindages) des Ca un clivage (resp. scinda-
ge) .de 2 Ca, noté 1 Pa.

a

(ii) de définir le procduit n ¢a d'une famille de pseu-
T Q
do-foncteurs de B°P dans Cat, et 1l'isomorphisme

IBgéa*ngtba'
(iii) dans le cas B = Ens et Ca = Ens(xa), d'avoir un
‘isomorphisme de fibrations sur Ens :
N Ens(X ) ~ Ens(nl X ).
a e a ¢
(4.1.4.) Les isomorphismes de (4.1.2.) et (4.1.3.) sont
compatibles avec les égquivalences du lemme de Yoneda.

(4.1.5.) Si toutes les fibrations C sont égales &

C : C~+ B, le produ1t I C est noté CA g CA/B + B.

Le foncteur c »~C /B est cartésien: au-dessus de B, et dé-
finit donc une flache de Fib(B) , dite diagonale : C ~» ch.

(Voir l'Exercice 19).

(4.1.6.) Si A = {0,1}, le produit est noté

C.xC, : C_xC, » B. L'examen du diagramme commutatif
o 1 © 3 1

ci-dessous

)



montre que le foncteur pr, est une fibration, donc dans
Fib(B), la fléche pr, : CO X Cl > C1 est une fibration
au sens de (3.3.), l'objet pr, € Fib(Cl) est la fibration

constante de base Cl et de fibre CO.

(4.1.7.) Remargue : M&me quand C_ n'est pas une fibration
constante, pr, se comporte "au sens de Fib(Cl)" comme une
fibration constante. Par contre, ceci n'a plus aucun sens

si on remplace Fib(Cl) par Fib(Cl) gui lui est pourtant ?zq
cancniquement isomorphe. Ceci tient au fait que le passa-

-

ge a Fib(Cl) fait "oublier" que Ci Etait fibrée sur B.

(4.1.8.) Si C : C » B est une fibration, et X une catégorie
cn a un isomorphisme de fibrations : KB(X)xC ~ XxC

et toutes les notations sont cohérentes.

4.2. Somnes.

- ) ()
Soit (Ca : Ca > B)uEA une famille de fibrations. On iden- N
tifie l'ensemble A 3 une catégorie discréte, donc .%A B &

a
AxB. Les foncteurs © Ca : AL Ca + AxB et P, : AxB -+ B
a a

sont des fibrations, donc leur composé est une fibration,

notée . Cu : ﬂ_Ca + B et appelée somme des Ca, dans Fib(B).
-« a

(4.2.1.) Les injections définissent des fléches

Y, ¢ Ca +_& Ccl de Fib(B).

(4.2.2.) Pour C € Fib(B), on a : Cart(l C,sC) = 1 cart(C_,C).
il n

Z= WRAvL e e : .
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(4.2.3.) Pour I € B, on a : L& c,) (T u,i Cy(I) d'od on
déduit-aes conséguences analogues a (4.1. 3 ) (1) a (iii).

(4.2.4.) Les j sont injectifs, plelnement fidéles et iden-
tifient les C a des sous-fibrations de n,c qui sont i 1la
fois des cribles et des co-cribles. Par cette 1dentifica-
tion, Ca n C8 = O pour a#BR.

(4.2.5.) Si toutes les C_ sont &gales i C, on a dans

Fib(B) un isomorphisme : ,L C ¥ AxC (notation de (3.4.), pour
A discréte) et un morphisme co-diagonal ﬂ,C »+ C, corres-
pondant & pr, : AxC » C par l'lsomorphlsme ci-dessus, donc
gui est une fibration constante.

4.3. Fibrations Cx.

Soient C : C + B une fibration et X une catégorie. D'apreés

(3.2.) on a une fibration CQM : Cx > BX. Notons Gx ou
méme 6 le foncteur diagonal B ~» BX. Par changement de base,

6*(C ) est une fibration sur B, notée Cx : C /B + B.

(4.3.1.) Pour X discréte, on retrouve n C et les notatlons

sont compatibles avec celles de (4.1. 5 ).

(4.3.2.) Pour tout I € B, on a un 1somorphlsme canonique
entre la fibre C (I) et la catégorie C(I) r d'ol évidemment :

(i) Tout clivage (resp. scindage) T de C définit un cliva-
ge  (resp. scindage) de Cx noté rx.'

(ii) Si ¢ est un pseudo—foncteur de BOP dans Cat, on a un
pseudo-foncteur ¢ et un isomorphisme [B¢ 5 (IB¢)

(4.3.3.) La correspondance qui & C € Fib(B) et X € Cat
associe Cx est un 2-bifoncteur : Cat x Fib(B) - Fib (B),



Uy

contravariant en X et covariant en C. Explicitions partiel-’
lement™les notations : si £ : C + D € Fib(B), on note
fx : Cx—+ Dx € Fib(B). Si g : ¥ + X € Cat, on note
c9: X’ e Fibea).
(4.3.4.) On a un isomorphisme trivial ¢ ¥ C’ dans Fib(B).
Notons e, : X + 1 l'unique foncteur. On appelle foncteur
diagonal et on note GX(C), ou méme § le composé

€X

cycl £, cXe CartB(C,Cx).

(4.3.5.) On appelle évaluation et on note evx(C), ou méme
ev la fléche XxCX + C de Fib(B), définie pour tout I € B
par ev_(X,£) = £(X) (X € X et £ € c(1)X = cX(1)).

(4.3.6.) THEOREME : S C : C + B et D : D » B sont des fi-
brations, et X une catégorie, on a des isomorphismes cano-
niques, naturels pour C et D € Fib(B) et X € Cat :

Cart(D,cX) 3 Cart(XxD,c) 5 {cart(Dp,c))¥.

Preuve : Dans (Cat, on a les isomorphismes évidents.

()P 3 P 3 (D)X,

Chacune des catégories du théoréme s'identifie canonique-
ment 3@ une sous-catégorie de la catégorie correspondante
dans Cat. En explicitant les définitions, on a en effet :

X X

(i) X : ¢X/B » B, et ¢X/B = X, a'on cart(p,cX) < (¢%7.

(ii) XxD : XxD =+ B, d'ol Cart(XxD,C) < CXxD.

(iii) Cart(p,c) < P, a‘od [cart(p,c))X <, (c)X.



On vérifie immé&diatement que les isomorphismes dans Cat
se restreignent bien aux sous-catégories désirées.

(4.3.7.) Comme il se doit, le premier isomorphisme du théo-
réme, qui exprime que le 2-foncteur Xx( ) : Fib(B) -+ Fib(B);
C = XxC est adjoint & gauche, qu sens strict, du 2-foncteur
( )x : Fib(B) -+ Fib(B); C |— Cx, s'exprime au moyen de l'é-
valuation : il associe 3 f : D -+ cX e Cart(D,Cx) le composé :

xxD X% xxcX &Y ¢ € cart(XxD,C).

(4.3.8.) "Corollaire" : Tous les isomorphismes canoniques

dans Cat "se fibrent" en un sens évident. Citons par
exemple :
w xa) X

a ~nc @ 0 1X
a

¢ C > | o '

(n C )X o~ n(cx), C
a o a a
ol les Ca et C € Fib(B) et les Xa et X € Cat.

Beaucoup plus intéressants sont par contre les deux corol-

laires suivants

(4.3.9.) Corollaire : Soient X une catégorie,
C et D € Fib(B), et £ : D + C une fibration dans Fib(B)
(i.e. £ € Fib(C)). Alors fx : Dx > CX est une fibration

dans Fib(B).

Preuve : D'aprés (3.3.4.), il suffit de voir que pour toute
E € Fib(B) Cart(E,£Y) : Cart(E,DX) » Cart(g,c*) est une
fibraéion'ou encore que Cart(E,D)x-+Cart(E,C)x est une fi-
bration, ce qui est évident par (3.3.4.) et le relévement

des homotopies.

(4.3.10.) Corollaire : Soient g: Y > Xun foncteur, et
C € Fib(B). Si g est une fibration, gxC_: AxC 2.XxC est une
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fibration dans Fib(B).

(4.3.1f.) Remarques

(i) Le théorémne (4.3.‘;) et ses conséquences seront complé-
tés au Chapitre III. Sa démonstration est trés facile.

Il serait par contre horriblement compliqué & prouver en
termes de pseudo-foncteurs. - Le.plus long serait de définir
avec précision les catégories du type CartB(D,C) quand

D = IBW et C = fB¢, en termes de Y et ¢, mais de fagon que
la définition ne dépende pas de Y et ¢. (Définir une appli-
cation linéaire en termes de bases d'espaces vectoriels, |

qgquand on ne veut pas savoir ce gu'est un espace vectoriell).

(ii) La chose devienf impossible dans le cadre des "catégo-
ries indexéés" ou les "foncteurs indexés" sont définis

a des tsomorphkismes canoniques prés (et mal définis de sur-
croit, cf. Exercices 12 et 19). N'oublions pas que (4.3.5.)

donne des isomorphismes de catégories et non des équivalen-

ces.

(iii) Quant & la fonctorialité de ces isomorphismes ...
Essayer de dire que l'application (E,F) — L(E,F) est un
bi-foncteur de la catégorie des espaces vectoriels dans

elle%méme, uniguement en termes de bases.

(iv) Les corollaires eux mettraient en jeu la notion de
pseudo-foncteur fibré& sur un pseudo-foncteur, sans parler

des prétendus isomorphismes canoniques.

(v) Les fibrations et leurs morphismes sont de vrais fonc-
teurs et transformations naturelles, donc trés maniables.

Ils vérifient en outre des propriétés trés fortes, ce qui

est un avantage et non un handicap. Par exemple : si

f : VY + X est une fibration, le foncteur de changement de
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base f“g Cat/X ~» Cat/V a un adjoint 3 droite 2 [Gi. Ii.

Il est donc aberrant de remplacer les fibrations par des no-
tions trés compliquées comme les pseudo-foncteurs, ou enco-
re plus compliquées, et mal définies, comme les catégories
index&es. D'autant qu'il est trés facile, si on le désire,
de garder en mémoire les différents clivages ou scindages .
que l'on peut rencontrer (de méme qh'on peut le faire en
algébre linéaire pour certaines bases pr1v11eglées), l'es-
sentiel &tant bien entendu les flbratlons.

(vi) La dualité dans Cat peut étre utilisée complétement
avec les fibrations, mais pas avec les autres notions.

(Voir notamment Exercice 20).

4.4. Duale d'une catégorie fibrée.

Soit X une catégorie, et x°P la duale de X. La bonne notion
de duale de la fibration Ens(X) - Ens doit &tre la fibra-
tion : Ens(X°P) + Ens. oOr il est clair que Ens(XoP) est
trés différente de [Ens(X)]oP, laguelle n'est méme pas
fibrée sur Ens en général. Donc si C : C + B est une fibra-
tion, pour définir sa duale dans Fib(B) il ne faudra pas
passer par c©P,

Cependant pour tout ensemble I on a (XOP)I o (XI)OP, donc
les fibrations Ens(X) et Ens(XoP) sont duales "fibre a
fibre". Ceci suggére de dé&crire la duale de C € Fib(B)

4 partir d'un pseudo-foncteur ¢ de B°P dans cat tel que

C = IB?' en notant ¢°P le composé de ¢ avec le foncteur

de dualisation ( )°P : cat + Cat et en posant C°P = I ¢°P
Outre le fait que cette définition fait dépendre c©P d'un
clivage de C, elle pose un petit probléme de "variance"

car le 2-foncteur ( )0p est covariant pour les fléches

de Cat, et contravariant pour les 2-cellules. (Pour les
2-catégories il y a 3 sortes de "duales"s “Nous™allons don- -



ner une définition intrinséque évitant ces ennuis. Soit
C: C + B une fibration.

(4.4.1.) On note COP/B la catégorie ayant les mémes objets
que C, et ol une fléche de Y vers X est une classe d'équi-
valence de couples (p',9) ol ¢' : Y' + X € C est cartésienne,
et ¢ : Y' » Y € C est verticale. Un couple (wi,wl) étant

équivalent a (¢',9) s'il existe p : Y' » Y!

1 verticale rendant

commutatif le diagramme ci-~dessous :

La fléche p est alors unique et est un isomorphisme, ce
qui prouve qu'on a bien une équivalence. La classe d'équi-
valence de (¢',9) sera notée ¢'op*.

La composition est donnée par : (@'ow*)o (y'oy*) =
(m'wi)o(wwl)*, avec ¢1 verticale et wi cartésienne, rendant

commutatif :

Un tel couple (wl,wi) existe toujours : si on choisit Wi

cartésienne arbitraire ayant méme image que par C, alors

Ql existe et est unique. On vérifie trivialement que la



composition est indépendante des choix faits, et qu'on a
bien une catégorie.

(4.4.2.) Si (9',0) et (wi,wl) sont équivalentes, ¢ et N
ont méme image par C, d'ol un foncteur, noté
c®P : c°P/B + B coincidant avec C sur les objets.

(4.4.3.) Une flé&che ¢@'op* est cartésienne pour cP ssi ®

est un isomorphisme de C. Il en résulte que :
(i) cP est une fibration.

(ii) Tout clivage (resp. scindage) I de C définit un cli-
vage (resp. scindage) roP ge c®P. si @ : ¥Y>Xe€ErT, la
fléche moid§ est dans r°P,

(4.4.4.) Pour tout I € B, la correspondance X }— X,
@ = idoyp* définit un isomorphisme de C(I)Op sur COP(I).

-~

L'isomorphisme réciprogue associe i la classe de (o¢',p)
la fléche wo' !, (La fléche ©' est ici verticale et car-

tésienne, donc inversible).

(4.4.5.) Si £ : ¢ + D € Cart(C,D), on définit
£9P : c%P 4 p°P ¢ Cart(c®P,p%P) par £OP(x) = £(X) et
£OP (0lo%) = £(@')E(p)*.

(4.4.6.) Si a : £ = £f' € Cart(C,D) on définit
P : £19P 5 £°P ¢ cart(c®P,p°®) par agt = (ag)*.
On définit ainsi un isomorphisme :

cart(c,p)°P ¥ cart(c®P,p®P).

(4.4.7.) On a un Zsomorphisme canonique, naturel en
C € Fib(B), ¢ 5 (c°P)°P @&fini comme suit :
]

v
Si ¢ : ¥Y»>XE€C on écrit v comme : Y +;¥13LW~Xwoﬁ'¢ est. -

50



verticale et ¢' cartésienne, et on associe a ¢ la flache
mﬂ(v*)‘; On laisse en exercice la définition de 1l'isomor-
phisme réciprogue. Voir 1'Exercice 20 pour une définition
2-catégorique de cP,

(4.4.8.) Toutes les propriétés de la dualité dans Cat sont
encore vraies dans Fib(B) et se démontrent formellement
a partir des isomorphismes de (4.4.6.) et (4.4.7.). On a

notamment des isomorphismes naturels :

. op ~ op . op ~ op
(i) (n C“) > I Ca ; 1L Ca + (I Ca)_ .
a , a ' a a

(1i) (XxC)°P 3 x%P x c%P  ;  (cX)OP 3 (cOR)X T,

En outre, si F : B' + B,on a un isomorphisme naturel :

~

(1ii) (F*(C))°P 5 r* (cP).

(4.4.9.) Toutes les notions et définitions qui dans Cat
utilisent la dualité se prolongent a Fib(8). Citons un
exemple important.

Une fléche £ : C » D de Fib(B) est une cofibration ssi
£°P . c%P . DP est une fibration.

Noter que c'est un objet assez compliqug,car C : C + B
et D : D » B sont des fibrations, £ : C » P est cartésien
au-dessus de B, et pour tout I € B, fI : C(1I) » D{I) est
une cofibration, et on a encore une propriété pour les u*
(duale de (3.3.3.) (ii)).

Ces propriétés seraient trés lourdes a exprimer en termes
de pseudo-foncteurs, et encore plus si l'on introduisait
les "isomorphismes canoniques" des catégories indexées.
La définition (4.4.9.) et les propriétés de C |— c®P en
font des objets maniables, qui jouent d'ailleurs un rdle

important.

I

/)
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Par exemple, la projection : DxC + D est une bifibration,
ou encore, en dualisant (5.4.12.) ci-dessous, toute

£f :C~+DE€E Fib(B) ol D est une fibration discréte, est
une bifibration de Fib(B).

4.5. Remarque.

Toutes les opérations sur les fibrations introduites dans.
ce paragraphe se font essentiellement fibre 3 fibre.

(Ce gqui justifie le nom d'"élémentaires"). Il en résulte
gqu'elles sont préservées par changement de base :

F : B' > B, i.e. qu'on a des isomorphismes naturels :

(1) F*(g Cu) o 2 F*(Cu) ﬁ& F*(Ca) o F*(% Cu)
.. X \ X
(ii) F* (XxC) =~ XxF*(C) F*(C7) =« F*(C)".

Ce ne sera plus vrai pour les "opérations" C |— Fam(C)
(cf. § 6), ni méme, en général pour lec produits fibrés
dans Fib(B) (cf. § 5).

§ 5. PRODUITS FIBRES DANS Fib(B).

5.1. Introduction.

Jusqu'ici, pour toute catégorie B, la 2-catégorie Fib(B)
a les mémes propriétés formelles que Cat=~Fib(l). Pour
les produits fibrés par contre, il apparait des différen-

ces trés importantes.

(i) En général, Fib(B) n'a pas de produits fibrés, au sens

strict.



(ii) Certains produits. fibrés qui existent peuvent &étre
"mauvais®, i.e. pas absolus, ni méme universels au sens

de (5.1.4.).

L'introduction "d'isomorphismes canoniques" peut embrouiller
ou maquiller ces faits, elle ne peut pas les changer. Elle

masque par contre des faits essentiels.

(iii) Les produits fibrés absolus existent dans des cas
particuliers importants.

(iv) Fib(B) a des 2-produits fibrés.

(5.1.1.) On note Cat/B la 2-catégorie des catégories au-
dessus de B, et j : Fib(B) <, Cat/B l'inclusion canonique.
Les catégories déduites de Cat/B et Fib(B) par oubli des
2-cellules sont notées Catl/B et Fibl(B). Si C,D,Cl,...
sont des objets de Cat/B, on note C,D,Cl,... les sources

des foncteurs C,D,Cl....

(5.1.2.) On dit que le diagramme (A) ci-dessous de Fib(B)
est un produit fibré (strict) ssi c'est un produit fibré
dans Fibl(B).

D » D
1 fl
(8) gll lg
C1 > C.

L'exis£ence et les propriétés- formelles des fibrations

XxE, impliquent que (4) est un produit fibré ssi pour toute
E € Fib(B) le diagramme Cart(E,A) ci-dessous est un produit
fibré de catégories. ' '
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Cart(E,Dl) : - — Cart (E,D)
Cart(E,A) _ Ca;t(E,fl)
Cart(E,gl) Cart(E,q)
Cart(E,Cl) — Cart(E,C)
Cart(E, L
(E,f) | [242
'/\__/'
(I1 suffit de "tester" (A) par les objetsmxz - 3
. de Fib(B)). : o , 2xE | 343

(5.1.3.) La propriété pour (A) d'8tre un prcduit fibré,

n'exclut pas de nombrcuses pathologies :

(i) Elle n'est pas stable par changement de base, i.e. si
F : B' » B est un foncteur, F*(A) n'est pas un produit

fibré dans B'.

(ii) c'est faux méme pour B' =1, c'est-i-dire que 1le
diagramme
D, (I) — D(I)
. £
11
(AI) 911 l J 91 (I objet de B)
Cl(I) -+ C(I)
fI

n'est pas forcément un produit fibré de catégories.

(iii) Elle n'impligue pas non plus que le diagramme (A)

ci-dessous soit un produit fibré de catégories

]

) 9, g

C + Ce.



Un contre-exemple est donné dans (5.2.).

I

(5.1.4.} Un diagramme (4) de Fib(B) est appelé :

(1) produit fibré universel si, pour tout F : B' - B,
F*(A) est un produit fibré. C'est donc en particulier un
produit fibré dans Fib(B);

(ii) produit fibré absolu si (A) est un produit fibré

dans Cat.

(5.1.5.) Une fléche f : Cl + C de.Fib(B) est dite quarra-
ble ssi pour tout g : D + C € Fib(B) il existe un produit
. fibré (A). Si en outre (A) est universel (resp. absolu)

on dit que f est universellement (resp. ebsolument) quar-

rable.

(5.1.6.) Tout ce qui a &té dit dans (5.1.2.) et (5.1.4.)

se transpose clairement pour les noyaux dansAFib(B).

On pourra donc parler de noyaux (stricts), noyaux univer-
sels et noyaux absolus. D'ailleurs Fib(B) est 3 objet
final et produits finis (stricts), les foncteurs changement
de base F* et inclusion Fib(B) <, Cat/B préservent l'objet
final et les produits finis, donc toutes les notions rela-

tives aux noyaux ou aux produits fibrés sont équivalentes.

5.2. Le contre-exemple générique.

Notons. u : O » 1 l'unique flache non triviale de 2, et C

la catégorie définie par le diagramme

avec

T = ¥ vo = Q.

Y
O\d"
ot = i 1o = id
( ) %, X,
] ;L//,X
Xo ) ’ |
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L'unique foncteur C : C + 2 t€l que C(g¢) = C(y) = u est une
fibrat;on, i.e. un objet de Fib(2). Soient £ : 2 + C et

g : 2 + C les foncteurs définis par f(u) = ¢ et g(u) = V.
Ils sont cartésiens au-dessus de 2, et définissent donc

des fléches £ : 1 + C et g : 1 + C de Fib(2).

(5.2.1.) Le diagramme (A) ci-dessous est un produit fibré
dans Fib(2).

(4)

r—-<——ﬁ0
[ S—
Q

f
Preuve : Si E € Fib(?) et f' : E » B, g' : E » ¥ sont des
fléches de Fib(B) telles que gf' = £g' on a : gofé = f.9}
donc EO = 0, et comme E est une fibration, E, = 0 donc

1
E = 0.
Ceci justifie (5.1.3.) (i), (ii) et (iii), mais en outre

on voit gue

(i) C est une bifibration, ayant un co-scindage unique,
et deux scindages r@ et rw définis par ¢ et y.
(ii) 1 est une bifibration ayant un unique scindage et

co-scindage.

(iii) £ : 1 » C est cartésien et cocartésien, et est une
équivalence de bifibrations respectant les co-scindages

et les scindages (si on prend sur C le scindage Fw).

(5.2.2.) Malgré toutes ces propriétés de f, le produit
fibré (A) n'est ni absolu, ni universel et ne vérifie

méme pas : (A;) est un produit fibré. DBSn& f n'ést ni ab-



solument ni universellement quarrable. Il est clair que de.'
tels produits fibrés ne seront pas trés utiles, d'ol 1l'inté-
‘rét attaché dans 1a’suite-a montrer l'existence de "beaucoup"
de produits fibrés absolus.

(5.2.3.) L'universalité de cet exemple signifie que : pour
toute fibration C' : C' » B! te;le gu'il existe deux fléches
@' et ' de C' cartésiennes de méme but et de méme projec-
tion, il existe deux foncteurs F : 7 » B' et G : C » ('
uniques tels gue : G est cartésien au-dessus de F, et

G(p) = @' et G(y) = p'. Noter que seules les fibrations

C' ordonnées ne font pas apparailtre de tels couples (o',y').

5.3. Produits fibrés absolus.

Soient f : Cl + C et g : D+ C deux fléches de Fib(B).
Comme on aura & faire quelques "chasses au diagramme
cartésiennes", les notations suivantes seront utilisées
. systématiquement. -

Le produit fibré& de £ et g dans Cat/B sera noté (A) :

Y

(&) = g,

e )
n

£

On notera (A/B) le diagramme commutatif dans Cat repré-
sentant (A), dans lequel le carré (A) est un produit fi-

bré, et D1 = Clg1 = Dfl'

A/ o %é{/

57



Si g, = Yl + Y, est une fléche de D, on notera :

D,(¢;) =u:T~1Ic€B, £,4)) =v:Y¥+>veovp,

g, (4,) = ©) 2 X, > X € C, et £le;) =g(y) =0 : X+ X € C.
En général Dl ne sera pas une fibration, ou bien, méme si
Dl € Fib(B), l'un des foncteurs fl Ou g, ne sera pas carté-

sien au-dessus de B. Donc (4) ne. sera pas un diagramme
dans Fib(B).

(5.3.1.) LEMME : S<% 0, et Y sont hypercartésiennes (exer-
cice 1) au-dessus de u, il en est de méme de Uy

Prcuve : Soient y; : Yi > Y, €D, etu" : IT' >T € B
telles que uu" = u'. Comme ©, (resp. y) est cartésienne,
il existe une unique factorisation :

N = ! . X! %4 v =
9,(#)) =0} + X} — X, — X, (resp. £,(e7)

L2 ! ®,
AN Y'-;: Y ; Y) telle que C,(0]) = u" (resp. D(y") = u").
On a’élors mof(w;) = @og(y") avec @ cartésienne et f ("),
g(y") au-dessus de la méme fléche u"; donc f(wi)_= g(uv"),
d'ol l'existence d'une unique flache ¢I 2 Yi - Yl de Dl,
telle que g,(v]) = ¢} et fl(¢;) = ¢". Cette flé&che ¢; est
au-dessus de u" et vérifie wi = wlwz.

L'unicité de ¢] au-dessus de u" et tellé‘qﬁ&“&{wg ¢1¢;'ré*



sulte d'une autre petite chasse au diagramme, laissée en

exercice.

(5.3.2.) Corollaire : Si (A) est un diagramme dans Fib(B),

c'est un produit fibré dans Fib(B).

En effet, si £f' : E + D et g' : E » C1 sont des fléches de
Fib(B) telle que gf' = fg', elles se factorisent, dans
Cat/B, par un unique h : E » Dl' -Reste & voir que h est
cartésien au-dessus de B. Mais si 8§ est une fléche carté-
sienne de E, la fléche N = h(e) vérifie les conditions

du lemme.
Dans la définition de produit fibr2 absolu, on n'avait
pas supposé que (A) était un produit fibré dans Fib (B).

La définition a un sens car :

(5.3.3.) PROPOSITION : Soit (A) un produit fibré absolu.

Alors,
(i) (A) est un produtt fibré dans Fib(B);
(ii) (4) est universel;

(iii) S7Z g est une fibration de Fib(B), Z.e. g € Fib(C)
alors 9, € Fib(Cl).

Preuve : (i) est une reformulation du corollaire. (ii)
résulte du fait que si F : B' » B est un foncteur,

F* dat/B + Cat/B' préserve les broduits fibrés. (iii)
résulte de l'isomorphisme : Fib(C) = Fib(C), et du fait
que le 2-foncteur f* : Cat/C =+ Cat/C1 induit par restric-
tion un 2-foncteur : Fib(C) - Fib(Cl).

(5.3.4.) Remarques :

(i) Bien que les produits fibrés absolus aient de tré&s bon-



nes propriétés, ils ne sont pas "suffisamment fonctoriels" z
il peut se faire "par hasard" que f et g aient un produit
fibré absolu sans que f ni ¢ soient absolument quarrables.
Par contre si f est absolument quarrable, elle dé&finit un
2-foncteur f* : Fib(B)/C -+ Fib(B)/Cl, ayant de bonnes pro-
priétés et transformant notamment toute fibration en fibra-

tion.

(ii) On a rencontré des exemples de fléches abksoslument
quarrables : ainsi si f : C, < C est 1'inclusion d'une
sous) fibration, elle est absolument quarrable. Donc si
g : D+ C est une fibration, il en est de méme de sa

" s ; 0 B - ~ 1
restriction g, ¢ Dl g (Cl) -+ Cl'

(iii) Je ne connais pas de bonne caractérisation des fle-
ches absolument quarrables. (Cela sermble pour.des probla-
mes de cohérence non triviaux). Des conditions suffisantes,
simples et maniables, pour que f soit absolument quarrable
et des applications importantes sont données dans les sec-

tions qui suivent.

(iv) En utilisant soigneusement les propriétés de la dualité
C - cP beaucoup des résultats qui suivent se dualisent,
de plusieurs fagons. Seules les formes les Plus utiles

de ces dualités sercnt explicitées, sans démonstration.

5.4. Foncteurs transportables.

(5.4.1:) Rappélons gu'un foncteur f : X1 + X est transpor-
table si pour tout Xl € X1 et tout isomorphisme

c : X ~+ f(Xl) € X, il existe un isomorphisme

oy ¢ Xl > X1 € X1 tel que f(ol) = 0. |

Cette notion se réduit 3 celle de fibration : Nctons
Inv(X) la sous-catégorie de X ayant 18512§Q2§,ij9t51 et

pour fléches les isomorphismes, et j : Inv(X) & X l'inclu-

(,0



sion. On a les conditions équivalentes :
k.

(i) £ eéé transportable.
(ii) Inv(f) : Inv(Xl) + Inv(X) est une fibration.
(1ii) 3*(£) : £ 1 (Inv(X)) + Inv(X) est une fibration.

On peut rajouter & ces conditions :

(iv) Pour toute catégorie Y, le foncteur fy : XT + X

est transportable.

_(v) Pour toute catégorie Y, le foncteur Yxf : VXX1-+VxX

est transportable.

(5.4.2.) La notion de foncteur transportable "se fibre"

de la fagon suivante : Une fléche f : C, » C de Fib (B)

est transportable ssi pour tout X, € C1 et toute fléche
cartésienne ¢ : X =+ f(Xl) € C, il existe une fléche carté-
sienne wl H X1 > X1 € C1 telle gque f(wl) = Q.

Que ce soit la bonne généralisation est attesté par :

(5.4.3.) PROPOSITION : Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(1) £ :.Cl + C € Fib(B) est transportable.

(ii) PSur tout I € B, le foncteur fI : C (1) » C(I) est

transportable.

(iii) Pour toute D € Fib(B), Cart(D,f) : Cart(D,Cl) >
Cart(D,C) est transportable.

(iv) Pour toute D € Fib(B), Dxf : DxC, = DxC est transporta-
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ble.
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(v) Pour tout F : B' + B, F*(f) : F*(Cl) + F*¥(C) est trans-
portable.

(vi) Inv(f) : Inv(Cl) + Inv(C) est une fibraﬁion (dans
Fib(B)). . \‘\Qow%cwm\w "76 MW”JZW

(vii) 35%(f) : £ 1(Inv(C)) + Inv(C) est une fibration.

Preuve sommaire : Pour la définition de Inv(C), voir 1l'ex-

ercice 7.). ‘

On a (i) = (ii) car une fléche verticale est inversible
ssi elle est cartésienne. '

(ii) = (i). Soit ¢ : X ~» £(X,) cartésienne sur u. Prenons

wi : X] - Xl € Cl cartésienne sur-u. Alors
Q' = f(mi) ) f(Xi) -+ f(Xl) est cartésienne sur u, donc il

existe o : X =+ f(Xi), isomorphisme vertical dans C, donc

de forme f(ol), ou o, ¢ Xl - Xi est un isomorphisme ver-

tical de Cl' La fléche cartésienne ©, =<wicl de C1 a les
propriétés voulues.

Les équivalences avec (iv) et (v) deviennent alors éviden-
tes. (ii) = (iii) se prouve en utilisant le relévement
cartésien des homotopies. Pour (iii) = (ii), on utilise

le diagramme commutatif donné par le lemme de Yoneda

Cart(I,f)
Cart(I,Cl) » Cart(I,C)
E )
¢, (1) > C(I)
fI

Lot LRI PO ] § O TR
F— e -

ol les fléches verticales sont des équivalences surjectives
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sur les objets d'aprés (2.8.3.), et le lemme ci-dessous,
de démonstration immédiate. Les équivalences, faciles,
avec (vi) et (vii) sont laissées en exercice.

(5.4.4.) LEMME : Sotient £ : X1 + X et f1 3 X2 > Xl deux

foncteurs.

(i) S £, et £ sont transportables, il en est de méme

de ff

1
l.

(ii) S7 ff1 est transportable, il en est de méme de £.

(iii) S7 f est une équivalence, alors f est transporta-

ble sst f est surjectif sur les objets.

(5.4.5.) Remarques

(i) Une équivelence de catégories, et 3 plus forte raison
de fibrations, n'est .pas en général trarnsportable. Le
lemme de Yoneda n'a pu servir que grace a la surjectivité,

et la fonctorialité, des éguivalences.

(ii) Compte tenu de la praposition, on peut immédiatement
"fibrer" le lemme en remplagant "foncteur®™ par "fléche
de Fib(B)".

e

(5.4.6.) THEOREME : Sz f : Cl + C € Fib(B) est transporta-

ble, £ est absolument quarrable. e

e
Prcuve : Soit g : D + C € Fib(B). On reprend les nota-
tions de (5.3.).

e

(i) D, est une fibration. En effet, soient u : I+>I¢€8B

et Yl € Dl(I)' Posons Xl = gl(Yl), Y = fl(Yl) et

X =g((Y) = fl(xl)‘ Soit v : Y » Y € D cartésienne au-des-
sus de u. Alors g(y) =@ : X » X = £, (X,) est cartésienne



et g transportable. Donc il existe ¢ : ?1 + X, €0y

cartésienne telle que f(wl) =¢ =g(y). D'on
¥y ¢ Y, > Y1 € Dl telle que gl(wl) =0, et fl(wl) = § et
vy est hypercartésienne d'aprés le lemme (5.3.1.).

(ii) 1 et 9, sont cartésiens au-dessus de B. Soit

f
oy Yi + Y, € D, cartésienne au-dessus de u : I + I, et

' .
(91 -

|

-+ Xl' AN T o4y et @' X' o X les images de wi

€ P cartésien-

1
1
par g,, f, et gf, = fg,. Prenons ¢ : Y » Y
ne au-dessus de u, et notons ®, et wl les fl&ches cartésien-
nes au-dessus de u définies dans (i) & partir de y. On a
des factorisations uniques :

AT ©] = 9,0, et v = wlzl ol y, 9, et ¥, sont verti-
cales. '

L'unicité implique v, = g,(y,) et 3 = £,(3)). Mais y! et
¥, sont cartésiennas au-dessus de u, et v, est verticale,
donc est un isomorphisme. Alors @, et y sont des isomor-
phismes, donc wi et y' sont cartésiennes.

Le diagramme (A) est donc dans Fib(B), donc f et g ont un

produit fibré absolu.

(5.4.7.) Remargue : Nous avons détaillé la démonstration

car elle est typique :

(i) Les foncteurs f et g sont définis "exactement" et non
"d@ des isomorphismes canoniques prés" [Pa. Schu] ce qu<
n'a d'atlleurs aucun sens (cf. Exercice 12). (Si méme ¢a

avait un sens, ce serait sans-espoir en vertu de (5.4.5.)

(1)).

(ii) On fait des ckoix de fléches cartésiennes, soit arbi-
traires, comme y, soit soumises & des conditions, comme @ -
Ces choix n'ont rien de canonique. Mais une fois ces choix

faits, le reste est déterminé de maniére unique.
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(111) Si l'on fait des choix différents, ils sont reliés
aux prgmiers par des isomorphismes uniques, mais qui n'ont
rien de canonique, puisqu'ils dépendent des choix, non
canoniques, déja faits.

(iv) Confondre "unique dans un contexte donné, précis mais
non canonique" avec "canonique dans un contexté imprécis"
est un contresens, qui n'est pas seulement linguistique,
mais qui a des conséquences mathématiques : Affirmations
fausses (concernant par exemple la fibration discréte des
objets, voir Exercices 3 et 11), démonstrations utilisant
le lemme de Yoneda comme s'il existait une équivalence ~—
réciproque canonique et fonctorielle, mais surtout, les
choses essentielles n'ont aucun sens si les foncteurs
indexés sont définis "& isomorphisme canonique prés".
Voir 1l'Exercice 12, ou essayer de définir avec précision
la fibration (f,g) de (5.6.) ci-dessous et ses propriétés
universelles. (Rappelons que les catégories Cart(C,D)

elles-mémes n'ont pas de définition précise!).

(v) Bien entendu, dans la suite, nous réduirons au minimum
les vérifications par "chasse au diagramme cartésienne" de
type aussi élémentaire que la démonstration ci-dessus,

pour ménager le lecteur.

(5.4.8.) Corollaire : Soit f : Ql + C une fléche transpor-
table de Fib(B). Alors :

(i) f°p : C?p -+ COP est transformable.

(ii) Pour toute g : D - C € Fib(B), la fléche
f1 = g*(f) : D1 + D est tranportable.

Preuve : Le résultat est trivial pour B EEIEF*Onwse"raméne



3 ce cas grice i 1'équivalence (i) e (ii) de (5.4.3.), et
en outre : Pour (i) l'isomorphisme naturel en

c : cP(1) =~ c(1)P, et pour (ii) le fait que toute flache
transportable est absolument quarrable.

(5.4.9.) THEOREME : S7i f : C1 + C est une fibration, f est

transportable.

Preuve : Evident pour B =71 On s'y raméne par les équiva-
lences (i) <= (iii) de (5.4.3.) et (1) <= {ii) de (3.3.4.).

(5.4.10.) Scholies. De ce qui précéde, il résulte claire-

ment que :

(i) Toute fibration ou cofibration de Fib(B) est absolument
guarrable.

(ii) Toute fléche g : D + C de Fib(B) définit un 2-foncteur
de changement de base g* : Fib(C) - Fib (D), qui a un bon
comportement dans tous les sens possibles, i.e. :

1) Globalement : si f : Cl + C € Fib(C) et
g*(f) = fl : D1 * D € Fib(D), par les isomorphismes
Fib(C) =~ Fib(C) et Fib (D) = Fib(D), on retrouve le change-

-

ment de base usuel; d'old des propriétés analogues i celles
de (1.9.) mais "fibrées sur C et D".

2) Par changement de base F : B' +-B.
3) Fibre 3 fibre.
(Le lecteur donnera facilement un sens a 2 et 3, ainsi qu'a

la phrase : "les mémes propriétés sont vraies pour les cofi-

brations").
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(5.4.11.) Remarque : Ces propriétés justifient 1l'intérét
que nous attachons aux fibrations dans Fib(B). Mais il y a
une raison plus essentielle 3 cet intérét, si l'on veut
bien admettre que les fibrations sont importantes.

Soit £ : X + ¥ un foncteur. On lui a associé dans (2.2.2.)
une fléche, Ens(f) : Ens(X) + Ens(Y), de Fib(Ens). On a

clairement :

f est une fibration <= Ens(f) est

4une fibration dans Fib(Ens).
(5.4.12.) LEMME : Soit D : D + B une fibration discréte.

(i) Toute £ : C » D € Fib(B)/D est une fibration, donec
"f € Fib(D).

(ii) Toute g : £' + £ € Fib(B)/D est cartésienne au-dessus
de D. Il en résulte donc que Fib(D) = Fib(B)/D.

Preuve : Trivial pour B = 1, On s'y raméne par : (3.3.4.)
pour (i) et (3.3.5.) pour (ii).

(5.4.13.) Corollaire : Si fi : Ci + D € Fib(B) (i=1,2),
ol D est discréte, le produit fibré Cl B C2 existe et est
absolu, et les projections pr; : C C, » C; sont des
bifibrations dans Fib(B).

On utilisera en particulier ce corollaire quand D est la

1p

fibration discréte associ&e a un objet de B.

(5.4.14.) PROPOSITION : St D : D + B est une fibration
ordonnée, toute fléche £ : C + D de Fib(B) est transporta-
ble. : '

Preuve : Trivial pour B = 1. On s'y raméne par
(i) « (ii) de (5.4.3.).



(5.4.15.) Remarques :
(1) Onta donc un "bon" changement de base, dans Fib (B),

pour les fléches de but une fibration ordonnée, dont on a
vu l'importance 3 propos de 2 et w. Les produits fibrés
construits naivement alors se trouvent facilement expliqués,

et précisés, par la proposition ci-dessus.

(ii) On verra paf la suite quelques principes trds géné-
raux de "réduction 3 B = 1", ‘

(5.4.16.) PROPOSITION : Sotit f : C1 + C € Fib(B). On a les

conditions équivalentes :

(1) £ = Cl + C est une fléche transportable.

(ii) Le foncteur £ : C1 + C est transportable.
La vérification est un exercice, facile, laissé au lecteur.
On dit pour cette raison que la transportabilité est une
propriété absolue. '

5.5. Foncteurs |transportables. ' 1.00
S

(5.5.1.) DEFINITION : Un foncteur C : X - X1 est cotrans-

portable sst, pour toute catégorie Y, le foncteur
yC .yl . Vx est transportable.

(5.5.2.) Remargues au sujet de la définition :
(i) Si C est cotransportable, il en est de méme de c°P.

(ii) Il y a une autre notion catégorique de “"cofibration",
plus conforme d'ailleurs avec l'usage de ce mot en tovolo-
gie. C : X » X1 est une "cofibration" ssi, pour toute
catégorie Y, le foncteur VCOP est une fibration. Compte

tenu de 1, les foncteurs cotransportables jouent par rap-



b

port 3@ ces "cofibrations" le méme rdle que les foncteurs
transportables par rapport aux fibrations. On devrait donc
dire "“cotransportable".

(iii) Comme nous n'étudierons pas ces "cofibrations", malgré
leur intérét, et comme la notion de foncteur transportable
est auto-duale, il n'y a aucun risque d'ambiguité 3 omettre

- les guillemets.

(iv) Compte tenu de la caractérisation ci-dessous, on
aurait pu éviter totalement le mot cotransportable et dire :
injectif sur les objets. Mais cela aurait masgué la pro-

priété caractéristique, qui est de nature "2-catégorique".

(5.5.3.) THEOREME : Soit C : X =+ Xl un foneteur. On a les

conditions équivalentes
(i) C est injectif sur les objets.
(ii) C est cotransportable.

Preuve : (i) = (ii). Soient £, : xl + YVetf: XY

deux foncteurs et o : f » flC un isomorphisme naturel.

On associe 3 tout objet X, de X1 un isomorphisme

1

olx1 - flx1 > flxl dans Y, défini comme suit :

Si Xl’est de la forme CX, avec X € X, on prend

olxl = gX : fX » flcx = flxl' Sinon on prend 0,X, = 1dfle

Il existe alors un unigque foncteur ?1 : X1-+ Y tel que les

¢,X, déterminent un isomorphisme naturel o, : ?1 N £, et

on a clairement o = ol*c.

(ii) = (i). Notons d'abord que le composé de deux fonc-

teurs cotransportables l'est aussi. Soient C : X =+ X1
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cotransportable, et X et X deux objets distincts de X.
Le foncteur XL X : 1 JL 1 + X qu'ils définissent est cotrans-
portabie par (i) = (ii), donc aussi le composé
Co (XU =CXLcR: 11 » X,. Cela réduit le probla-
me aucas X =1 L 1, X =0 et X = 1.
Notons Iso l'isomorphisme universel, i.e. la catégorie

définie par :

B,

O — 1 avec uv = id et wvu = id.
v

-

Soient f1 : X1-+Iso le foncteur constant &gal 3 1,

f: X=111 > Iso 1'inclusion canonique, et ¢ : £ ¥ £,C
l'unique isomorphisme. Il existe un isomorphisme

G, ¢ ?l 5 fl tel que ¢ = ¢.%C. En particulier f = flc,

1
donc C(0) # C(1).

(5.5.4.) Remarques :

(i) Le foncteur 0Ob :_Cat, + Ens a pour'adjoint d droite
le foncteur U qui associe & tout ensemble I la catégorie
grossiére U(I) ayant/uﬁcomme ensemble d'objets, et

Iso = U(1 ML 1). D'ol pour toute catégorie X :

CatI(X,Iso) = HomEns«XXX), 1 JL 1) ~0on(0b(X)),

ce qui caractérise Iso & isomorphisme prés.

(ii) Noter aussi que Iso est la catégorie de fractions de
? obtenue en inversant l'unique fléche non triviale, et

que c'est un groupoide.

(iii) La démonstration de (ii) = (i) fournit le résultat

plus précis suivant :
C: X ~» X1 est cotransportable
ssi IsoC est transportable.

Il en résulte que dans (5.5.1.) on peut se borner, pour Y,



a prend;g_un groupoide.’

L X o

(iv) Nous mentionnons ces faits car ils "se fibrent et se

fonctorisent bien", et sont 3 la base de la démonstration

de (5.5.6.) ci-dessous.

(Tant que ces faits n'avaient pas été dégagés et la preuve
- de (ii) = (i) ci-dessus fonctorisée, je ne pensais pas que
1'éguivalence (i) e (ii) de (5.5.6.) était vraie. Le

formalisme a parfois du bon!).

(5.5.5.) DEFINITION : Une fléche C : C » C1 de Fib (B)
est cotransportable sst pour toute E € Fib(B) le fonecteur
Cart(C,E) : Cart(Cl,E) + Cart(C,E) est transportable.

(5.5.6.) PROPOSITION : Les conditions sutvantes sont équi-

valentes.
(i) C : C » Cl est cotransportable.

(ii) Pour tout I € B, le foncteur CI : C(I) ~» CI(I) est
cotransportable. ‘

(iii) Le foncteur C : C ~» C1 est cotransportable.

(iv) Pour tout F : B' » B, F*(C) : F*(C) =~ F*(Cl) est co-
transportable.

(v) Pour toute D € Fib(B), CxD : CxD + C.xD est cotrans-

portable.

1

(vi) Pour toute D € Fib(B), Cart(C,Inv(D)) est une fibration.

(vii) Cart(C,Iso(B)) est transportable (ou Iso(B) est défi-
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ni ci-dessous).
e

-

(5.5.7.) Remarques :
(i) Quand on disposera des catégories DC, on pourra allonger

cette liste, notamment en rajoutant l'analogue fibré parfait
de la définition (5.5.1.) : Pour toute D € Fib(B),

C,.
b€ : pl' » D est transportable.

(ii) On note Iso(B), ou méme Iso, la fibration constante
de base B et de fibre Iso. En vertu de (2.9.6.), pour
toute C € Fib(B) on a Cart(C,IsofB)) ~ Cat(C,Iso), donc
toute partie S de Ob(C) définit un unique foncteur carté-
sien f : C » Iso tel que £(X) = (1,I) ssi X € S n Ob C(I),
appelé foncteur caractéristique de S. '

-

Preuve de (5.5.6.) : On montre d'abord les équivalences

(i) <= (ii) <= (iii) «= (vii) puis on en déduit les autres.

(vii) = (iii). Soient X et X deux objets distincts de

C(I). Notons fl : C1 + Iso et £ : C » Iso les foncteurs
caractéristiques respectifs de Ob(%) et de Ob(C) - {X}.
On a un isomorphisme, d'ailleurs unique, '

c : £5 £,.Cc€ Cart(C,Iso). Il existe alors

o, : £. % f£, € Cart(C,,Iso) tel que o, = o#C, et en parti-

1 1 1
culier £ = £,¢, d'ol C(X) # C(X), et c est un foncteur

injectif sur les objets.
(iii) = (ii) évident.

(ii) = (i). Soient E € Fib(B), £ : C » E et £, : C, +E

cartésienset o : £ + flc un isomorphisme de Cart(C,E),
définissant des isomorphismes o * ?I -+ flI GI de
Cat(C(I),E(I)). Pour tout I € B, o1

se relédve en un iso-
morphisme o,  : £,; > £, de Cat(Cl(I),EJL¥%v~nSi T e e



x1 € CI(I), la fléche clI(Xl) : flI(xl) > flI(xl) est un
isomorphisme vertical de Cl’ donc est cartésienne. Donc

les foncteurs ?I se prolongent en un foncteur ?1 : C, + E

1

cartésien, tel que les ¢ définissent un isomorphisme

1I

o, : ?1 » £, de Cart(Cl,E) vérifiant o = c,*C. Noter que

o, et ?1 sont uniques, une fois choisis les o,;.
(i) = (vii) évident, ce qui boucle la premiére étape.

(ii) < (v) et (ii) <= (vi) sont clairs : 1l'injectivité

sur les objets se voit fibre & fibre.

(i) = (vi) car Inv(D) est un groupoide fibré, donc
Cart(C,Inv(D)) est un groupoide. Mais si f : Xl + X, ol
X est un groupoide, f est transportable ssi f est une

fibration.

(vi) = (vii) car Iso est un groupoide fibré, donc
Inv(Iso) = Iso.

(5.5.7.) PROPOQSITION : Sozt C : X = X1 un fenecteur cotrans-

portable. Pour toute C € Fib(B) la fléche c : C 1 » cX,

de Fib(B), est transportable.

Preuve : R&duction au cas B = ] en utilisant les isomorphis-
mes CX(I) z.C(I)x, et (i) < (ii) dans la proposition
(5'4031).

(5.5.5.) Soit g : D ~» CX € Fib(B). On peut alors former

le produit fibré
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Comme (4) est absolu, on a les produits fibrés (AI) ol
I €B, et (A) :

£ £

D, (I) 1 D(I) 0, -1
911 1 (Ag) 1 g 9 1 (A) l g
CXI(I) ""‘Cﬁ> CX(I) Cxl —c—-——-» cx
-C ' C

I

et, pour toute E € Fib(B), le produit fibré Cart(E,a)

que nous n'écrivons pas. Les isomorphismes

Cart(E,Cx) =~ Cart(ExX,C) permettent,.comme pour les caté-
gories ordinaires (Cos B = 1 auquel on se réduit d'ailleurs
car les (A ) sont des produits flbres) de dé’uire de (a)

le prodult fibre,

Cart(E,fl)
Cart(E,Dl) — Cart(E,D)
Cart (E,a)" Cart(E,gl)A l 1 Cart(E,q)"
Cart(XIXE,C) —~ Cart (XxE,C)

Cart (CxE,C)
od Cart(E,q)" désigne le foncteur COmposé :

Cart(E,D) —M Cart(E, C ) = Cart{XxE,C).
Cart(E,qg)

(5.5.9.) Remarques : Les produits fibrés de (A) permettent
des réductions au cas B = |. On appellera réductions fibre
a fzbre celles qui utilisent les (A ), globales celles qui
utilisent (A), et cartésiennes celles gui utilisent soit
Cart(E,A) soit Cart(E,a)?. Les réductions cartésiennes
sont les plus g&nérales : par exemple pour les fibrations
CD, définies au Chapitre III, on n'aura pas d'isomorphisme,

. D
ni méme d'équivalence, entre C et la soq;pq.du.foncteng_
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D, ou entre (C ) (1) et C(I)D(I). On aura par contre des

c
équtvalances Cart(E, C ) > Cart(DxE,C) généralisant les 180-
morphismes Cart(E,C ) ¥ Cart(XxE,C). Les ré&ductions carté-
siennes s'appliquent aux propriétés stables par équivalence
de catégories fibrées, et souvent aussi, en faisant atten-
tion, a des propriétés de type "produit fibré absolu", ou
autres, qui ne sont pas stables par égquivalence.

La lourdeur un peu pédante consistant 3 expliciter certains
diagrammes canoniques, ou certaines propriétés de naturalité,
fait en réalité gagner du temps. Elle permettra dans la.
suite d'utiliser de trés nombreuses réductions é 1, de

divers types. .

" (5.5.10.) Notons, pour référence ultérieure, quelques cas
particuliers oG C : X =~ Xl est cotransportable, et donc,
pour toute C € Fib(B), €€ absolument quarrab.le.

(i) X est une sous-catégorie de Xl' et ¢ est 1l'inclusion.
Plus spécialement, les inclusions : 14 1 €2 < Iso.

(ii) X est un monoide, et Plus spécialement un groupe.
(iii) X et Xl sont des théories algébriques, au sens de
Lawvere, et c un morphisme de théories. Cet exemple sera
généralisé et précisé lors de 1l'introduction des fibrations

& fibre dans un corpus [Bé

5.6. Les fibrations (f,q).

(5.6.1.) Rappelons que si £:0+C et g : E + C sont deux
foncteurs, on note (f,9) la catégorie définie par le produit
fibré (A) ci-dessous.



T

(3_,9,)
( (£,9) o 1 —+ DxE
() h | | £xg
o0 PSR

CC

ol c: 1] 1 € ? est l'inclusion. La fléche h détermine
une "homotopie", i.e. une transformation naturelle, notée
encore h, fao -+ gal, universelle, c'est-a-dire que l'on a,

pour toute catégorie C', un isomorphisme :

(£,90C" = (£¢',4%"y.

C'.gC'
(5.6.2.) Cette situation se fibre de la meilleure manidre
"possible (ce n'est pas toujours le cas). Si £ : D + C et
g : E » C sont deux flaches de Fib(B), la flache c° est
absolument quarrable, donc on peut former le produit fibré
(A) analogue a celui de (5.6.2.). Ce produit fibré étant
absolu, le diagramme dans Cat qui lui correspond est juste-
ment (A), et aucune confusion n'est possible, 3 ceci prés
qgue la catégorie (f,g) doit, dans le cas fibré, &tre munie
de sa fibration structurelle sur B, ce qui est tout 3 fait
moral. |
Toutes les réductions & 1 sont possibles et donnent les

isomorphismes suivants :

(i) Pér réduction fibre & fibre, pour tout I € B et tout
F: B'" > B :

(f:g)I o~ (fIlgI) H .(F*(f)lF*(g)) &~ F*(f:g)o

(ii) Par réduction cartésienne, pour toute C' € Fib (B)

Cart(C',(f,g)) =~ (Cart(C',f),Cart(C',q))

qui généralise l'isomorphisme de (5.6.1.) et sera généralisé

au chapitre III.



(Nous qonseillons vivement d'exprimer, uniquement en termes '
de pseudo-foncteurs, l'isomorphisme (ii). Quant aux caté-
gories indexées ...).

5.7. 2-produits fibrés dans Fib(B) .

Toutes les considérations de (5.6.) n'utilisent, outre 1'igo-
morphisme banal C"n I & CxC, que le fait que 1l'inclusion
'l 1 €2 est cotransportable. Il en est de méme de

1l 1 € Iso, donc tcut se conserve. Fixons les notations.
Dans le diagramme correspondant & (A) (resp. (A)) la caté-
gorie (resp. la fibration) correspondant 3 (f,g) est appe-
lée 2-produit fibré de f et g et notée (f,g) ou

DXE (resp. DXE).

C C

Le signe ~ vient rappeler que c'est un "produit fibré 3

isomorphisme pré&s", mais en un sens trés précis.

5.8. Remaroue.

Nous utilisercns trés peu les 2-produits fibrés, par contre
les produits fibré&s absolus et les fibrations (f,g) seront

essentiels dans la suite.

§ 6. LES FIBRATIONS Fam(C).

6.1. Introduction.

Si on part de 1'idée que les fibrations sont la généralisa-
tion ﬁéturelle des catégories quand on remplace Ens par une
catégorie B arbitraire (2.2.), 1la question des limites
"infinies" se pose. Par dualité, il suffit de considérer
les 1im, lesquelles se réduisent aux conoyaux, notion finie,
et aux sommes "infinies". Pour une catégorie X ordinaire,
i.e. non fibrée, X a des sommes infinies ssi le foncteur

Ny ¢ X = Ens(X) qui identifie X & la fibre au-dessus de 1
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de la £ibration Ens (X) a un adjoint i gauche.

[

Nous allons associer 3 toute C € Fib(B) une fibration
Fam(C) qui, dans Fib(B), sera a C ce gue Ens(X) est 3 X.
Plus précisément, le rapport entre C et Fam(C) devra four—
nir, comme cas particulier, le rapport entre la fibration
Ens(X) : Ens(X) -+ Ens (qui de notre peint de vue est la
véritable catégorie X) et la fibration

Ens(Ens (X)) : Ens(Ens(X)) + Ens.

(6.1.1.) L'utilité de Fam(C) sera vue au Chapitre II. Par

contre, on constatera de mani&re un peu "surprenante" que :

(i) La définition catégorique de Fam(C) est trés simple,
et les démoﬁstrations formelles dans le cadre des fibra-
tions sont plus courtes et plus claires que les démonstra-
tions naives que l'on serait tenté de faire dans le cas
trés particulier de Ens(Ens(X)).

(ii) L'existence du foncteur C + Fam(C) généralisant
X + Ens(X) ne nécessite pas que B soit 3 objet final, mais
seulement a produits fibrés, hypothése que nous ferons dans

tout ce paragraphe (voir 1'Exercice 16).

(6.1.2.) Un objet de Ens(Ens (X)), dans la fibre au-dessus
de l'ensemble I, est une famille doublement indexée
i€l
d'ensembles i la fléche u : J = [ Ji + I (voir
i

((X.) . d'objets de X. En identifiant la famille
3’ jedy)

(T3)jex

(2.3.) dont on reprend les notations) un tel objet s'iden-

tifie a8 un couple ((Xj)jEJ' u:J » I), ce qui motive les

définitions suivantes.,



6.2. D&finitions.

Soit C :‘C + B une fibration.

(6.2.1.) On note Fam(C) la catégorie définie par le produit

fibré ci-dessous :

C*(S)
Fam (C) >
S*(C) l l C (ot S est le
BZ . . B foncteur source).
S )

(6.2.2.) On note Fam(C) le foncteur composé :

*
s*(C) ? B: B. C'est une fibration, comme composé

Fam(C) B
de la fibration fondamentale B, et de la fibration S*(C).

On l'appelle fibration des familles de C.

(6.2.3.) La correspondance C |l— Fam(C) définit clairement

un 2-foncteur noté Fam : Fib(B) -+ Fib(B).

(6.2.4.) Explicitons quelgues notations, bien que les
arguments qui suivent soient purement 2-catégoriques

et n'utilisent aucune forme explicite des objets ou flé-
ches de Fam(C), ce gqui permet de les "internaliser" ou de
les "fibrer" a souhait.

Un objet de Fam(C) est un couple (X,u) ol u: J + I eé

X € C(J).

Une flache de (X',u') vers (X,u) est un couple (p,v) ol
¢ : X' > X€EC, etv: I +'I € B rendent commutatif le

diagramme :

Jl o Il
C (o) 1 lv
J -+ I, = = ' =




Une telle flé&che est cartésienne ssi ¢ est cartésienne dans
C, et le diagramme ci-dessus est un produit fibrs.

Le foncteur Fam(C) est défini par : (X,u) = I et

(o, v) = v.

Avec les notations de (5.6.1.), la catégorie Fam(C) n'est
autre que : (C,idB) notée souvent (C,B) ou C/B, d'ol un
grand nombre de propriétés formelles, renforcées par le
fait que C est une fibration et que B admet des produits

fibrés, ce que nous allons immédiatement exploiter.

6. 3.

Le foncteur S*(C) étant une fibration, il définit d'aprés
(3.3.1.) une fléche S*(C) : Fam(C) - B qui est une fibra-
tion dans Fib(B), et en particulier est absolument
guarrable.

La correspondance : C € Fib(B) | S*(C) € Fib(B) définit

un 2-foncteur
S* : Fib(B) — Fib(B).

Dans le cas particulier de l'introduction, cela signifie
cog ) — (J3.). définit
JCJi ieT , 1°i€I

une fibration de Ens(Ens(X)) sur Ens(Ens), tout ceci fibré

que la correspondance : ((Xj)

au-dessus de Ens, et qu'en outre la correspondance qui

a X associe cette fibration est un 2-foncteur. La vérifi-
cation naive est trés facile mais les écritures sont trés
lourdes.

Ce serait bien pire pour les considérations de (6.4.)
ci-dessous. On nous pardonnera donc une petite dose de
formalisme qui raccourcit et clarifie les choses, tout en

permettant de les généraliser.

6.4. Le triple des familles.

u
(6.4.1.) Notations : On note 2 = O + 1 la fldche universelle
. S= ememuocsaen w0
et -



u_ u :
3 =0 _2¢ 1 1,5 (u2=u1go), le couple composable universel.

A

%2

Un objet X (resp. une fléche ¢ : X  » Xl, un couple compo-
sable de fléches X, — x1 — X2) d'une catégorie X est

| % S|
jdentifié 3 un foncteur 1 - X (resp. 2 > X, 3 » X). L'unique
foncteur X + 1 est noté ey, Ou €. (On utilise vrainment
trop peu de la structure simpliciale des catégories pour
introduire lecs notations systématiques de [Gi 1). Avec

ces notations :

(i) Les foncteurs B et S s'écrivent alors
‘B = B1 : B2 -+ B’ ~ B, et S = B°. Rappelons qu'en outre, le
diagramme ci-dessous est une somme amalgamée (stricte).

(ii) 1 7
: o)
i l 4
2 — 3.
u
O

(6.4.2.) Qn définit une fléche ne ¢ Cc » Fam(C) de Fib(B)

en associant & tout X € C(I)_le couple (X,idI) € Fam(C) (I).
pans l'exemple de 1'introduction, ng associe 3 la famille
'(xi)i€I d'objets de X la famille doublement indexée

((X:)scpq) ..
: 1.|€{“ i€l

(6.4.3.) On définit une flé&che u, : Fam(Fam(C)) -+ Fam(C)

de Fib(B) de la fagon suivante. Un objet de

Fam(Fam(C)) (I) est un triplet ((X,v),u) ot u : J =+ I et
v : K » J sont des fléches de B, et X € C(K). On lui

| associé par ue le couple (X,uv) € Fam(C) (I).



(6.4.4,) On vérifie alors - c'est assez long mais direct - '

que :

%

(i) Les fléches e et e sont bien des foncteurs cartésiens,
i.e. dans Fib (B).

(1i) Qu'elles dépendent naturellement de C € Fib(B).
(iii) Que (Fam,n,p) définit un triple strict dans Fib(B).
Noter que dans 1l'exemple de 1l'introduction, uc associe a
une famille triplement indexée, une famille doublement

index&e que nous laisserons volontiers écrire au lecteur.

(6.4.5.) Avertissement : La fin du paragraphe 6, tout en

restant élémentaire, suppose quelque familiarité avec les
2-catégories. Elle peut &tre omise en premiére lecture.
Nous ne l‘'utiliserons pas dans la suite, sauf dans des re-

marques ou exercices.

6.5. Quelgues remarques 3 propos du triole des familles.

(6.5.1.) La construction de la catégorie Fam(C) et des
foncteurs Fam(C), nc et e he suppose ni que B soit 3@ pro-
duits fibrés, ni que C : C + B soit une fibration. On
obtient ainsi un triple strict sur Cat/B et ce qui précéde
signifie alors que : si B est 3 produits fibrés, ce triple
induit par restriction un triple sur Fib(B) < Cat/B, et
qu'enxoutre,_le 2-foncteur Fam : Fib(B) + Fib(B) se reléve
en un 2-foncteur S* : Fib(B) + Fib(B). L'hypothése que B
soit & produits fibrés est essentielle pour ces affirma-

tions.

(6.5.2.) Nous allons donner des constructions 2-catégori-

ques de n. et Moo n'utilisant pas la description des objets
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et fléches de Fam(C) ou Fam(Fam(C)). Elles rendront en
particuiier inutiles les vérifications laissées au lecteur
dans (6.4.4.). Nous faisons la construction dans Cat/B,

ol B est arbitraire, en notant au passage qu'on reste dans
Fib(B) quand B est & produits fibrés.

Soient donc C : C - B € Cat/B, et

Fam(C) : Fam(C) + B € Cat/B défini par (6.2.1.) et (2.2.2.).

(6.5.3.) Cn définit un foncteur LR ¢ » Fam(C), unique,
par la condition de rendre commutatif le diagramme ci-dessous
dans lequel le rectangle extérieur est trivialement commu-

tatif, et le carré de droite est un produit fibré.

id
C » C
\ _
n ram(C)—"’E:zg;—
C
C ) C
| s*c)
B . B? » B,
n=B€ S=B0

Le fait que dans le diagramme : 1;%3 2 55 1 on ait €0 = ¢l

1
montre que le diagramme ci-dessous est comnutatif :

C —+ Fam(C)
e
C Fam(C)
B

donc que le foncteur ne définit une fléche ne ¢ C + Fam(C)
de Cat/B.

(6.5.4.) On définit un foncteur be ¢ Fam(Fam(C)) =+ Fam(C),

unique, de la fagon suivante.

1) On note d'abord qu'on a par définition de Fam(Fam(C)),



le diagramme ci-dessous et tel que les deux carrés soient
des produits fibrés.

Fam(Fam(C)) —s 83 —y 82
S* (Fam(C)) B o S=B.
Fam(C) . g? —» B,
S*(C) B=8
Fam(C) '

2) Il existe alors un unique foncteur e tel que le diagram-
me ci-dessous soit commutatif.

S*(Fam(C)) C* (S)
Fam(Fam(C)) —m8 — Fam(C) — =

C
e "c\‘ Fam(C) %’ c
' J S*(C)

5 i B.

> 5
—v »

B 2 s=8°

(6.5.5.) La naturalite par rapport a C € Cat/B est &vidente
car tout a été fonctorisé. Le fait gu'on ait un triple
dans Cat/B résulte en définitive de ce que, dans Cat°p,

On a une catégorie interne ayant ! comme objet des objets,
2 comme objet des fli&ches, O : 1 + 2 et ) : 1 » 2 comme
morphismes "“source" et "but", et u, : 3 » 2 comme morphisme

de composition [Be r P- 47].

(6.5.6.) si 1'on Suppose maintenant B i produits fibrés
et C € Fib(B), le fait que 1'on ait un triple dans Fib(B)
se voit de la fagon suivante

Y

un unique foncteur ﬁc : Fam(Fam(C)) - 83 rendant commutatif



(1) Tous les objets de Cat/B utilisés sont construits par
composition de la fibration fondamentale avec des fibrations

F*(C) pour des F convenables.

(ii) Tous les produits fibrés utilisés sont dans Fib (B)
et absolus, les uns parce que l'une des fléches est une fi-
bration, les autres parce que les foncteurs O, 1, u,, u,

et u, sont cotransportables.

(6.5.7.) La dernidre remarque permet, d'un coup, de fibrer
tout ce gui précéde : i.e. pour toute C € Fib(B) de définir
un triple des familles sur Fib(B)/C (gui pour B = | redonne
le triple sur Cat/C) et si en outre la fibration C est a
produits fibrés (au sens du Chapitre II), de voir que

ce triple se restreint en un triple sur Fib(C) < Fib (B) /C.
En outre, il n'y a aucune vérification a faire, on proceéde
par réduction cartésienne au cas B =1 ce qui est possible

compte tenu des résultats de (3.3.) et du paragraphe 5.

(6.5.8.) Il faudrait, pour é&tre complet, expliciter 1la
propriété universelle de Fam(C) et de la fibration

s*¥(C) : Fam(C) - B € Fib(B). Nous faisons confiance a la
sagacité® du lecteur pour les découvrir, en se guidant de
1l'exemple Ens(X) : Ens(X) =+ Ens, et en utilisant les notions
de scindages et coscindages de fibrations et cofibrations
de Fib(B) définies dans 1l'Exercice 18.



EXERCICES DU CHAPITRE 1

Exercice 1. Soit € ¢ C + B un foncteur.

(i) Si C est une fibration, toute fléche cartésienne
@ : Y » X est hypercartésienne, i.e. vérifie :

. Pour toute w‘: Z + X € C et toute factorisation :
C(y) = C(p)w dans B, il existe une unique fléche

6 € Homw(Z,Y) telle que ¢ = @o.

(ii) Si pour tout X € C(I) et u: J + I € B il existe
Y € C(J) et 0 € Homu(Y,f) hypercartésienne,'c est une fi- /:K

bration.

Exercice 2. Soit C : C + B une fibration.

(i) Si » € Homu(X,Y) est cartésienne, ® est un monomorphis-
me (resp. épimorphisme scindé, isomorphisme) ssi il en est

de méme de u.

(ii) Soit Q un carré commutatif de C, ol ¢ est cartésienne,
et C(Q) l'image par C de Q dans B :

o' C(p')

p' " Q ] c(yp*) c(Q) c(v)
© C (o)

Chacune des conditions ci-dessous est conséquence des deuX



autres :
1) ¢' est cartésienne.
2) Q est un produit fibré.

3) C(Q) est un produit fibré.

-

(iii) Il en résulte que,:si B est & produits fibrés :

1) Toute fléche cartésienne ¢ est quarrable, i.e. tout dia-

gramme :

1 ¢, O0 @ est cartésienne, a un prcduit fibré.
_—_

P

2) Les conditions ci-dessous sont équivalentes :

a) C est a_ produits fibrés et C préserve les produits

fibrés.

b) Pour tout I € B, la fibre C(I) est & produits fibrés
et pour tout u : J » I, u* : C(I) » C(J) préserve les pro-

duits fibrés.
3) Si C est une bifibration, ces conditions se réduisent a :
c) Pour tout I € B, la fibre C(I) est & produits fibrés.

{iv) Que subsiste-t-il de (iii) 1) 2) et 3) si on ne suppo-
se plus que B a des produits fibrés ?

(v) Généraliser (iii) en remplagant "produits fibrés" par

"lim arbitraires”.
<



e
Exercice 3. Dans ce qui suit, on considérera les groupes

comme des. catégories i un seul objet. Une fibration

C : C » B dont toutes les fibres sont des groupes sera
appelée fibration en groupes. On note Grp(B) la sous-
2-catégorie pleine de Fib(B) ayant pour'objets les fibra-
tions en groupe, et Grpl(B) la catégorie déduite de Grp(B)
par oubli des 2-cellules. Si G est un groupe et y € G

on note § 1'automorphisme intérieur y' b— y ' y'y.

La souslz—catégorie pleiﬁe de Cat ayant pour objets les

groupes est notée Grp. Si fo et f. sont des morphismes

de groupe de H dans G, une 2—cellu;é fo=°f1 s'identifie a
un élément y de G tel gue fO = ?fl. Par oubli des 2-cellu-
les de Grp, on obtient la catégorie des groupes, notée
-Grpl. -

On se propcse de comparer les définitions de Grpl(B) et
Grp(B) en termes de fibrations, et en termes de "catégories
indexées", ou de pseudo-foncteurs, dans le cas particulier

trés simple ol B est un groupe, qui sera fixé dans la suite.

I - Fibrations.

(i) Soit C une catégorie, et C : C »- B un foncteur. Les

conditions suivantes sont égquivalentes
1) C est une fibration en groupes.

2) C est un groupe et C un morphisme surjectif de groupes.
L'unique fibre de C est alors le groupe Ker(C). Un cliva-
ge de C est une application I' : B + C telle que

Cot = idB. C'est un scindage ssi c'est un morphisme de
groupes, i.e. un scindage au sens usuel. (Il existe donc

des fibrations n'ayant aucun scindage).

(ii) Soient C : C -+ B et D : U » B des fibrations en grou-



pe, une fl&che £ : C + D € Grpl(B) ést un morphisme de
groupes £.: C + D tel que Def = C.

Si fo et fl sont deux telles fléches, une 2-cellule fo = f1
est un élément y de Ker(C) tel que fo =.?f1'

II - Catégories indexées [Pa. Schu]

(i) Une catégorie de groupes indexée pér B est définie par

la donnée de :
1) Un groupe G.
2) Pour tout u € B, un morphisme u* : G + G.

3) Pour tout couple (u,v) d'éléments de B1 un élément
¥ou* = % ( *
Y (u,v) de G tel gue v*ou Y(u,v)°‘uV) .

oC*¥, ol C est l'unité

4) Un élément 8 de G tel que idG = ?1

de B.

Ces données vérifiant les conditions habituelles de
"cocycle". On peut & la rigueur se dispenser de 4) en nor-
malisant, mais les T (u,v) sont indispensables pour le cas

non scindé.

(ii) Un morphisme de (G,u*,y(ulv),yl) vers (G‘,u*,yzulv),yé)
est défini par :

1) Un homomorphisme de groupe £ : G + G'.

2) Pour tout u € B, un élément ¢; de G' rendant commutatif

G — G'
£
u* l u*




Les w& doivent en outre é&tre compatibles avec les

' [ . c s
Y(u,v)’ *(u,v)’ Yy et Y; ©n un sens que le lecteur explici
tera.
Notons seulement gque pour G = G' et f = idG, le fait que
(f,wé) soit un isomorphisme donne la condition de "cobord"
usuelle.
(iii) Une 2-cellule (f,w&) -+ (g,¢&) s'identifie 3 un é1lé-
ment y' de G', compatible avec tout ce qui précéde.

J'insiste sur le fait qu'il n'y a pas de simplifica-
tion posstble dans la présentation de Grp(B) en termes de

familles indexées, et que l'introduction par certains au-

- teurs de prétendus "isomorphismes canoniques" qu'ils n'expli-

citent pas, parce qu'ils n'existent pas!, revient i tuer

" toute la cohomologie des groupeé, la théorie de la descen-
te, et bien d'autres choses ...

Méme dans le cas B = 1, la 2-catégorie des "familles de
groupes" est seulement égquivalente & Grp, et 1l'équivalence

serait assez longue & vérifier.

III - On ne suppose plus que B est un groupe, mais une ca-
tégorie arbitraire. Pour le lecteur non encore convaincu,
nous proposons de donner un sens, puis de prouver, en ter-
mes de catégories indexées la proposition ci-dessous, et
ceci méme en trichant autant qu'il voudra avec les "isomor-

phismes canoniques".

PROPOSITION : Soient C : C + B et £ : D » C deux foncteurs.
Posorns D = Cof : D » B. St C et f sont des fibrations en

groupe, tl en est de méme de D.

(i) La démonstration dans le cadre des fibrations est

triviale. On verra dans les exercices des propositions



bien plus générales et plus précises. Dans le cadre des
familles.index8es, le probléme est le suivant : La fibra-
tion en groupes C est remplacée par une famille de groupes
indexée par B, i.e. un pseudo-foncteur ¢ de 8°P dans Grp.
Mais ensuite, on ne dispose pas de la catégorie C qui est
définie par IB¢. Or la fibration en groupes f devrait étre
remplacée par une famille de groupes indexée par cette caté-
gorie C dont l'existence est "ignoré&e". Inutile de dire N
que méme si on construisait C & partir de ¢, la définition
du pseudo-foncteur © de B°P dans Grp(B) correspondant a& D
serait abominable. Essayer d'écfire les choses dans le

cas particulier ol B est un groupe, et se souvenir qu'zl
faut tenir compte d'une maniére ou d'une autre, méme impré-
cise, des soi-disant "isomorphismes canoniques" si on ne
veut pas se retrouver avec le "théoréme" : tout épimorphis-

me de groupes est scindé!

(ii) On pourrait essayer de s'en tirer en utilisant le
Lemme de Yoneda, et remplacer C et f par les fibrations
scindées de (2.8.4.). L'ennui est que si C est une fibra-
tion en groupes, la fibration scindée libre n'est plus une
fibration en groupes, mais seulement en groupoides. Expli-

citer cette fibration.

IV - Devinettes.

Expliquer les paradoxes (i) et (ii) ci-dessus et réfléchir
3 (iii). La terminologie est celle de [Pa- Schu). Si

est un groupe, toute fléche de G est un isomorphisme, on
prendra toutes les fléches de G comme isomoxphismes cano-
niques. (C'est le seul choix qui soit tel que : pour toute
catégorie B, les familles de groupes indexées par B redon-

nent les fibrations en groupe de base B).

= -.f-l".""""-"“:' s et .



(i) Soit'g une catégorie de gfoupes indexée par B. Dans
[Pa. Schul] (2.1.) on définit la famille discréte Ob((C).

En prenant cette définition, on trouve ici : Ob(C) = G.
D'ol le corollaire : Toute fibration en groupes est une fi-

bration discrétel!l!

(ii) Notons 1 la catégorie de groupes indexée par B 'définie

par II = ]. Pour tout I € B, soit fI : II

morphisme de grcupes. On d&finit ainsi une famille indexée

> CI 1'unigue

de foncteurs £ : 1 +» C. Passant aux fibrations associées,
on trouve un foncteur cartésien : IBf : IBl > ]Bg. Mais
jBI est la fibration 1 = idz : B » B. D'ol le corollaire :

Toute fibration en groupes est scindée!!

(iii) Soient C et D deux familles de groupes indexées par
Bet £ = (£ : T
on définir une famille Ker(f) en posant pour tout I,
Ker (£) T = Rer(£T) 2

> DI) une famille de morphismes. Peut-

Réponses : Pour (iii) la réponse est non, sans guoi en
prenant £ = id C, on retrouve le paradoxe de (ii). Pour
(ii), le paradoxe tient au fait que la définition (1.2.)

de [Pa. Schu] n'a auvcun sens. 18me dans le cadre des caté-
gories indexées, les foncteurs FL sont définis exactement
et non "& isomorphisme canonique prés", c'est méme 1'unique
chose intrinséque quand on remplace les fibrations par les
catégories indexées! Pour (i), la fibration, baptisée dis-
créte, Ob(C) n'a rien de discret. C'est, dans le cas ol
tous les isomorphismes sont canoniques, la fibration
Inv(C) de l'Exercice 7, gui est la forme fibrée du grou-
poide des inversibles d'une catégorie. Ob(C) n'est dis-
eréte que si les isomorphismes canoniques sont des iden-
tités, ce qui n'est possible que pour les fibrations secin-
dées. En particulier, pour la fibratior=femdamentale.. .. -

B : 82 > B, tous les isomorphismes sont canoniques et donc

12
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Ob(B) = Inv(B). Comme les fibrations C les plus importan-
tes sont construites 3 partir de B, il est tout d fatit
exceptionnel que Ob(C) soit discréte.

Il en résulte que toutes les définitions utilisant le fait
que Ob(C) est discréte sont soit incorrectes, soit contra-
dictoires, soit n'ont aucun sens. C'est le cas en particu-
lier pour les notions de petitesse [Pa. Schu] § 2, ol la
situation est encore aggravée par une mauvatse définttion
de l'équivalence entre familles indexées. Voir Exercice 12.
Pour une définition correcte et intrinségque de la fibration
discréte Ob(C), ainsi que pour sa propriété universelle,

voir l1'Exercice 11.

.Exercice 4. Soit C : C » B une fibration.
(i) C est une fibration préordonnée ssi le foncteur C
est fidéle. '

(ii) Soit R la congruence sur C définie par :
® ~ y ssi 3 9 x 3 ¢y et Clp) = C(y).

Notons p : C+ (/R la projection canonique, et
PO(C) : C/R - B l'unique foncteur tel que PO(C)°p = C.
Alors PO(C) ect une fibration préordonnée, dite associée

dCetpz:C~ PO(C) € Fib(B).

(iii) Expliciter cette construction dans les trois cas par-

ticuliers :

1) B = 1.

2) B‘= Ens et C = Ens(X).

3) B arbitraire et C = IB¢ ol ¢ est un pseudo-foncteur.

(iv) Pour toute fibration préordonnée D : D + B, le ioncteur
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Cart(p,D) : Cart(Po(C),D) + Cart(C,D)

est un isomorphisme.
(v) Les conditions ci-dessous sont équivalentes :
1) Pour tout I € B, la fibre C(I) est ordonnée.

2) Pour toute D € Fib(B), Cart(D,C) est une catégorie ordon-

née.

3) C est fideéle, et pour tout X € C(I) et u : J + I, il
existe une fléche cartésienne unique wlY + X au-dessus de
u. On dit alors que C est une fibration ordonnée.

(vi) Une fibration ordonnée est toujours scindée. Le scin-

dage est unique. On l'appellera scindage canonique.

(vii) Construire, pour toute'fibration C, la fibration
ordonnée 0rd(C) associée & C, et reprendre (iii) et (iv)

pour des fibrations ordonnées.

Exercice 5. Soit B & produits fibrés. On note 2, la fibra-

- Vo s ?
tion ordonnée associée &4 B : B~ + B.

(i) Si I € B, un sous-foncteur F de Hom(-,I), i.e. un
cocrible de I est dit prinecipal s'il existe u : J - I € B,

et une factorisation épi-mono dans B :
Hom(-,u) : Hom(-,J) —=-> F >» Hom(-,I).

Pour tout I € B, la fibre Ql(I) s'identifie & la catégorie
ordonnée des co-cribles principaux de I et on a les inclu-
sions suivantes de sous-fibrations : 1 c w c Ql c Q.

(ii) S5i C € Fib(B), un co-crible C' de C_egt dit principal

si son foncteur caractéristique Xgr ¢ C -+ Q se factorise
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par 91.
Expliciter cette définition de maniére élémentaire.

L'inclusion 1 < Ql est un co-crible principal, dit univer-
sel. Si f : D - C € Fib(B) et C' est un co-crible princi-

pal de C, f—l(C’) est principal dans D.

Notons nl(C) la catégorie ordonnée des co-cribles princi-
paux de C. La correspondance C k*'nl(C), £l £ ! est un-
2-foncteur contravariant de Fib(B) dans Cat, représentable

par la fibration 2 munie du co-crible 1 c Ql‘

ll

(iii) Devinettes :

1) Peut-on définir pour C € Fib(B) les co-cribles de type

fini de C et les représenter par une fibration Qe < Q.
2) Méme question pour les co-cribles premiers.

(iv) 9 et @, sont des bifibrations ayant un co-scindage

1
unique et l'inclusion Q, < 2 est une sous-fibration.

(v) Les conditions suivantes sont équivalentes pour B &

lim finies.

<

1) B est une catégorie réguliére.

2) L'inclusion w < 2, a un adjoint 3 gauche dans Fib(B).

(vi) Les conditions suivantes sont équivalentes pour B &

lim finies.
+

1) B est une catégorie réguli&re vérifiant l'axiome du

choix, i.e. tout épimorphisme régulier est scindé.

2) w = 0,. . o



(vii) S}'(C;)GEA est une famille de co-cribles de C indexée
par un ensemble A, alors Q C; est un co-crible de C. Si A

est fini et les C& sont définissables ou principaux, il en

est de méme de g C;. Traduire ces propriétés en termes des
fibrations @, w, et Ql.

(viii) Soient C" € C' « C des inclusions de sous-fibrations.
i) Si C*' € (C) alors C" € q(C') ssi C" € a(C).
2) Si c" € a(C), alors C" € Q(C') sans hypothése sur C'.

Donner les analogues pour w et 91' et traduire ces proprié-

tés en termes de foncteurs caractéristiques.

(ix) Expliciter 9, w et Ql pour B = ] et pour B un groupe.

Exercice 6. Soit C : C » B une fibration.

(i) Les conditions suivantes sont é&quivalentes.

1) Le foncteur C est fidéle et toute fléche de C est carté-

sienne.

2) C est équivalente & une fibration discréte.
3) Chaque fibre de C est équivalente a une catégorie dis-
créte.

4) pour toute D € Fib(B), Cart(D,C) est équivalente & une
catégorie discréte. Une telle fibration sera dite élémen-

taire.

(ii) Une fibration élémentaire a-t-elle toujours un
scindage ?

- aneitie ot
= y

(ii) Soit no(C) : BOp + Cat le foncteur associant & tout

9%
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objet I la catégorie discr2te des composantes connexes de
C(I). Notons no(C) : no(C/B) + B la fibration discréte
associée. Il existe un unique foncteur cartésien

k : C~» vo(C) tel que pour tout X € C(I), k(X) soit la com-
posante connexe de X dans C(I).

(iv) La fibration C est discréte (resp. élémentaire) si k

est un isomorphisme (resp. une éguivalence).

(v) Pour toute fibration discréte D, le foncteur
Cart(k,D) : Cart(C,D) -~ Cart(no(C),D)

est un isomorphisme.

(vi) Si F . B' » B est un foncteur, comparer no(F*(C)) et
F*(no(C)).

Exercice 7. Soit C : C + B une fibration. Notons

Inv(C/B) la sous-catédgorie de C ayant les mémes objets,

mais pour fléches les fléches cartésiennes de C.

(i) Inv(C/B) détermine une sous-fibration de C, notée
Inv(C).

(ii) Inv{(C) est un groupoide fibré.
(ii) Notons j : Inv(C) <, C l'inclusion. Pour tout grou-
poide fibré D, le foncteur d'inclusion :

Cart(ﬁ,j) : Cart(D,Inv(C)) » Cart(D,C) est un isomorphisme.

(iv) Reprendre pour les groupoides fibrés les questions
(iv) et (vi) de (Ex. 4). '

Exercice 8.

(i) Soit G un graphe. Notons L(G) la catégorie libre engen-



9

drée par G. Toute catégorie fibrée sur L(G) est scindée.
(ii) Soif B une catégorie telle que toute fibration sur B
soit scindée. B est-elle une catégorie libre ? (Je ne

connais pas la réponse).

Exercice 9. On note Ann la catégorie des anneaux, et Mod

la catégorie des modules sur les anneaux variables : Les
objets sont les couples (A,M) ol A est un anneau et M un
A-module. Un morphisme de (A,M) dans (B,N) est un couple
(u,f), ol u : A » B est un morphisme d'anncaux et £ : M - N
un morphisme de groupes abéliens, ‘tel que :

si a € Aetm€eM, f(a.m) = u(a).f(m).

(i) Le foncteur U : Mod + Ann; (A,M) I~ A, (u,f) = u est

une fibration canoniquement scindée, et une cofibration.
(ii) La cofibration U est-elle co-scindée ?

(iii) La catégorie Mod admet toutes les lim et lim et U
-<>

les préserve.

Exercice 10. 2-catégories internes. Soit B une catégorie

a produits fibrés.

=(i) S8i C et D sont deux catégories internes 3 B et
f : D+ C € Cat(B), on a un diagramme cormutatif dans B,
ol le carré de droite est un produit fibré.



Les conditions suivantes sont égquivalentes.

(i) Pour tout I € B, le foncteur

Hom(I,f) : Hom(I,C) - Hom(I,D) est fideéle (resp. pleinement
fidele).

(ii) @, est un monomorphisme (resp. un isomorphisme).

(iii) Si £ : C + D € Cart(C,D) admet f comme restriction,
f est fidele (resp. pleinement fidele).

On dit dans ces conditions qﬁe f est fidéle (resp. pleine-
ment fidéle). ’

-(ii) Soit Catl(B) la catégorie des catégories internes a
B (on ne tient pas compte des 2-cellules). Le foncteur
d'oubli des fléches : Flo : Catl(B) »+ B; Cl— Co, f }— fo
est une fibration. Une fléche £ : D » C € Catl(B) est
cartésienne ssi f est pleinement fidéle. Tout clivage
(resp. scindage de B) définit un clivage (resp. scindage)
de Flo.

(Par contre, le foncteur d'oubli des objets :

Fll z Catl(B) + B; C |— Cl' n'est pas fibrant. C'est
faux méme pour B = Ens). ,

Si C € Flo(co) et f0 : Do > Co € B, une fléche

f : f;(c) + C € Catl(B) cartésienne au-dessus de fo
s'obtient & partir du produit fibré :

£

(30131) ' (30131)

D x D + C_ x C_.
o o) £ x f o o

O o

Il existe une unique catégorie. D = f;(chzayantﬁww T et

19



(ao,al) H D1 5 Do comme'graphe sous—-jacent et telle que
£f = (fo'fl) soit un foncteur. Quand fo est un monomorphis-
me, fg(C) est "la" sous-catégorie pleine de C ayant D,

comme objet des objets.

- (iii) Pour I € B, notons AO(I) la catégorie interne discré-
te associée a I. Le foncteur by B » Catl(B) est une
section de Flo Pleinement fidéle et cartésienne (i.e.

A, 1 > Flo € Fib(B)), et Ao est adjoint & gauche de Flo.

- (iv) La catégorie Catl(B) est & produits fibrés et le
foncteur Flo les préserve, donc pour toute Co € B la fibre
Flo(Co) est 34 produits fibrés préservés par tout foncteur

* .
fo’ ol fo : Do > C0 € B.
Une 2-catégorie interne a B, ayant C, pour objets des
objets est une catégorie C, interne i Flo(Co). En explici-
tant, cela donne : deux catégories internes 3 B, ayant CO
comme objetsdes objets, notées C1 et C2 et un diagramme

de foncteurs internes 3 B :

|

vérifiént les propriétés usuelles d'associativité et
d'unité et tels que :

Fl°(3)1= Flo(go) = Flo(gl) = Flo(ﬁ) = id(Co).

Bien entendu, cela peut se traduire en un &norme
~diagramme dans B, que nous nous garderons bien d'explici-
ter.

L'objet des fléches de C, (resp. C2) est apprelé objet

des fléches (resp. 2-cellules) de C et noté Ell(g) (resp.
F1,(C)). L'objet C_ est noté F1,(C). La catégorie C, est
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dite déduite de C par oubli des 2-cellules, ou encore
I-squelette de C et notée S,(©).
On notera C = (Co,Cl,Cz) en omettant les fléches structu-

rales. On a clairement : F1,(€) = F1,(C,).
Un 2-foncteur interne de C dans D = (DO,D
plet £ = (fo'fl’fz)' ol fo : Co - Do € B,
fi - Ci -+ Di € Cat(B) (i=1,2) rendant commutatifs les dia-

grammes évidents. D'oQ une catégorie notée 2—Cat1(B), munie

1,D2) est un tri-

de foncteurs évidents :
Eli : Z—Catl(B) + B (i=0,1,2) et

S) : 2-Cat (B) » B; C k= Cy; £ £,
-(v) Le fonctéur S1 est une fibration, dohc le composé
Flj o S, = Fl est une fibration. Si C est une 2-catégorie
interne et fO : Do > Co € B (resp. f1 - Dl > Cl € Cati(B))
est un monomorphisme, on dit que fg(g) (resp. fi(g)) est
"la" sous 2-catégorie pleine de C engendrée var le sous-
objet D de C_ (resp. la sous-catégorie D, de c,).
~(vi) Soit C une catégorie interne, ayant Co pour objet
des objets. Alors C est un objet de la fibre de Fll au-
dessus de Co. La catégorie discréte associée 3 cet objet,
notée Al(C), est un objet de 2—Catl(B), dans la fibre
au-dessus de C de la fibration Sl‘ D'ol un foncteur
Al : Catl(B) > 2-Cat1(B), gqui est une section cartésienne
de Sl’ et qui est adjoint 3 gauche de Sl' On dit que
Al(C)zest la 2-catégorie d une dimension associée 3 la

catégorie interne C.

—-(vii) Poﬁr étre complet, il faudrait encore d&finir les
notions de : morphismes a« : f = g entre 2-foncteurs, et
2-morphismes m : a = B entre tels morphismes, pour obtenir
la 3-catégorie (eh, oui!) des 2-catégories internes i B.

On pourrait écrire élémentairement des diagrammes horribles,
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mais tqt&lement inutiles en vertu de (viii) et (ix) ci-des-

sous.- ="

—(viii) Tout ce qui précéde ne fait intervenir que l'existen-
ce de produits fibrés dans B (c'est méme 1l'unique intérét
de 1l'exercice). Donc si F : B + B' préserve les produits
fibrés, il se prolonge aux 2-catégories. C'est le cas en
particulier pour F = Hom(f,I). En outre les Hom(-,I)
reflétent glchbalement les lim, donc un diagramme C de B
est une 2-catégorie ssi pou;.tout I € B Hom(I,C) est une’

2-catégorie ordinaire, et de mé€me pour les 2-foncteurs.

-(ix) Si f£ et g sont des 2-foncteurs de C dans D, un morphis-
‘me « : £ = g est une fléche o : C  + F1,(D}, telle que
pour tout I € B Hom(I,a) : Hom(I,f) =» Hom(I,g). Ce qui
raméne aux 2-catégories usuelles. La méme remarque vaut

pour les 2-morphismes.

Exercice 11. La fibration discréte Ob(C).

(Pour les notations, voir (2.4.)). Soit C € Fib(B).

(i) Pour touté fibration discréte D, =~*ons Carto(D,C)

la catégorie discréte ayant mémes objets que Cart(D,C).
La correspondance : D |— Carto(D,C) définit un foncteur :
Carto(—,C) ) Disc(B)0p + Pisc (on rappelle gue Disc(B)
est une catégorie, et Disc = Disc(])).

Si I € B, notons Ob(C) (I) = Carto(I,C). On obtient ainsi
un foricteur B°P + Disc, d'old une fibration discréte notée
Ob (C) .

(ii) Soit £ : I » C € Ob(C)(I). Notons g(f) la valeur
fI(idI) de f en 1l'objet générique de la fibration I. La
correspondance f l— g(f) définit un foncteur

q : Ob(C) » C € Fib(B).

[02
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(iii) Pour toute fibration diécréte, 1'application :
C;rto(D,q) s Carto(D,Ob(C)) = Carto(D,C) est bijective,

et la bijection est fonctorielle en D.

Explicitons la bijection réciproque. Si

g : D+ C € Cart_(D,C), on lui associe g : D + Ob(C) défini
comme suit : Soit Y € D(I). Comme Cart(I,D) et D(I) sont
éguivalentes d'aprés Yoneda, et discrétes, elles soht iso-
morphes. Donc Y détermine un unique foncteur

Y : I »D € Cart(T,D). On pose alors g(Y) = goY.

(iv) Aprés ce déluge de formalisme, décrivons plus concréte-
ment Ob(C). Un objet de Ob(C) au-dessus de I s'identifie

.d un couple formé d'un objet X de C(I), et d'une famille

(wu : u*X -+ X) de fléches cartésiennes au-dessus de u,

ol u: J~>1I¢€B. Méme si C est scindée, il faut prendre
tous les choix possibles de familles d'images réciproques,

et la fibre Ob(C) (I) est donc tré&s grosse.

(v) Il est impcssible de réduire Ob(C) si on veut conser-
ver la propriété universelle de (iii) car elle détermine
Ob(C) & isomorphisme prés. Il est tout aussi vain de
vouloir réduire Ob(C) "& équivalence prés", méme si on
donne un sens a@ cette expression. En effet, deux fibrations

discrétes équivalentes sont isomorphes.

(vi) Le foncteur g : Ob(C) » C est fideéle, surjectif sur
les objets, mais pas injectif, et Ob{C) n'est pas une

sous-fibration de C. . :

(vii) Méme si C est une catégorie interne, si on la regar-

de comme fibration, on n'a pas Ob(C) (I) = Hom(I,Co).

(viii) La propriété pour une fibration C d'étre équivalen-
te & une fibration C', ol C' est internes meme si C est .dé-

33 localement petite, ne peut pas se reconnaitre sur la
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fibration discréte Ob(C). C' est une propriété de C tout
entiére.- Cela n'a rien de surprenant si l'on pense aux
catégories ordinaires : la catégorie discréte des espaces
vectoriels de dimension finie sur K, et 1la catégorie'discré-
te des (Kn)nEN sont treés différentes. C'est au moyen des
fléches de la catégorie des espaces vectoriels gque s'établit

la "comparaison".

(ix) Le lecteur voudra bien nous excuser d'énoncer de

pareilles banalités, mais il n'est pas inutile d'en finir

une bonne fois avec les erreurs érossiéres propagées par

les tenants des catégories indexées (cf. [Pa. Schu] (II,
2.1.)).

(x) Si l'on veut réserver un sort'particulier aux fibra;
tions scindées, c'est trés facile, mais sans grand intérat.
Soit C une fibration munie d‘'un §cindage . Notons

F : B°P + cat le foncteur défini par T. Le foncteur com-

Bop_li Ob

posé : Cat —— Disc détermine une fibration dis-

créte Ob(C)/T caractérisée a isomorphisme unique prés par :
pour toute fibration discréte D, on a une bijection, fonc-
torielle en D, entre Carto(D,Ob(C)/F) et la catégorie

discrete Scino(D,C) dont les objets sont les foncteurs car-

tésiens de D dans C respectant les scindages.

(xi) Les constructions de (i) et (x) sont reliées de la
fagon suivante : si C est une fibration arbitraire, notons
(C',r{) la fibration scindée libre engendrée par C; on a

un isomorphisme de fibrations discrétes : Ob(C) =~ Ob(C')/T"'.

(xii) Expliciter la fibration discréte Ob(B) ol B est la
fibration fondamentale. Décrire Ob(B) (1) quand B est a

objet final.
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(xiii) Le fbncteur g : Ob(C) + C est injectif ssi C est uné
fibration ordonnée (cf. Exercice 4). Dans ce cas, Ob(C)
s'identifie & une sous-fibration de C. C'est le seul cas
ol Ob(C) est intéressante. On notera 1l'analogie avec la
proposition suivante : une catégorie ordonnée X est équiva-
lente & une petite catégorie ssi Ob(X) est un ensemble.
(C'est le seul cas oll la connaissance de Ob(X) suffit).

Exercice 12. Familles indexées de foncteurs et équivalences

canoniques. Les notations sont celles de [Pa,. Schu].

(i) Expliquer ce que peut vouloir dire dans la définition
(1.2.) le fait que : FI est défini d isomorphisme canonique
.prés. Cela veut-il dire que 1l'on peut remplacer chaque

FI par un GI canonigquement isomorphe et que l'on définit
alors la méme famille indexée de foncteurs ? Que voudrait
alors dire la phrase "ces isomorphismes canoniques doivent
vérifier des conditions de cohérence" ? La référence 3
Grothendieck ne résout rien. Pour Grothendieck, a&ec ces
notations, les FI sont bien définis. Je ne sais pas répon-
dre a cette gquestion.

Dans ce qui suit, je supposerai les FI bien définis.

C'est ce qui se produit dans tous les cas connus.

s I . . . .

(ii) Les F~ doivent-ils respecter les isomorphismes cano-
niques ? Comme rien n'est dit d ce sujet, je vais examiner
les deux hypothéses et voir que chacure conduit 3 des si-

tuations paradoxales.

a) On suppose que les FI respectent les isomorphismes cano-
niques. Si dans A tous les isomorphismes sont canoniques
et dans B les isomorphismes canoniques sont les identités,
on n'aura pour FI que des foncteurs complétement dégénérés
qui tuent tous les automorphismes et tous les isomorphismes.

C'est le cas en particulier si on prend A = S et B = [(].
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Nous conseillons vivement de prendre S = Ens et C une petité'
catégorie pour voir l'absurdité de la chose.

b) On suppose que les FI ne respectent pas les isomorphis-
mes- canoniques. La notion d'équivalence cancnique entre
catégories indexées (1.3.) n'est pas transitive. En effet,
soient Fy : A, > A, ., Gy A, + A (i=0,1) des équiva-
lences canoniques, ol a; ¢ GiFi u‘lAi et Bi : FiGi o 1Ai+1
désignent les isomorphismes canoniques. Si on pose
F=FF A +BA, et G=GG =3,
raison pour que o : GF = 1 et B : FG = 1, soient cano-

o =2
niques. (On peut facilement construire des contre-exemples).

~ A, i1 n'y a aucune

Il en résulte en particulier gqu'une méme catégorie indexée
A peut étre canoniquement é&quivalente a deux catégories
[CI] et [C2] ol C1 et_C2 ne sont pas isomorphes, contrai-
rement d l'affirmation de (1.3.). On construit facilement
un exemple ou Cl = I'é partir d'un épimorphisme scindé

I + 1 dans S.

(iii) Toutes les notions de petitesse reposent donc sur
deux, au moins, considérations fausses : la fibration
discréte des objets, et celles qu'on en déduit (fléches,
diagrammes, etc.) (cf. 2.0. et 2.2.), et la notion d'équi-
valence canonique. Il serait trop long, et pas treés
amusant, de relever les incohérences gui en découlent.
Faisons cependant une remarque d'ordre général. Une caté-
gorie fibrée, ou un foncteur cartésien sont des notions
trés simples et maniables. Les faire dépendre de clivages
ne fait que compliquer les choses. Mais ici la situation
est bien pire car on les fait en outre dépendre du choix
d'isomorphismes canoniques dans les fibres. Que se passe-
t-il si on change les isomorphkismes canoniques, sans chan-
ger la fibration ? Voici un exemple simple : soit C inter-

ne & S. Notons [C] la catégorie indexée de [Pa. Schu], et



oy,

C la mé&me catégorie indexée, mais ol tous les isomorphismes"
sont canoniques. Ce sont des objets trés différents. Par
exemple, avec la définition (2.1.), C n'a pas Co comme
famille générique d'objets, elle peut méme n'avoir pas de

famille générique du tout! Affirmer que est toujours

C
petite équivaut 34 l'axiome du choix dans S. En effet, au
sens interne, une famille générique pour C est une famille
(Xi)iEI d'objets de C telle que tout objet est isomorphe
da un et un seul des Xi‘ La fibrationvassociée a Cn'a
pourtant pas changé! La famille identique de foncteurs
de C dans [(] n'est pas une famille indexée si on retient
1'hypothése (ii) (a). Dans 1l'hypothése (ii) (b) pour une
'famille indexée B il y a beaucoup plus de foncteurs de B

dans C que dans [C].

Exercice 13. Soient C : C - B et D : D » B deux foncteurs,

et g : C » D un foncteur au-dessus de B, ayant un adjoint
d droite £ : D » C.

(i) £ est adjoint a droite au-dessus de B ssi pour tout

u: I>»Je€B, X€C(I) et Y € D(J), la bijection :
Hom(gX,Y) =~ Hom(X,fY) induit par restriction une bijection :
Homu(gx,Y) o Homu(x,fY).

(ii) Si en outre, g est pleinement fidéle et D est une fi-
bration, alors C est une fibration, g et f sont cartésiens
et g refléte les fléches cartésiennes. (C'est le cas en
particulier quand C est une sous-catégorie pleine de 7D,

coréflexive au-dessus de B).

Exercice 14. Soit C : C » B un foncteur. Notons (B,C)

la catégorie ayant pour objets les couples (u,X) ol X € C
et u: I+ C(X) € B.

(i) Le foncteur S(C) : (B,C) » B; (u,X) — I est une fibra-



tion scindée.

(ii) Le foncteur 9c ¢ c +» (B,C); X I— (idc(x),x) est au-
dessus de B, pleinement fideéle et injectif.

(iii) C est une fibration ssi gc a un adjoint 3@ droite fc
au-dessus de B. Tout choix d'un tel fc détermine un cli-

vage de C.

(iv) Pour toute fibration D : D = B le foncteur composé :

. FonctB(gC,D)
CartB(S(C),D) s FonctB((B,C),D) : FonctB(C,D)

. est une équivalence de catégories. ,
" Une équivalence réciproque associe a tout £ : C » D au-.
dessus de B, le foncteur composé :

S (£) £

(BIC) _— (B:D) — D.
On dit que S(C) est la fibration universelle associée a C.

(v) Cas particuliers :

1) C = idB. Alors S(C) est la fibration universelle

S : 82 + B, et (iii) donne une équivalence entre CartB(S,D)
et la catégorie des sections de D au-dessus de B. Cet
exemple montre en outre que méme si C est une fibration,

S(C) n'est pas équivalente a C.
2) ¢ =1. Tout objet I de B définit un foncteur
T: 1+ B, alors S(I) est la fibration I : B/I +» B, et
(iii) donne 1l'égquivalence de Yoneda : CartB(I,D) F D(I).

(vi) Pour les amateurs de formalisme :

1) C — S(C) : Cat/B =+ Fib(B) est un 2-adjoint de l'inclu-
sion Fib(B) <, Cat/B.



2) CH Ss(C) : Cat/B » Cat/B est un 2-triple strict sur
Cat/B.

3) Si C est une fibration scindable, un scindage de C est
un fC qui est une structure d'algébre sur ce 2-triple (et

réciproguement).

4) Si C est une fibration, tout clivage de C est une struc-

ture d'algébre au sens large sur ce triple.

5) Tout ce qui précéde peut se faire en remplagant Cat par
une 2-catégorie C & produits fibrés telle gue pour tout

X € C le foncteur Y I— EQQ(Y,X)Z : C + Cat soit représenta-
.ble, et en remplagant B par un objet B arbitraire de C.

Par exemple, si B est a produits fibrés, on peut prendre

C = Cat(B) et B une catégorie interne & B. On obtient

alors les fibrations internes sur B.

Exercice 15. Comportement de Q et w par changement de

base.

(i) Soit F : B' + B un foncteur. Notons vc Q et v' c Ql
les co-cribles universels dans Fib(B) et Fib(B'). Alors
F*¥(v) < F*(Q) est un co-crible dans Fib(B'), il est donc
classifié par un foncteur cartésien unique Xp ¢ F*(Q) » a'.
(1i) Supposons B et B' & produits fibrés et F commutant
aﬁx produits fibrés. Notons v < w et v'cw' les co-cribles
définissables universels. En général, la restriction de

Xp 4 F*(Q) ne se factorise pas par w'. Plus formellement,
on a des sous-fibrations w' <€ Q', w € 2, d'ol

F* () © F*(R) et xp (') © F¥(2), mais F*(u) ¢ xp (@').

On peut par contre définir un morphisme xF : w' > F¥(u).

a) Définition naive. Pour tout I' € B',

[0F



F*(w) (I') ~ w(F(I')) est la catégorie ordonnée des sous-
objets de F(I') dans B. Le foncteur F préserve les monomor-
phismes. Le foncteur cartésien xF est défini fibre par
fibre par (XF)I. : w'(I') » F¥(w)(I') associant & tout
sous-objet de I', représenté par J' >—1I', le sous—objet

de F(I') représenté par F(J') >—F(I'").

b) Définition fonctorielle. Dans le diagramme commutatif

ci-dessous,

2
F
g2 _ , g2
B l l B
F
B ~ B

le foncteur F2 est cartésien au-dessus de F, et induit
par restriction un foncteur Hono(F; : Mono(B') » Mono(B),
cartésien au-dessus de F. (Notatiohs de 2.11.5.).

D'ol, par changement de base, deux foncteurs cartésiens

au-dessus de B'

pT : B' » F*(B) et ot : M' + FX(M).

En passant aux fibrations ordonnées associées, on obtient
des foncteurs cartésiens.xf : Qi -+ F*(Ql) et xF : w' > F¥(w).
(La définition fonctorielle est plus simple ; elle four-

nit en outre xf, et rend évidentes les propriétés de na-

turalité de xF et xf par rapport a F).

(iii) On obtient ainsi un diagramme dans Fib(B')

F
X
w' + F*(w)
i! F f i
Q' < F* (Q)

1A



od les flaches verticales sont les inclusions. Ce diagram-
"me n'est pas commutatif en gé&néral. On a seulement

i' < Xp i xF. (On rappelle que CartB,(C',Q') est ordonnée
pour toute C' € Fib(B'), donc aussi pour C' = w').

(iv) Les conditions ci-dessous sont équivalentes :

1) Le diagramme de (iii) est commutatif.

2) Le foncteur XF est conservatif.

3) Si m' est un monomorphisme de B' tel que F(m') est un

isomorphisme, m' est un isomorphisme.

(v) On a les implications suivantes :

F conservatif = F vérifie les conditions de (iv) = F fidele.

Exercice 16. Quelques réflexions sur "l'objet final qui

n'existe pas".

I - Considérations heuristigues.

(i) Soit B une catégorie. Sans aucune hypothése sur B,

la catégorie B des préfaisceaux d'ensembles sur B hérite
de beaucoup de propriétés de Ens, et en particulier est

un topos de Grothendieck. La généralisation 2?catégorique
de B est la 2-catégorie Fib(B) (et pas Cat(B) gqui n'utilise
pas complétement la structure de 2-catégorie de Cat). 1I1
est donc naturel que Fib(B) "ressemble beaucoup" 2a

Cat = Fib (1), pour toute B.

(ii) Si on veut approfondir cette ressemblance, il faut

faire jouer un rdle privilégié aux ensembles, et considé-

rer non pas Cat mais l'inclusion Ens c, #at,;” 'géritralisée

ici en B c, Fib(B), en premiére approximation. Pour les



guestions un peu moins superficielles, il faut supposef que
"]es ensembles ont un minimum de propriétés" (existence
d'objet final, de guelques limites et propriétés d'exactitu-
de, etc...). Il semblerait donc que 1l'analogue est 4'impo-
ser 3 B certaines propriétés. C'est tnutile, et cela nuit a
la généralité et écarte des exemples importants. Voir ci-

dessous.

(iii) En fait, dans le cadre des fibrations, ce gqui joue
le rdle de Ens ce n'est pas B, mais la fibration fondamen-

tale B : 82
se", globale ou locale, et c'est sur cette fibration

-~

+ B. C'est elle qui.se:t 4 tester la "petites-
gu'il faudra le cas échéant mettre des hypothéses.

(iv) Une des legons de la théorie des topos est que les
“ensembles" n'ont pas forcément "assez de points". La fa-
¢on la plus radicale pour y arrivér,‘est de faire en sorte
gu'il n'y ait "pas de points du tout", i.e. de supposer
gue B puisse ne pas avoir d'objet final.

II - Nous allons donner un exemple important ol B n'a pas

d'objet final, mais la fibration B a toutes les propriétés

gue l'on peut désirer.

(i) Pour que la fibration B existe, B doit &tre a produits
fibrés, ce qui s'exprime trivialement par le fait que,
pour tout u : J - I € B, le foncteur ]l : B/J =+ B/I a un
adjoint 3 droite u*. Mais si u est ug isomorphisme, Il
est un isomorphisme et a donc un adjoint a droite "

u* =_%_1, gqui est d'ailleurs aussi adjoint & gauche.

(ii) Donc si B est un groupoide, la fibration B existe,

elle est scindée et les foncteurs u* sont des adjoints

a droite N (on verra l'importance de cette.propriété dans_
i : clans

la suite.
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(iii) En outre pour tout I € B[ la fibre B(I) est équivalente
da 1, donc a‘tohtes les sortes de limites et toutes les pro-
priétés d'exactitude que l'on peutbsouhaiter, et les ux
commutent & ces limites!

Tout ce que l'on dira au sujet de Fib(B), en supposant

gue B a certaines de ces propriétés, s'appliquera donc au
cas ol B est un groupoide, et en particulier un groupe.
(Inutile de souligrer l'importance de Disc(B) = é quand B
est un groupe; Fib(B) mériterait dans ce cas une &tude trés

fine).

(iv) Notons que si B est un groupoide non équivalent 3 1,
il n'a pas d'objet final, donc pas de produits finis, et
par dualité il n'a ni objet initial ni sommes finies. TI1
n'a pas non plus de noyaux ni de conoyaux, et cependant
" Cette

dernidére propriété caractérise d'ailleurs les groupoides.
P

la fibration B est équivalente i la fibration 1

III - Topos partiels : Une catégorie B est un topos partiel

ssi :
1) B est & produits fibrés.
2) Pour tout I € B, la catégorie B/I est un topos.

3) Pour tout u : J + I, le foncteur u* : B/I - B/J est un

-~

morphisme logique, ayant un adjoint 3 droite I.
_ u
(i) Notons que, sous ces hypothéses, les adjonctions
L —u* — I définissent un morphisme essentiel de B/J
u
dans B/I, etuque lL préserve les produits fibrés et les
u

noyaux.

(ii) Un topos partiel est un topos ssi iz &un objet £final.



(iii) Avec aesimodifications trés faciles, tout ce que 1l'on

dit au sujet des topos se transpose aux topos partiels,

(iv) On a un procé&dé trés simple pour obtenir des topos
partiels, qui ne sont pas des topos. Soit E up topos. Si
B est un crible de E, pour tout I € B on a B/I = E/I.

Donc B est un topos partiel et il n'est un topos qué si, en
tant que crible, il est représentable.

Par exemple, si U est un ensemble de sous-objets de 1 tel
gue : U € U et V c U entraine V € U, on peut prendre pour B
la sous-catégorie pleine de E ayant .pour objets les I 3
support dans U. Alors B est un topos partiel, et n'est un
topos que si U a un plus grand élément.

Penser au cas ol E = Fais(X), catégorie des faisceaux sur

X topologique, et U est l'ensemble des ouverts de X relati-
vement compacts. (On suppose X séparé pour simplifigr).

(v) I1 convient de noter que tous les topos partiels'ne
sont pas obtenus de cette fagon & partir d'un topos. Ainsi
tout groupotde B est un topos partiel d'aprés II, et il n'a

pourtant presqu'aucune limite.

(vi) La notion de morphisme géométrique entre topos partiels

ne pose aucun probléme.

(vii) Dans tout ce qui précéde, on peut prendre & volonté
le mot topos soit au sens de Grothendieck, soit au sens

élémentaire.

(viii) Bien que B n'aie pas de classifiant des sous-objets,
l'objet w de Fib(B) joue parfaitement ce rdle. En particu-
- de B/I est déter-
miné par la formule usuelle : w,. = I*(w). (On rappelle que

I .
I désigne le foncteur B/I -+ B, que I*(w)~esSt une fibration

lier, pour tout I € B, l'objet ordonné w

i3



ordonnée, ainsi que w = IB/I Hom(-,w;) et 1'égalité ci-
dessus désigne un isomorphisme évident entre fibrations

sur B/I. Comme ces fibrations sont ordonnées, les fléches
cartésiennes sont uniques ainsi que les -scindages, et 1l'iso-

morphisme est uniquement défini).

IV - Ce qui a été dit des topos partiels peut &tre répété
pour d'autres sortes de catégories : catégories réguliéres
partielles, catégories logiques partielles, etc ... La
notion de fibration & fibres dans un corpus [Be ] permet
d'unifier ces définitions. Donnons un exemple d'algébre

de Heyting partielle.

'(i) Soit E un topos. Notons B la catégorie ayant les mémes
objets que E et pour fléches les monomorphismes de E.

Alors B est a produits fibrés. La fibration B est telle
que chaque fibre B(I)'est une algébre de Heyting, et les

foncteurs u* ont des adjoints & gauche |l et 3 droite n
u u
définissant des morphismes essentiels d'algébres de Heyting.

(ii) On peut dans ce qui précéde remplacer "topos" par
"topos partiel". C'est méme intéressant si on veut obtenir
le cas particulier suivant : Soit X un ensemble infini.
Notons b la catégorie ordonnée par inclusion des parties
finies de X. Alors B est a produits fibrés, sans objet
final, la fibration B est scindée, les fibres B(I) sont

des algébres de Boole finies donc complétes, les u* ont des

adjoiﬁts a droite et ad gauche et sont des homomorphismes
d'algébres de Boole.

(iii) Pour X =N, la catégorie B s'identifie & la catégorie
ayant pour objets les cardinaux finis et pour fléches

les applications strictement croissantes.
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(iv) Les cylindrifications en logique algébrigque utilisent

les algébres de Boole partielles de (ii) et (iii). Si on
prend la notion d'algébre de Boole au sens des ensembles
préordonnés, de fagon & pouvoir parler par exemple de 1l'al-
gébre de Boole des formules d'une théorie, tout groupoide
est une algébre de Boole partielle d'aprés (II).

Exercice 17. Remarques sur les fibrations dans Fib(B).

1. Preuve de (3.3.4.) : (ii) = (iii).

D'aprés la naturalité de 1'évaluation dans le™1

da (2.8.3.) on a un diagramme commutatif :

Cart(I,D) + Cart(I,C)
. Cart(I,f) ;
l?l Ja/
D(I) -+ C(I)
fI

ol les‘fléches verticales soht des équivalences, et
Cart(I,f) est une fibration, donc fI est une fibration.

Ce qui prouve a). On démontre b) de la méme maniére.

Remarque : La démonstration ci-dessus est fausse. On peut
trés bien avoir un diagramme commutatif, ol g, g' sont des
équivalences et f' est une fibration sans que f soit une

fibration.

f

L'exemple, le plus simple, est fourni en prenant
Yy =YyY' =X'=1, X=1soet £f=g=0: 1+ Iso (notations

emme de Yone-
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de (6.4.1.)).
Ceci est par contre impossible si, en outre, on sait que g
et g' sont surjectives, en vertu des remarques suivantes,

que l'on prouve facilement :

(i) Une égquivalence surjective est une fibration. Donc g

est une fibration et aussi gof' par composition.

(ii) Si un composé fog' est une fibration et g' est une

équivalence surjective, alors f est une fibration.

La preuve de a), correcte cette fois-ci, résulte de la sur-
jectivité dans le lemme de Yoneda. Cette surjectivité sert

\'
aussi pcur b) laissé en exercice.

Noter que dans' les "catégeries indexées" cette surjec-
tivité, sans laguelle le lemme de Yoneda ne sert pratique-
\
ment @ rien car la notion de fibration n'est pas stable

par égquivalence, n'est jamais utilisée ni méme mentionnée.

2. L'isomorvhisme : Fib(C) = Fib(C). (Cf. 3.3.6.)
Soit ¢ : B°P

la fibration discréte associée & C.

+ Ens un objet de B. Notons encore C : C + B

(1) L'isomorphisme ci-dessus, restreint aux fibrations dis-

crétes, donne l'isomorphisme important é/C ~ C,

(ii) Pour C discréte, toute fléche f : D + C de Fib(B)
est une fibration, d'ol 1l'isomorphisme Fib(B)/C = Fib(()

prolongeant celui de (i).

3. Interpréter la composition des fibrations comme une
"2-extension de Kan pour les pseudo-foncteurs" (exclusive-
ment réservé aux Max-spécialistes de Lax-foncteurs en tous

genres).
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Exercice 18. Exemples de notions qui se fibrent. (Cf.
(3.3.7.) (iii)).

1) Un foncteur f : D +» C vérifie Pl (resp. P2,P3,P4,P5) ssi
f est une fibration discréte (resp. é&lémentaire, ordonnée,

préordonnée, en groupcides).
(i) Les propriétés P, sont stables par composition.

(ii) Elles sont stables par expcneantielle : i.e. si f véri-
fie Pk’ pour toute catégorie X, leufoncteur fx : Dx -+ Cx

\

vérifie Pk' \\

(iii) Elles sont stables par changement de base : i.e.

dans le produit fibré

fl

c
/
g' | l/g
/

D r £

si £ vérifie Pk’ il en est de méme de f'.

2) Ce qui précéde se fibre de la fagon suivante. Soient
C: C~+BetD: D+ B des fibrations, et £ : D + C € Fib(B).

Montrer 1'équivalence des conditions :

a) Pour toute E € Fib(B), Cart(E,f) : Cart(e,D) -» Cart(E,C)
vérifie Pk'

b) Le foncteur £ : D » C vérifie Pk‘

c) £ € Fib(C) et, pour tout I € B, fI : D(I) » C(I) vérifie

Pk‘
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On dit alors que la fléche f de Fib'(B) vérifie Pk‘ Les
propriétés (i) & (iii) ci-dessus restent vraies, en notant
que pour (iii), si f vérifie Pk’ pour toute

g : C' » C € Fib(B) le produit fibré ci-dessous existe et
est absolu :

fl

A

D 4 > C.

Il y a bien d'autres propriétés P qui ont les mémes vertus
{
que les Pk' En outre pour les Pk' il y a bien d'autres
"variations". Par exemple :ESoient £f:0D+C et
\
g : E +» D des fibrations. \
(iv) Si fog vérifie P, . alors g vérifie Py -
}
(v) Si g est surjectif sur les, objets et fog vérifie Py

alors f vérifie Pk'

Traduire (iv) et (v) dans le cas particulier ol C = ].
Fibrer les résultats (iv) et (v).

Remarque : Un des intérédts de (iv) et (v) est qu'ils per-
mettent l'utilisation du lemme de Yoneda. La surjectivité
sur les objets est essentielle dans (v), on le voit déja
dans le cas particulier od C = I.

On interpr&tera plus tard (i), (iii), (iv) et (v) en ter-

mes de calibrages.

3) On peut fibrer les notions de clivage ou scindage d'une
fibration. Pour éviter les "resp.", faisons-le pour les

scindages.
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Soient C : C + BetD : D +» B des fibrations, et

f : D+ C € Fib(C). Un scindage ¢ de £ au-dessus de B est
défini par la donnée, pour toute E : E - B € Fib(B), d'un
scindage ¢ (E) de la fibration :

Cart(E,f) : Cart(eE,D) - Cart(ge,C),

naturel en E, i.e. tel que si B : g » g' est une fleéche
cartésienne de Cart(E,D), appartenant au scindage ¢ (E), et
h : E' + E € Cart(E',E), alors B+h : gh + g'h, qui est car-
tésienne, appartient au scindage ¢(E'). Il est clair que

f peut étre scindé au-dessus de B, sans que ni C ni D
n'admettent de scindage (prendre ﬁar exemple f=idc).

On vérifie alors les propriétés suivantes :

(i) Si £ : D » C € Fib(C) et C est une fibration discréte
sur B, £ a un scindage unique au-dessus de B, En particu-

lier, l'unigue foncteur cartésien ¢ D + 1 est toujours

D
une fibration scindée (au-dessus de B).

(ii) si x : C' » C € Fib(B), tout scindage ¢ de
£:D-+C € Fib(C) détermine un scindage k*(4) de
k*¥(f) : D' = C' € Fib(C"') déﬁini par le produit fibré ci-

dessous, qui existe et est absolu, car f est une fibration.
Ny

~——

£' = k*(f)
Dl >C'

S [

D C.

v

(iii) Si ¢ et y sont des scindages de £ : D » C € Fib(C)
et g : E > D € Fib(D), ils déterminent un scindage ¢y de
fg : E » C € Fib(C). '

(iv) Si F : B' » B, tout scindage ¢ de f détermine un scirn-

dage F*(¢) de F*¥(f). En utilisant (i), on obtient commre
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cas particulier de (ii) :

(v) Si C et D € Fib(B) la projection CxD + D a un scindage
canonique. Comme cas particulier de (iv), en utilisant

les foncteurs | + B, on obtient :

(vi) Si ¢ est un scindage de f, il détermine, pour tout

I € B, un scindage ¢7 de la fibration £, : D(I) » C(I).
Ces scindages vérifient en outre des conditions de compaf&—
bilité avec les u* assez longues & écrire, qui résultent
de (iv) en considérant les foncteurs de ? dans B. Inver-
sement, la donnée de scindages ¢t vérifiant ces conditions
-détermine ¢.

Les considérations qui suivent permettent de construire
beaucoup d'exemples. Un scindage globcl de

f: D+ CE€ Fib(C) est un scindage de la fibration

f: 0D~»C. En utilisant l'isomorohisme Fib(C) =« Fib ({)

on obtient :

(vii) Tout scindage global ¢ de £ définit un scindage de

f au-dessus de B appelé restriction de ¢ et noté ¢/B.
: /

/

Il y a desvscindages au—dessuside [ qui ne sont pas res-
trictions de scindages globauxf\ Deux écindages globaux
distincts peuvent avoir méne reétrict{on. Ainei le scinda-
ge canonique au-dessus de B de ec # C 1 n'‘est restriction
d'un scindage global que si la fibration C : C » B est
scindable, et dans ce cas tous les scindages de C ont mé&me

restriction.

En utilisant les propriétés de C }— COp, tout ce qui
précéde se dualise aux cofibrations dans Fib(B). Noter
que, si £ : D + C est une cofibration de Fib(B), un co-scin-

dage global de f est un scindage de la fibration



DOP/B - COP/B. Cela n'a rien 3 voir avec un co-scindage
du foncteur £ : D +» C, qui n'a aucune raison d'é@tre une
cofibration.

Toutes ces propriétés se démontrent sans peine par ré-
ductions successives aux fibrations sur 7, en utilisant les

isomorphismes des paragraphes 4 et 5.

Presque rien ne subsisterait si 1'on n'avait que des équi-
valences. Par ailleurs, sans parler des démonstrations,
il serait presgu'impossible de formuler de mani&re précise
les énoncés de cet exercice en termes de pseudoéfoncteurs,
et encore moins de catégories indexées. '
"Le formalisme des catégories fibrées est trés souple et
maniable. Il pourrait @tre encore allégé en utilisant des
notions un peu plus sophistiquées de la théorie des

2-catégories.

Exercice 19. Remargues sur l'égalité des objets.

Si C € Fib(B), la diagonale § : C >»CxC n'est pas en géné-
ral une sous-fibration. Elle n'est méme pas trénsportable.
Techniquement c'est de 13 que proviennent les pfoblémes
pour les produits fibrés et les noyaux déns Fib(B). Mais
de maniére beaucoup plus profonde, l'ééalité des objets
n'est pas définissable pour les catégofieg/fibrées (cf.
Chapitre ).

Intuitivement cela signifie gue si C est une catégorie

ordinaire, non petite, et (X,) sont deux famil-

. | ilier Milier
les arbitraires d'objets de C; cela ne devrait avoir aucun
sens de parler du sous-ensemble J de I défini par

J = {i | xi=Yi}’ Bien qu'en apparence paradoXxale, cette
remarqgue est conforme & la fois & la théorie des ensenbles,
si on considére que C est vraiment une "classe", et a la
morale des catégories, ol les objets sont définis le plus

-~

souvent 3 isomorphisme unique prés par des propriétés de

2]

.



diagrammes. L'é&galité de deux objets doit, pour étre
"reconnaissable", étre "forcée" par des propriétés de flé-
ches ayant ces objets pour source ou pour but. Rien d'éton-
nant &8 ce que, dans le contexte généralloﬁ nous nous pla-
¢ons, remplagant Ens par une catégorie B arbitraire, ces
problémes en apparence marginaux, prennent une importance
majeure. On ne peut pas les éviter en définissant les ob-
jets "a isomorphisme prés" car on ne saurait "quel isomor-
phisme choisir", et on serait donc obligé de "tuer" tous
les automorphismes, ce qui est absurde méme pour B = Ens.
(Cf. Exercices 3, 11 et 12).

Le seul cadre oll 1'égalité des objets se comporte bien
est celui des fibrations scindées et des foncteurs respec-
“tant les scindages; mais il exclut les exemples mathémati-

ques les plus importants.

Exercice 20. Duale d'une fibration.

L'intuition nous indique que : "la duale c®P d'une fibration
C s'obtient en changeant le sens des fléches verticales,
sans changer celui des fléches cartésiennes". %l Yy a
cependant un petit probléme concernant les flécﬁes qui
sont & la fois vert1ca1es et cartésienres, a sav01r les
isomorphismes verticaux. Nous allons donner un sens précis
d cette intuition, en levant 1°' amblgulté CL-dessus. Cela
nous permettra en outre de compléter (4.4.) sur quelques
points.

Soit C : C » B une fibration. Notons Cart(C) la catégorie
ayant les mémes objets qde C et pour fléches les fléches
cartésiennes de C, et Tsovert(C) = Cart(C) N Vert(C).

(1) Le diagramme ci-dessous ol toutes les fl&ches désignent
les inclusions évidentes est une somme amalgamZe (en un

produit fibré) dans Cat.



. incl
¢t . Isovert(C) < » Vert(C)
incl r r'incl
incl ..
Cart(C) <« + C

(ii) Soit cP :'C/BOP + B la duale de C. Avec les hotations
de (4.4.) on a des foncteurs fidéles et .bi jectifs sur les

e :
objets : ' : _ _
i : Cart(C) - c°P/B @' > @'oid*
j : Vert(C)°P » c°P/B 9 b ideg*. |

Notons S : [Isovert(C)]OP + Isovert(C) l'isomorphisme

‘p p—l. Le diagramme ci-dessous est une somme amalgamée

et un produit fibré dans Cat.

incl
[Isovert(C)]OP < -+ [Uert(C)]oP
s §e :
Isovert C \\ l j
incl -~
Cart(C) » c°P/B
‘ |

Le foncteur c°P est déterminé de maniére évidente par

N :
~ses restrictions c%Poi et C°poj. ~"

(iii) On aurait pu définir cP de cette fagon, mais les
sommes amalgamées dans Cat sont en général trés compli-
quées.. Le contenu de (4.4.) signifie essentiellement
qué la somme ci-dessus se décrit de maniére trés simple
par générateurs ct relations, i.e. toutes les "régles de
calcul" dans c®P sont données par :

(p'eid*)o(p'eid*) = @'p'eid* (pour @' et ' cartésiennes)
(ide@*)o(idey*) = ide (yo)* (pour ¢ et y verticales)

et idep* = p-IOid* (pour p isomcrphisme vertical).



(iii) Etablir l'existence d'isbmorphismes naturels :

(Lim ©)°P ¥ Lim(c®P) et Lim(c®®) T (Lim c)°P.
< < -»> 4

(iv) 8i £ : C - D € Fib(B) admet g : D » C comme adjoint &

gauche dans Fib(B), £9P admet gop comme adjoint 3 droite.

(v) Si X est un groupoide, on a un isomorphisme Xx°P 3 X,
-1 . . . .

El— & ~. Fibrer cet isomorphisme, i.e. pour C groupoide

fibré sur B, établir formellement (sans passer par les

fibres) l'existence d'un isomorphisme cP 5 c.

(vi) Si C : C » B est un homomorphisme surjectif de grou-
pes (Exercice 3), expliciter COP/B et c®P. 11 ne suffit
pas de dire gue Ker(COp) = [Ker(C)]oP; il faut encore pré-

ciser l'extension ci-dessous :
- OP
oD o C
[Ker(C)] " <.>— C p/B ——> R,
- -~ / . . . s .
(vii) Montrer formellement, en utilisant (i) et (ii),
gue si C est une fibration Fiscréte, ou élénentaire, ou en

groupoides, ou ordonnée "etc..." il en est de méme de cOP,

(viii) Etaﬁiinkiggmgllement les isomorphismes :

cart (¢,D)%P ~ Ccart(c®?,p°P) et (c°P)°P ~ c.

Remarque : Les catégories de fractions peuvent é&videmment
s'exprimer sous forme de sommes amalgamées dans Cat. Les
diagrammes de (i) et (ii) permettent d'avoir un bon forma-
lisme pour le calcul de fractions dans les catégories fi-
brées, en séparant. les "composantes" verticales et cartésien-
nes. Les isomorphismes verticaux "s'inversent automati-

guement"”.

\



