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Einleitung und Motivation

Wahrscheinlich sind Sie in Threr Logikeinfiihrungsvorlesung schon einmal dem
Axiomensystem ZFC begegnet, nédmlich als Beispiel einer Theorie 1. Stufe, de-
ren Sprache neben dem Gleichheitssymbol = nur ein weiteres 2-stelliges Rela-
tionssymbol € enthé&lt. Natiirlich ist die Mengenlehre rein historisch nicht auf
diese Weise entstanden bzw. formuliert worden. Vielmehr fiihrten Ende des 19.



Jahrhunderts verschiedene mathematische Fragestellungen darauf hin, Mengen
relativ allgemeiner Natur zu betrachten, die nicht mehr unmittelbar geometri-
schen oder algebraischen Ursprungs sind. Ein Beispiel dafiir ist die Menge aller
reellen Zahlen, fiir die die Fourierentwicklung einer Funktion f entweder nicht
konvergiert oder mit dem Wert von f nicht {ibereinstimmt. Dies war fiir Georg
CANTOR, den Begriinder der Mengenlehre, der Ausloser, beliebige Teilmengen
von R zu betrachten. Ein anderes Motiv fiir die Betrachtung beliebiger Teilmen-
gen (von Q) war Richard DEDEKINDs Konstruktion der reellen Zahlen aus den
rationalen Zahlen. Sein Ausgangspunkt war, eine reelle Zahl x mit der Menge
{g € Q| ¢ < z} zu identifizieren und Mengen dieser Art folgendermaflen zu
axiomatisieren:

Eine reelle Zahl ist eine Teilmenge x von Q, so dafl
(D1) x ist nichtleer
(D2) z ist beschrinkt, d.h. Ip e QVg € z. g <p
(D3) z ist nach unten abgeschlossen, d.h. ¢’ < ¢ € x impliziert ¢’ € =
(D4) Vg € x.3p € z. ¢ < p, d.h. x besitzt kein groBites Element.

Ein weiteres Motiv fiir Cantor war die Fragestellung, ob es unendliche Men-
gen unterschiedlicher Grofle gibt. Er hat zuerst bewiesen, dal N, N x N und Q
alle gleichméchtig sind, d.h. dafl es eine Bijektion zwischen jeder dieser Mengen
gibt. Nachdem Cantor lange Zeit versucht hat nachzuweisen, daf} alle unendli-
chen Mengen gleichméchtig sind (was ja auf den ersten Blick nicht unbedingt
als absurd erscheint!), und daran (natiirlich!) gescheitert ist, kam er auf die
glorreiche Idee zu zeigen, daf fiir jede Menge X die Potenzmenge P(X) nicht
gleichmiéchtig zu X sein kann, sondern echt mehr Element enthélt.

Wir rekapitulieren Cantors Beweis: Sei e : X — P(X) surjektiv. Wir be-
trachten die Menge A := {x € X | © ¢ e(x)}. Weil e surjektiv ist, gibt es ein
xo € X mit A = e(zp). Es gilt nun zg ¢ A & z¢ ¢ e(zg) & z¢ € A, was nicht
der Fall sein kann. Also gibt es keine Surjektion von X nach P(X). O
Dieses Beweismuster der , Diagonalisierung® kommt h#ufig in der Logik vor,
némlich in der Rekursionstheorie und in den Beweisen der Goédelschen Unvoll-
stdndigkeitssdtze. Wir nennen einen Beweis ein ,,Diagonalisierungsargument®,
wenn er sich auf folgende priadikatenlogische Tautologie beruft

—~Javy(R(z,y) <> —R(y,y)) (1)

In obigem Argument haben wir R(x,y) als y € e(x) gewihlt und aus (1) folgt
mit dieser Setzung, dafl

—FaVy(y € e(z) < —y € e(y))

d.h. es gibt kein x € X mit e(x) ={y € X |y ¢ e(y)}-
Aus Cantors Theorem, daf es keine Surjektion von X nach P(X) gibt, folgt



insbesondere auch, dafl es keine Injektion ¢ : P(X) — X gibt, da man ja sonst
eine Surjektion e : X — P(X) wie folgt definieren kénnte

e(x) ={ye X |JaeP(X).ycanila) =z}

Andererseits gibt es aber eine Injektion von X nach P(X), die = auf {z} ab-
bildet. Also ist P(X) immer ,groBer® als X. Somit gibt es eine Folge immer
groflerer unendlicher Mengen

N, P(N), P?(N),...,P*(N),...

Eine genauere Untersuchung dieser unterschiedlichen ,, Unendlichkeiten* werden
wir spater im Rahmen der Mengenlehre unter dem Namen , Kardinalzahlarith-
metik* vornehmen.

Wir haben nun eine Anzahl historischer Griinde fiir die Entstehung der Men-
genlehre kennengelernt. Ihre Zielsetzung ist es, einen einheitlichen axiomatischen
Rahmen bereitzustellen, in dem samtliche Begriffe und Argumentationsweisen
der Mathematik ausgedriickt werden konnen. Da bei einem solchen Vorgehen
jegliche mathematische Begriffsbildung auf den Begriff der Menge und die Ele-
mentbeziehung € reduziert wird, mag es nicht verwunderlich erscheinen, dafl
manche intuitiven und wohlvertrauten Begriffe wie ,,natiirliche Zahl“ oder ,,ge-
ordnetes Paar® nur in etwas ,,gehackter Weise in der Sprache der Mengenlehre
ausgedriickt werden kénnen.!

1 Sprache der Mengenlehre und ihre Axiome

Die axiomatische Mengenlehre ist eine spezielle Theorie 1. Stufe {iber folgender,
sehr reduzierter Sprache. Es gibt nur zwei 2-stellige Relationssymbole

= (Gleichheit) und € (Elementbeziehung),

wobei = als reflexiv, symmetrisch und transitiv angenommen wird. Auflerdem
postulieren wir, dal = eine Kongruenz bzgl. € ist, d.h.

Ve, o'y, . e =2’ ANy=y ANz cy—a' €y
woraus fiir beliebige Formeln A (in dieser Sprache) hergeleitet werden kann, dafl
Alz) Nz =y — Ay)

Man beachte, dafl — auf den ersten Blick — die Ontologie der Mengenlehre duferst
reduktionistisch erscheint: es gibt nichts anderes als Mengen, selbst die Elemente

m Jargon der Informatik konnte man sagen, dal die axiomatische, d.h. formalisierte,
Mengenlehre eine ,,Assembler- bzw. Maschinensprache“ fiir die Mathematik bereitstellt, al-
lerdings mit der ,wesentlichen“ Einschrinkung, daf8 sie nicht ,ausfithrbar® (ezecutable) ist!
Bekanntlich programmiert es sich aber in so einer ,, Assembler- bzw. Maschinensprache“ nicht
so bequem, was der Grund dafiir ist, dal man i.a. Mathematik nicht in der Sprache der
formaliserten Mengenlehre formuliert.



von Mengen sind auch wieder Mengen. Insbesondere werden auch die natiirlichen
Zahlen als Mengen aufgefafit bzw. kodiert: die Zahl n wird aufgefafit als die
Menge der Zahlen, die echt kleiner als n sind, somit ergibt sich zwangsléufig,
dafl

0=0 und n+1=nU{n},

ein ,Hack®, der auf J. von Neumann zuriickgeht. Es sei auch nochmal in Erinne-
rung gerufen, daf} die einzigen grundlegenden Beziehungen zwischen Mengen die
Gleichheit und die Elementbeziehung sind, alle anderen Eigenschaften von und
Relationen zwischen Mengen miissen aus den Basisrelationen = und € mithilfe
der pradikatenlogischen Sprachmittel definiert werden.

Aufgrund der Absenz jedweder Funktionssymbole in der Sprache der Men-
genlehre sind die einzigen Terme die Variablen. Es ist jedoch oft so, daf} wir
beweisen konnen, dafl

Aly. A(Z,y)

d.h. Fy(A(Z,y) AVz(A(Z, z) = y = z)), d.h. es gibt genau ein y, so dafl A(Z,y).
Fiir dieses eindeutig bestimmte y erweist es sich als zweckméfig, einen Term
t(Z) einzufithren, der dem definierenden Axiom

A(, t[7])

geniigt. Eine Formel B(t(Z)) verstehen wir dann als abkiirzende Schreibweise
fiir
Fy(A(Z, y) A B(y))

wobei natiirlich y eine frische Variable ist.
Wir werden nun der Reihe nach die einzelnen Axiome der Mengenlehre
erlautern und ihre ersten unmittelbaren Konsequenzen diskutieren.

Extensionalitéit (Extensionality)

Das Extensionalititsaxiom
Vz(z€exzrz€y) D=y

besagt, dafl Mengen x und y gleich sind, falls sie dieselben Elemente enthalten.
(Die Umkehrung gilt trivialerweise aufgrund der Gleichheitsaxiome.) Das Ex-
tensionalititsaxiom besagt also, dal Mengen einfach Kollektionen von Mengen
seien, die genau dann als gleich zu erachten sind, wenn sie dieselben Elemente
enthalten.

Aussonderungsschema (Separation Scheme)

Das Separations- oder Aussonderungsschema besagt, daf fiir jede beliebige For-
mel A(z) in der Sprache der Mengenlehre

VedyVz(z € y <> z € x A A(2))



gilt, wobei z und y nicht frei in A sind. Also ist fiir jede Menge x und jede
in der Sprache der Mengenlehre formulierbare Eigenschaft A(z) die Gesamtheit
aller z € x mit A(z) eine Menge. Diese ist aufgrund des Extensionalitidtsaxioms
eindeutig bestimmt ist und wird mit dem Term

{zex|A(2)}

bezeichnet. (Dies ist das erste Beispiel fiir die auf Seite 4 diskutierte Konvention,
fiir eindeutig definierte Objekte Terme als Namen einzufiihren, um das Sprechen
iiber sie zu erleichtern.)

Man wére vielleicht versucht, so wie Gottlob FREGE Ende des 19. Jahrhun-
derts, statt des Separationsschemas das sogenannte Komprehensionschema zu
postulieren

JzVy(y € =+ A(y))

wobei z in A(y) nicht frei vorkommt. Allerdings wiirde durch die Hinzunah-
me dieses so harmlos erscheinenden Komprehensionsschemas ein Widerspruch
herleitbar, wie Bertrand RUSSEL Anfang des 20. Jahrhunderts gezeigt hat: Sei
R ={z |z ¢ z}, dann gilt offensichtlich

RER-RER

was offensichtlich aus rein logischen Griinden unméglich ist.
Man beachte, dal Russels Argument nichts anderes als der iibliche pridikaten-
logische Beweis von

—Ja.Vy. A(z,y) < ~A(y,y) (2)

ist, wobei A(x,y) =y € x gesetzt wurde. Die Widerspriichlichkeit des Kompre-
hensionsschemas ergibt sich nun daraus, dass es zu beweisen gestattet, dafl

JaVy(y € x <> —y € y)

was im Widerspruch zu (2) steht. Das Problem ist allerdings nicht, daf§ fiir ei-
ne Menge x die Menge aller y €  mit A(y) existiert, wie es das Separations-
bzw. Aussonderungsschema fordert, sondern die Annahme einer Menge V' aller
Mengen. Wenn diese ndmlich existierte, so gidbe es aufgrund des Separations-
schemas die Menge R = {z € V | x ¢ z} was, wie Russell gezeigt hat, zu dem
Widerspruch R € R <> =R € R fiihrt, da ja R € V. Wir haben also bewiesen,
dal =JaVy y € x, d.h. VzIy —y € z.

Dies erscheint auf den ersten Blick verwirrend, da man sich ja Gesamtheiten
(von Mengen) wie V oder R durchaus vorstellen kann und sie per se gar nicht als
widerspriichlich erscheinen. Sind sie auch nicht: widerspriichlich ist blofl die An-
nahme, daf solche Gesamtheiten auch immer Mengen sind. Die Gesamtheiten
V und R konnen auch nicht in einer Menge als Teilmengen enthalten sein, da ja
sonst aufgrund des Separationsschemas V' bzw. R als Mengen existieren wiirden.
Solche grofien Kollektionen von Mengen werden iiblicherweise als (eigentliche)
Klassen bezeichnet, haben jedoch in der Mengenlehre d la Zermelo-Fraenkel kei-
nen ontologischen Status, was ja auch ganz unnétig ist, da sie durch Pradikate



in der Sprache der Mengenlehre ausgedriickt werden konnen. Es gibt jedoch eine
zur Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre ZF equikonsistente auf Godel, Bernays
und von Neumann zuriickgehende Klassentheorie GBN, auf die wir hier nicht
niher eingehen, in der Klassen einen ontologischen Status haben (d.h. als existie-
rend angenommen werden) und Mengen als diejenigen Klassen definiert werden,
die selbst in einer Klasse als Elemente enthalten sind. Selbstversténdlich wiire es
widerspriichlich, die Existenz einer Klasse aller Klassen anzunehmen, was aber
in GBN nicht geschieht.

Man beachte, dal das Separationsschema die Existenz der leeren Menge
gewahrleistet. Man kann ja beweisen, daf3

VedyVz(z ey z€x Nz # 2)

also auch VaIyVvz(z € y — z # z), d.h. VayVz z ¢ y, da ja z # z aufgrund der
Gleichheitsaxiome immer falsch ist. Die Behauptung

yYNVzz ¢y

folgt daraus rein logisch (némlich mit (VE)). Dieses y ist eindeutig bestimmt
und wird (wie iiblich) mit §) bezeichnet.

Bemerkung Extensionalitdt und Separation gestatten uns noch nicht, aufler
der leeren Menge irgendwelche anderen Mengen als existent nachzuweisen. Dies
siecht man daran, daf} in der Struktur M mit

M| ={+} =M={(xxn} V=0

das Extensionalitédtsaxiom und das Separationschema gelten.

Paarmengenaxiom (Pairing)
Das Paarmengenaziom (engl. pairing)
Ve, yIVu(u € z <> (u=2xVu=y))

besagt, daf es fiir beliebige Mengen = und y eine Menge z gibt, die gerade =
und y als Elemente enthélt. Diese aufgrund des Extensionalitéitsaxioms eindeutig
bestimmte Menge wird (wie {iblich) mit

{z,y}

bezeichnet. Wenn x = y, dann schreiben wir {z} (anstatt {z,z}) fiir die Single-
tonmenge, die x als einziges Element enthilt. Fiir {z} gilt offenbar

Vyly € {z} < y=1)
Man kann nun die Paarmengenbildung iterieren und aus x und y die Menge

(z,y) = {{z} {= y}}



bilden, die als ,,geordnetes Paar von x und y“ bezeichnet wird. Es 148t sich leicht
zeigen, daf3
(2,9) = (u,v) @z =uny=wv

was den Namen ,,geordnetes Paar® rechtfertig. Diese auf K. KURATOWSKI zuriick-
gehende Codierung geordneter Paare entbehrt nicht einer gewissen Willkiirlich-
keit, weil man ja (z,y) genauso gut als {{z,y},{y}} hitte definieren kénnen

oder als
{{{=}} {{{=}} w}}

d.h. als ((z,x),y), wobei (—, —) wie urspriinglich definiert ist).
Es sei bemerkt, dass wir n-Tupel induktiv wie folgt definieren kénnen

(=10 (a1, ... ant1) = {a1, ..., an) ,ans1)
wobei allerdings (z,y) eine von der urspriinglichen leicht verschiedene Bedeu-
tung erhilt. Es wiire jedoch iibertrieben, dies notationell zu unterscheiden!
Vereinigungsaxiom (Union)

Das Vereinigungsaxiom (engl. union)
VedyVz(z € y <> Ju(u € z A z € u))

besagt, daf} es fiir jede Menge x eine Menge y gibt, die genau diejenigen Mengen
z als Elemente enthélt, die in irgendeiner Menge u € z als Element enthalten
sind. Diese aufgrund des Extensionalitdtsaxioms eindeutig bestimmte Menge y
wird wie iiblich mit | Jz bezeichnet.

Wenn wir fiir Mengen = und y die Menge = U y definieren als

zUy = Jz v}
dann konnen wir leicht nachweisen, dafl
Vz(zexzUy < (z€xVzey))

Es sei hier bemerkt, da wir bereits ohne Paarmengen- und Vereinigungsaxiom
Durchschnitt und Differenz von Mengen folgendermafien definieren konnen als

xNy = {zezx|zey}
v—y = {zexlzdy}

Also bilden die Teilmengen einer Menge x einen booleschen Verband bzgl. der
Mengeninklusion
uCv=Va(r €u—xz )

Offensichtlich gilt aufgrund des Extensionalitétsaxioms, dafl

u=v+uCovAvCu



Es sei bemerkt, dafl wir mithilfe von Pairing und Union beliebige endliche Men-
gen definieren konnen, namlich als

{}:=0 {a1, .. yan,any1} :={a1,...,an} U{an+1}
vermittels (externer) Induktion.

Notation Wir schreiben oft abkiirzend

Vyex. A fir Vylyeaxz— A)
Jyex. A fir FylyecazAnA

Mithilfe dieser Notation kann man das Vereinigungsaxiom folgendermaflen for-
mulieren: fiir jede Menge « ist die Klasse {y | Ju € . y € u} selbst wieder eine
Menge.

Bemerkung

Folgendes Modell zeigt, daf§i Union nicht aus Extensionality, Separation und
Pairing folgt. Sei ¢ : N — {0}U{{n,m} | n,m € N} eine Bijektion. Sei |M| = N,
=M die Gleichheit auf N und n €M m = n € ¢(m). Man zeigt leicht, daB
M Extensionality, Separation und Pairing erfiillt. Da aber in M die Menge
{0,1,2} = U{{0, 1}, {1, 2}} nicht existiert, erfiillt M das Axiom Union nicht.

Potenzmengenaxiom (Power Set)

Das Potenzmengenaxiom (engl. power set)
VeIyVu (v € y <> u C x)

besagt, dafl die Klasse {u | u C z} aller Teilmengen einer vorgegebenen Menge
x selbst wieder eine Menge ist, die wir (wie iiblich) mit P(z) bezeichnen und
Potenzmenge von x nennen. Im Falle einer unendlichen Menge x ist die Potenz-
menge P(z) etwas unbestimmter Natur, da etwas unklar ist, was eine beliebige
Teilmenge von z sein soll.2 Vermittels des Separationschemas wird ja blo die
Existenz definierbarer Teilmengen von z sichergestellt. Es héingt also vom (im-
plizit) zugrundegelegten Modell ab, welche Teilmengen von x dariiber hinaus
im Modell auch existieren. Der etwas vage Charakter von P(z) wird insbeson-
dere deswegen als problematisch (vom philosophisch-grundlagentheoretischen
Gesichtpunkt!) erachtet, weil Teilmengen von 2 durch Quantifikation iiber P(x)
definiert werden koénnen, ohne dafi man genau weif}, welche Elemente P(x) denn
nun enthilt. Dieses Phinomen wird als Impradikativitit® bezeichnet.

2In diesem Zusammenhang sei daran erinnert, dafl aufgrund des Satzes von Léwenheim
und Skolem jede konsistente Theorie erster Stufe in der Sprache der Mengenlehre auch ein
abzdhlbares Modell besitzt. Dies wird als Skolemsches Paradoxon bezeichnet, da im Falle von
ZFC die Potenzmenge intern iiberabzidhlbar ist, aber extern nur abzihlbar viele Elemente
enthélt! D.h. in einem solchen abzéhlbaren Modell von ZFC finden sich die meisten Mengen
natiirlicher Zahlen nicht wieder!

3Beachte, da man Teilmengen von z auch durch Quantifikation {iber die noch vagere
Gesamtheit aller Mengen definieren kann.



Als erste Anwendung des Potenzmengenaxioms zeigen wir, daf fiir Mengen u, v
die Klasse u x v = {(z,y) |z €c uAy € v} ={z | Ir € udy € v.z = (x,y)}
tatsédchlich auch eine Menge ist. Zu diesem Zweck beobachten wir, daf fiir x € u
und y € v das Paar (x,y) = {{z},{z,y}} C P(uUv), weil {z},{z,y} € P(uUv)
und somit (x,y) € P(P(uUv)). Also ist

uxv={2zePPuuUv))|Ixculycv 2= (x,y)}

aufgrund des Separationsschemas eine Menge.
Natiirlich kénnen wir fiir n > 1 auch n-fache kartesische Produkte folgenderma-
Ben definieren:

A = A
Ay X ..o x Ay X Apr = (A1 x...xA,) X Apia

Offensichtlich gilt

Ay x oo ox Ay ={{z1,...,zp) |21 EATN . AT, €A} =
={z|3x1€Ay... 3, € Ap. 2= (21,...,24)}

Die Elemente von P(A; X ... x A,,) heiflen n-stellige Relationen zwischen den
Mengen Aq, ..., A,. Offensichtlich ist es in der Sprache der Mengenlehre aus-
driickbar, dafl eine Menge z ein Paar ist, ndmlich durch 3z, y(z = (x,y)). Eine
Menge R heifit 2-stellige Relation genau dann, wenn

Vz € R3x,y. z = (x,y)
Fiir 2-stellige Relationen R sei ihr Definitions- und Wertebereich definiert als
dom(R) = {z|3y.(x,y) € R}
mg(R) = {y|3z.(z,y) € R}

welche beide Mengen sind, da dom(R) und rng(R) beide Teilmengen von | R
sind. Eine zweistellige Relation f heifit Funktion genau dann, wenn

Va,y,2 ((z,y) € fA(z,2) € f >y =2)

Wie iiblich schreiben wir meist y = f(z) anstatt (z,y) € f. Wenn f eine Funk-
tion und X eine Menge ist, so sind

fIX] = {y|3ze€ X (z,9) € f}
SUX] = {z|3ye X (z,y) € f}

beides Mengen, da f[X] C rng(f) und f~![X] C dom(f), und heien Bild bzw.
Urbild von X unter f. Es sei bemerkt, dal diese Begriffe auch fiir Klassen
Sinn machen. In diesem Fall reden wir von , Klassenfunktionen® bzw. 2-stelligen
,Klassenrelationen“.

Wie iiblich schreiben wir f : X — Y, wenn f eine Funktion ist, X = dom(f)



und rng(f) CY. Wenn f: X — Y, dann f € P(XxY). Somit ist fiir gegebene
Mengen X,Y

Y¥ = [X=Y]={feP(XxY)|f: X =Y}

selbst eine Menge. Mehrstellige Funktionen werden wie iiblich dadurch erfaft,
dafl man X von der Gestalt X = Xy x ... x X,, wéhlt.

Die bisherigen Axiome stellen sicher, dafi Mengen unter den iiblichen Operatio-
nen wie x, —, P etc. abgeschlossen sind. Jedoch kénnen wir mit den bisherigen
Axiomen noch nicht die Existenz unendlicher Mengen sicherstellen. Und das mit
gutem Grund, da man die Menge der natiirlichen Zahlen irgendwie ,,erschaffen“*
muf}. Es sei darauf hingewiesen, dal man die Existenz der einzelnen natiirlichen
Zahlen

0=10 n+1=nU{n}

durchaus mithilfe unserer Axiome nachweisen kann, nicht jedoch die Existenz
einer Menge, die alle natiirlichen Zahlen umfafit. Diese ,erschaffen” wir nicht
(wie der von Kronecker zuhilfe gerufene ,liebe Gott“), sondern postulieren sie
(ganz ,sikular”) mithilfe des Unendlichkeitsaxioms.

Unendlichkeitsaxiom (Infinity)

Das Unendlichkeitsaxiom postuliert die Existenz einer Menge, die () als Element
enthélt und unter der Nachfolgeroperation Sc : « — 2 U {z} abgeschlossen ist,
was sich formal wie folgt schreibt

D exAVy ez yU{y}€x)
Wir nennen eine Menge x induktiv, wenn
(1) D € x und
(2) Sc(y) € « fiir alle y € x.

Das Unendlichkeitsaxiom postuliert also die Existenz einer induktiven Menge.
Es 148t sich leicht zeigen, dafl induktive Mengen unter beliebigen nichtleeren
Durchschnitten abgeschlossen sind. Somit existiert eine kleinste induktive Men-
ge, die sogenannte Menge der natiirlichen Zahlen, die wir wie iiblich mit N oder
w bezeichnen.® Da N die kleinste induktive Menge ist, gilt fiir P C N, da P = N
genau dann, wenn P induktiv ist, d. h.

VP e P(N).((0 € PAVz € P.Sc(z) € P) - Vz € N.w € P)

4ygl. den merkwiirdigen Ausspruch von L. KRONECKER:

»Der liebe Gott hat die natiirlichen Zahlen erschaffen,
der Rest ist Menschenwerk.

5Die Existenz von N wird folgendermaBen nachgewiesen. Sei x eine durch das Unendlich-
keitsaxiom postulierte induktive Menge. Dann ist

N ={y € z | Vz(z induktiv - y € 2)}

selbst wieder induktiv. Wenn a induktiv ist, dann ist auch a N z induktiv und somit N C
aNz Ca. Also ist N die kleinste induktive Menge.

10



worin wir das wohlvertraute ,, Induktionsaxiom* fiir die natiirlichen Zahlen (wie-
der)erkennen, das wir allerdings hergeleitet haben und zwar ziemlich unmittel-
bar aus der Definition von N !

Wir weisen nun noch zwei weitere Eigenschaften von N nach:

(1) Vz € N. 0 # Sc(x)
(2) Vz,y € N. Sc(z) = Sc(y) = = = y.

(1) ist trivial, da x € z U {z} = Sc(z), aber z ¢ (. Fiir (2) miissen wir etwas
Vorarbeit leisten.

Definition 1.1 Eine Menge x heifit transitiv, wenn Yy € x.Vz € y.z € z, d.h.
Vyex.yCux. O

Lemma 1.1 Die Menge N st transitiv.

Beweis: Wir zeigen, dafl die Menge M := {x € N |  C N} induktiv ist. Es gilt
€ M,da( € Nund @ C N. Angenommen = € M, d.h. z € Nund z C N. Dann
gilt Sc(z) = 2 U {z} C N. Da N induktiv ist, gilt auch Sc(z) = 2 U {z} € N.
Somit ist Sc(x) auch Element von M.

Weil M induktiv ist, gilt nun N C M (und auch N = M, da ja M C N).
Also gilt iir alle z € N, dal x € M und somit z C N. Also ist N transitiv. O

Also gilt fiir jedesz e NydaBz = {y e N|y €z}, dh. 2 ={y e N|y < z},
wenn man < als € definiert.

Lemma 1.2 Alle Elemente von N sind transitiv.

Beweis: Wir zeigen, dafi M := {«& € N | z transitiv} induktiv ist, woraus folgt,
dal N C M und somit all Elemente von N transitiv sind.

Offensichtlich ist () transitiv, da Vy € 0.y C (. Angenommen z € N sei transitiv.
Wenn y € x,s0y C x (weil z als transitiv angenommen wurde), also y C zU{x}.
AuBerdem ist x C x U {z}. Somit gilt Vy € x U {z}.y C z U {z}, d.h. Sc(z) ist
transitiv. O

Lemma 1.3 FEs gilt © ¢ x fiir alle x € N.

Beweis: Wir zeigen, da§ M := {z € N | z ¢ 2} induktiv ist, woraus folgt, daf
N C M und somit = ¢ z fiir alle z € N.

Offenbar 0 ¢ 0, also 0 € M. Sei © € M. Angenommen Sc(z) € Sc(z). Wenn
Sc(z) € x, dann = € Sc(x) € z und somit z € z (da z transitiv ist) im Wi-
derspruch zu x ¢ x (wegen € M). Wenn Sc(z) = z, dann = 2 U {z} und
somit z € x, im Widerspruch zu z ¢ = (da € M). Also haben wir gezeigt, dafl
Sc(z) ¢ Sc(x), da Sc(x) € Sc(z) genau dann, wenn Sc(z) € x oder Sc(z) = z. O

Nun kénnen wir (2) zeigen.
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Lemma 1.4 Wenn z,y € N und Sc(x) = Sc(y), dann z =y.

Beweis: Wenn Sc(z) C Sc(y), dann = € y oder z = y. Wenn Sc(y) C Sc(z),
dann y € x oder y = x. Wenn also Sc(z) = Sc(y) und x # y, dann x € y und
y € z und somit x € x (weil = transitiv ist). Das ist aber wegen Lemma 1.3
nicht moglich. m]

Ubung Zeigen Sie, daf fiir alle « € N gilt, daB8 jede nichtleere Teilmenge z C z
ein y enthilt mit y Nz = 0.
Ersetzungsschema (Replacement)

Das Ersetzungsschema (engl. replacement scheme) besagt, dafl
(Vzeu.y A(z,y)) — FoVy(y € v <> Iz € u.A(z,y))

wobei A eine beliebige Formel in der Sprache der Mengenlehre ist. Informell
heifit dies, da das Bild einer Menge w unter einer Relation A(z,y), die in
der Sprache der Mengenlehre (mithilfe von Parametern) definierbar ist, selbst
wieder eine Menge ist, sofern A eingeschrinkt auf u total und rechtseindeutig
ist. Insbesondere ist dann

{zeuxv|Izy 2= (z,y) NAz,y)}

eine Funktion im mengentheoretischen Sinn.
Man zeigt leicht (Ubung!), dal aus dem Ersetzungsschema folgt, dafl

(Va,y, 2(A(z,y) N Az, 2) = y = 2)) = YuTwVz(z € v ¢ Jocu.A(z, 2))

Aus diesem Schema folgt unmittelbar das Aussonderungsschema, indem man
A(z,y) durch A(z) A x = y instantiiert. Jedoch 148t sich das Aussonderungs-
schema schon direkt aus dem Ersetzungsschema beweisen (Ubung!). AuBerdem
1Bt sich das Paarmengenaxiom aus dem Ersetzungsschema herleiten (Ubung!).

Regularititsaxiom (Regularity)

Das Regularititsaxiom besagt, dafl
Va(z # 0 — Jycx.yNa =0)

d.h. jede nichtleere Menge x besitzt ein ,,€-minimales“ Element y, d.h. y € x und
Vz € y.z ¢ x. Weite Teile der Mengenlehre, insbesondere die fiir die ,,normale®
Mathematik relevanten solchen, lassen sich ohne Regularitétsaxiom entwickeln
(iibrigens auch die im Abschnitt 4 behandelte Theorie der Ordinalzahlen). Je-
doch ist das Regularitdtsaxiom in der axiomatischen Mengenlehre selbst von
groflem Nutzen, da es folgendes Prinzip der €-Induktion

Vo ((Vyex. A(y)) — A(z)) — Vo A(z)
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fiir beliebige in der Sprache der Mengenlehre ausdriickbare Pridikate A(x) be-
reitstellt. Andererseits erlaubt das Schema der €-Induktion, das Regularitétsaxi-
om herzuleiten (Ubung!) und ist somit zu ihm dquivalent.

Um das Schema der €-Induktion herzuleiten, brauchen wir folgenden Hilfs-
satz, dessen Beweis eine interessante (und typische) Anwendung des Ersetzungs-
schemas beinhaltet.

Lemma 1.5 Fiir jede Menge x gibt es eine kleinste transitive Menge TC(x),
die x als Teilmenge enthilt.

Beweis: Sei

F(y,z) = 3f (f ist Funktion) A f(y) =z A f(0) =z A
Vu, v((Sc(u),v) € f = Jw({u,w) € f Av=w)))

Durch Induktion iiber N zeigt man leicht, dafl
(1) VneN. 3z F(n, 2)
(2) F(0,z)
(3) VneNYu,v(F(n,u) A F(Sc(n),v) = v =u).
Aufgrund des Ersetzungsschemas existiert nun
M ={F(n)|n €N}

als Menge und aufgrund des Vereinigungsaxioms existiert die Menge

TC(z) =M = | F(n)

neN

Offensichtlich ist TC(x) transitiv: wenn y € TC(z), danny € F'(n) fir einn € N;
wenn nun z € y € F(n), dann z € |J F(n) = F(Sc(n)), also z € TC(x).

Sei u eine transitive Menge mit u O x. Dann zeigt man leicht mit Induktion,
daB F(n) C u fiir alle n € N, also TC(x) = J,,cy F'(n) € u. Somit ist TC(x)
die kleinste transitive Menge, die z als Teilmenge enthélt (da ja auch gilt, dafl
x=F(0) CTC(x)). O

Satz 1.1 Sei A(z) ein in der Sprache der Mengenlehre definierbares Prddikat.
Dann gilt

Vo ((Vy € z.A(y)) — A(z)) — VzA(z)
Beweis: Angenommen, es gelte

Va((Vy € 2.A(y)) — A(z)) (3)

und es gebe eine Menge x mit ~A(z). Dann gibt es ein y € z mit —A(y) wegen
(der Kontraposition von) (3). Sei M := {y € TC(z) | ~A(y)}. Da M nichtleer ist,
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gibt es wegen des Regularitéitsaxioms ein y € M mit ynM = (), d.h. Vzey.2 ¢ M.
Aufgrund der Transitivitdt von TC(z) und y € TC(z) gilt Vz€y. z € TC(z) und
somit Vzey. A(z), woraus mit (3) folgt, daB A(y) im Widerspruch zu y € M.
Also haben wir bewiesen, da§ Yz A(x). m|

Umgekehrt folgt aus dem Schema der €-Induktion das Regularitdtsaxiom,
indem man fiir beliebige Mengen a in dem €-Induktionsschema das Pradikat
A(z) durch z ¢ a instantiiert. Mit Kontraposition ergibt sich

(Fz.z € a) = Jx (Vycx.y ¢ a) Nz € a)

also das Regularitédtsaxiom.

Auswahlaxiom (Axiom of Choice)

Das Auswahlaziom (engl. Aziom of Choice) besagt, dafl

Vx(@¢x—>§lf(f:x—>Uw/\Vyex.f(y)ey))

d.h. fiir jede Menge x nichtleerer Mengen gibt es eine Funktion f mit Definiti-
onsbereich x, die aus jeder Menge y € x ein Element f(y) € y auswéhlt.

Das Auswahlaxiom hat in der Mathematik einen umstrittenen Status, da es au-
Ber seinen vielen niitzlichen Konsequenzen auch viele nicht-intuitive Konsequen-
zen nach sich zieht. Das Auswahlaxiom ist allerdings oft dquivalent zu seinen
niitzlichen Konsequenzen, z.B. daf jeder Vektorraum eine Basis hat. Somit muf}
man die nicht-intuitiven Konsequenzen des Auswahlaxioms hinnehmen, sofern
man sich seiner niitzlichen dquivalenten Konsequenzen erfreuen will.

Grothendieck Universen

Manchmal ist es niitzlich (z.B. in der Kategorientheorie), die Existenz sogenann-
ter Grothendieck Universen zu postulieren.

Definition 1.2 FEin Grothendieck Universum ist eine Menge U, die die folgen-
den Bedingungen

(Ul) U ist transitiv, d.h., wenn x € a € U, dann x € U

) wenn a,b €U, dann sind auch {a,b} und axb Elemente von U

) wenn a €U, dann sind auch |Ja und P(a) Elemente von U

(U4) weU, dh. die Menge der natiirlichen Zahlen ist ein Element von U
) wenn f:a— b surjektiv ist mit a € U und b C U, dann b e U.

erfillt. O

Insbesondere gilt dann, dafl U mit € eingeschrankt auf U auch wieder die Axiome
der Mengenlehre erfiillt®. Also liBt sich aus ZFC und der Annahme eines Gro-

5Die Bedingung (U5) stellt die Giiltigkeit des Ersetzungschemas sicher, ist aber stirker als
dieses, da es garantiert, da3 das Bild jeder Funktion f von einem a € U nach U Element
von U, wohingegen das Ersetzungschema die blof fiir Funktionen verlangt, die mithilfe von
Parametern in der Sprache der Menegenlehre definierbar sind.

14



thendieck Universums die Konsistenz von ZFC beweisen. Aufgrund des Godel-
schen Unvollstédndigkeitssatzes folgt dann, daf sich in ZFC nicht die Existenz
eines Grothendieck Universums herleiten 148t.

Offenbar ist die Eigenschaft, ein Grothendieck Universum zu sein, in der
Sprache der Mengenlehre ausdriickbar. Sei Univ(z) ein solches Priadikat. Dann
kann man auch das Axiom

Va3u (Univ(u) A x € u)

formulieren, das besagt, dafl jede Menge als Element eines Grothendieck Uni-
versums ist. Die Theorie ZFC zusammen mit diesem Axiom stellt einen fiir so
gut wie alle Belange ausreichenden axiomatischen Rahmen dar.

2 Maichtigkeitsbegriff und der
Satz von Cantor-Schroder-Bernstein

Wie schon in der Einleitung erwihnt war fiir Cantor ein wesentlicher Impuls fiir
sein Studium des Mengenbegriffs die Frage des Groflenvergleichs unendlicher
Mengen.

Definition 2.1 Mengen X und Y heiflen gleichméchtig (engl. equipollent ),
wenn eine bijektive Funktion f : X — Y ewistiert, wofir wir X ~'Y schrei-
ben. O

Diese Definition von ,,gleichméchtig®, d.h. ,,gleich viele Elemente enthaltend®,
ist blof} eine Verallgemeinerung des iiblichen intuitiven Anzahlbegriffs von end-
lichen auf unendliche Mengen. Es ist allerdings niitzlich und wiinschenswert,
auch nicht gleichméchtige Mengen bzgl. ihrer Grofle vergleichen zu kénnen.

Definition 2.2 Fiir Mengen X,Y schreiben wir X <Y (sprich: ,X enthdlt
héchstens so viele Elemente wie Y ), wenn eine injektive Funktion f: X —Y
existiert. O

Offensichtlich ist < eine reflexive und transitive Relation auf der Klasse aller
Mengen. Offenbar folgt aus X ~ Y, dass X <Y und Y < X. Die Umkehrung
ist nicht trivial, gilt aber aufgrund eines beriihmten Satzes von Cantor, Schréder
und Bernstein, dessen Beweis sich auf folgenden Satz abstiitzt, der selber von
eigenstandigem Interesse ist.

Satz 2.1 (Knaster, Tarski)

Sei X eine Menge und ® : P(X) — P(X) eine Funktion, die bzgl. C monoton
ist, d.h. aus A C B folgt ®(A) C ®(B). Dann besitzt ® einen kleinsten Fixpunkt,
d.h. es gibt ein A € P(X) mit A= ®(A), sodafi A C B, falls &(B) = B.

Beweis: Sei PF(®) = {A € P(X) | ®(A) C A} die Menge der sogenannten
Prifizpunkte von ® und A = NPF(®) = {z € X | VAEPF(®). = € A}
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ihr Durchschnitt. Offenbar gilt fiir alle B € PF(®), daB A C B und somit
®(A) C ®(B) C B. Also ist ®(A) C A und somit A € PF(P). Wegen der
Monotonie von ® gilt auch ®(P(A)) € ®(A), d.h. P(A) € PF(P) und somit
A C D(A). Also gilt A= P(A). Wenn ®(B) = B, dann B € PF(P), und somit
ACB. O

Bemerkung Aus dem Beweis ergibt sich offensichtlich, daff der kleinste Fix-
punkt von ® auch gleichzeitig der kleinste Préfixpunkt von @ ist. Ahnlich zeigt
man (Ubung!), da | J{B € P(X) | B C ®(B)} der groBte (Post-)Fixpunkt von
 ist.

Satz 2.2 (Cantor, Schréder, Bernstein)
Fiir Mengen X, Y folgt aus X | Y undY = X, daff X =Y.

Beweis: Seien i : X — Y und j : Y — X injektive Funktionen. O.B.d.A. sei
Y C X und j die Inklusionsabbildung, d.h. j(y) = y fiir y € Y. Wir definieren
die Abbildung ® : P(X) — P(X) als

B(A) = (X—Y) Ui[A]

fir A € P(X). Offensichtlich ist ® monoton bzgl. C. Wegen Satz 2.1 gibt es ein
AeP(X) mit A= (X-Y)Ui[A]. Die Menge X 148t sich nun zerlegen als

X =(X-A)UA=(X-A)Ui[A] U (X-Y)

(wobei U fiir disjunkte Vereinigung steht) wie sich aus folgendem Bild ergibt

X-Y
A
iAl
Y
X-A

Sei nun f: X — Y definiert als

_J i(zx) fallsze A
flz) = { z fallsze X—A

Offenbar ist f surjektiv und injektiv (letzteres, da i[A]N (X —A) = ) und somit
bijektiv. Also gilt X ~ Y wie behauptet. ]

Wir werden spéter zeigen, daf fiir beliebige Mengen X und Y gilt, dafl
X <Y oder Y <X X. Allerdings werden wir dazu das Auswahlaxiom benttigen.
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3 Induktive Definitionen

Eine weitere niitzliche Konsequenz des Satzes 2.1 von Knaster und Tarski ist
die Existenz induktiv definierter Teilmengen einer Menge X.

Definition 3.1 Sei X eine Menge. Fin Regelsystem auf X ist eine Teilmenge
R von P(X) x X. Ein solches Regelsystem R induziert eine Funktion

dr:P(X)>P(X): A {zeX|3HCA(H z)eR}

welche offenbar monoton bzgl. C ist. Den aufgrund von Satz 2.1 existierenden
kleinsten Fizpunkt von ® g bezeichnen wir mit Ind(R). O

Man beachte, dafl alle monotonen ® : P(X) — P(X) von der Form ®p sind
(indem man fiir R die Menge {(H,z) € P(X) x X |z € ®(H)} wihlt).

Man zeigt leicht (Ubung!), daB ®r(A) C A genau dann gilt, wenn V(H, z) €
R (H C A— z € A). Solche A nennen wir R-abgeschlossen. Aus dem Beweis
von Satz 2.1 folgt nun, dafi Ind(R) der Durchschnitt aller R-abgeschlossenen
Teilmengen von X ist. Aus dieser Beobachtungen ergeben sich folgende beiden
niitzlichen Eigenschaften von Ind(R)

(1) fiir alle A C X folgt aus ®r(A) C A, da Ind(R) C A
(2) x € Ind(R) genau dann, wenn ein H C Ind(R) existiert mit (H,x) € R.

Aus (1) ergibt sich insbesondere, daf$ fiir alle A C Ind(R) gilt, dal Pr(A) C A
genau dann, wenn A = Ind(R). Um also nachzuweisen, daf} eine Eigenschaft
P von Ind(R), d.h. P C Ind(R), fiir alle Elemente von Ind(R) gilt, ist es hin-
reichend und notwendig zu zeigen, dafl P R-abgeschlossen ist, d.h. daf} fiir alle
Regeln (H,z) € R aus VeeH.P(x) folgt, dal P(x).

Dieses Regelinduktion genannte Beweisprinzip findet vielfdltige Anwendung
in der Logik und theoretischen Informatik, aber auch in der klassischen Mathe-
matik, z.B. wenn man tiber Borelmengen résoniert, die ja induktiv definiert sind
(Ubung!).

4 Ordinalzahlen

Bekanntlich haben natiirliche Zahlen zwei Aspekte, ndmlich
(1) den einer Kardinalzahl, der den Begriff der ,, Anzahl® erfafit, und
(2) den einer Ordinalzahl, der den Begriff der ,,Anordnung“ erfafit.

Wir werden die Begriffe Kardinal- und Ordinalzahl auf unendliche Gesamtheiten
verallgemeinern, wobei Kardinalzahlen als spezielle Ordinalzahlen erscheinen
werden. Deshalb betrachten wir letztere zuerst.

Definition 4.1 Fine strikte partielle Ordnung ist eine Menge P zusammen mit
einer 2-stelligen Relation < auf P, sodaf fiir alle x,y,z € P gilt

17



(irreflexiv) z L
(transitiv) r<yhNy<z—ozx<z.

Wir schreiben x <y firz <yVz=y.
Eine strikte partielle Ordnung (s.p.o.) (P, <) heifit linear, falls
r<yVe=yVvVy<uw

fir alle x,y € P gilt.
Eine lineare Ordnung (W, <) heifit Wohlordnung, falls

VACW(A#D— T AvVy <z y¢ A)
d.h. jede nichtleere Teilmenge A von W ein <-minimales Element besitzt. O

Fiir beliebige A C W ist die Aussage A # ) —» Jx € AVy < z. y ¢ A
dquivalent zu
(Vre AJy<axz.ye A) - A=0

was hinwiederum &dquivalent ist zu
Ve(Vy<z.ygd A—axd A) >Ve.x g A
Also ist (X, <) genau dann eine Wohlordnung, wenn fiir alle A C W
VeVy<z.ygdA—axd A) —>Ve.x g A
gilt, d.h. wenn fiir < das Prinzip
VACWVaz(Vy <z.yc€ A—x € A) > Va.x € A)
der Ordnungs-Induktion gilt.

Definition 4.2 FEine Funktion f : Pi — P, zwischen linearen Ordnungen
(P1,<1) und (Py,<2) heifit aufsteigend bzw. monoton, falls aus x <y y im-

mer folgt, daf f(x) <2 f(y). O

Offenbar sind monotonen Funktionen zwischen linearen Ordnungen injektiv
und reflektieren auflerdem die Ordnung, d.h. = <; y folgt aus f(x) <2 f(y).

Wir betrachten nun monotone Funktionen zwischen Wohlordnungen.

Lemma 4.1 Sei (W, <) eine Wohlordnung und f : W — W monoton. Dann
gilt x < f(x) fir allex € W.

Beweis: Angenommen A = {z € W | f(z) < x} sei nichtleer. Da < eine Wohl-
ordnung ist, gibt es ein kleinstes Element z € A. Da f(z) < z und f monoton
ist, gilt auch f?(z) < f(2), also f(z) € A. Dies steht aber im Widerspruch dazu,
daf z das kleinste Element von A ist. |

Man kann diesen Beweis auch in Termen der Ordnungs-Induktion formu-
lieren. Zu diesem Zwecke nehmen wir als Induktionshypothese an, es gelte
Yy < .y < f(y). Wir miissen nun zeigen, dafl auch z < f(z) gilt. Zum Zwecke
des Widerspruchs nehmen wir an, es gelte f(z) < z. Dann gilt aber aufgrund
der Induktionshypothese, daf f(z) < f(f(z)) < f(z), d.h. f(z) < f(x), was
unmdoglich ist.
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Definition 4.3 Eine monotone Funktion zwischen linearen Ordnungen heifst
Isomorphismus, wenn sie surjektiv ist.

Offenbar (Ubung!) ist f genau dann ein Isomorphismus linearer Ordnungen,
wenn f eine monotone Umkehrabbildung besitzt.

Lemma 4.2 Sei (W, <) eine Wohlordnung und f : W — W ein Ordnungsiso-
morphismus. Dann ist f = idy .

Beweis: Fiir alle x € W gilt wegen Lemma 4.1, daf§ (1) z < f(x) und (2)
x < f~1(x). Aber aus (2) folgt f(z) <z, also z = f(x). m|

Korollar 4.1 Seien (Wy,<1) und (Wa, <2) Wohlordnungen. Dann gibt es zwi-
schen (W1, <1) und (Wa, <g2) hdchstens einen Isomorphismus.

Beweis: Seien f und g Ordnungsisomorphismen von Wj; nach Ws. Dann gilt
wegen Lemma 4.2, dal g7% o f = idy, und somit g =gog~lo f=f. O
Ein Anfangsstiick einer partiellen Ordnung (P, <) ist eine Teilmenge I C P,
sodafl aus y < z € I folgt, dal y € I.
Wenn (W, <) eine Wohlordnung ist, dann ist I genau dann ein echtes An-
fangsstiick von (W, <), wenn I = W(z) = {y € W | y < =}, wobei z das kleinste
Element von W—1 ist.

Lemma 4.3 Sei (W, <) eine Wohlordnung. Dann ist (W, <) zu keinem echten
Anfangsstiick W(x) ={y € W |y < x} isomorph.

Beweis: Sei f ein Isomorphismus von W nach W(z) = {y €¢ W | y < z}.
Dann gilt f(z) < 2 im Widerspruch zu Lemma 4.1 (da f ja insbesondere eine
monotone Funktion von W nach W ist). |

Satz 4.1 Fiir beliebige Wohlordnungen Wy, Wy tritt genau einer der folgenden
Fille ein

(1) W1 und Wy sind isomorph

(2) Wy ist isomorph zu einem echten Anfangsstiick von Wo

(3) Wy ist isomorph zu einem echten Anfangsstiick von Wi
Beweis: Die Menge
f= {<$7y> | reWye W27W1(x) = WQ(y)}

ist eine rechtseindeutige Relation, da aus Wi(z) = Wa(y) und Wi(z) = Wa(y')
folgt, daBB Wy (y) = Wa(y') und somit y =y’ (wegen Lemma 4.3). Analog zeigt
man die Linkseindeutigkeit von f. Somit ist f eine injektive Funktion.
Auflerdem sind dom(f) und rng(f) Anfangsstiicke von W; bzw. Ws. Wenn
h : Wi (z) — Wa(y) ein Isomorphismus ist, so sind fiir ' < x auch Wi (z') und
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Wa(h(2")) isomorph. Also ist dom(f) ein Anfangsstiick von Wj. Analog zeigt
man, dal rng(f) ein Anfangsstiick von Wy ist.

Sowohl f als auch f~! sind monoton. Wenn 2’ < z und f(x) definiert ist,
dann gibt es einen Isomorphismus h : Wy (z) — Wa(f(z)). Dann sind aber auch
Wi (2") und Wa(h(z')) isomorph. Es gilt also f(z') = h(z’) < f(x). Analog zeigt
man die Aussage fiir f~.

Wenn dom(f) = W1, dann tritt entweder Fall (1) ein oder rng(f) # Wa. In
zweiterem Fall hat Wo—rng(f) ein kleinstes Element y und es gilt W7 & Wa(y),
also tritt Fall (2) ein.

Wenn dom(f) # Wi, so gibt es ein kleinstes Element € W7 —dom(f). Dann
ist aber rng(f) = Wa, weil andernfalls fiir das kleinste Element y von Wa—rng(f)
gilte, dafl W1 (z) = Wa(y) und somit = € dom(f). Wenn aber rng(f) = Wa, dann
tritt Fall (1) oder Fall (3) ein. a

Fiir nichtisomorphe Wohlordnungen ist also immer eine isomorph zu einem
echten Anfangsstiick der anderen, d.h. es ist immer eine echt grofier als die
andere.

Als néchstes fithren wir den Begriff der Ordinalzahl ein, der es uns gestattet,
aus jeder Isomorphieklasse(!) von Wohlordnungen einen kanonischen Repriisen-
tanten auszuwihlen.

Definition 4.4 FEine Ordinalzahl ist eine transitive Menge o, die durch € wohl-
geordnet wird. Die Klasse der Ordinalzahlen bezeichnen wir mit Ord. O

Ordinalzahlen sind also spezielle Wohlordnungen. Fiir Ordinalzahlen «, g
schreiben wir auch a < 3 anstatt a € . Diese Notation ist im Einklang mit der
Sichtweise, daf} eine Ordinalzahl durch € wohlgeordnet wird. Auflerdem ist dann
jede Ordinalzahl o = {§ | 8 < a}, welche Idee auf J. von Neumann zuriickgeht.

Als néichstes geben wir eine alternative Charakterisierung von Ordinalzahlen,
die unter Annahme des Regularitdtsaxioms exzessiv einfach wird..

Satz 4.2 FEine Menge « ist genau dann eine Ordinalzahl, wenn a eine transi-
tive Menge transitiver Mengen ist und iberdies gilt, daf8

Ve Ca(r#0— Jycz.any =0) (4)

welch letztere Bedingung eine unmittelbare Konsequenz des Regularitdtsarioms
15t.

Beweis:

»,= Sei a eine Ordinalzahl. Dann ist « nach Definition insbesondere auch
transitiv. Wir zeigen nun, dafl auch jedes Element von « transitiv ist. Sei z € «
und z € y € z. Dann gilt y, 2z € «a, weil « transitiv ist. Da die Einschréankung
der Relation € auf « definitionsgeméfl transitiv ist, folgt z € z. Also ist =
transitiv. Eigenschaft (4) ist unmittelbare Konsequenz der Annahme, dafi «
durch € wohlgeordnet wird.

»<%: Sel « eine transitive Menge transitiver Mengen, die (4) erfiillt.
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Seien z,y,z € a und z € y € z. Da x € « transitiv ist, gilt z € x. Somit ist die
Einschrankung der Relation € auf « transitiv.
Als néchstes zeigen wir, dafl « ¢ x fiir alle © € . Sei € a und x € x. Dann ist
{z} eine nichtleere Teilmenge von «. Also gibt es aufgrund von (4) ein y € {z}
mit y N {z} = 0. Aus y € {x} folgt aber y = x. Somit gilt = € y und z € {z},
also z € y N {x} im Widerspruch zu y N {z} = 0.
Wenn € auf « linear ist, dann wird aufgrund von (4) die Menge « durch €
wohlgeordnet. Also geniigt es, die Linearitéit von € auf « zu zeigen.

Wir zeigen also mit Ordnungsinduktion, dafl alle x € a die Eigenschaft

Plz)=Vyeca(reyVae=yVyeE )

haben. Als Induktionshypothese nehmen wir also an, es gelte Vy € x.P(y), und
miissen zeigen, dafl P(z) gilt. Dies beweisen wir ebenfalls mit Ordnungsindukti-
on. Als Induktionshypothese nehmen wir an, es gelte Vv € z(x € vVz =v Vv €
x). Wir miissen zeigen, daf3

rezVex=zVzezx

Wenn z = z, dann ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt z — 2z # ) oder z —x # 0.

Im ersten Fall gibt es ein v € & mit v ¢ z. Also gilt aufgrund der ersten
Induktionshypothese, dafl P(v). Also gilt v = z oder z € v. Wenn v = z, dann
z € x. Wenn z € v, dann z € z, da € auf « transitiv ist.

Im zweiten Fall gibt es ein v € z mit v € x. Also gilt aufgrund der zweiten
Induktionshypothese, dafl x € vV = v. Wenn x € v, dann gilt = € z, da € auf
« transitiv ist. Wenn x = v, dann x € z.

Wir haben also gezeigt, dafl Ord genau aus den transitiven Mengen transitiver
Mengen besteht, die die Bedingung (4) erfiillen, welche allerdings unter Annah-
me des Regularitatsaxioms immer gilt. a

Als niichstes zeigen wir ein paar einfache, aber grundlegende Eigenschaften
von Ordinalzahlen.

Lemma 4.4
(1) 0 ist eine Ordinalzahl.
(2) Elemente von Ordinalzahlen sind wieder Ordinalzahlen.

(3) Fira,B € O0rd mita# B unda C S gilt a € (. Also gilt fir Ordinalzahlen
aCp, daff a < B.

(4) Fir o,p € Ord gilt genau eine der folgenden Beziehungen o < [ oder
a = oder 8 < a.

Beweis: Behauptung (1) ist offensichtlich.

Fiir (2) nehmen wir an, dafi 8 € a € Ord. Es gilt dann 5 C « und somit ist
€ eine Wohlordnung auf 5. Um zu zeigen, dal 8 transitiv ist, nehmen wir an,
dal v € 8. Fiir § € y gilt dann § € 3, da € auf « transitiv ist.
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Fiir (3) nehmen wir an, & und S seien Ordinalzahlen, soda « eine echte
Teilmenge von 3 ist. Sei v das kleinste Element von 8 — . Dann ist o = {¢ €
B €<~} =+ und somit « € §.

Fiir (4) nehmen wir an, @ und g seinen Ordinalzahlen. Man sieht leicht,
dal v = aN B wieder eine Ordinalzahl ist. Mit (3) folgt dann v < «, 5. Wenn
v < a, B, dann ist v € aN B = v, was unmdoglich ist, da € auf o (und auch p)
eine strikte Ordnung ist. Also gilt v = « oder v = 3, woraus die Behauptung
folgt. ]

Folgende Eigenschaften von Ord erweisen sich im weiteren als wichtig.

Satz 4.3

(1) Die Relation € ist eine lineare Ordnung auf Ord, was die Schreibweise
a < B fir a € B rechifertigt.

(2) FiraeOrd gilt a ={8| 8 < a}.

(3) Wenn C eine nichtleere Klasse von Ordinalzahlen ist, so ist (| C auch eine
Ordinalzahl.

(4) Die Vereinigung einer Menge A von Ordinalzahlen ist wieder eine Ordi-
nalzahl und auferdem gilt sup(A) = |J A.

(5) Wenn « eine Ordinalzahl ist, so ist auch o™ := a U{a} eine Ordinalzahl
und zwar das kleinste Element der Klasse {f € Ord | a < 5}.

Beweis:

(1) folgt aus Lemma 4.4(4) und der Transitivitit von € auf Ordinalzahlen.

(2) ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Begriffs Ordinalzahl und der
Identifikation von € und <.

ad (3): Sei C eine nichtleere Klasse von Ordinalzahlen und o € C. Dann ist
NC ={y € a|V8 e C. v € S} und somit eine Menge (aufgrund des Aus-
sonderungsschemas). Wir zeigen, dafi (| C iiberdies transitiv ist. Sei z € (C
und y € z. Dann gilt fiir alle § € C, dal y € z € § und somit y C 3. Also
ist y € N C. Wegen (1) wird (C durch € linear geordnet. Sei A C (C und
nichtleer. Weil A C «, besitzt A ein kleinstes Element bzgl. €.

ad (4): Sei X eine Menge von Ordinalzahlen. Da alle Elemente von X transitiv
sind, ist auch die Menge |J X selbst transitiv. Da |J X eine Menge von Ordi-
nalzahlen ist, wird sie durch € linear geordnet. Sei A eine nichtleere Teilmenge
von |JX. Dann gibt es ein o« € A. Wenn N A = (), dann ist « das kleinste
Element von A. Andernfalls sei 8 das kleinste Element von o N A. Offenbar ist
dann 8 auch das kleinste Element von A, da fiir v € A—« ohnedies a < 7y gilt.
Offenbar gilt « C [J A fiir alle « € A. Wenn « C § fiir alle @ € A, dann folgt
|JA C A. Da auf Ordinalzahlen die Relationen < und C koinzidieren, ist somit
J A Supremum von A.

ad (5): Sei a eine Ordinalzahl. Dann ist « U {«} transitiv, weil « C aU{a} und
a transitiv ist. Da a U {a} C Ord, wird a™ = aU {a} wegen (1) durch € linear
geordnet. Aulerdem ist o das grofite Element von aU{a}. Deshalb besitzt jede
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nichtleere Teilmenge A C o™ ein kleinstes Element: das von AN a, falls AN«
nichtleer ist, und andernfalls «.. Also ist o™ eine Ordinalzahl.
Es bleibt zu zeigen, dafl ot das Infimum der Klasse {3 € Ord | a < 3} ist. An-
genommen « < 3, d.h. a € 3, dann auch o C 8 und somit a™ = a U {a} C 8,
also a™ < 8. Da a < aU{a} = at, ist at das kleinste Element der Klasse
{8 €0rd|a<p} O

Ordinalzahlen der Gestalt o™ nennen wir Sukzessorordinale und schreiben
auch Sc(a) fiir a*. Alle anderen Ordinale heien Limesordinale. Offenbar ist o
genau dann ein Limesordinal, wenn 3% < « fiir alle 8 < «. Also ist insbesondere
0 = @ ein Limesordinal. In der Ubung haben wir gezeigt, da8 alle natiirlichen
Zahlen Ordinalzahlen sind und auch w = N selbst eine Ordinalzahl ist. Da alle
natiirlichen Zahlen aufler 0 Sukzessorordinale sind, ist w das erste Limesordinal
nach 0.

Als néchstes weisen wir nach, daf§ jede Wohlordnung zu einer Ordinalzahl
isomorph ist.

Satz 4.4 Fiir jede Wohlordnung (W, <) gibt es eine dazu (ordnungs)isomorphe
Ordinalzahl.

Beweis: Die Relation
Flz,a) = 2eWAaecOrdAW(z) Za

ist rechtseindeutig, da isomorphe Ordinale gleich sind. Wir zeigen, daf} es zu
jedem z € W ein @ € Ord mit F(x,«) gibt. Andernfalls sei = das kleinste
Element von W mit =3 € Ord. F(z, ). Wegen des Replacementschemas ist
{a € Ord | Jy < 2. F(y,)} eine Menge von Ordinalzahlen, die nach unten
abgeschlossen ist. Sei y die kleinste Ordinalzahl, die in dieser Menge nicht ent-
halten ist. Es gilt dann F(x,~). Also ist F fiir alle x € W definiert. Wegen des
Replacementschemas ist

v:={a€Ord|Jx e W. F(z,a)}

eine Menge und somit die gesuchte Ordinalzahl, zu der (W, <) isomorph ist. O

5 Transfinite Induktion und Rekursion

Sei (W, <) eine wohlgeordnete Menge. Dann gilt definitionsgemé$ fiir alle Teil-
mengen P C W, daB

FreWag¢P)—»IJeeW. Vy<z.ye P)YANx ¢ P
was rein logisch dquivalent ist zu

(VzeW.(Vy<z.yeP) >z e€P)>VoeW.zeP
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welch letztere Aussage wir mit Tl (P) abkiirzen und als Prinzip der , transfini-
ten Induktion fiir P bzgl. <* bezeichnen.” Eine Ordnung (W, <) ist also genau
dann eine Wohlordnung, wenn Tl (P) fiir alle P C W gilt. Insbesondere ist
also transfinite Induktion fiir alle Ordinalzahlen ein zuléssiges Beweisprinzip,
welches sich aufgrund folgenden Satzes auf ganz Ord ausdehnen lift.

Satz 5.1 Sei C eine Klasse von Ordinalzahlen. Dann gilt
(VaeOrd. (V8<a.f € C) - a € C) = YaeOrd.a € C

Beweis: Angenommen es gilt die Pramisse der Implikation, aber a ¢ C. Dann ist
die Menge oo — C' C « nichtleer, weil ja sonst a € C. Sei 8 das kleinste Element
der Menge av — C. Dann gilt Vy < 8.+ € C und somit 8 € C im Widerspruch
zu f € a— C. Also C' = Ord wie behauptet. o

Satz 5.1 ist dquivalent zur Aussage, daf jede nichtleere Klasse von Ordinal-
zahlen ein bzgl. der €-Relation kleinstes Element besitzt. Oft wird das Schema
der transfiniten Induktion {iber Ordinalzahlen auch folgendermaflen formuliert.

Satz 5.2 Sei C eine Klasse von Ordinalzahlen mit den Eigenschaften
(1) 0ecC
(2) at €C firaleacC
(3) wenn A eine Limesordinalzahl ist und 8 € C fir alle B < A, dann A € C

dann gilt C' = Ord.

Beweis: Angenommen C' # Ord. Dann gibt es eine kleinste Ordinalzahl o mit
a ¢ C, deren Existenz jedoch aufgrund der Bedingungen (1)-(3) ausgeschlossen
ist! ]

Satz 5.1 folgt unmittelbar aus Satz 5.2. Die umgekehrte Richtung argumen-

tiert man folgendermaflen. Wenn eine Klasse C' von Ordinalzahlen die Voraus-
setzungen von Satz 5.2 erfiillt, dann erfiillt die Klasse

C'={ae0d|V8<a.pfeC}

die Voraussetzungen von Satz 5.1 und somit C' = Ord. Weil aber C’ C C, gilt
auch C' = Ord.

Aufgrund der Bemerkung unmittelbar nach Satz 5.1 ist folgende Definition
sinnvoll.

Definition 5.1 (Kardinalzahl)
Fiir o € Ord bezeichne |« das kleinste Element von {8 € Ord | a = B}. Eine
Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl o mit o = |«|.

Wenn eine Menge X wohlgeordnet werden kann, dann bezeichne |X| die
kleinste Ordinalzahl o mit X = «. O

"Dieses Prinzip wurde zuvor auch als ,,Ordnungs-Induktion® bezeichnet.
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Offenbar kann man einer Mengen genau dann eine Kardinalitét zuordnen,
wenn diese Menge wohlgeordnet werden kann. Denn wegen Satz 4.4 ist jede
Menge, die wohlgeordnet werden kann, in Bijektion zu einer Ordinalzahl und
wenn i : X — « eine Bijektion ist, so definiert z < y gdw i(x) < i(y) eine
Wohlordnung auf X. In Abschnitt 6 werden wir jedoch sehen, dafl genau dann
jede Menge wohlgeordnet werden kann, wenn das Auswahlaxiom gilt. Es sei je-
doch bemerkt, daf man auch ohne Auswahlaxiom fiir eine Menge a die Klasse(!)
{b | @ = b} betrachten kann, allerdings ohne ein kanonisches Element daraus
zur Verfiigung zu haben. Aus diesem Grund wird i.a. bei Betrachtungen zur
Kardinalzahlarithmetik das Auswahlaxiom zugrunde gelegt.

Als nachstes betrachten wir rekursive Definitionen von Funktionen auf Or-
dinalzahlen mithilfe des Schemas der transfiniten Rekursion.

Satz 5.3 (transfinite Rekursion)
Sei G eine Klassenfunktion, die auf allen Mengen definiert ist. Dann gibt es
genau eine auf Ord definierte Klassenfunktion F, sodaf fir alle o € Ord gilt

wobei Fla = {(8, F(8)) | 8 € a}.

Beweis: Die Eindeutigkeit von F zeigt man leicht durch transfinite Induktion.
Fiir die Relation

F(a,z) = a€OrdA
3f (f Funktion Adom(f) = a Az =G(f) AVB € a. f(B) = G(f18))

beweist man leicht (Ubung!) mit transfiniter Induktion, daf
VaeOrd.3lf. f Funktion Adom(f) = a AVE € a.f(8) = G(fI5)

woraus unmittelbar folgt, dal VaeOrd.3!z.F(a, z) und F(a) = G(F'la) fiir alle
o € Ord. |

Eine typische Anwendung des Prinzips der transfiniten Rekursion ist folgen-
de Definition der Operationen der Addition, Multiplikation und Exponentiation
auf Ord, die auf den natiirlichen Zahlen mit den {iblichen gleichnamigen Opera-
tionen iibereinstimmen.®

Addition

a+0=a«a
a+ Sc(B) = Sc(a + 5)

8Beachte, daB hierbei die (implizit gelassenen) Klassenfunktionen G durch eine Fallunter-
scheidung definiert werden, namlich ob das Argument auf 0, auf einem Sukzessorordinal oder
auf einem Limesordinal definiert ist.
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a+A=sups_ya+f (A Limesordinal)

Multiplikation
a-0=0
a-Sc(f)=a -+«
a-A=supg.ya-fB () Limesordinal)

Ezxponentiation
a® =1 = Sc(0)

o* =supg_y o’ (X Limesordinal)

Man beachte allerdings die mangelnde Kommutativitdat von + und - im trans-
finiten Fall. Es gilt namlich

l4w=w#w+1und

2 w=wHFw-2

Eine weitere wichtige Anwendung des Prinzips der transfiniten Rekursion ist
folgende Konstruktion der sogenannten ,,kumulativen Hierarchie®.

Definition 5.2 (kumulative Hierarchie)
Mithilfe transfiniter Rekursion definieren wir die Klassenfunktion V' als

Va = U P(Vﬁ)

B<a

fiir a € Ord. O

Eine dquivalente (Ubung!) und (vielleicht weniger kryptische) Definition von

V ist
Vo=10 Vi1 =P (Va) vi=J Vv
a<

wobei A ein Limesordinal ist. Offenbar (Ubung!) gilt fiir o < /3, daB sowohl
Va € Vg (,Hierarchie“) als auch V,, C Vs (,kumulativ®). Unter Annahme des
Regularitdtsaxioms und des Ersetzungsschemas kann man zeigen, dafl die ku-
mulative Hierachie die Allklasse V = {z | = x} auschopft, d.h. es gilt

V:UVa

aeOrd

Satz 5.4 Fiir alle Mengen x gibt es eine Ordinalzahl o mit x € V.
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Beweis: Wir beweisen die Aussage mit €-Induktion iiber x (d.h. wir verwen-
den ganz wesentlich das Regularitétsaxiom!). Angenommen fiir alle y € z exi-
stiert ein Ordinal o mit y € V,. Aufgrund des Replacementschemas gibt es
eine Funktion f mit dom(f) = z und f(y) = min{« | y € V,} fiir y € z. Fiir
a:=sup{f(y) | y € x} gilt offenbar, dal y € V,, fiir alle y € z, d.h.  C V,, und
somit z € P(V,) = Vot a

Man zeigt leicht (Ubung!), daB alle V,, transitiv sind. Wenn also = € V,,
dann auch z C V,, (aber i.a. nicht umgekehrt?).

Die Komplexitéit einer Menge x wird gemessen durch die kleinste Ordinalzahl
«, sodaf alle Elemente von x in V,, liegen.

Definition 5.3 (Rang einer Menge)
Der Rang einer Menge z ist die kleinste Ordinalzahl o mit x € Vyyq. Wir
bezeichnen den Rang von x mit rk(z). O

Offenbar gilt € V41 genau dann, wenn = C V.

Definition 5.4 (Zermelo Universum)
Eine Menge U heifst Zermelo Universum, wenn U transitiv ist, unter den Ope-
rationen Pairing (x,y — {z,y}), U und P abgeschlossen ist und w € U. O

Offenbar (Ubung!) ist eine transitive Menge U genau dann ein Zermelo Uni-
versum, wenn U zusammen mit der Einschrinkung von € auf U ein Modell von
7(C), d.h. ZF(C) ohne Replacementschema, ist. Man zeigt leicht (Ubung!), daB
V. genau dann ein Zermelo Universum ist, wenn « ein Limesordinal > w ist. Es
gibt also mindestens so viele Zermelo Universen wie Ordinalzahlen (Ubung!).

6 Zum Auswahlaxiom &dquivalente Prinzipien

Wir betrachten im folgenden einige Aussagen, die (relativ zu den ZF-Axiomen)
zum Auswahlaxiom (AC) dquivalent sind.

Wir haben bereits gesehen, dafl man jede Menge wohlordnen kénnen muf,
um jeder Menge eine gleichméchtige Kardinalzahl (die dann natiirlich eindeutig
bestimmt ist) zuordnen zu konnen. Wir zeigen nun, dafl diese Anforderung zu
AC &quivalent ist.

Satz 6.1 Unter Annahme der ZF-Axiome ist das Auswahlaxiom dquivalent zum
Wohlordnungssatz, der besagt, daf$ man jede Menge wohlordnen kann.

Beweis: ,<=*“: Nehmen wir also den Wohlordnungssatz an. Fiir eine beliebige
Menge A gibt es somit eine Wohlordnung < auf A. Eine Auswahlfunktion fiir
P(A)—{0} wird durch folgende Relation gegeben

Fla,z) = a#0 NaCAANzc€aANVyeAy<z—yda

9Beispielsweise ist w C V,,, aber nicht w € V,,. Ganz allgemein gilt fiir Ordinalzahlen «,
dafl a C V4, aber nicht a € Vj,.
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Wenn nun X eine Menge nichtleerer Mengen ist, dann gilt X € P(|J X). Somit
liefert eine Auswahlfunktion fiir P(|J X)—{0} durch Einschrinkung auf X eine
Auswahlfunktion fiir X.

»="“: Nehmen wir AC an und sei X eine Menge. Sei ay eine Menge mit ag ¢ X.
Dann gibt es eine Funktion f : P(X) — X U{ao} mit f(A) € A fiir nichtleere
A € P(X) und f(@) = ao. Mithilfe transfiniter Rekursion definieren wir nun
eine Klassenfunktion F : Ord — X U {ap} mit

Fla) = f(X—AFB) [ <a})

fiir alle o« € Ord. Wir schreiben Fa] fiir die Menge {F(8) | 5 < a}. Fir a mit
X—Fla] # 0 gilt offenbar F(«) ¢ Fla, d.h. F(a) # F(B) fir alle 8 < a. Also
ist die Einschriankung von F auf {« € Ord | X —F'[a] # 0} injektiv und ihr Bild
ist eine Teilmenge von X. Also ist die Klasse {« € Ord | X —F[a] # 0} aufgrund
des Replacementschemas selbst eine Menge, die wir mit I bezeichnen. Sei «
die kleinste Ordinalzahl, die nicht in I enthalten ist, d.h. I = o, und h = F'[I.
Offenbar ist h eine injektive Funktion von e nach X. Wir zeigen, da h: « — X
auch surjektiv ist. Wenn nicht, dann gibt es ein # € X —h[a] = X —F[«], woraus
folgt, daB X —F[a] # @ und somit « € T im Widerspruch zu o ¢ o = I.

Also ist h : @ — X eine Bijektion, die auf X eine Wohlordnung induziert. O

Eine weitere Aussage, die zu AC dquivalent ist, ist das sogenannte Zorn’sche
Lemma, welches man beispielsweise verwendet, um zu zeigen, daf jeder Vektor-
raum eine Basis hat. Im 1. Teil der Vorlesung haben wir das Zorn’sche Lemma
verwendet, um die Kompaktheit der klassischen Aussagenlogik zu zeigen. Auch
der Satz von Hahn-Banach wird iiblicherweise mit dem Zorn’schen Lemma be-
wiesen.

Das Zorn’sche Lemma besagt, dafl eine partiell geordnete Menge P ein ma-
ximales Element besitzt, wenn jede linear geordnete Teilmenge von P eine obere
Schranke in P besitzt.

Satz 6.2 Das Auswahlaziom ist dquivalent zum Zorn’schen Lemma unter An-
nahme der restlichen ZF-Axiome.

Beweis: ,=“: Wir nehmen an, es gelte das Auswahlaxiom. Sei P eine nichtlee-
re, partiell geordnete Menge, in der jede linear geordnete Teilmenge eine obere
Schranke besitzt. Sei ag eine beliebige Menge mit ag ¢ P. Aufgrund des Aus-
wahlaxioms gibt es eine Funktion f : P(P) — P U {ao} mit f(A) € A fiir
nichtleere A C P und f(0) = ag. Mithilfe transfiniter Rekursion kann man eine
auf den Ordinalzahlen definierte Klassenfunktion F' konstruieren, sodafl

F(o)=f({z e P|VB < a.F(B) <z})

fiir @ € Ord. Wenn F(a) # ag, dann gilt F(8) < F(«) fir alle 8 < «. Also ist
F auf I := {& € Ord | F(a) # ap} injektiv und F[I] ist eine Teilmenge von P,
die iiberdies linear geordnet ist. Also ist I eine Menge. Sei « die kleinste nicht
in I enthaltenen Ordinalzahl, d.h. o = I. Sei x eine obere Schranke von F[I]
(die existiert, weil F[I] linear geordnet ist!), d.h.

VB < a.F(B) < .
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Wir zeigen nun, daf zg in P maximal ist. Wenn es ein z € P géibe mit z > x,
dann wire die Menge {x € P | V8 < a. F(8) < x} nichtleer, also F(a) # ag
und somit a € I = a..

»<="“: Wir nehmen an, daf§ das Zorn’sche Lemma gilt. Sei X eine Menge nichtlee-
rer Mengen. Wir definieren P als die Menge aller Funktionen f, sodafl dom(f) C
X und f(A) € A fur alle A € dom(f), d.h. P ist die Menge aller Auswahlfunk-
tionen auf Teilmengen von X. Wenn wir P durch C partiell ordnen, so erfiillt
(P,C) die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas, weil fiir jede (bzgl. C)
linear geordnete Menge C' C P die Funktion |JC € P eine obere Schranke
von C ist. Also besitzt P ein maximales Element f aufgrund des postulierten
Zorn’schen Lemmas. Wenn dom( f) eine echte Teilmenge von X wére, so gibe es
a€Ae X—dom(f)und fU{(4,a)} € P wire echt grofer als f im Widerspruch
zur Maximalitdt von f in P. Also ist f eine Auswahlfunktion fiir X, da f auf
ganz X definiert ist. O

Man sieht, dal die Beweise des Wohlordnungssatzes bzw. des Zorn’schen
Lemmas aus dem Auswahlaxiom schwieriger sind als die viel einfacheren Riick-
richtungen. Insbesondere kann man den Wohlordnungssatz relativ leicht direkt
aus dem Zorn’schen Lemma beweisen (Ubung!). Dies erklirt vielleicht, warum
man in der Mathematik gern Beweise vermittels des Zorn’schen Lemmas fiihrt,
obwohl dieses im Vergleich zum Auswahlaxiom nicht als intuitiv einsichtig er-
scheint. Die Einsicht, dafl das Auswahlaxiom zu etwas merkwiirdigen Aussagen
dquivalent ist, hat a posteriori das Auswahlaxiom selbst als etwas fragwiirdig
erscheinen lassen. Erst in den 60er Jahren (1963/64) konnte P. Cohen [Coh]
mithilfe der von ihm entwickelten Methode des forcing zeigen, dafl das Auswahl-
axiom tatséichlich von den restlichen Axiomen der Mengenlehre unabhéngig ist,
obwohl dies schon lange vorher vermutet wurde!

Wie auch immer, es hat sich eingebiirgert, die Verwendung des Auswahl-
axioms in mathematischen Beweisen explizit zu deklarieren, um seinem pro-
blematischen Status Rechnung zu tragen. Man beachte jedoch, dafl es fiir den
Grofteil insbesondere der angewandten Mathematik absolut unnétig ist.

7 Kardinalzahlarithmetik

In Abschnitt 4 haben wir Kardinalzahlen als spezielle Ordinalzahlen definiert,
néamlich als solche o € Ord, sodaf es fiir alle § < « keine Injektion von a nach
B gibt, d.h. daf§ a und S nicht gleichméchtig sind. Unter Annahme des Aus-
wahlaxioms gibt es zu jeder Menge X eine eindeutig bestimmte Kardinalzahl
|X| = X, indem man fiir |X| das kleinste Element von {a € Ord | X = «}
nimmt. Man beachte, dafl diese Klasse eine Menge ist, da die Menge der Wohl-
ordnungen von X in P(X xX) enthalten ist. Um zu garantieren, dafi die Menge
nicht leer ist, benttigt man das Auswahlaxiom, da dieses garantiert, daf} es
zumindest eine Wohlordnung von X gibt.

Man sieht leicht, da8 die Klasse Card aller Kardinalzahlen durch € wohlge-
ordnet wird und man Aussagen iiber Card durch transfinite Induktion beweisen
kann.
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Zunéchst einmal betrachten wir einige ,,arithmetische* Operationen auf Card.
Definition 7.1 Fiir Kardinalzahlen k, A sei
K+ X=|k+ A
K+ A= |k X Al
= |{f € P(Axk) | f: X = K}

wobei die disjunkte Vereinigung + wie iblich als A+ B = ({0} x A)U ({1} x B)
definiert ist. O

Zur Definition von x* setzen wir das Auswahlaxiom voraus, da andernfalls
nicht garantiert ist, dafl man die Menge der Funktionen von x nach A wohlordnen
kann. Fiir Summe und Produkt ist dies kein Problem, da man hierfiir Summe
und Produkt von Ordinalzahlen verwenden kann.

Es ist eine leichte Ubung(!) zu zeigen, daB der Klasse Card durch Summe
und Produkt zwei verschiedene ein kommutative Monoidstrukturen aufgeprigt
werden. Diese beiden Monoidstrukturen sind durch das wohlbekannte Distribu-
tivgesetz

(k1 + k2) - A= (k1 A) + (K2 - \)
miteinander verbunden. Fiir die Exponentiation gelten die Gesetze
IQO =1 Hl — K )\n1+l<a2 — )\Hl . )\l‘i2

welche auch von den natiirlichen Zahlen her vertraut sind. Aulerdem gilt (sofern
2% existiert), dal k < 27, weil ja k und P(k) nicht gleichmichtig sind.

IM REST DES ABSCHNITTS SETZEN WIR DAS AUSWAHLAXIOM VORAUS.

Lemma 7.1 Sei C' eine Menge von Kardinalzahlen. Dann gibt es eine Kardi-
nalzahl, die echt grifier als alle Kardinalzahlen in C' ist.

Beweis: {U C’ > k fiir alle x € C. Also ist 21UC! > g fiir alle k € C. O

Korollar 7.1 Jede Menge von Kardinalzahlen besitzt ein Supremum in Card.
Auflerdem besitzt jede michtleere Menge von Kardinalzahlen ein Infimum

Beuweis: Leichte Ubung unter Verwendung von Lemma 7.1. |

Korollar 7.2 Fiir jede Kardinalzahl k gibt es eine kleinste Kardinalzahl k* mit
Kt > K.

Beweis: Es gibt eine Kardinalzahl A > k. Dann ist k™ das kleinste Element der
Menge {a € A | kK < a, a € Card} U {\}. O

Da es fiir jede Menge C von Kardinalzahlen eine Kardinalzahl gibt, die echt
grofer als alle Elemente von C ist, folgt, dal Card eine echte Klasse ist, weil
es ja andernfalls wegen Lemma 7.1 eine nicht in Card enthaltene Kardinalzahl
gibe.

Wir beobachten noch, dafl Suprema von Kardinalzahlen durch Vereinigung
gegeben sind.
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Lemma 7.2 Sei C eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist | JC das Supre-
mum von C' in Card.

Beweis: Wenn C' ein grofites Element besitzt, ist die Aussage trivialerweise wahr.
Nehmen wir also an, C' habe kein grofites Element. Bekanntlich ist die Vereini-
gung |JC das Supremum von C in Ord. Wenn nun a < |JC, dann gibt es ein
k € C'mit a < k. Weil C kein grofites Element besitzt, gibt es eine Kardinalzahl
k' > k mit k' € C. Also ist « von echt kleinerer Kardinalitit als ' und somit
auch von echt kleinerer Kardinalitit als |JC. Also ist |JC eine Kardinalzahl
und somit das Supremum von C' in Card. ]

Bekanntlich ist w = w - w. Dies 148t sich auf beliebige unendliche Kardinal-
zahlen erweitern.

Satz 7.1 Fir unendliche Kardinalzahlen k gilt k = K - K.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe eine kleinste unendliche Kardinalzahl x mit
Kk < k- k und fiihren diese Annahme auf einen Widerspruch.

Weil k die kleinste unendliche Kardinalzahl mit x < & - & ist, gilt fiir alle Kar-
dinalzahlen A < k, dal A = XA - A, sofern A unendlich ist. Also gilt fiir alle
unendlichen Ordinalzahlen a < k, dafl @ X o &~ a. Wir definieren nun auf
k X k eine Wohlordnung < wie folgt: (a1, a2) < (81, S2) genau dann, wenn
max(ay, az) < max(fi, B2) oder

max(aq, @) = max(f81,02) und a1 <1V (1 =01 Aag < 5a)

d.h. Paare mit gleichem Maximum werden lezikographisch gordnet. Da k eine
Limesordinalzahl ist, gibt es fiir alle o, 8 < k ein v < k mit «, f < . Also ist
fiir jedes (o, B) € k x K die Menge {(o/, ') | (¢, 8') < (o, 8)} in einer Menge
v x v C k X k als Teilmenge enthalten, wobei a, < v < k. Aufgrund der
Induktionshypothese gilt nun, da8 |y x | = || < k, wenn v unendlich ist. Also
hat jedes echte Anfangsstiick der Wohlordnung (kx &, <1) eine Kardinalitéit < k.
Sei nun A die zu (kXk, <) isomorphe Ordinalzahl. Fiir jedes a@ < A gilt nun
aufgrund obiger Betrachtung, daf |a| < k. Also ist A <k, d.h. k- k = k. a

Korollar 7.3 Fiir unendliche Mengen X gilt
(1) X2XxX
(2) X2X+X
(3) X =U,en X"

Beweis: Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Satz 7.1. Die zweite Aussage
folgt aus X + X < X x X (da X unendlich ist und somit mindestens 2 Elemente
enthilt) und X x X = X wegen (1). Mit Induktion zeigt man leicht, daf} alle
X" = X. Weil aber N < X gilt auch XPTENx X <X xX=X. O

Um groflere Kardinalitdten als w zu erreichen, mufl man sich also der Po-
tenzierung bedienen, was allerdings nur unter der Annahme des Auswahlaxioms
moglich ist.

neN
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Fiir Potenzen von Kardinalzahlen 148t sich folgende Abschitzung angeben.

Lemma 7.3 Fir Kardinalzahlen r, X gilt \* < 252 und, wenn k oder A\ un-
endlich ist, gilt iberdies A" < gmax{r,A}

Beweis: Fiir beliebige Menge A und B gilt
B* C P(AxB) = 24%8

woraus die erste Behauptung folgt. Wenn s oder A unendlich ist, so gilt k- A <
max{k, A} - max{s, \} = max{k, A}, woraus die zweite Behauptung folgt. O

Korollar 7.4 Wenn k eine unendliche Kardinalzahl ist, dann gilt
28 = \"
fiir alle Kardinalzahlen X mit 2 < X\ < k.
Beweis: Flir 2 < A< k> w
9 < \F < gmax{r.\} _ on

wobei die zweite Abschitzung wegen Lemma 7.3 gilt. ]

Korollar 7.5 Wenn * > X und k < A, dann ist k" = M, falls p unendlich
15t.

Beweis: Es gilt k# < M < (kH)F = gHH = gH, O

Insbesondere gilt also fiir unendliche Kardinalzahlen k, dafl 2% = A\ fiir alle
Kardinalzahlen A mit 2 < A\ < 2%,

Da Card eine Klasse ist und durch € wohlgeordnet wird, kann man die un-
endlichen Kardinalzahlen mit Ord bijektiv wie folgt in Beziehung setzen.

Definition 7.2 Die Funktion X : Ord = Card—w sei durch transfinite Rekursi-
on wie folgt definiert

N() = w Na+1 = N;r
Ny =sup,.yNa (A Limesordinal). O

Fiir unendliche Kardinalzahlen x ist die einzige naheliegende explizite Kon-
struktion einer echt groferen Kardinalzahl die Potenz 2*. Dies bewegte G. Can-
tor zu der kithnen Vermutung, dafl

Na+1 = 2Na
fiir alle Ordinalzahlen « gilt, d.h., daf§ es fiir unendliche k kein A gibt mit

K< A<28
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Diese Vermutung Cantors hat unter dem Namen verallgemeinerte Continuums-
hypothese Berithmtheit erlangt.!® Die spezielle Continuumshypothese ist der
Spezialfall fiir a = 0, d.h. die Behauptung, dafl jede unendliche Menge X C R
entweder zu N oder zu R gleichmiichtig ist.!! In den 60er Jahren des 20. Jhd.
gelang es Paul COHEN [Coh] zu zeigen, daf} sogar die spezielle Continuumshypo-
these von ZFC unabhingig ist. Mit der zu diesem Zweck entwickelten Methode
des sog. forcing konnte man viele weitere Unabhéngigkeitsresultate dieser Art
erzielen. Mit einer Variation der forcing Methode kann man auch zeigen, dafl
das Auswahlaxioms von den ZF-Axiomen unabhéngig ist (siehe etwa [Jechl]).

8 Endlichkeitsbegriffe

Wenn man die natiirlichen Zahlen zur Verfiigung hat, wird jeder verniinftige
Mensch den Begriff ,,endlich“ folgendermaflen definieren.

Definition 8.1 Fine Menge X heiffit endlich, wenn Incw.n ~ X. O

Vielfach findet sich aber folgender alternativer, auf Richard DEDEKIND zuriick-
gehende Begriff.

Definition 8.2 FEine Menge X heifit D-endlich, wenn X zu keiner echten Teil-
menge von X gleichmdchtig ist. O

In ZF (d.h. ohne Auswahlaxiom) kann man zeigen, daf}

Lemma 8.1 FEine Menge X ist genau dann nicht D-endlich, wenn eine injek-
tive Funktion von w nach x existiert.

Beweis: Sei f : w — X injektiv. Sei Y = {z € X |z & flw]VIn € w.z =
f(n+ 1)}. Offenbar ist Y eine echte Teilmenge von X mit ¥ ~ X, also ist X
nicht D-endlich.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, die Menge X sei nicht D-endlich, d.h.
es gibt eine echte Teilmenge Y von X mit X ~ Y. Seia € X—Y undt: X - Y
eine Bijektion. Sei nun f : w — X definiert als f(n) = t"(a). Wir zeigen nun,
da f injektiv ist. Angenommen f(n) = f(m) mit n < m. Dat: X — X
injektiv ist, folgt a = ™ ™ (a) im Widerspruch dazu, daf a & ¢t[X]. O

Also ist X genau dann D-endlich, wenn es keine injektive Funktion von w
nach X gibt. Darauf basierend kann man mithilfe des Auswahlaxioms zeigen,
daB

Satz 8.1 (AC) Eine Menge X ist genau dann D-endlich ist, wenn X endlich
(d.h. zu einem n € w gleichmdchtig) ist.

10Man kann die verallgemeinerte Continuumshypothese ohne Annahme des Auswahlaxioms
sie folgt formulieren: wenn X unendlich ist und X <Y < P(X), dann gilt X ~ Y oder
Y = P(X). In IV.12 of [Coh] findet man einen Beweis, daf aus dieser Form von GCH das
Auswahlaxiom folgt.

1da man zeigen kann, da8 R und P(N) gleichméchtig sind
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Beweis: Aufgrund von Lemma 8.1 ist diese Aussage dquivalent dazu, daf eine
Menge X genau dann unendlich ist, wenn es eine injektive Funktion von w nach
X gibt.

Fiir die nichttriviale Richtung nehmen wir an, die Menge X sei zu keinem
n € w gleichméchtig. Aufgrund des Auswahlaxioms gibt es eine Funktion ¢ :
P(X) — X mit ¢(A) € A fiir alle nichtleeren A € P(X). Wir definieren nun
frw— X als

f(n) = (X ={f(k) [ k <n})

fir n € w. Weil X nicht endlich ist, ist {f(k) | ¥ < n} immer eine endliche
Teilmenge von X. Somit ist die Funktion f injektiv, wie behauptet. O

In [Jechl] findet man einen Beweis, daf§ Satz 8.1 in ZF nicht herleitbar ist, da
Modelle von ZF existieren, in denen es Mengen gibt, die D-endlich, aber nicht
endlich sind.

Alternativ hat K. KURATOWSKI folgende Charakterisierung des Endlich-
keitsbegriffs vorgeschlagen, die in ihrer Formulierung nicht auf die natiirlichen
Zahlen bezug nimmt.

Definition 8.3 Fir eine Menge X sei K(X) die kleinste Teilmenge K wvon
P(X), sodaf

(1) 0 € K und
(2) Au{z}, falls Ac K undx € X.
Eine Menge X heifit K-endlich, wenn K(X) = P(X). O
Man kann nun relativ leicht in ZF (d.h. ohne Auswahlaxiom!) zeigen, daf}

Satz 8.2 Eine Menge X ist genau dann endlich, wenn sie K-endlich ist.

Beweis: Ubung! a

9 Unabhingigheitsbeweise

Zuerst einmal rufen wir in Erinnerung, daf§ aufgrund des 2. Gédelschen Unvoll-
standigkeitssatzes Systeme wie ZF und seine Erweiterungen ihre eigene Konsi-
stenz nicht beweisen kénnen. Deshalb kénnen diese Systeme fiir keine geschlos-
senen Formel A in der Sprache der Mengenlehre die Unbeweisbarkeit von A
beweisen. Deshalb sind nur relative Konsistenzbeweise moglich, d.h. wenn ZF
konsistent ist, dann auch bestimmte Erweiterungen von ZF.

Der erste relative Konsistenzbeweis geht auf K. GODEL zuriick. Ende der
1930er Jahre zeigte er, dal ZFC + GCH konsistent ist, wenn ZF konsistent ist.
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Zu diesem Zweck hat er in ZF eine Klasse L sogenannter konstruktibler'? Men-
gen definiert und bewiesen, dafl nach Einschrankung aller Quantoren auf diese
Klasse L nicht nur die ZF Axiome (man sagt L sei ein inneres Modell), sondern
auch das Auswahlaxiom und die Kontinuumshypothese in ZF bewiesen werden
konnen. Natiirlich beweist auch ZF nicht, dafl die transitive Klasse L ein Modell
fiir ZFC und die Kontinuumshypothese ist. Vielmehr hat Gédel durch Induktion
auf der Metaebene gezeigt, dafl ZF die Aussage A" (Einschrinkung von A auf L)
beweist, wenn A ein Axiom von ZF, das Auswahlaxiom oder die Kontinuumshy-
pothese ist! Man kann deshalb das Auswahlaxiom und die Kontinuumshypothese
konsistenterweise zu ZF hinzufiigen kann. Siehe etwa das enzyklopédische Werk
von Jech [Jech2] fiir detailliertere Information.

Da L iiberdies das Axiom V = L validiert, ist es hoffnungslos, ein inneres
Modell zu konstruieren, in dem die Kontinuumshypothese falsch ist. Deshalb
hat anfang der 1960er Jahre P. COHEN (siehe [Coh]) die Methode des sogenann-
ten forcing entwickelt, um zu zeigen, dafl ZFC die Kontinuumshypothese nicht
beweist.

9.1 Forcing

Sei M eine transitive Menge, sodal M zusammen mit der Einschréinkung von €
auf M die Axiome von ZF bzw. ZFC validiert. Typischerweise nimmt man an, M
sei ein countable transitive model'® of ZFC oder ein Grothendieck Universum.
Sei weiters P ein idempotentes, kommutatives Monoid in M. Auf P It sich
dann eine partielle Ordnung durch p < ¢ genau dann, wenn pqg = p, definieren.
Dann ist die bindre Monoidoperation die Infimumsoperation und das neutrale
Element 1 das grofite Element beziiglich dieser Ordnung. Ein initiales Segment
ist eine Teilmenge I von P mit MI C I (d.h. ¢ < p € I impliziert ¢ € I).
Sei nun L ein initiales Segment von P. Wir nennen C = P\ L die Menge
der ,kohédrenten Elemente“ von P. Fiir Teilmengen X von P definieren wir
Xt ={p e P|Vqg e X.pqg € L}, welches offensichtlich immer ein initiales
Segment von P ist.

Fiir jede Formel A in der Sprache mit einem zweistelligen Relationssymbol ¢
und Parametern in M definieren wir ein Priadikat p IF A auf P durch Rekursion
iiber den Aufbau von A wie folgt

12Man definiert eine Klassenfunktion L, deren Definitionsbereich die Klasse der Ordinal-
zahlen ist, durch transfinite Rekursion wie folgt

Lo=0  Laty1=D(La) Lx=|J La
aEX

wobei A ein Limesordinal ist und D(Lq) die Menge aller Teilmengen von L, ist, die in der
Sprache der Mengenlehre definiert werden kénnen unter Verwendung von Parametern aus L.

13Die Existenz eines solchen liBt sich aus der Annahme der formalen Konsistenz (Wider-
spruchsfreiheit) nicht herleiten, siehe III.6 in [Coh]. Trotzdem wird es oft in der Literatur
angenommen. Man kann dies dadurch rechtfertigen, daf} fiir jedes endliche Fragment von ZFC
ein countable transitive model existiert (aufgrund des sog. reflection theorems, siehe etwa
[Jech2]). Daraus folgt insbesondere mithilfe des Kompaktheitssatzes, dal, wenn ZFC konsi-
stent ist, auch die Erweiterung von ZFC konsistent ist, in der ein countable transitive model
von ZFC postuliert wird.
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plkxdy gdw VqEP((m,q)Ey%pqEJ_)
plk L gdw pe L

plkA— B gdw Vq(qlF A— pql- B)
plFVzA gdw Vz(plF A)

Mithilfe transfiniter Rekursion definiert man dann die zweistelligen Relationen
C und ¢ als

Vz(z € y — z24x)
Vz(x Cz— 2 Cx — 24y)

rCy

TEy

Wenn man z = y fiir x C y Ay C x schreibt und die Negationen von ¢ und ¢
durch € bzw. € bezeichnet, erhélt man dann dquivalenterweise

xCy gdw Vz(zex = z €y)
x€y egdw Jz(z =2z Azey)

was sicherlich leichter eingingig ist.

Mit einem gewissen Aufwand kann man zeigen (siehe etwa [Jech2]), dafl
fiir alle Instanzen A von ZFC Axiomen die Aussage 1 IF A in ZFC beweisbar
ist. Dies kann somit als booleschwertiges Model von ZFC betrachtet werden,
wo Wahreitswerte Teilmengen von P der Gestalt X' sind, welche bzgl. C eine
vollstandige boolesche Algebra bilden. Solche Modelle werden auch als forcing
Modelle bezeichnet.

9.2 Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese

Fiir beliebige unendliche Kardinalzahlen x kann man nun das kommutative,
idempotente Monoid P, der endlichen Teilmengen von x X Ny X 2 mit U als
Verkniipfung betrachten. Wenn man fiir C' die Teilmenge der endlichen partiellen
Funktionen von x x Rg nach 2 wihlt, so kann man zeigen (siehe etwa [Jech2)]),
daB in dem resultierenden forcing Modell x < 280 gilt.

Also kann man erzwingen'*, daf8 2% beliebig grof wird“, was die Kontinu-
umshypothese auf duflerst starke Weise refutiert.

9.3 Generic Sets

Manchen Leuten erscheinen die booleschwertigen Modelle etwas ,,unheimlich*,
da sie nicht ,,zweiwertig* sind, d.h. keine Modelle im Sinne von Tarski. Deshalb
ist folgende Formulierung populér in Kreisen von eher traditionell orientierten
Logikern.

Wir starten von einem countable transitive model M of ZFC. Sei P eine
partielle Ordnung in M. Eine Teilmenge D von P heifit dicht, wenn fiir alle z € P
ein y € D existiert mit y < z. Eine Teilmenge G von M (nicht notwendigerweise
ein Element von M) heifit M-generischer Filter auf P, wenn

(1) z € G und z < y impliziert y € G

1 deshalb der Name ,,forcing®
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(2) wenn z,y € G, dann existiert z € G mit z < z,y
(3) fiir jede dichte Teilmenge D von P mit D € M ist D NG # (.

Wenn P die Menge der endlichen partiellen Funktionen von k x Xg nach 2 ist mit
D als partieller Ordnung, dann ist ein generischer Filter G auf P eine injektive
Funktion von s nach 280, Diese Funktion existiert nicht im Modell M, wohl
aber in der generic extension M[G] die sich folgendermafien beschreiben 1a8t.
Mit transfiniter Rekursion definiert man fiir x € M die Menge z¢ = {ya |
dp € G.(y,p) € x}, die selbst nicht in M zu liegen braucht. Mit transfiniter
Rekursion definiert man & = {(g,p) | y € x,p € P} € M fiir x € M. Offenbar
gilt ¢ = x. Der generic set T is definiert als {(p,p) | p € P}. Offenbar gilt
I'¢ = G. Die generic extension M[G] wird definiert als {x¢ | € M} und ist ein
transitives Model von ZFC wie z.B. in [Kun, Jech2] gezeigt wird. Sei o(M) die
Menge der Ordinalzahlen in M. Man kann zeigen, daf fiir k € o(M) gilt, dafl &
in M eine Kardinalzahl ist genau dann, wenn & in M[G] eine Kardinalzahl ist.
Dies ist der Fall, weil P in M die sogenannte countable chain condition erfiillt
(siehe [Kun, Jech2]). Wenn man nun s mit we aus M instantiiert, dann gilt in
M[G], daB we < 2%, was die spezielle Kontinuumshypothese refutiert.
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10 In der Vorlesung aufgeworfene Fragen

10.1 Das System Ext + Sep

Aufgrund von Ext kann man das Gleichheitsymbol eliminieren. Man kann es
nimlich z = y definieren als Vz(z € z <> 2 € y). Fiir die so definierte Gleich-
heitsrelation kann man fast alle Gleichheitsaxiome beweisen. Man muf3 blofl
T €zNx =1y — y € z postulieren.

Ein Modell M, das Sep validiert aber nicht Ext, erhélt man folgendermafen.
Sei e : N — P(N) mit e(n) = A genau dann, wenn A endlich ist und n =
3 2%, Das Modell M hast N als zugrunde liegende Menge und m €™ 2n
keA
gdw m €M 2n41 gdw m € e,,. Man zeigt leicht, daB M alle Axiome von ZFC
erfiillt mit Ausnahme von Ext und dem Unendlichkeitsaxiom. Offenbar gilt in
M die Aussage Vz(m € z <> n € z) denau dann, wenn n = m, wohingegen
Va(z € n <> x € m) genau dann in M gilt, wenn ein k € N existiert, sodaf
{n,m} C {2k, 2k+1}.

Ein triviales Modell fiir Ext + Sep erhélt man, indem man {0} als zugrun-
deliegende Menge wihlt und € als immer falsch interpretiert. In diesem Modell
gilt

Vz(zex e zey) & Vz(rezyez) (5)

fir alle z,y. Es erhebt sich nun die Frage, ob diese Aquivalenz in beliebigen
Modellen von Ext + Sep gilt. Wenn = € z, dann dann existiert aufgrund von
Sep die Menge {z}. Offenbar gilt x € {z} und y € {z} genau dann, wenn
x = y. Also gilt (5) sobald x oder y in einem z als Element enthalten sind.
Also miissen wir ein Modell suchen, wo es zwei verschiedene Mengen z und y
gibt, die beide in keiner Menge als Element enthalten sind. So etwas gibt es
tatsédchlich, ndmlich P({0,1}) mit der Einschrankung der iiblichen €-Relation
auf diese Menge. Diese Struktur validiert Ext + Sep und die Mengen « = {1}
und y = {0, 1} sind verschieden, aber in keiner der Mengen von P({0,1}) als
Element enthalten.

10.2 Mengen unvergleichbarer Kardinalitit in ZF

Sei x eine unendliche Menge, die D-endlich ist. Dann existiert keine injektive
Funktion von w nach x. Es existiert aber auch keine injektive Funktion von x
nach w, da jede Teilmenge von w endlich oder gleichméchtig zu w ist.
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